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Vorwort. 


Das  vorliegende  Buch  enthält  den  mathematischen  Teil  einer 
umfassenden,  auf  praktische  Anwendung  zielenden  Darstellung  der 
wissenschaftlichen  Grundlagen  der  Landesvermessungen  und  Erd- 
messungen. Meine  ursprüngliche  Absicht  war,  in  organischer  Ent- 
wicklung den  physikalischen  Teil  vorausgehen  zu  lassen;  nachdem 
ich  jedoch  das  gesamte  Material  einer  ersten  Bearbeitung  unterzogen 
hatte,  fand  ich,  dafs  die  bewährte  Methode  des  Aufsteigens  vom  Ein- 
fachen zum  Komplizierteren  sich  besser  mit  der  nunmehr  g&wählten 
Reihenfolge  der  Teile  würde  vereinigen  lassen.  Für  die  allgemeine 
Orientierung  sorgen  jetzt  die  beiden  ersten  Kapitel  der  Einleitung. 

Bei  den  mathematischen  Entwicklungen  ist  alles  beiseite  ge- 
lassen, was  in  keiner  Beziehung  zur  Geodäsie  auf  der  wirklichen  Erd- 
oberfläche steht;  innerhalb  dieses  Rahmens  aber  habe  ich  versucht 
Ausführlichkeit  und  Strenge  mit  Einfachheit  zu  vereinigen. 

Der  Wunsch  nach  Ausführlichkeit  veranlafste  mich  u.  a.  der 
Rechnung  mit  Sehnen  einen  Platz  einzuräumen,  obgleich  sich  heraus- 
stellte, dafs  im  allgemeinen  die  Sehne  weniger  bequem  zur  Anwendung 
ist,  als  die  geodätische  Linie.  Immerhin  ergaben  sich  aufser  theo- 
retisch interessanten  Resultaten  auch  einige  zur  Anwendung  geeignete 
Formeln. 

Was  die  Strenge  der  mathematischen  Darstellung  anlangt,  so 
scheint  es  mir,  dafs  sie  namentlich  bei  Reihenentwicklungen  in  geo- 
dätischen Werken  meistens  zu  sehr  als  selbstverständlich  angesehen 
wird.  Nicht  immer  aber  hat  man  es  mit  dem  einfachen  Fall  der 
Entwicklung  trigonometrischer  Funktionen  kleiner  Winkel  in  Potenz- 
reihen zu  thun  und  es  bedarf  u.  a.  bei  der  Ableitung  des  Legendreschen 
Theorems  einer  besonderen  Untersuchung  der  Gültigkeit  für  spitze 
Dreiecke,  die  jedoch  mittelst  des  Restes  der  Tayhrschen  Reihe  leicht 
zu  f&hren  ist. 

In  Hinsicht  der  Einfachheit  beschränkte  ich  mich  zunächst  auf 
die  Geodäsie  für  die  Kugel  und  das  schwach  abgeplattete  Rotations- 
ellipsoid, schlofs  an  die  letztere  aber  die  Geodäsie  auf  der  wirklichen 
Erdoberfläche  mittelst  des  Begriffes  der  Lotabweichung  an.  Dieses 
schon  von  Bessel  angegebene  Verfahren  ist  nach  dem  gegenwärtigen 
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VI  Vorwort 

Stande  unserer  Kenntnis  der  Erdgestalt  nicht  nur  ein  ganz  berech- 
tigtes^ sondern  nach  meiner  Ansicht  das  einzig  praktische.  Ich  halte 
es  namentlich  für  ganz  nutzlos^  als  Projektionsfläche  eine  andere  Fläche 
als  das  schwachabgeplattete  Rotationsellipsoid  mit  zur  Erdaxe  paral- 
leler kleiner  Axe  zu  wählen  und  habe  mich  demgemäfs  darauf  be- 
schränkt;  alle  Theorieen  nur  für  diese  Fläche  oder  die  noch  einfachere 
Eugelfläche  aufzustellen.  Ist  es  auch  mathematisch  interessant,  in 
jedem  Falle  das  Gültigkeitsgebiet  eines  Satzes  in  vollem  Umfange 
zu  erkennen,  so  verliert  doch  diese  Kenntnis  jede  Bedeutung  für  die 
geodätische  Anwendung.  Die  Beschränkung  aber  gewährte  mir  die 
Möglichkeit  einer,  wie  ich  hoffe,  in  erweitertem  Kreise  verständlichen 
Darstellung.  Insbesondere  habe  ich  die  Fundamentalgleichung  der 
geodätischen  Linie  ganz  elementar  ohne  Variationsrechnung  hei^eleitet, 
sowie  mich  bemüht,  zur  Theorie  der  geodätischen  Dreiecke  in  dem 
für  die  Praxis  ausreichenden  Umfange  auf  direkten,  dem  allgemeineren 
Verständnis  naheliegenden  Wegen  zu  gelangen.  Zu  dem  Zwecke  wurde 
von  den  Integralformeln  für  die  geodätische  Linie  zunächst  zu  den 
Differentialformeln  übergegangen  und  aus  diesen  die  Lehre  vom  geo- 
dätischen Kreise  gewonnen,  wonach  es  nur  einfacher  Integrationen 
zur  Erreichung  jenes  Zieles  bedurfte.  Zu  grofserer  Anschaulichkeit 
ist  die  Theorie  der  geodätischen  Dreiecke  auf  der  Kugel  ähnlich  be- 
handelt worden,  wie  jene  fürs  EUipsoid;  dabei  konnte  zugleich  ohne 
Schwierigkeit  die  Gültigkeit  der  Formeln  der  sphärischen  Trigono- 
metrie in  dem  för  die  Geodäsie  wichtigen  Umfange  bewiesen  werden. 

Es  versteht  sich  wohl  von  selbst,  dafs  die  vorhandenen  Arbeiten 
über  Geodäsie  berücksichtigt  wurden,  wie  zahlreiche  Citate  bezeugen: 
formell  bin  ich  jedoch  entsprechend  meinen  Absichten  in  den  meisten 
Fällen  selbständig  vorgegangen. 

Auch  materiell  dürfte  sich  manches  Neue  finden.  In  dieser  Be- 
ziehung nenne  ich  u.  a.  die  Rechnung  mit  Sehnen  auf  dem  EUipsoid 
(4.  Kap.),  die  Differentialformeln  für  die  geodätische  Linie  (6.  Kap.), 
die  Reihenentwicklungen  zur  Berechnung  von  Entfernung  und  Azi- 
muten aus  geographischen  Positionen  (S.  314),  die  Betrachtung  för 
geodätische  Linien  zwischen  nahezu  diametralen  Punkten  (7.  Kap.), 
die  Untersuchung  über  die  Maximalwerte  der  höheren  Glieder  des 
Legendreschen  Theorems  (S.  94,  359  u.  384),  die  Untersuchung  über 
die  sphärische  Berechnung  der  Dreiecksketten  (S.  400),  die  Beziehungen 
zwischen  rechtwinkligen  und  geographischen  Koordinaten  (9.  Kap.), 
die  Ausgleichung  geodätisch-astronomischer  Messungen  mit  Rücksicht 
auf  Lotabweichungen  (12.  Kap.)  und  die  Entwicklungen  bezüglich  der 
Beweiskraft  der  Gradmessungen  ftir  eine  rotationsellipsoidische  Erd- 
gestalt (13.  Kap.). 
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Vorwort.  VII 

Die  wichtige  Angelegenheit  der  Ausgleichung  geodätisch -astro- 
nomischer Messungen  mit  Rücksicht  auf  Lotabweichungen  ist  zwar 
nicht  bis  in  alle  Details  erledigt,  aber  es  ist  wenigstens  die  Grund- 
lage vollständig  entwickelt.  Als  ein  Hauptresultat  der  Untersuchung 
mufs  ich  für  mich  die  Überzeugung  betrachten,  dafs  bei  den  Aus- 
gleichungen grofser  Dreiecksnetze  nicht  nur  die  von  den  verschiedenen 
Grundlinien  gegebenen  Bedingungsgleichuugen  zu  berücksichtigen  sind, 
sondern  auch  die  bei  dem  jetzigen  Stande  der  Beobachtungskunst 
völlig  ebenbürtigen  Gleichungen,  welche  mittelst  des  Theorems  von 
Laplace  aus  Azimutbestimmungen  und  geographischen  Längenbestim- 
mongen  abgeleitet  werden  können  (S.  537).  Eine  ohne  diese  Rück- 
sichtnahme ausgeführte  gemeinsame  Ausgleichung  eines  grofseren 
Komplexes  von  Dreiecksketten  würde  ich  für  Gradmessungszwecke 
als  wertlos  erachten,  für  Landesvermessungszwecke  aber  wenigstens 
als  unvollständig  ansehen. 

Um  die  Übersichtlichkeit  zu  erleichtern,  sind  in  den  Formeln 
möglichst  wenig  abkürzende  Bezeichnungen  eingeführt.  Die  Symbolik 
ergab  sich  durch  eine  Reihe  von  Kompromissen  aus  den  üblichen 
Bezeichnungsweisen.  Es  ist  dabei  möglichst  bedacht  genommen,  das- 
selbe Symbol  nur  insoweit  zur  Bezeichnung  verschiedener  Gröfsen  zu 
verwenden,  als  ein  Irrtum  daraus  nicht  entstehen  kann. 

Tabellen  sind  dem  Buche  bis  auf  eine  solche  für  den  Logarithmus 
einer  häufig  auftretenden  Funktion  der  Excentricität  der  Meridian- 
ellipse und  der  geographischen  Breite  nicht  beigefügt,  es  ist  vielmehr 
auf  Albredits  bewährte  Tafelsammlung  verwiesen  (S.  34).  Zur  Prüfung 
der  Brauchbarkeit  der  Formeln,  namentlich  derjenigen  für  die  Aufgabe 
der  Übertragung  geographischer  Koordinaten  und  ihrer  Umkehrung, 
welche  je  besonders  für  beliebige  Distanzen,  für  Distanzen  bis  zu 
640  Kilometer  und  für  Seiten  mefsbarer  Dreiecke  entwickelt  sind, 
wurden  Zahlenbeispiele  berechnet,  z.  T.  unter  Anwendung  von  Loga- 
rithmen mit  10  Decimalen.  Die  so  erzielte  Schärfe  der  Rechnung 
ist  zwar  in  mehreren  Fällen  weit  grofser  als  in  der  Praxis  erforder- 
lich wird,  sie  war  aber  gleichwohl  des  speziellen  Zweckes  wegen  er- 
wünscht. Eine  Gebrauchsanweisung  sollte  mit  diesen  Beispielen  eben- 
sowenig gegeben  werden,  wie  eine  völlig  gebrauchsfertige  Gestalt  der 
Formeln  im  Sinne  der  praktischen  Routine  beabsichtigt  ist. 

Aachen,  Oktober  1880. 

Der  Verfasser. 
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Beriehtignngen. 

S.      8  Z.  23  Y.  0.  Bind  die  Worte  mit  anderen  vor  paarweise  einzuschalten. 

S.  28  Z.  10  nnd  11  y.  n.  ist  x  in  den  Quotienten  zu  streichen. 

S.  65  Z.  11  y.  u.  ist  §  17  anstatt  §  18  zu  lesen. 

S.  93  Z.  3  y.  u.  ist  sin  B  anstatt  sin  :  B  zu  lesen. 

S.  115  Z.  7  V.  o.  lies  y^  anstatt^. 

S.  116  Formel  (3)  lies  rji^  anstatt  ??'.   • 

S.  173  2  Z.  rechts  fehlt  im  Zähler  vor  ll  das  Minuszeichen. 

S.  191  2  Z.  0.  fehlt  am  Anfange  das  Wörtchen  dafs, 

S.  192  (9)  fehlt  rechter  Hand  -f  G^Z,. 

S.  206  (8)  ist  in  der  ersten  eckigen  Parenthese  der  Zähler  5  im  Bruche  -  aus- 
gefallen. 

S.  267  inmitten  ist  zu  lesen  y^y^'  ^=»  sin  /itp  ^«^  2- 

S.  277  (8)  ist  der  Faktor  Oj  yor  djßr  geschlungenen  Parenthese  zu  tilgen  nnd  an 
der  1.  runden  Parenthese  wieder  anzubringen. 

S.  287  (11)  ist  die  untere  Integralgrenze  «Pi. 

S.  338  Z.  8  y.  o.  fehlt  an  P  der  Index  n. 

S.  356  (14)  lies  6&>c'  anstatt  eb^c^. 

S.  378  inmitten  ist  3,9675889.6  in  eine  eckige,  den  Logarithmus  anzeigende 
Parenthese  einzuschliefsen. 

S.  383  Z.  9  y.  o.  lies  sin  2^^  anstatt  sin'^i. 

S.  386  Z.  15  y.  o.  lies  b  cos  ;3(^  anstatt  b  cos  ;3(^. 

S.  387  (21)  lies  ±  anstatt  +. 

S.  437  2.  Z.  y.  o.  lies  m'  anstatt  m*. 

S.  461  ist  in  (1),  (2)  und  (3)  W^*  für  W^*  zu  setzen. 

S.  472  lies  Z.  6  und  7  rechter  Hand:  27,24"  0,454'  0,34'. 

S.  482  ist  die  Nummer  (5)  eine  Zeile  höher  zu  rücken. 

S.  496  (3)  ist  cos  JBj^  anstatt  cos  B  zu  lesen. 

S.  522  Anm.  ist  gleichmäisiges  Gefälle  des  Profils  Pj  P,  yorausgesetzt. 

S.  579  u.  581  ist  in  den  Fehlergleichungen  f^r  Xi^  l^,  ,  .  .  zu  setzen  li—Xa, 
X^ — Xoy  .  .  .  imd  demgemäß  (naoh  Ansgleichungsrechnung  S.  143)  die 
Bildung  der  Normalgleichungen  abzuändern,  falls  auch  für  die  Münchener 
Lotrichtimg  eine  interpolatorische  Abweichung  zulässig  erscheint. 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Einleitung. 


Helmert,  mathem.  a.  physikat.  Theorieen  der  höh.  Oeodisie. 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


1.  Kapitel. 
Gegenstand  der  Geodäsie. 

§  1.  Die  Geodäsie  ist  die  Wissenschaft  von  der  Ausmessung 
und  Abbildung  der  Erdoberfläche. 

Die  Erdoberfläche  hat  näherungsweise  die  Gestalt  einer  Kugel 
von  6370^  Radius.  Die  Abweichungen  von  der  Kugelform  halten 
sich  völlig  innerhalb  y^  Prozent  in  radialer  Richtung,  indem  die 
Differenz  zwischen  dem  grofsten  und  kleinsten  Abstand  der  Oberfläche 
vom  Schwerpunkt  der  Erde  noch  nicht  den  Betrag  von  32^  erreicht. 
Die  Abweichungen  sind  also  in  manchen  Fällen;  wo  die  Erde  als 
Ganzes  aufgefafst  wird,  verschwindend  klein,  wie  z.  B.  bei  einer 
räunalich  biHlichen  Darstellung  der  Erde  als  Globus. 

Andrerseits  sind  gerade  sie  ein  wesentliches  Objekt  der  Messungen. 
Dabei  kommt  in  betracht,  dafs  der  unmittelbar  sichtbare  Teil  der 
Abweichungen:  Berg  und  Thal,  wegen  seines  verwickelten  Bildungs- 
gesetzes als  regellos  behandelt  werden  mufs.  Weil  aber  ein  Schlufs 
von  einzelnen  Teilen  auf  das  Ganze  nur  bei  regelmäfsiger  Beschaffen- 
heit möglich  ist,  so  mufs  überall  da,  wo  die  Gestalt  der  physischen 
Erdoberfläche  im  Detail  erkannt  werden  soll,  sie  direkt  durch  Messungen 
bestimmt  werden. 

Dafs  wir  nun  gleichwohl  auch  Kenntnisse  über  die  Erdgestalt 
im  allgemeinen  erlangt  haben,  trotzdem  die  Erdoberfläche  nicht  überall 
zugänglich  ist,  wurde  ermöglicht  durch  die  Existenz  eines  in  erster 
Annäherung  sehr  einfachen  Bildungsgesetzes  der  Gestalt  des  gesamten 
Erdkorpers:  eines  Bildungsgesetzes,  dessen  Faktoren  die  Gravitation 
der  Massenteile  und  die  durch  die  Rotation  um  eine  Axe  erzeugte 
Zentrifugalkraft  sind. 

§  2.  Ansmessnng  kleiner  Teile  der  Erdoberfläche.  Die  Auf- 
nahme irgend  eines  Flächenstücks  ist  eine  relativ  vollständige,  wenn 
man  die  räumlichen  Koordinaten  von  so  vielen  Punkten  desselben  er- 
mittelt hat,  als  zur  Herstellung  eines  für  einen  bestimmten  Zweck 
ausreichend  genauen  Bildes  erforderlich  sind.  Die  Punkte  sind  als 
charaJcteristische  auszuwählen  d.  h.  als  solche,  zwischen  denen  die 
Linien-  und  Flächenelemente  hinreichend  gerade  bezw.  eben  sind. 
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4  1.  Kapitel.    Gegenstand  der  Geodäsie. 

Auf  eine  Eoordinatenrichtung  ist  man  durch  die  Richtung  der 
Schwerkraft,  derjenigen  Kraft,  die  sich  als  Resultante  der  obengenannten 
Kräfte  ergiebt,  hingewiesen;  denn  der  Umstand,  dafs  der  Schwerpunkt 
eines  in  einem  Punkte  ruhend  aufgehängten  Körpers  stets  in  Richtung 
der  Schwerkraft  unterhalb  des  Aufhängepunktes  liegt,  und  dafs  femer 
ein  ruhender  Flüssigkeitsspiegel  sich  immer  rechtwinklig  zur  Richtung 
der  Schwerkraft  stellt,  gestattet  geodätische  Mefsinstrumente  gegen 
diese  Hauptrichtung  zu  orientieren.  Dieselbe  wird  kurz  als  Lot- 
richtung oder  vertikale  Richtung  bezeichnet,  eine  Normale  zu  ihr  als 
horizontale  Richtung  und  der  geometrische  Ort  aller  Horizontalen  eines 
Punktes  als  seine  Horizontalebene. 

Die  Lotrichtungen  verschiedener  Punkte  konvergieren  näherungs- 
weise nach  dem  Erdschwerpunkte;  sie  sind  also  nicht  parallel.  Nichts- 
destoweniger darf  man  für  hinlänglich  benachbarte  Punkte  ihnen  diese 
Eigenschaft  beilegen,  weil  alsdaiin  wegen  des  grofsen  Abstandes  des 
Schwerpunktes  der  Erde  von  ihrer  Oberfläche  die  Konvergenz  gering 
ist.  Selbstverständlich  mufs  untersucht  werden,  wann  die  Konvergenz 
der  Lotrichtungen  vernachlässigt  werden  darf. 

Sehen  wir  die  Lotrichtungen  der  charakteristischen  Punkte  eines 
Teiles  der  Erdoberfläche  als  parallel  an,  so  projicieren  #ie  dieselben 
zu  identischen  Figuren  auf  beliebig  über  einander  liegende  Horizontal- 
ebenen. In  Bezug  auf  die  Horieontalprojektum  ist  daher  die  Wahl 
der  als  Projektionsebene  gedachten  Horizontalebene  gleichgültig. 
Dagegen  hängen  die  Yertikalabstände,  die  Höhen  über  dem  angenom- 
menen Horizont,  davon  ab. 

■  Horizontalprojektion  und  Höhen  genügen  völlig  ziir  Beantwortung 
aller  Fragen  über  die  Figur  des  Terrains.  Man  kann  aus  ihnen 
nicht  nur  die  wirklichen  Entfernungen  und  Flächen  ableiten  —  im 
Gegensatz  zu  den  horizontalen,  in  der  Projektion  gemessenen,  schiefe 
genannt  -—  man  erhält  auch  bequem  nächst  den  Höhenunterschieden 
die  Gefälle  der  Linienelemente  des  Terrains.  Diese  Gröfsen  sind  so 
bedeutungsvoll,  dafs  eine  Aufnahme,  welche  die  Figur  des  Terrains 
ohne  Bezug  zur  Richtung  des  Lotes  gäbe,  schon  darum  geringe  Be- 
deutung hätte.  Gerade  die  Existenz  dieser  fundamentalen  Richtung 
erleichtert  aber  die  Aufnahme  sehr,  wie  man  erkennt,  wenn  man  diese 
letztere  obiie  ihre  Mitwirkung  ausführen  will. 

lü  Jer  Horizontalprojektion  fehlt  leider  eine  fixe,  mit  immer 
liiTureichender  Genauigkeit  rasch  herzustellende  Richtung;  eine  fun- 
damentale Richtung  ist  zwar  als  Nordsüdrichtang  vorhanden,  aber 
man  kann  eie  meist  mit  erforderlicher  Schärfe  nur  durch  zeitraubende 
si^trononiisclie  Messungen  erlangen,  so  dafs  man  in  der  Regel  auf  ihre 
Lintuittelbare  Benutzung  verzichtet.     Immerhin  ist  die  direkte  Bezug- 
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nähme  auf  diese  Richtung  in  einigen  Fällen  vorteilhaft,  ja  unent- 
behrlich, wobei  die  Magnetnadel  dazu  dient,  die  Beziehung  herzustellen. 
Die  Art  und  Weise,  in  welcher  die  soeben  ganz  im  allgemeinen 
besprochenen  Auftiahmen  ausgeführt  werden,  ausführlich  wissen- 
schaftlich zu  beschreiben,  ist  Gegenstand  der  niedem  Geodäsie  (Feld- 
messen und  Nivellieren). 

§  3.  Aufnahme  im  grofsen.  Projiciert  man  die  Punkte  eines 
beliebig  grofsen  Teils  der  Erdoberfläche  auf  eine  Fläche,  die  überall 
zur  projicierenden  Linie  normal  steht,  so  zeigt  sich  im  Vergleiche  zu 
§  2  zweierleL 

1.  Folgt  man  der  Lotrichtung  eines  Pupktes,  so  hört  sie  mit 
Verlassen  desselben  streng  genommen  im  allgemeinen  sofort  auf,  Lot- 
richtung zu  sein.  Es  ändert  sich  vielmehr  die  Lotrichtung  von  Ort 
zu  Ort  und  ein  beweglicher  Punkt,  der  in  jedem  Augenblick  der- 
jenigen Lotrichtung  folgt,  die  seiner  jedesmaligen  Lage  entspricht, 
beschreibt  eine  schwach  gekrümmte  Linie:  die  Lotlinie  (Kraftlinie). 
Hiemach  ist  in  jedem  Punkte  der  Lotlinie  die  Tangente  Lotrichtung. 

2.  An  Stelle  der  Horizontalebene,  auf  welche  projiciert  wurde, 
tritt  eine  krumme  Fläche,  welche  die  Lotlinien  normal  schneidet:  eine 
Niveaufläche, 

Besonders  hervorzuheben  unter  den  Niveauflächen  ist  die  Meeres- 
fläche, welche  man  sich  aber  hierbei  nur  der  Schwerkraft  der  Erde 
unterworfen  und  also  ruhend  denkt,  so  dafs  von  der  Bewegung  durch 
Ebbe  und  Flut,  durch  Winde  und  andere,  Meeresströmungen  erzeugende 
Ursachen  abgesehen  wird.  Diese  ideelle  Meeresfläche  würde  den 
sichtbaren  Teil  einer  Niveaufläche  bilden.  Man  nennt  sie  die  tnathe" 
matische  Erdoberfläche  oder  (nach  Listing  1872)  das  Geoid,  im  Gegen- 
satz zur  reellen,  der  physischen  Erdoberfläche.  Durch  ein  System 
von  Kanälen,  die  von  der  Meeresküste  aus  ins  Innere  der  Kontinente 
geführt  würden,  konnte  man  sich  auch  dort  das  Geoid  sichtbar  ge- 
macht denken.*)  Die  ruhenden  Spiegel  der  Teiche  und  Seeen  sind 
dagegen  in  der  Regel  Teile  anderer  Niveauflächen. 

Denken  wir  uns  nunmehr  die  Lotlinien  als  projicierende  Linien, 
so  ist  jetzt  im  Gegensatz  zu  §  2  die  Auswahl  einer  bestimmten 
Niveaufläche  als  Projektionsfläche  notwendig,  weil  die  Projektionen 
auf  verschiedene  Niveauflächen  nicht  identisch  sind  und  namentlich  in 


*)  Hierbei  ist  yorausgeaetzt,  dafs  die  mathematiche  Erdoberfläche  eine 
kngelartig  geschloesene  Fläche  ist.  In  der  That  pflegen  wir  die  Möglichkeit 
der  Tracierung  von  Kanälen  quer  durch  die  Kontinente  (abgesehen  von  technischen 
Schwierigkeiten)  fflr  selbstverständlich  zu  halten.  Die  wissenschaftliche  Er- 
Ortenmg  dieser  Frage  mufs  aber  dem  zweiten,  physikalischen  Teil  des  Buches 
vorbehalten  bleiben. 
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der  Gröfse  sich  unterscheiden.  Fafst  man  insbesondere  zwei  Niveau- 
flächen ins  Auge,  die  von  zwei  benachbarten  Punkten  qiner  Lotlinie 
ausgehen,  so  bilden  beide  geschlossene,  näherungsweise  parallele  Flächen; 
die  sich  nicht  schneiden,  sondern  von  denen  die  eine  die  andre  voll- 
ständig umschliefst.  Im  allgemeinen  hat  hiernach  die  Projektion  auf 
die  höher  gelegene  Niveaufläche  den  gröfsem  Inhalt. 

Betrachten  wir  die  Niveauflächen  als  konzentrische  Kugelflächen, 
so  sind  die  Projektionen  einander  ähnliche  Figuren,  deren  Seiten  im 

Verhältnis  (>:((>  +  h)  oder  1  :  (1  ^ — )  stehen,    wenn  q  den  innem 

Kugelradius  und  h  den  Abstand  beider  Flächen  bezeichnen.  Das  Ver- 
hältnis der  Flächen  ist 

9*:(p  +  Ä)«oder  l  :  (l  +  y) 

genähert.  Die  horizontale  Entfernung  zweier  Punkte  ist  ein  Kreis- 
bogen, dessen  Länge  von  der  Höhenlage  der  Niveaufläche  abhängt. 

Nach  dem  Vorstehenden  würde  eine  vollständige  Aufnahme  der 
physischen  Erdoberfläche  bewirkt  werden  können  durch  die  Bestimmung 
ihrer  Projektion  auf  eine  ihrer  Gestalt  nach  bekannte  Niveaufläche 
nebst  den  Abständen  der  projicierten  Punkte  von  der  letztern,  ge- 
messen  in  den  Lotlinien.    In  der  Praxis  modificiert  sich  dies  etwas. 

Die  höhere  Geodäsie  lehrt  die  Methoden  zur  Ermittlung  der 
Gestalt  der  Niveauflächen  und  die  Aufnahme  beliebig  grofser  Teile 
der  Erdoberfläche  durch  Horizontalprojektion  und  Höhen  mit  Rücksicht 
auf  die  Gestalt  der  Niveauflächen. 

Die  Lösung  der  erstgenannten  Aufgabe  ist  durch  die  Thatsache 
erleichtert  worden,  dafs  den  Niveauflächen  in  grofser  Annäherung 
die  Gestalt  eines  an  den  Polen  schwach  abgeplatteten  Rotations- 
ellipsoids zukommt«  Hierdurch  wurde  es  möglich,  aus  Messungen  an 
einer  beschränkten  Anzahl  Orten  eine  genäherte  Kenntnis  zu  erlangen 
—  die  genaue  Lösung  erfordert  dagegen  ein  fast  ähnlich  detailliertes 
Studium,  wie  es  für  die  physische  Erdoberfläche  nötig  ist  und  da 
r^  der  letzteren  Meer  und  nur  -^  Land  sind,  so  ist  dieses  Studium 
nur  für  die  kleinere  Hälfte  der  Erdoberfläche  durchführbar,  aber 
auch  für  diese  kaum  begonnen. 

Das  genannte  EUipsoid  legt  man  auch  bei  der  2.  Aufgabe  zu 
Grunde,  nicht  nur,  weil  die  genaue  Gestalt  der  Niveauflächen  in  der 
Regel  unbekannt  bleibt,  sondern  auch  wegen  des  einfachem  Kalküls. 

§  4.  Geographische  Begriffe,  die  vob  der  Gestalt  der  INivean- 
flächen  unabhängig  sind.  Obgleich  wir  hier  die  Lehren  der  mathe- 
matischen Geographie  und  niedem  Geodäsie  voraussetzen,  so  ist  es 
doch  notwendig,   einige  im  Folgenden  erforderliche  Begriffe,  soweit 


Digitized  by 


Google 


§  5.    Geographische  Begriffe  für  ein  RotaüonsellipBoid.  7 

nicht  schon  geschehen,  mit  Berücksichtigung  der  wirklichen  Gestalt 
der  Niveauflächen  scharf  zu  fassen  und  zusammenzustellen. 

Als  unmittelbar  gegeben  treten  die  Lotrichtungen  und  die 
Botationsaxe  der  Erde,  die  Erdaxe,  auf.  Diese  enthält,  wie  später  zu 
erläutern  vorbehalten  bleibt,  den  Erdschwerpunkt,  in  welchem  die 
Äquatorebene  normal  zu  ihr  steht,  und  sie  schneidet  die  Oberfläche 
und  jede  Niveaufläche  in  einem  Nordpol  und  Südpol. 

An  einem  Punkte,  wo  sich  astronomische  Beobachtungen  anstellen 
lassen,  kann  aufser  der  Lotrichtung  auch  die  Richtung  nach  dem- 
jenigen Himmelspole  angegeben  werden,  der  über  der  Horizontal- 
ebene des  Punktes  liegt.  Da  der  Himmelspol  nichts  anderes  ist,  als 
derjenige  Punkt  des  scheinbaren  Himmelsgewölbes,  der  durch  die 
tagliche  Rotation  keine  Ortsveränderung  erleidet,  so  ist  er  der  un- 
endlich entfernte  Punkt  der  Erdaxe  und  die  Richtung  nach  ihm 
parallel  zur  Erdaxe.  Die  Ebene  durch  diese  Parallele  und  die  Lot- 
richtüng  heifst  die  Meridianebene  des  Punktes. 

Sie  schneidet  die  Horizontalebene  in  der  Nordsüdlinie,  zu  welcher 
die  Ostwestlinie  rechtwinklig  gezogen  wird.  Von  oben  gesehen  ist 
die  Reihenfolge  der  4  Himmelsrichtungen  im  Sinne  der  Bewegung 
des  Uhrzeigers  Nord,  Ost,  Süd,  West  (nach  Übereinkunft  der  Meteoro- 
logen mit  N,  JE,  S,   W  zu  bezeichnen). 

Das  astronomisclie  Azimut  einer  Vertikalebene  ist  ihr  Winkel  mit 
der  Meridianebene;  er  wird  also  in  der  Horizontalebene  gemessen 
und  zwar  von  der  Meridianebene  aus  südwestlich  oder  nordöstlich. 

Die  geographische  Breite  eines  Punktes  ist  der  Winkel  zwischen 
der  Lotrichtung  des  Punktes  und  der  Äquatorebene;  die  geographische 
Länge  derjenige  zwischen  der  Meridianebene  des  Punktes  und  einer 
als  Ausgang  der  Zählung  angenommenen  Meridianebene.  Die  Breiten 
zählt  man  nördlich  und  südlich  oder  positiv  und  negativ  bis  90®; 
die  Längen  westlich  oder  östlich  bis  180®  oder  auch  bis  360®,  wobei 
in  der  Wissenschaft  der  Astronomie  und  Geodäsie  meist  der  Meridian 
(eines  markierten  Punktes)  der  Sternwarten  zu  Greenwich  bei  London 
oder  zu  Paris  als  Ausgang  der  Zählung  dient. 

§  5.  Geographische  Begriffe  für  ein  Botationsellipsoid. 
Nehmen  wir  an,  dafs  sowohl  die  mathematische  als  auch  die  physische 
Erdoberfläche  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid  bilden,  so  schneidet 
die  Lotrichtung  jedes  Oberflächenpunktes  die  Erdaxe;  demnach  wird 
diese  die  gemeinsame  Durchschnittslinie  aller  Meridianebenen,  und  alle 
Punkte  gleicher  geographischer  Länge  liegen  in  ein  imd  derselben 
Meridianebene  und  bilden  die  als  geographischer  Meridian  benannte 
ebenfe,  durch  beide  Pole  führende  Kurve. 

Auch  alle  Punkte  gleicher  geographischer  Breite  liegen  auf  einer 
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ebenen  Kurve,  deren  Ebene  parallel  zur  Äquatorebene  ist;  sie  heifst 
geographischer  Parallelkreis ,  bei  null  Grad  Breite  insbesondere  geo- 
graphischer Äquator. 

Als  Abplattung  bezeichnet  man  das  Verhältnis  des  Unterschieds 
des  äquatorialen  und  polaren  Durchmessers  zu  dem  äquatorialen 
Durchmesser. 

§  6.    Oeographisclie  Begriffe  für  den  thatsilclilicheii  Zustand, 

In  Wirklichkeit  liegt  ein  Punkt  der  physischen  Erdoberfläche  im  all- 
gemeinen nicht  auch  auf  der  mathematischen  Erdoberfläche  und  diese 
weicht  vom  Rotationsellipsoid  etwas  ab. 

Der  Abstand  eines  Punktes  vom  Geoid,  gemessen  in  der  Lot- 
linie, heifst  MeereshöJie.  Diese  ist  hiernach  nicht  die  Länge  einer 
geraden,  sondern  krummen  Linie;  indefs  ist  diese  Krümmung  so 
gering,  dafs  sie  nur  bei  den  feinsten  Untersuchungen  Bedeutung  er- 
langt. Sie  bewirkt,  da  die  Niveauflächen  die  Lotlinien  normal  schneiden, 
eine  Abweichung  der  Niveauflächen  vom  Parallelismus. 

Die  Lotrichtung  irgend  eines  Punktes  schneidet  in  der  Regel 
die  Erdaxe  nicht;  daher  laufen  die  Meridianebenen  im  allgemeinen 
nur  parallel  zur  Erdaxe,  ohne  sie  zu  enthalten.  Der  Abstand  ist 
jedoch  stets  gering.  Hiernach  besitzen  nun  Punkte  gleicher  geo- 
graphischer Länge  ebenfalls  Meridianebenen,  die  im  allgemeinen  nicht 
zusammenfallen,  sondern  einander  in  kleinen  Abständen  parallel  laufen 
und  die  sich,  wie  überhaupt  alle  Meridianebenen,  paarweise  in  zur 
Erdaxe  parallelen  Linien  schneiden. 

Der  geographische  Meridian^  welcher  Punkte  gleicher  geographischer 
Länge  auf  der  Geoidfläche  verbindet,  ist  im  allgemeinen  eine  Kurve 
doppelter  Krümmung.*)  Dies  gilt  auch  vom  geographischen  Parallel  und 
geographischen  Äquator.  Nur  näherimgsweise  läfst  sich  durch  diese 
Kurven  eine  Ebene  legen.  Müssen  wir  also  mit  den  letztgenannten 
geographischen  Begriffen  bei  strenger  Auffassung  andere  räumliche 
Vorstellungen  verbinden,  als  man  es  meist  gewöhnt  ist,  so  ändert 
sich  doch  nichts  an  den  entsprechenden  Begriffen  für  das  scheinbare 
Himmelsgevirölbe,  wenn  wir  darunter  eine  die  Erde  umschliefsende 
Kugel  von  unendlichgrofsem  Radius  verstehen.  Die  cölestischen 
Meridiane  und  Parallelkreise  sind  jedenfalls  ebene  Kurven  und  zwar 
Kreise  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortö. 

Die  Begriffe  für  den  thatsuchlichen  Zustand  entwickelte  bereits  1860  General 
von  Schubert  im  62.  Band   der  Astronomischen  Nachrichten  No.   1245  S.  321. 


*)  Wäre  das  Geoid  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid  mit  zur  Erdaxe  schief- 
liegender kleiner  Axe,  so  würden  die  geographischen  Meridiane  auch  ebene  Kurven 
sein.  (Vergleiche  Fergola,  Sulla  Posizione  delV  Asse  di  Eotazione  etc.  oder  das 
Beferat  in  der  Yierteljabrsschrift  der  Astronomischen  Gesellschaft  1876  S.  94.) 


Digitized  by 


Google 


§  7.  GeozentriBche  Breite,  L&nge  und  Radiusvektor.  §  8.  Koordinatensysteme.    9 

Man  yergleiche  auch  die  Entwicklungen  von  Laplace,  Mecanique  Celeste  t.  II 
L  III  p.  109  u.  8.  w.  für  eine  nahezu  kugelförmige  aber  sonst  beliebige  Meeres- 
fläche (publiziert  im  Jahr  1799). 

§  7.  GeozeBtrisehe  Breite^  Länge  und  Radiusvektor.  Legt 
man  durch  die  Verbindungslinie  eines  Punktes  der  Erde  mit  deren 
Schwerpunkt,  also  durch  den  Radiusvektor  des  Punktes,  eine  die  Erd- 
axe  enthaltende  Ebene,  so  ist  die  geozentrische  Länge  der  Winkel 
dieser  Ebene  mit  einer  andern  Ebene  durch  die  Erdaxe,  die  als  Aus- 
gang der  Zählung  dient;  die  geozentrisclte  oder  verbesserte  Breite  aber 
ist  der  Neigungswinkel  des  Radiusvektors  zur  Aquatorebene. 

Die  geozentrische  Breite  ist  im  Maximum  nur  etwa  liy^  Min. 
kleiner  als  die  geographische;  noch  weit  kleiner  ist*)  der  Unterschied 
der  geozentrischen  und  geographischen  Längen,  welcher  nur  von  den 
Abweichungen  des  Geoids  von  einer  Rotationsfläche  abhängt,  während 
der  ersterwähnte  namentlich  aus  der  an  den  Polen  abgeplatteten 
Gestalt  hervorgeht. 

Der  Radiusvektor  der  Geoidfläche  ist  im  allgemeinen  für  den 
Äquator  am  grofsten  und  verjüngt  sich  nach  den  Polen  allmählich 
um  circa  y^^j.  Der  Radiusvektor  der  physischen  Erdoberfläche  ist 
näherungsweise  um  die  Meereshöhe  von  dem  gleichgerichteten  Radius- 
vektor des  Geoids  verschieden;  genauer  (jedoch  noch  nicht  ganz  streng) 
ist  der  Unterschied  gleich  Meereshöhe  mal  Sekante  des  Winkels 
zwischen  Lotrichtung  und  Radiusvektor.  Man  bemerkt  aber  leicht, 
dafs  hiermit  selbst  für  10000"  Höhe  nur  Centimeter  gewonnen  werden, 
weil  der  Cosinus  von  liy^  Minute  von  der  Einheit  nur  um  t^uVttit 
abweicht. 

§  8.  Koordinatensysteme.  Zur  gegenseitigen  Beziehung  der 
Punkte  der  Erdoberfläche  bieten  sich  nach  dem  Yorheigehenden  drei 
Wege. 

Geozentrische  Breite  und  Länge  und  der  Radiusvektor  bilden 
ein  für  asironomiscJie  Zwecke  wichtiges  System;  geographische  Breite 
und  Länge  und  die  Meereshöhe  eignen  sich  zur  Beschreibung  der 
gegenseitigen  Lage  irgend  zweier  Punkte  und  bilden  so  recht  eigent- 
lich die  geographischen  Koordinaten;  die  Elemente  des  geodätischen 
Koordinatensystems  sind  Höhen  und  Horizontalprojektion  in  Bezug 
auf  eine  Niveaufläche,  mit  Anwendung  geometrischer  Koordinaten  in 
dieser  letzteren,  welche  unter  andern  als  rechtwinklige  Koordinaten 
oder  Polarkoordinaten  für  die  Ebene  allgemein  geläufig  sind.  Die 
höhere  Geodäsie  bedient  sich  zur  Lösung  ihrer  Aufgaben  namentlich 
direkter  Bestimmungen  geodätischer  und  geographischer  Koordinaten. 


*)  Abgeeehea  von  Punkten  in  der  Nähe  der  Pole. 
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2.  Kapitel. 

Historische  Entwicklung  der  Kenntnisse  von  der 
mathematischen  Erdoherfläche. 

§  1.  Historische  Notizen  Ms  zur  Zeit  Newtons.  Schon  im 
Altertume  konnte  den  seefahrenden  Nationen  dia  Krümmung  des 
Meeresspiegels  nicht  unbemerkt  bleiben,  womit  der  erste  Schritt  zur 
Annahme  der  Kugelgestalt  geschehen  war.  Bei  den  Griechen  taucht 
die  Kenntnis  von  dieser  Annäherungsform  für  die  Erdoberfläche  vor 
etwa  zwei  und  ein  halb  Jahrtausenden  auf;  Aristoteles  stellt  bereits 
die  beweisenden  Erfahrungen  zusammen.  Soviel  bekannt  gelangte 
aber  erst  (um  220  vor  Chr.)  der  alexandrinische  Gelehrte  EratostJienes 
zu  einem  wissenschaftlich  begründeten  Wert  für  den  Umfang  (und 
damit  für  den  Krümmungsradius)  der  als  Kugel  betrachteten  Erde; 
er  berechnete  ihn  aus  der  geschätzten  horizontalen  Entfernung  von 
Alexandria  und  Syene,  und  der  astronomisch  bestimmten  Konvergenz 
der  Lotrichtungen  an  den  Endpunkten  der  Strecke,  schlofs  also  von 
Kreisbogen  und  Zentriwinkel  auf  den  Umfang  oder  Radius  des  Kreises. 

Die  folgenden  achtzehn  Jahrhunderte  brachten  keinen  bemerkens- 
werten Fortschritt,  wenn  auch  durch  einige  der  wenigen  nachfolgenden 
Messungen  in  diesem  Zeiträume  die  Sicherheit  des  von  Eratosthenes 
erhaltenen  Wertes  weit  übertroiBFen  worden  ist.  Die  Einsicht;  dafs 
die  Kugelform  nur  eine  rohe  Annäherung  und  durch  die  Form  des 
schwach  abgeplatteten  Rotationsellipsoids  als  einer  weit  besseren  An- 
näherung zu  ersetzen  sei,  brachte*  erst  das  siebzehnte  Jahrhundert 
unter  dem  Einflufs  von  Cqpemiais*,  Galileis^  Keplers,  Huygens'  und 
Newtons  reformatorischen  Lehren.  Was  diese  Männer  leisteten  und 
schufen,  dürfte  im  allgemeinen  dem  L^ser  bekannt  sein;  hier  ist  nur 
an  das,  was  die  Geodäsie  speziell  betrifft,  zu  erinnern. 

So  heben  wir  hervor,  dafs  Copemicus  in  Verbindung  mit  der 
Aufstellung  seines  Planetensystems  (1543)  auch  auf  die  Notwendig- 
keit der  Annahme  eines  täglichen  Umschwunges  der  Erde  hinwies. 

Zu  beinahe  denselben  Anschauungen  war  zwar  schon,  ohne  dafs 
hiervon  Copemicus  Kenntnis  gehabt  zu  halben  scheint,  (um  270  vor  Chr.) 
der  Grieche  Aristarch  gelangt.  Aber  Aristarchs  Lehre  blieb  ohne 
Einflufs:  denn  die  Astronomie  konnte  sich  eben  noch  lange  mit 
Theorieen  behelfen,  die  dem  Augenschein  besser  als  jene  entsprachen. 
Erst  nach  fast  zwei  Jahrtausenden  lernte  man  die  Vereinfachungen 
schätzen,  welche  sie  der  theoretischen  Astronomie  gab.  Ein  Kepler 
und   GcUilei  nahmen  die  Lehre  jetzt  auf  und  während  der  eine  sie 
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direkt  mit  Benutzung  von  Tydio  Brakes  langjährigen;  sorgfaltigen 
Beobachtungen  sowie  älterer  astronomischer  Erfahrungen,  die  jene 
Jahrtausende  zur  Reife  bedurften,  weiter  ausbildete  {Aßtranatnia  nova 
de  motOms  stdlae  Mortis  etc.  1609),  stellte  der  andere  die  Gesetze 
der  Fall-  und  Pendelbewegung  fest  (1602)  und  schuf  dadurch  die 
Grundlage  einer  Mechanik  der  Korper. 

Huygens  untersuchte  bereits  das  physikalische  Pendel  und  die 
Zentralbewegung  (1673)  und  erkannte  auch  den  Einflufs  der  Schwer- 
kraft auf  die  Gestalt  der  Erde.  Vollendet  wurde  die  Reform  durch 
Newtons  Theorie  der  allgemeinen  Gravitation  (1666  gefunden,  1686 
in  dem  Werke:  Phüosaphiae  naturalis  principia  mathematica  auf  die 
Bewegung  der  Himmelskörper  u.  s.  w.  angewandt). 

SuygenSf  der  grofse  Zeitgenosse  Newtons,  hatte  bezüglich  der 
Gravitation  seine  eignen  Ansichten  und  trug  Bedenken,  Newtons 
Theorie  zu  acceptieren;  er  nahm  an,  dafs  die  Anziehungskraft  der 
Erde  nicht  von  ihren  einzelnen  Massentheilen,  sondern  gewissermafsen 
von  einem  Zentralpunkt  ausgehe  und  beschränkte  den  Bereich  ihrer 
Wirksamkeit  auf  die  Erde  selbst,  während  Newton  blofs  aus  Vor- 
sicht wegen  mangelnden  Beweises  die  Gültigkeit  des  Gravitations- 
gesetzes nicht  auch  über  das  Sonnensystem  hinaus  ausdehnte.*)  Die 
Verbindung  der  Anziehungskraft  mit  der  Zentrifugalkraft  (die  er 
zuerst  aufgefunden)  zu  einer  Resultante  normal  zur  Oberfläche  führte 
nun  Huygens  unter  Annahme  von  y^^  als  Verhältnis  der  Schwung- 
kraft zur  Schwere  am  Äquator  zu  ^4^^  als  Abplattung,  der  Hälfte 
jenes  Wertes  (1688). 

Newton  di^egen  legte  den  Betrachtungen  ein  homogenes  Ellipsoid 
zu  Grunde,  berücksichtigte  die  Anziehung  aller  Teile  und  fand  als 
Abplattung  ^^  unter  Annahme  derselben  relativen  Grofse  der  Zentri- 
fagalkraft  (1686).  Er  bemerkte  bereits,  dafs  die  Abplattung  kleiner 
werden  müfste,  falls  die  Dichte  nach  dem  Zentrum  zunähme,  und  wir 
wissen  jetzt,  dafs  in  der  That  das  Rechte  in  der  Mitte  liegt,  denn  die 
Erddichte  ist  weder  konstant,  noch  hat  sie  solche  Grofse  uud  Richtung 
als  wäre  die  ganze  Masse  in  einem  Punkte  konzentriert;  die  Dichtig- 
keit wächst  vielmehr  von  2,6  an  der  Oberfläche  bis  ungefähr  11  im 
Zentrum  (Durchschnitt  5,6).  Immerhin  genügten  die  theoretischen 
Betrachtungen  von  Huygens  und  Newton  zur  Erklärung  der  Erfahrung 
RicherSy  welcher  1672  bei  einer  astronomischen  Expedition  von  Paris 
nach  Cayenne  sich  genötigt  sah,  das  Pendel  seiner  astronomischen 
ühr,  um  vneder  Sekundenschwingungen  zu  erhalten,  1%  Linie  zu  ver- 
kürzen,  was   auf  eine  Verminderung  der    Schwerkraft   gegen  Paris 


*)  Vergl.  hieran:  Isenkrahe,  das  Rätsel  der  Schwerkraft.    1879.    S.  87  ff. 
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hinwies.  Allein  obwohl  er  bei  der  Rückkehr  wieder  die  erste  Pendel- 
länge herstellen  mufste;  war  man  doch  geneigt,  Beobachtungsfehler 
oder  lokale  Verhältnisse  als  Grund  zu  vermuten.  Denn  auch  neuen 
zustimmenden  Beobachtungen,  die  in  den  nächsten  zehn  Jahren 
gemacht  wurden,  widersprachen  wieder  andere.  Man  konnte  daher 
auf  diesem  Wege  keine  Bestätigung  erwarten  und  die  neuen  Theorieen, 
diejenige  von  der  Rotation  der  Erde  nicht  ausgeschlossen,  bedurften 
derselben  um  so  mehr,  je  eingreifender  sie  waren.  Selbst  die  Ent- 
deckung der  Axendrehung  des  Planeten  Mars  durch  Huygens  (1659) 
und  die  der  Abplattung  des  Planeten  Jupiter  (y*^ )  durch  (Jassini  den 
Älteren  (1666;  1691  publiziert)  beseitigten  die  Zweifel  nicht,  weil 
direkte  Bestimmungen  der  Erdkrümmung  nach  demselben  Princip, 
das  schon  Eratosthenes  anwandte,  eine  Verlängerung  der  Erde  in 
Richtung  ihrer  Axe  anzudeuten  schienen. 

§  2.  Ton  Newton  bis  Laplace.  Setzt  man  voraus,  dafs  die 
Erde  eine  Eugel  sei,  so  genügt  eine  einzelne  Bestimmung  des  Krüm- 
mungsradius wenigstens  vom  theoretischen  Standpunkte.  Für  die 
rotationsellipsoidische  Gestalt  aber  sind  zwei  solche  Messungen  notig, 
weil  die  Ellipse  von  2  Parametern  abhängt.  Nimmt  man  Meridian- 
bögen (wie  schon  Eratosthenes),  so  ist  es  am  vorteilhaftesten,  den 
einen  thunlichst  am  Äquator,  den  andern  möglichst  nahe  dem  einen 
der  Pole  zu  legen.  Solche  Messungen  nun  nennt  man  jetzt  Breiten- 
gradmessungeti,  welcher  Gebrauch  anscheinend  aus  dem  17.  Jahrhundert 
stammt,  aus  der  Zeit,  wo  man  anfing  die  elliptische  Gestalt  zu  imter- 
suchen  und  daher  aus  einer  Messung  nicht  den  ganzen  Umfang 
der  Erde,  sondern  nur  etwa  die  Länge  des  elliptischen  Bogens  für 
P  Breitendifferenz  ableiten  konnte. 

1669  begann  der  Astronom  Ticard  auf  Veranlassung  der  1666 
gegründeten  Akademie  der  Wissenschaften  eine  Messung  in  Frankreich 
und  bereits  er  vermutete  Abweichungen  von  der  Kugelgestalt.  Seine 
Messung  verdient  zunächst  darum  hier  Erwähnung,  weil  sie  die  erste 
derjenigen  ist,  bei  welchen  die  zahlreichen  und  wichtigen  Erfindungen 
des  genannten  Jahrhunderts  auf  dem  Gebiete  der  Konstruktion  mathe- 
matischer Instrumente  (wir  nennen  Pendeluhren  und  Federuhren,  Fem- 
rohr und  Mikroskop,  Rohrenlibelle,  Veniier)  Einflufs  gewannen.  Ins- 
besondere haben  Picard  und  Azout  das  mit  Fadenkreuz  versehene 
Fernrohr  zuerst  bei  den  astronomischen  und  geodätischen  Messungen 
benutzt. 

Aufserdem  kam  bei  dieser  Messung  zum  ersten  Male  die  Methode 
der  Triangulation  zu  gröfserer  Verwendung,  welche  Methode  der 
Niederländer  Snellius  um  1615  in  die  geodätische  Praxis  eingeführt 
hatte.     Dieses  Verfahren   gestattete    die   Entfernung  zweier  Punkte 
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weit  genauer  indirekt  zu  finden,  als  mittelst  bisher  beliebter  direkter 
Messungen^  indem  man  nämlich  eine  Reibe  an  einander  hängender 
Dreiecke  zwischen  jene  einschaltete^  die  Winkel  der  Dreiecke  und  für 
eins  der  Dreiecke  auch  eine  Seite  mafs  und  daraus  die  unbekannte 
Entfernung  berechnete.  (Noch  in  den  Jahren  1633 — 1635  mafs  indes 
NoTwood  mit  Kette  und  Bussole,  auf  Wegen  u.  s.  w.,  direkt  einen 
circa  40  geographische  Meilen  langen  Bogen  von  London  bis  York!) 

Die  Yon  Ficard  begonnene  Messung  wurde  ganz  Frankreich 
durchsetzend  in  Unterbrechungen  bis  1718  durch  verschiedene  Ge- 
lehrte fortgesetzt  Das  darüber  von  J.  Cassini  1720  publizierte  Werk 
zeigte  nun,  dafs  innerhalb  Frankreichs  die  gemessene  Bogenlänge  der 
Meridiangrade  nach  Norden  etwas  abnahm,  was  auf  längliche  (citronen- 
formige)  Erdgestalt  anstatt  auf  abgeplattete  (orangenformige)  hin- 
deutete. 

Der  Widerspruch  mit  den  Theorieen  von  Newton  und  Huygens 
wurde  anfangs  von  einigen  dazu  benutzt,  diese  letzteren  anzugreifen, 
weil  man  jene  Messungen  für  sehr  genau  hielt.  Sie  waren  auch  weit 
genauer  als  die  früherer  Zeit,  aber  man  erkannte  doch  bald,  dafs 
immerhin  die  Beobachtungsfehler  noch  grofs  genug  sein  konnten, 
um  den  Einflufs  der  Abplattung  für  einen  so  kleinen  Abstand  der 
Meridiangrade,  wie  ihn  Messungen  innerhalb  Frankreichs  nur  auf- 
weisen, ganz  zu  verdecken. 

Die  Sache  entschied  sich  in  einem  den  dynamischen  Theorieen 
günstigen  Sinne  diirch  die  nunmehr  von  Frankreich  aus  unternom- 
menen Breitengradmessungen  in  Peru  (1735—1743)  und  Lappland 
(1736—1737).  Die  erstere  genauere  von  beiden  gab  mit  dem  revi- 
dierten französischen  Bogen  eine  Abplattung  gleich  7^7^. 

Seit  dieser  Zeit  nun  und  besonders  seit  Ende  des  18.  Jahrhunderts 
sind  zahlreiche  Breitengradmessungen,  mit  immer  mehr  verfeinerten 
Hilfsmitteln  ausgeführt  worden. 

Auch  Lmgengradmesstingmy  bei  denen  je  ein  Parallelbogen  geo- 
dätisch und  die  Längendifferenz  astronomisch  bestimmt  werden,  wurden 
versucht,  doch  begegnete  man  bei  ihnen  anfänglich  Schwierigkeiten 
in  Bezug  auf  die  genaue  und  bequeme  Ausführung  der  astronomischen 
Arbeiten,  welche  erst  neuerdings  durch  die  elektrische  Telegraphie 
ganz  gehoben  worden  sind. 

Zu  der  rein  geometrischen  Methode  der  Gradmessungen  gesellten 
sich  im  Laufe  des  18.  Jahrhunderts  durch  die  Ausbildung  der  Mechanik 
des  Himmels  noch  andere  Methoden  zur  Berechnung  der  Abplattung. 
Clairaut  zeigte  1743,  wie  man  mittels  einer  einfachen  Formel  aus 
dem  unterschied  der  Schwerkraft  am  Äquator  und  an  den  Polen  der 
Erde  die  Abplattung  berechnen  könne;  dAlembert  untersuchte  (1749) 
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den  Zusammenhang  zwischen  der  Figur  und  Massenanordnung  der 
von  Mond  und  Sonne  angezogenen  Erde  und  der  Bewegung  der  Erd- 
axe  im  Räume,  welche  einesteils  sich  als  eine  stetige  Bewegung  der 
Durchschnittslinie  von  Äquator  und  Ekliptik  auf  dieser  äufsert  (Präzes- 
sion der  Tag-  und  Nachtgleichenpunkte,  von  Hipparch  [150  vor  Chr.] 
entdeckt),  andernteils  aber  als  kleine  periodische  Veränderungen  der 
Lage  der  Himmelspole  gegen  die  Fixsterne  (Nutation,  von  Bradley 
entdeckt  und  1748  publiziert)  bemerkt  wird;  endlich  wies  Laplace 
am  Schlüsse  des  Jahrhunderts  auch  in  der  Theorie  des  Mondlaufs 
diejenigen  bereits  empirisch  gefundenen  periodischen  Glieder  nach, 
welche  von  der  Figur  und  Massenanordnung  der  Erde  herrühren. 

Nach  allen  diesen  Methoden  leitete  Laplace  im  2.  Teile  seiner 
Himmelsmechanik  die  Abplattung  der  Erde  ab  (die  Gröfse  kann  nur 
aus  den  Gradmessungen  und  etwa  noch  aus  der  Mondparallaxe  in 
Verbindung  mit  Schweremessungen  gefunden  werden)  und  er  erhielt 
in  ziemlich  guter  Übereinstimmung  dieselbe  aus  allen  etwas  kleiner 
als  ^^,  während  jetzt  alle  diese  Methoden,  nachdem  zahlreichere 
Beobachtungen  vorliegen,  auf  einen  nicht  unerheblich  gröfsem  Wert 
hindeuten. 

Laplace  konnte  hierbei  bereits  eine  grofsere  Anzahl  Breitengrad- 
messungen, sowie  Pendelbeobachtungen  verwerten  und  es  gab  ihm 
dies  Veranlassung  zu  interessanten  Lösungen  des  Problems  der  Aus- 
gleichung der  Beobachtungsfehler,  welche  allerdings  bald  darnach 
durch  die  praktikablere  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ersetzt  worden 
sind.  Er  bemerkte  bei  diesen  Ausgleichungsrechnungen  unzweifelhaft, 
dafs  die  mathematische  Erdoberfläche  nicht  genau  mit  der  Form  des 
abgeplatteten  Rotationsellipsoids  übereinstimmt,  weil  die  Übrigbleiben- 
den (berechneten)  Fehler  der  Messungen  —  auch  Azimutmessungen 
zeigten  grofse  Abweichungen  •—  bei  weitem  das  zulässige  Mafs  von 
Beobachtungsfehlem  überschritten,  dafs  aber  immerhin  diese  Form 
eine  gute  Annäherung  bietet. 

Eine  eingehende  Darstellung  der  geschichtlichen  Entwicklung  derTheorieen, 
sowie  auch  der  Grad-  und  Pendelmessungen   zum  Teil,   von   Newton   bis 
Laplace,  giebt 
Todhunter,  A  History  of  the  mathematical  Theories  of  Attraction  and  the 
Fignre  of  the  Earth.     2  Bde.  in  8^  mit  476  und  508  S.    London  1873. 
Nächstdem  benutzten  wir  hauptsächlich  noch: 
Mädler,  Geschichte   der  Himmelskunde  von  der  ältesten  bis  auf  die  neueste 

Zeit    2  Bde.  in  8^.    Braunschweig  1873. 
J2ud.   Wolif,  Handbuch  der  Mathematik,  Physik,  Geodäsie  und  Astronomie. 

2  Bde.  in  8^    Zürich  1870  und  72. 
Laplace j  Trait<§  de  M^canique  Celeste.    Bd.  1  u.  2  in  4°.    1799.    Insbesondere 
ist  Buch  3  S.  126  if.  und  der  Überblick  Buch  6  S.  363—356  zu  vergleichen, 
sowie  in  Bezug  auf  Laplaces  Bemerkungen  über  die  Ursache  der  Anomalieen 
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Bncli  3  S.  139  fS.  —  Bd.  6  (1825)  S.  2—22  giebt  einen  geschichtlichen  Über- 
blick der  dynamischen  Untersnchnngen  in  Bezug  auf  Figur  und  Rotation 
der  Erde. 
Zar  Ergämfmg  kann  dienen: 

E.  Mayer,  Über  die  Gestalt  und  Gröfse  der  Erde;  eine  historisch  geodätische 
Studie.  Fiume  1876.  74  S.  in  8^  mit  einer  Übersichtskarte  (Separat- 
Abdruck  aus  den  Mitteilungen  im  Gebiete  des  Seewesens).    Preis  1,8  Mark. 

Ibggendor/f,  Bibliographisch-litterarisches  Handwörterbuch.  2  Bde.  Leipeig  1863. 

§  3.  Das  19.  Jahrhundert  brachte^  weil  man  die  Unzulänglich- 
keit der  Bestimmung  der  Abplattung  der  Erde  aus  wenigen  Grad- 
messungen  erkannt  hatte ,  schon  m  seiner  ersten  Hälfte  eine  gröfsere 
Anzahl  solcher  Operationen  an  yerschiedenen  Orten  der  Erde.  Nach 
Laplace  war  es  namentlich  Bessd,  der  (in  kritischer  Diskussion  der 
Resultate  der  bis  dahin  ausgeführten  Messungen)  1837  ein  abgeplattetes 
Rotationsellipsoid  ableitete ;  welches  er  1841  mit  Bezug  auf  einen 
bekannt  gewordenen  Fehler  einer  der  benutzten  Gradmessungen  ver- 
besserte. Als  Abplattung  fand  er  -^l-^.  Verschiedene  nachfolgende 
Berechnungen  haben  aber  mit  Zuziehung  des  immer  mehr  anwachsen- 
den Materials  es  wahrscheinlich  gemacht^  dafs  eine  Yergröfserung 
dieses  Wertes  der  Erde  im  ganzen  besser  entsprechen  würde.  Die 
Ansichten  über  das  Mafs  dieser  Yergröfserung  sind  noch  verschieden; 
viele  sind  geneigt,  die  Zahl  ■^^,  dieselbe  Zahl,  welche  das  Ver- 
hältnis von  Zentrifugal-  und  Schwerkraft  am  Äquator  ausdrückt,  für 
die  angemessenste  zu  halten,  da  sie  namentlich  zahlreiche  Schwere- 
messungen gut  befriedigt. 

Die  Dimensionen,  welche  Bessd  1841  erhielt,  sind  jedenfalls 
eine  noch  immer  sehr  brauchbare  Annäherung,  deren  man  sich  um  so 
lieber  vielfach  bedient,  als  zahlreiche  Tafeln  für  Funktionen  der 
Dimensionen  des  Erdkörpers  darnach  berechnet  sind.  Wir  kommen 
weiterhin  auf  sie  zurück. 

Unter  den  neuem  Berechnungen  finden  sich  auch  solche,  welche 
versuchen,  die  Ergebnisse  der  Gradmessungen  durch  Annahme  einer 
andern  Hypothese  als  der  des  abgeplatteten  Jlotationsellipsoids  zu 
besserer  Übereinstimmung  zu  bringen.  Bowditch,  ClarJce^  Paucker^ 
Ritter  legten  der  Rechnung  eine  Rotationsfläche  mit  einem  nicht 
elliptischen  Meridianschnitt  zu  Grunde;  Schubert  und  auch  Clarke 
wiederum  verfolgten  die  Hypothese  des  dreiaxigen  Ellipsoids;  neuer- 
dings endlich  ging  Fergöla  von  der  Form  eines  abgeplatteten  Rotations- 
ellipsoids mit  zur  Erdaxe  schiefliegender  kleiner  Axe  aus.  Der  Erfolg 
aller  dieser  Bemühungen  ist  als  ein  negativer  zu  bezeichnen,  denn 
es  gelang  weder  die  Elemente  solcher  Körperformen  mit  hinlänglicher 
Sicherheit  zu  bestimmen,  noch  einen  wesentlich  bessern  Anschlufs 
an  die  Beobachtungen  zu  erzielen. 
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Überdies  ist  man  jetzt  allgemein  überzeugt,  dafs  Gradmessungen 
allein  nicht  genügen,  um  die  Gestalt  der  mathematischen  Erdober- 
fläche, im  ganzen  genommen,  sicher  zu  erkennen*,  namentlich  weil 
sie  nur  auf  dem  Festlande  ausgeführt  werden  können  und  weil  dieses 
nur  ^  der  Oberfläche  bedeckt.  Glücklicher  Weise  lassen  sich  Schwere- 
messungen mit  dem  Pendel  auch  auf  den  zahlreichen  Inseln  des  Oceans 
ausführen  und  wenn  zur  Zeit  auch  noch  nicht  eine  alle  Anforderungen 
befriedigende  Anzahl  solcher  Messungen  vorliegt,  so  genügen  sie 
doch  bereits  dazu,  die  Wahrscheinlichkeit  der  Vermutung  beträcht- 
lich zu  yerstärken,  dafs  man  im  abgeplatteten  Rotationsellipsoid*) 
eine  gute  Annäherung  hat  Sie  zeigen  nämlich,  dafs  das  Geoid  mit 
einem  solchen  bis  auf  Bruchteile  des  Radiusvektors  von  der  Ordnung 
des  Quadrats  der  Abplattung  zusammenföUt  und  weder  ein  dreiaxiges 
Ellipsoid  ist,  noch  einen  erheblichen  Unterschied  der  nordlichen 
und  südlichen  Hälfte  aufweist. 

Die  vorhandenen  Abweichungen  lassen  sich  durch  Unregelmäfsig- 
keiten  in  der  Massenlagerung  der  Erdrinde  erklären  und  man  ist  bis 
jetzt  auf  eine  unregelmäfsige  Massenlagerung  im  Erdinnem  nicht 
hingewiesen  worden.  Es  treten  mithin  die  Abweichungen  entweder 
als  lokale  auf,  als  eine  Folge  der  lokalen  Terraingestaltung,  der  ver- 
schiedenen Gesteinsdichten  und  der  Existenz  unterirdischer  Hohlräume; 
oder  sie  haben  eine  kontinentale  Verbreitung,  als  eine  Folge  der 
Erhebung  des  Festlandes  über  das  mittlere  Niveau  des  Meeresgrundes 
und  der  Ungleichheit  der  Meerestiefen. 

Fafst  man  die  Abweichungen  gegen  eine  gewisse  ideelle  Massen- 
lagerung, welche  ein  sich  dem  Geoid  anschliefsendes  Rotations- 
ellipsoid ergeben  würde,  als  positive  und  negative  Störungen  auf, 
so  ist  deren  unmittelbar  ersichtliche  Wirkung  eine  positive  oder 
negative  Anziehung,  die  sich  mit  der  normalen  Schwere  kombiniert 
und  deren  Richtung,  die  Lotrichtung  des  ideellen  EUipsoids,  in  die 
reelle  des  Geoids  überführt.  Der  Richtungsunterschied  beider,  die 
Lotablenkung y  beträgt  durchschnittlich  einige  Sekunden;  in  der  Nähe 
von  Bergen,  Gebirgen  und  an  den  Meeresküsten  steigert  sie  sich 
aber  leicht  auf  10''  und  mehr,  ohne  indes  einen  Maximalwert  von 
etwa  ly,'  zu  überschreiten. 

Die  weitere  geometrische  Eonsequenz  der  Lotablenkungen  sind 
Erhebungen  und  Senkungen  des  Geoids  gegen  das  Ellipsoid,  welche 
indessen  nach  ihrem  Gesamtbetrage  sicherer  aus  Schweremessungen 

*)  Manche  Autoren  bezeichnen  dasselbe  als  Sphäroid;  wir  heben  diesen  Ans- 
druck  aber  znr  Bezeichnung  der  nähernngsweise  kugelförmigen  Flächen  im  all- 
gemeinen auf  und  werden  häufig,  wo  Yerwechslnng  nicht  möglich  ist,  das  abge- 
plattete Rotationsellipsoid  einfach  Ellipsoid  nennen. 
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als  aus  Lotablenkungen  erkannt  werden.  Diejenigen  von  mehr  kon- 
tinentalem als  lokalem  Charakter  mögen  durchschnittlich  gegen  200™ 
Maximalabstand  vom  Geoid  erreichen;  ob  irgendwo  auch  1000°*  vor- 
kommen,  wie  einige  annehmen ,  ist  noch  nicht  genügend  untersucht. 
Dagegen  ist  z.  B.  unterhalb  des  Harzes  die  lokale  Erhebung  im 
Maximum  noch  nicht  2*°  (es  ist  dies  also  nicht  3ie  überhaupt 
daselbst  vorhandene  Abweichung  vom  Geoid,  sondern  nur  derjenige 
Teil,  welcher  durch  die  lokalen  Verhältnisse  der  Massenlagerung 
erzeugt  wird). 

Einen  beträchtlichen  Einflufs  haben  die  Lotablenkungen  auf  die 
Grofse  des  ExünmiungsradiuS;  weil  hierbei  nicht  ihr  Betrag  selbst, 
sondern  dessen  Änderung  mit  dem  Orte  auf  dem  Geoid  in  be- 
tracht  kommt.  Trotz  der  Kleinheit  des  Ablenkungsbetrages  ist  diese 
Änderung  meist  verhältnismäfsig  grofs,  sodafs  Abweichungen  des 
Krümmungsradius  um  mehrere  Prozent  als  Regel  angesehen  werden 
können  und  noch  weit  grofsere  nicht  selten  sind.  Jedoch  ist  nirgends 
ein  Krümmungswechsel  konstatiert  worden,  und  nach  der  Gestaltung 
der  physischen  Erdoberfläche  und  der  geognostischen  Beschaffenheit 
auch  an  keiner  Stelle  zu  erwarten«  Das  Geoid  zeigt  also  nirgends 
wie  die  physische  Erdoberfläche  Berge  und  Thäler,  sondern  nur  Ab- 
nahmen und  Zunahmen  der  nach  dem  Erdinnem  zu  immer  konkaven 
Krümmung. 

*    Eine  Übersicht  der  meisten  neuere  Rechnungsergebnisse  für  die  Erdgestalt 
enthält  nachstehende  Schrift: 

Listing,  Über  unsere  jetzige  Kenntnis  der  Gestalt  und  Gröfse  der  Erde  (Nachr. 
der  Kön.  Ges.  der  Wiss.  zu  Göttingen).  1872.  66  S.  in  16^  Als  Separat- 
abdmck  for  0,8  Mark. 

Zum  Teil  dient  auch  Mayer  a.  a.  0.    S.  66  zur  Ergänzung;  femer  für 

E.  Ritters  Sphäroid  WolffB.,  a.  0.  Bd.  2,  S.  141;  für  Schuberts  Rechnungen 

Listing  a.  a.  0.  S.  32  und  im  Auszug  auch  Astronom.  Nachr.,  Bd.  51  u.  52. 

-    (Nr.  1201  u.  1231).     Über   Fergolas    bereits    S.  8    erwähnte  Abhandlung 

vergl.  Viertel jahrsschr.  der  Astronom.  Ges.  Bd.  11,  S.  94  u.  280. 

Formeln  für  den  nichtelliptischen  Meridian  eines  Itotationssphäroids  giebt 
bereits  Legendre  in  einem  Memoire,  welches  der  Schrift  Delambres,  Methodes 
ancäytiques  pour  la  Ditennination  d'un  Are  du  Miridien.  1799.  4**,  vor- 
gedmekt  ist. 

Pawker  berechnet  in  einer  Abhandlung  über  die  Gestalt  der  Erde  aus  11  Grad- 
messungen (dieselben,  welche  Encke  im  Berl.  Astronom.  Jahrb.  1852,  S.  340 
aufführt)  für  den  Radiusvektor  der  Erde  den* Ausdruck: 

3272653,2083*  (1  —  0,003399065  sin«  —  0,000051868  sin* 
+  O,0OO00177ö»sinö  —  0,000000002  sin«) , 

wobei  sin  den  Sinus  der  geozentrischen  Breite  bedeutet.    Die  Abplattung 

Hclniortf  toathem.  u.  phyiikal.  Theorieen  der  höh.  Geodäsie.  2 
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wird  also  ,  der  Aquatorialradius  6378325,0"*),  die  Abweichung 

von  der  Ellipse  gleicher  Abplattung  in  46^  geozentrischer  Breite  107,0™ 
nach  aufsen.  (Bulletin  de  la  Classe  physico -mathem.  de  TAc.  imp.  des  sciences 
de  St.  P^tersbourg.    Bd.  12  und  13.     1854  und  56.    S.  97-119  und  225  ff.). 

Die  Berechnungen  von  Bowdüch  und  Clarke  sind  im  Hauptwerke  der 
englischen  Vermessung  Ordncmce  Trigonometricdl  Swrvey,  Principal  Trian- 
gulation, 1858,  (vergl.  Listing  a.  a.  0.  S.  29)  aufgeführt;  der  erstere  gab 
sie  als  Note  zu  seiner  Übersetzung  der  M^c.  c^L,  Boston  1832.  Diese 
'  Rechner  setzen  den  Krümmungsradius  im  Meridian  gleich  A  4-  Bs\  -|-  ^^{9 
wo  «1  der  Sinus  der  geographischen  Breite,  ABC  zm  bestimmende  Kon- 
stanten sind.  Die  Abweichung  in  45°  Breite  ist  18™  nach  innen  bei 
Botcditch  (5  Bögen),  115™  nach  aufsen  bei  einer  ersten  Rechnung  von 
Clarke  ohne  die  russische  Gradmessung  und  54™  nach  aufsen  bei  voll- 
ständigerer Rechnung  (wahrscheinlicher  Fehler  ±  22™).  Alle  diese  Rech- 
nungen zeigen  also  im  Verhältnis  zum  mittlem  Erdradius  sowohl  als  auch 
im  Vergleich  zu  den  kontinentalen  Erhebungen  und  Senkungen  nur  eine 
geringe  Abweichung  von  der  Ellipse  an,  deren  Realität  aber  dabei  zweifel- 
haft bleibt  und  gegenwärtig  noch  gar  nicht  konstatiert  werden  kann. 

In  einer  sehr  klaren  Weise  äufsem  sich  Gaufs  (1828  in  der  Schrift  über 
den  Breitenunterschied  von  Göttingen  und  Altona  S.  73)  und  Bessel  (1837 
in  der  Abhandlung  über  den  Einflufs  der  Unregelmäfsigkeiten  der  Erde  auf 
geodätische  Messungen)  über  die  Definition  des  Geoids  und  über  seine  Ab- 
weichungen vom  Ellipsoid.  Überdies  untersucht  schon  Lapltuce  Niveauflächen 
in  verschiedenen  Höhen  (M^c.  c^l.  Buch  3,  Kap.  7)  und  Lotabweichungen. 

Die  Bedeutung  der  Schweremessungen  für  die  Bestimmung  der  Erd- 
gestalt kannte  man  bereits  zu  Anfang  des  Jahrhunderts.  Dafür  sprechen 
die  zahlreichen  Expeditionen  zur  Ausführung  solcher  und  unter  anderh  auch 
der  Artikel  Erde  in  Gehkrs  physikalischem  Wörterbuch  3.  Bd.  S.  825—1141 ; 
1827  von  Muncke  (nach  Ph.  Fischer)  verfafst.  Neuerdings  wurde  wieder- 
holt darauf  hingewiesen;  vergleiche  unter  andern  nachstehende  Schriften: 
Ph.  Fischer,  Untersuchungen  über  die  Gestalt  der  Erde.  Darmstadt  1868. 
B18  S.  in  8^  Hier  werden  auch  die  Abweichungen  des  Geoids  vom  Ellipsoid 
mittelst  geschätzter  Lotablenkungen  berechnet.  Vergleiche  insbesondere 
"S.  84,  92  u.  275.  —  Ähnlich  wie  Fischer  bei  der  Berechnung  der  Dimensionen 
des  Erdellipsoids  (vergleiche  Listing  a.  a.  0.  S.  47)  verfuhr  gleichzeitig 
H,  J.  Klein  in  seinem  Werke:  Las  Sonnensystem  u.  s.  w.,  Braunschweig 
1869.  Er  nahm  nämlich  entsprechend  den  Schweremessungen  als  Ab- 
plattung -^  und  fand  hiermit  (S.  87)  aus  den  Gradmessungen  den  Äquatorial- 
radius gleich  3272766,1*  oder  6378739,9™,  mithin  402™  mehr  als  nach  Fischers 
Rechnung  aus  der  französisch-englischen  Messimg  allein. 
G,  G,  StokeSj  On  the  Variation  of  Gravity  at  the  Surface  of  the  Earth. 
Transactions  of  the  Cambridge  Phil.  Society.  VIII,  Part  V,  p.  672—695 
(Jahrgang  1849).  Diese  Schrift  zeigt  unter  andern  die  Verwendung  der 
Schweremessungen  zur  Bestimmung  der  Abstände  von  Geoid  und  Ellipsoid. 


*)  Es  ist  1  Toise  gleich  864  Par.  Linien  und  gesetzlich  1  Meter  genau  gleich 
443,296  Par.  Linien;  daher: 

It  »=  1,9490363098™  . . ! .,         1™  =  0,513074074* . . . 
Über  die  geodätischen  MaTseinheiten  vergl.  Mayer  a.  a.  0.    S.  34  u.  48. 
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§  4.  Gegenwärtige  und  zukünftige  llntersnchnngen.  Insofern 
die  Messungen  zur  Zeit  über  die  Erdgestalt  im  allgemeinen  schon 
einen  recht  befriedigenden  Aufschlufs  gegeben  haben;  ist  es  begreiflich, 
dafs  man  sich  jetzt  besonders  dem  Studium  spezieller  Erümmungs- 
yerhaltnisse  widmet.  Doch  werden  auch  immer  mehr  Daten  gewonnen, 
die  Kenntnis  der  allgemeinen  Gestalt  zu  verbessern. 

Die-  umfangreichsten  Arbeiten  sind  gegenwärtig  in  Europa  im 
Gange.  Aus  leicht  ersichtlichen  Gründen  war  dieses  von  jeher  das 
best  bearbeitete  Operationsfeld  der  Geodäten.  Bis  um  die  Mitte  des 
laufenden  Jahrhunderts  hatte  man  hier  die  französische  Breitengrad- 
messung durch  ganz  England  verlängert  und  auf  22^  10'  Ausdehnung 
in  Breitendifferenz  (Amplitude)  gebracht;  dazu  war  im  Osten  die 
25^  20'  in  Amplitude  haltende  russische  Breitengradmessung  gekommen. 
Jedoch  fehlte  es  zu  dieser  Zeit  an  einer  entsprechend  ausgedehnten 
Operation  zwischen  jenen  beiden,  wozu  nur  erst  Anfänge  sich  fanden. 
Dafs  auch  diese  jetzt  im  Gange  ist,  hat  Generallieutenant  Baeyer,  der 
Mitarbeiter  Sessels  bei  der  ostpreufsischen  Gradmessung,  bewirkt  (18G1). 
Zunächst  war  nur  Mitteleuropa  ins  Auge  gefafst,  aber  schon  nach 
einem  Lustrum  erweiterte  sich  die  Operation  zur  europäischen  Grad- 


Hierbei  werden  aufser  den  rein  geodätischen  Messungen  nicht 
nur  Breiten-,  sondern  auch  geographische  Längen-  und  Azimut- 
messungen vorgenommen  —  jene  haben  durch  die  Verwendung  der 
elektrischen  Telegraphie  eine  hinlängliche  Genauigkeit  gewonnen,  um 
neben  den  Breitenmessungen  gleichwertige  Elemente  der  Untersuchung 
zu  bilden,  imd  die  Azimutmessungen  geben  für  Spezialstudien  einen 
wertvollen  Ersatz  der  Längenbestimmungen.  Je  genauer  sich  die 
astronomischen  Messungen  ausführen  lassen  werden,  um  so  tiefer  wird 
man  auch  ins  Detail  eindringen  können. 

Nachstdem  werden  die  Schwerkraft  und  die  Meereshöhe  (durch 
prä2d8e  geometrische  Nivellements)  an  vielen  Orten  gemessen,  wo- 
durch Anhaltspunkte  einesteils  für  die  Erforschung  von  Ursachen 
lokaler  Lotanziehungen,  andemteils  für  die  etwa  eintretende  allmähliche 
Hebung  oder  Senkung  der  Kontinente  und  für  sonstige  Verschiebung 
der  Massen  der  Erde  gewonnen  werden. 

Ein  besonders  hervorragendes  Glied  der  europäischen  Gradmessung 
bildet  die  Längengradmessung  auf  dem  52.  Breitenparallel,  die  sich 
vom  Ural  bis  zur  Westspitze  Irlands  über  68^  31'  Längenunterschied 
erstreckt  Sie  wurde  bereits  1857  von  dem  Direktor  der  Sternwarte 
Pnlkowa  bei  Petersburg,  W.  Struve,  entworfen  und  kann  jetzt  als  be- 
endet betrachtet  werden.  (Vergl.  Petermanns  Mitteilungen  1873  S.  332.) 

Alle  drei  Jahre  in  der  Regel  vereinigen  sich  die  Gradmessungs- 
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kommissare  der  beteiligten  Staaten  zu  einer  Konferenz;  alle  Jahre 
jedoch  publiziert  das  königlich  preufsische  geodätische  Institut^  zu- 
gleich Zentralbureau  der  Gradmessung,  einen  Bericht  über  die  Fort- 
schritte der  Arbeiten  unter  dem  Titel:  Generalbericht  über  die  euro- 
päische Gradmessung.  (In  4®.  Berlin,  Verlag  von  6r.  Beimer.)  Der- 
selbe ist  meist  kombiniert  mit  den  Berichten  über  die  Verhandlungen 
der  allgemeinen  Konferenz, 

Die  Ergebnisse  der  Messungen  sollen  das  Mittel  bieten,  zu  er- 
kennen, wie  im  allgemeinen  die  Geoidfläche  für  Europa  von  einem 
Rotationsellipsoid  abweicht.  Für  Einzelheiten  sind  Operationen  notig, 
bei  denen  die  astronomisch  bestimmten  Punkte  weit  dichter  liegen, 
als  sonst  (nämlich  in  nur  1  bis  2  Meilen  Abstand  gegen  10  Meilen 
und  mehr  im  andern  Falle).  Eine  derartige  Untersuchung  hat  das 
genannte  geodätische  Institut  für  den  Harz  in  Arbeit. 

Wie  schwierig  und  mühsam  es  ist,  den  Charakter  der  Geoid- 
fläche zu  studieren,  dies  zeigt  unter  andern  die  englische  Landes- 
vermessung (vergl.  das  Hauptwerk  Ordnance  Survey,  Principal  Trian- 
gulation S.  712  flf.),  deren  Ergebnis  in  dieser  Hinsicht  trotz  immerhin 
zahlreicher  astronomischer  Stationen  (30  bis  40)  mehr  das  war,  eine 
Anzahl  wesentlich   lokaler  Lotablenkungen    gegen   ein  abgeplattetes 

Rotationsellipsoid,   das  bei  -ogöT  A-bplattung  vom  allgemeinen  Erd- 

ellipsoid  wenig  abweicht,  kennen  zu  lehren  und  also  die  Brauchbar- 
keit desselben  zur  Angabe  der  allgemeinen  Krümmungsverhältnisse 
auch  für  England  zu  bestätigen,  als  das,  spezielle  Angaben  über 
Erümmungsverhältnisse  wegen  des  rasch  wechselnden  Charakters  der- 
selben zu  gestatten.  Dergleichen  ist  auch  anderwärts  hervorgetreten, 
zuerst  vielleicht  bei  der  ostpreufsischen  Gradmessung  (1838;  vergl. 
Abhandlungen  von  F.  W.Bessd,  herausgegeben  von  Engdnumn,  Band  3, 
Leipzig  1876;  S.  135). 

Ob  man,  wie  für  England  geschehen,  ein  möglichst  anschliefsendes 
Beferenzellipsoid  für  Europa  berechnen  wird,  lassen  wir  dahingestellt. 
Wahrscheinlich  wird  das  Bessehchß  Ellipsoid  vollkommen  genügen, 
um  als  Ausgang  der  Spezialstudien  über  die  Geoidfläche  zu  dienen. 
Die  Abweichungen  von  der  Form  des  Rotationsellipsoids  haben  zu- 
folge ihrer  Entstehung  so  wenig  mit  der  Gestalt  irgend  einer  ein- 
fachen Fläche  zu  thun,  dafs  man  auch  schwerlich  durch  die  Wahl 
einer  andern  Form,  wie  eines  dreiaxigen  Ellipsoids  z.  B.,  einen  er- 
heblichen Gewinn  in  der  Darstellung  der  Erümmungsverhältnisse  er- 
zielen dürfte. 

Nächst  Europa  ist  der  englische  Teil  von  Ostindien  im  Laufe 
dieses   Jahrhunderts   bis   in   die   Gegenwart   mit   umfassenden   Yer- 
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messungsarbeiten  bedacht  worden  (vergl.  VierteljaJirsschriß  der  Astro- 
notnischen  Geselhchaß  1873.  Band  8,  S.  14flf.);  auch  auf  den  im 
niederländischen  Besitz  befindlichen  Inseln  werden  seit  jüngster  Zeit 
solche  Messungen  ausgeführt,  welche  die  Kenntnis  der  Erdgestalt 
im  allgemeinen  fordern  werden.  Derartige  Arbeiten  sind  ferner  seit 
einigen  Decennien  in  den  Vereinigten  Staaten  Nordamerikas  an  den 
Küsten  und  jetzt  auch  im  Innern  im  Gange;  ebenso  in  Ägypten^ 
Algier,  Chile.  In  Brasilien  ist  eine  bedeutende  Längen-  und  Breiten- 
gradmessung in  Vorbereitung  (9  bis  10  Längengrade  in  23^  südlicher 
Breite,  35  Breitengrade  in  10®  Länge  westlich  von  Rio  Janeiro). 

Einer  durch  ihre  Ergebnisse  interessanten  Operation  im  Kaukasus 
wird  in  dem  Generalbericht  über  die  europäische  Gradmessung  von 
1871  (publiziert  1872)  S.  49fiF.  gedacht.  Danach  ist  unter  andern  für 
2  noch  nicht  1  Breitengrad  von  einander  abstehende  Punkte  54"  Lot- 
ablenkungsdifferenz beobachtet.  (Vergl.  auch  Petermamis  Mitteilungen 
1862  Band  10,  S.  365.) 

Man  hat  sogar  daran  gedacht,  Nordpolexpeditionen  für  Grad- 
messungszwecke nutzbar  zu  machen. 

Borgen  und  Copeland  maTsen  1870  an  der  OstkQste  Grönlands  einen 
40  Minuten  langen  Bogen  geodätisch,  nm  die  Möglichkeit  genauer  Winkel- 
messnngen  in  höheren  Breiten  zn  konstatieren.  Die  Breiten  der  Endpunkte 
wurden  nur  aus  Sonnenhöhen  abgeleitet,  da  die  Operation  eine  blose  Rekognos- 
zierung sein  sollte.  Vergl.  S.  19  der  Schrift  Zweite  deutsche  Nor dpdlar fahrt  \ 
1869  —  70.  Berlin  1871.  (Das  Hauptwerk  über  diese  Expedition  war  dem  Ver- 
fasser nicht  zur  Hand.) 

Hiemach  ist  das  Interesse  für  Gradmessungen  hinreichend  rege^ 
um  von  dieser  Seite  her  eine  reiche  Förderung  der  Kenntnis  der 
Erdgestalt  erwarten  zu  können.  Man  darf  auch  hoffen  ^  dafs  die  so 
sehr  wichtigen  Messungen  der  Schwerkraft,  welche  nach  den  glän- 
zenden Operationen  in  den  ersten  Decennien  dieses  Jahrhunderts  jetzt 
mehr  gelegentlich  ausgeführt  worden  sind,  wieder  in  systematischer 
Weise  aufgenommen  werden  werden.  Durch  sie  ist  mit  verhältnismäfsig 
wenig  Kosten  weit  mehr  als  mit  Gradmessungen  für  die  allgemeine 
Kenntnis  des  Geoids  zu  erlangen  ^  ja  sie  sind  zum  Teil  durch  diese 
gar  nicht  zu  ersetzen,  weil  sie  gröfserer  geographischer  Verbreitung 
fähig  sind. 

Die  Schweremessungen  gestatten  auch  die  Abstände  des  Geoids 
Yom  mittleren  Rotationsellipsoide  zu  schätzen;  wir  müssen  aber  be- 
merken, dafs  die  bezüglichen  Rechnungen  nicht  so  einfach  sind,  als 
man  oft  glaubt  und  dafs  sie  nicht  immer  richtig  angestellt  worden 
sind.     Korrekte  Formeln  gab  Stökes  a.  a.  0. 

Von  sehr  untergeordneter  Bedeutung  wird  es  dereinst  sein,  wenn 
die  Kenntnisse   über   das  Geoid   sich   entsprechend  vermehrt  haben 
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werden,  ein  solches  abgeplattetes  EUipsoid  abzuleiten,  das  bei  gleichem 
Volumen  sich  jenem  möglichst  anschliefst.  Weit  wichtiger  ist  es, 
Schlüsse  auf  die  Massenlagerung  im  Erdinnem  zu  versuchen,  wobei 
man  allerdings  der  Schwierigkeit  begegnet,  dafs  bis  zu  gewissem 
Grade  die  Gestalt  und  Lagerung  der  Niveauflächen  von  der  Massen- 
anordnung unabhängig  ist  (z.  B.  geben  gewisse  homogene  Eugelschalen 
verschiedener  Dicke  dieselben  Niveauflächen  aufserhalb).  Hierdurch 
werden  aber  keineswegs  alle  Schlüsse  vereitelt. 

Die  Gradmessungsarbeiten  und  Schweremessungen,  welche  nur 
sehr  allmählich  ausgeführt  werden  können,  setzen  infolge  dessen  eine 
ausreichende  Eonstanz  der  Niveauflächen  voraus.  Im  allgemeinen 
nimmt  man  jetzt  an,  dafs  eine  solche  in  hohem  Grade  in  der  That 
vorhanden  ist.  Zwar  sind  die  Massen  der  Erde  nicht  in  völlig  rela- 
tiver Ruhe,  aber  theoretische  Untersuchungen  haben  gezeigt,  dafs 
Veränderungen  in  der  Lage  der  Erdaxe  nicht  zu  befürchten  sind  und 
nur  lokale  Veränderungen  der  Lotrichtungen  entstehen.  Dafs  auch 
dieser  Umstand  von  den  Gelehrten  fortdauernd  im  Auge  behalten 
wird,  ist  schon  angedeutet  worden. 

§  5.  tlbersicht  des  Ganges  der  Entwicklung  der  Theorieen 
im  vorliegenden  Bnche.  Eine  streng  logische  Darstellung  müfste 
mit  dem  beginnen,  was  geeignet  ist,  am  eingehendsten  die  Erdgestalt 
zu  definieren  und  im  ganzen  zu  erkennen:  den  einfachsten  Sätzen 
der  Potentialtheorie  und  den  Schweremessungen.  Wir  zogen  es  in- 
dessen vor,  um  das  Rein -Mathematische  zunächst  zu  erledigen,  mit 
der  Theorie  der  Gradraessungen  auf  dem  abgeplatteten  Rotations- 
ellipsoide zu  beginnen  und  daran  die  geometrische  Bestimmung  von 
geoidischen  Abweichungen  zu  knüpfen. 

Die  Formeln  für  Dreiecksnetze  und  die  Verbindung  geodätischer 
und  astronomischer  Beobachtungen  sind  direkt  fürs  abgeplattete 
Rotationsellipsoid  aufgestellt  Die  Voraussetzung  beliebiger  Ober- 
flächenform ist  einesteils  insofern  ohne  Wert,  als  man  immer  nach 
Sessels  Vorgang  (1837)  sich  die  Messungen  auf  den  Niveauflächen 
der  Erde  am  bequemsten  auf  ein  solches  Ellipsoid  reduziert  denken 
wird;  andernteils  aber  dürfte  die  rasche  Veränderung  der  Krümmung 
der  Niveauflächen,  wie  Bessd  ebenfalls  bemerkte,  der  Konvergenz  der 
Reihenentwicklungen,  welche  für  jene  Formeln  nötig  sind,  sehr  hinder- 
lich werden  —•  ja  diese  existiert  streng  genommen  gar  nicht,  da  in 
den  Krümmungen  ^ogar  Diskontinuitäten  auftreten,  wie  H,  Bruns 
(1876)  gezeigt  hat.  Auf  Formeln  fürs  dreiaxige  Ellipsoid  ist,  da  dessen 
Annahme  als  mittlerer  Repräsentant  des  Geoids  schwerlich  Aussicht 
hat,  gar  nicht  eingegangen. 

Der  zweite  Teil  ist  bestimmt,  die  Lücken,  welche  die  rein  geo- 
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metrische  Behandlung  des  Problems  der  Definition  und  Bestimmung 
der  £rdgestalt  läfst,  durch  Einführung  der  Potentialtheorie  und  die 
sich  anschliersende  Behandlung  der  Schweremessungen  auszufüllen; 
einige  Andeutungen  über  die  Ausbeutung  gewisser  Angaben  der  Astro- 
nomie und  der  Lehren  der  Mechanik  über  die  Rotation  der  Körper 
und  dergl.  zu  bringen,  sowie  die  Methode  der  Untersuchung  der  Geoid- 
gestalt  durch  Zenithdistanzmessungen  und  im  Anschlufs  daran  die 
terrestrische  Re&aktion  zu  behandeln. 


3.  Kapitel 

Allgemeine  mathematische  Notizen,  insbesondere 
Reihenentwicklungen. 

(Mit  Benntznng  yon  ScMömileh,  Kompendium  der  höheren  Analysis  Band  1  und 
HcUtendorff,  Algebraische  Analysis,  sowie  Uattendorff,  Höhere  Analysis). 

§  1.  KonYergenzbedlngangen.  Eine  unendliche  Reihe  mit  posi- 
tiven Gliedern  konvergiert  (hat  eine  bestimmte  Summe),  wenn  von 
einer  Stelle  an  die  Glieder  dergestalt  kleiner  werden,  dafs 

das  folgende  Glied  ^  .        i  ^      t»      i 

^ r-^ — r — i — rn^j  <x;  «  em  echter  Bruch. 

das  vorhergehende  Glied 

Bezeichnet   man   die   Glieder    mit   ti^ ,   u^y  u^, . ,   und    ist   nun 

80  ist  der  Rest  der  Entwicklung  (^1  +  ^2  + h  «**  - 1)  gleich 

w<  +  w,-4_  1  +  M,  +  2  H d.  i. 

=  ^  ("l  4.  üi±.i  4.  !*L±i  ÜL-t_^  4.  ^_±i  ^»  +  2  *!L±i    .        \. 

daher  ist  also  der  Rest 

Ui  +  «i+i  +  Ui^^-\ <Ui  (1  +  X  +  x^  +  X«  H )  . 

Es  ist  aber  die  Parenthese  rechter  Hand  gleich  1  :  (1  —  x),  mithin 
die  Summe  aller  Glieder  von  w,-  ab  bis  ins  Unendliche  <  m»  :  (1  —  x); 
und  dieser  Rest  kann  beliebig  klein  gemacjit  werden,  wenn  man  den 
Index  i  hinreichend  grofs  aimimmt. 

An  Stelle  der  gegebnen  Reihe  ist  es  oftmals  vorteilhaft,  eine  Reihe 
zu  betrachten,  deren  Summe  augenscheinlich  gröfser  ist,  weil  ihre 
Glieder  sämtlich  grofser  sind,  als  in  der  ursprünglichen  Reihe  —  die 
aber  eine  einfachere  Form  hat,  wie  diese  letztere. 

Eine  unendliche  Reihe  mit  positiven  und  negativen  Gliedern  kon- 
vergiert, wenn  sie  auch  mit  positiv  gesetzten  Gliedern  konvergiert 
oder  kurz  gesagt:  wenn  sie  absolut  (genommen)  konvergiert. 
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Werden  Yon  Ui  an  bei  alternierenden  Vorzeichen  die  Glieder 
immer  kleiner,  so  ist  der  Rest  der  Reihe  gleich  ti,x. 

Absolut  konvergente  Reihen  gestatten  eine  yeränderte  Anordnung 
der  Glieder  d.  h.  sie  konvergieren  unbedingt,  nur  mufs  immer  von 
einer  Stelle  an  das  oben  gegebene  Kriterium  der  Konvergenz  vor- 
handen sein. 

Man  darf  sie  addieren  und  multiplizieren  und  das  Resultat  ist 
wieder  eiue  absolut  konvergente  Reihe.  Dies  gilt  auch  für  Sub- 
traktionen, während  bei  Divisionen  besondere  Untersuchungen  er- 
forderlich sind. 

Ist  die  Reihe  eine  Potenzreihe  und  man  setzt  für  die  Variable 
selbst  eine  Reihe,  so  ist  dies  bestimmt  zulässig,  wenn  die  Anfangs- 
reihe und  die  Substitutionsreihe  absolut  konvei^ent  sind  und  die 
Summe  der  mit  positiven  Gliedern  genommenen  Substitutionsreihe  die 
zur  Konvergenz  der.  Anfangsreihe  nötige  Bedingimg  erfüllt.  Das 
Resultat  ist  alsdann  absolut  konvergent. 

Besondere  Untersuchungen  sind  erforderlich,  wenn  die  Substi- 
tution für  die  Variable  nur  bedingt  koi^vergiert  und  auch,  wenn  bei 
endlicher  Gliederzahl  der  Substitution  darin  positive  und  negative 
Terme  vorkommen.  Alsdann  kann  ein  nur  bedingt  konvergentes 
Resultat  entstehen. 

§  2.  Stark  konvergente  Reihen  in  der  Geodäsie.  Im  Fol- 
genden haben  wir  es  vielfach  mit  stark  konvergenten  Reihen  zu  thun, 
weil  diese  allein  für  die  praktische  Anwendung  bequem  sind.  Bei 
Potenzreihen  insbesondere  beschränkt  man  sich  auf  so  kleine  Werte  der 
Variablen,  dafs  wenige  Reihenglieder  genügen,  und  man  wendet  solche 
Methoden  an,  dafs  eben  die  Beschränkung  auf  kleine  Werte  praktisch 
genügt 

Für  alle  diese  Fälle  ist  die  Operation  mit  den  Reihen  nur 
geringen  Schwierigkeiten  unterworfen,  weil  die  allein  interessanten 
Glieder  nach  Beifügung  eines  (in  den  betreflFenden  praktischen  Fällen 
schliefslich  zu  vernachlässigenden)  Restgliedes  wie  endliche  Reihen 
behandelt  werden  können. 

Wir  sind  daher  in  den  meisten  Fällen  der  Konvergenzbetrach- 
tungen überhoben  und  werden  auf  solche,  um  Weitläufigkeiten  zu 
vermeiden,  auch  nur  eingehen,  wenn  es  unerläfslich  ist. 

Die  Restglieder  werden  wir  meist  symbolisch  durch  Gh  an- 
deuten, wobei  i  die  Ordnungszahl  ist,  welche  dem  Rest  zukommt^ 
insofern  er  wesentlich  als  Vielfaches  der  i.  Potenz  einer  Gröfse 
1.  Ordnung  auftritt.*)  ^ 

*)  Ist  der  Rest  von  der  i.  Ordnung,  so  ist  die  Entwicklang  genan  bis  au/*  Glieder 
i.  Ordnung  —  was  zur  Feststellung  des  Sprachgebrauchs  hier  bemerkt  sei. 
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§  3.    Taylors  Satz. 


25 


Als  Maximalbetrag  einer  Gröfse  1.  Ordnung  setzen  wir  rund  0,1 
fest.    Die  Abplattung  wird  damit  eine  Gröfse  2.  Ordnung. 
§  3.    Taylors  Satz.    Es  ist 


f(a  +  h)=f(a)  +  A/^(a)+ 1^  /"(a)  +  •  •  • 


.n-l 


1  .  2  . . .  (n  —  1) 


/^«-i^Ca) 


+ 


1.2...  (n 


L_;;^/^'*^(«+^Ä) 


(1) 


p  eine  beliebige  positive  Gröfse  (für  welche  man  oft  mit  Nutzen  n 
wählt),  &  ein  nicht  näher  bekannter  positiver  echter  Bruch.  Das 
letzte  Glied  heifst  der  Rest  der  Reihenentwicklung.  Diese  Ent- 
wicklung rechter  Hand  gilt,  wenn  f  (x)  und  seine  DiflFerentialquotienten 
f/,  /*'...  /^"^  innerhalb  des  Intervalls  x  =  a  his  x  =  (a  -j- h)  endlich 
und  stetig  sind.  Um  nicht  noch  den  nächst  höheren  Differential- 
quotienten bilden  zu  müssen,  kann  man  den  Rest  auch  mittelst  des- 
jenigen berechnen,  der  im  letzten  angesetzten  Glied  auftritt,  mufs  aber 
alsdann  von  dem  so  gebildeten  Ausdrucke  wiederum  das  letzte  Glied 
selbst  abziehen.    Der  Rest  heifst  dann,  falls  man  bis  f^"*^  geht: 


i.  (1  •_  ^y^-P  f(n)  (^  +  ^J,)  _  1  fin)  (^) 


1  .  2  ...(«—  1) 


h- 


Speziell  für  p  =  n: 


{/i-)(a  +  ^Ä)-/^»)(a)}- 


(2) 


(3) 


In  manchen  Fällen  läfst  sich  der  Rest  der  auf  eine  endliche 
Gliederzahl  beschränkten  konvergenten  Entwicklung  dadurch  genauer 
feststellen,  dafs  man  wie  in  §  1  S.  23  eine  genäherte  Summierung 
ausführt,  was  voraussetzt,  dafs  das  Bildungsgesetz  der  Reihenglieder 
bekannt  ist.  Vielfach  wird  man  (vergl.  oben),  wenn  Ui  das  letzte  Glied 
ist^  den  Rest  näherungsweise  setzen  können  gleich 


Ui 


1  —  X 


(4) 


Giebt  eine  Entwicklung  nach  Taylors  Satz  eine  unendliche  kon- 
vergente Reihe  für  a;  =  (a  —  h)  bis  (a  +  A),  so  kann  man  durch 
Subtraktion  der  Entwicklungen  für  jf  (a  +  h)  und  f{a  —  h)  die  fol- 
gende stark  konvergente  Reihe  erhalten: 

f(a+h)=aa-h)  +  ?^-r(.a)  +  :^^r(a)  +  •  •  • 


+  r¥.S^+ij/^*"+^'(«)+- 


(5) 
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26       3.  Kapitel.    Allg.  mathem.  Notizen,  insbesondere  Reihenentwicklungen. 

In  der  Reihe  (1),  die  wir  uns  als  unendliche  konvergente  Reihe 
denken,  kann  man,  falls  nur  (n  -{-  1)  Glieder  angeschrieben  sind,  auch 
das  nächste  Glied  dadurch  berücksichtigen,  dafs  man  die  Entwicklung 

f'i»  +  -wh) = ^"^''^  +  ^-T  /"*+"(«)  +  •  •  •      (6) 

benutzt,  um  damit  das  (n  +  l)^  und  (n^+  2)*®  Glied,  nämlich: 

näherungsweise  in  das  eine  Glied: 

^- fUa  +  -A--) 

zusammenzufassen.     Man  hat  alsdann: 

/•(«  +  h)  =  fia)  +  ^  /'  (a)  +  Jl  r(a)  +  •  ■ 


^   1 .  2 . . .  (n  —  1)  '  ^^ 

'l.2...n'      \"^w+l/ 


(7) 


+  GUodcr  mit  A»»  +  2  u.  a.  f.  ' 

und  wenn  dfe  Konvergenz  eine  starke  ist,  so  giebt  dies  eine  unter 
Umständen  bequeme  und  scharfe  Beurteilung  des  Restes  der  auf  n 
Glieder  angesetzten  Reihe. 

Addiert  man  die  Reihen  für  f{a-\-  h)  und  f(a  --'  ä),  so  folgt: 

2 ^W  (8) 

-f  Glieder  mit  A^  A«  . . .  J 


1  (9) 


Multipliziert  man  dieselben  Reihen,  so  folgt: 

f{a  +  h)ria-h)  =  fiay 

-\-  GUeder  mit 

§  4.    Binomischer  8atz.    Es  ist 

(i±«/  =  i±-f«  +  ^^^^«*  +  -^7-:^^V~-"'  +  -  0) 

gültig  und  absolut  konvergent  bei  beliebigem  jit,  falls  das  positive 
M  <  1  isi*)  Im  Folgenden,  wo  einige  häufig  auftretende  Spezial- 
fälle behandelt  sind,  bezeichnet  x  stets  einen  positiven,  echten  Bruch. 
Die   Reste    sind    durch    direkte    Summierung    gefunden.      Man    hat 


*)  Auf  die  Fälle  m  =  1  nehmen  wir  hier  und  im  Folgenden  keine  Rück- 
sicht, wie  wir  überhaupt  die  Grenzfälle  der  Gültigkeit  aus  praktischen  Gründen 
vernachlässigen. 
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§  4.   Binomischer  Satz.    §  6.   Logarithmische  und  Exponentialreihen.     27 

l:(l  +  i*)  =  l  -M+  M*  —  M»  +  U* +M».x 

1 :  (1  -  «)=  1  +  tt  +  «"  +  «»  +  «*  +  •••  +  -p^  -- 


u  positiv  und  <  1. 


(2) 


i/r~i —         iil  I21I3        ^41         I   1.3.6...(2n— 3)     , 

KA-r»  *T-2"       8^*^16  128     ^      —    l.2.3...n.2*' 

yi  —  u   =l-iu— ^ie' 


2_   1 

8^*        16 


_6_ 
128' 


w'— T^U*— • 


1.3.6.. .(2n  — 3)    ^     X 

i i^n 

1.2.3...n.2**         1  — «• 


1  i/T~i 1        1       I    3    2       6     o  ,    86     4  ,    1.8.6...(2n-l)    ^ 

i.jri-rw  2**~8**        16^    "^128**  ^     1.2.3...n.2" 

t  ^n 11I       i3o,6o,36     4,  ,    1.3.5...(2n— 1)    ,     x 


15    o  .   36 


316 


l:V^l_„'=l  +  |«+^«»+?£„3+-„4+...+?^o 


16        '    128 
u  poaitiy  tmd  <  1 


3.5.7...(2n+l) 


1.2.3...n.2'' 


l-l^u 


2n+2' 


(3) 


Eine  starke  Konvergenz  erfordert  für  alle  diese  Reihen  kleine  Werte  u. 
§  5.    Logarithmische  nnd  Exponentialreilieii.    Man  hat: 

log(l  +  «)  =  Jlf{«-^  +  y-T  +  - •■±^«) 


0) 


u  positiv  tmd  <   1. 


u  positiv. 
ü  Modalus  des  Briggitohen  Logarlthmensystams. 

Der  Rest  der  letzten  Reihe,  welche  nichts  anderes  als  die  Exponen- 
tialreihe  {u  =  c*)  ist*,  beträgt 


ri4:-,fö-=)'««'- »<!..■- 


und 


1  l\09^uV 

1.2.3...«  \  M  ] 


logu 


für  t*  >  1 . 


(n  +  1)  JJf 


Dabei  ist  aber  vorausgesetzt,  dafs  so  viele  Glieder  der  Reihen  an- 
gesetzt sind,  als  zur  Erfüllung  der  Bedingung  val.  abs.  log  w  <  (w  + 1)  Jlf 
gehören. 
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28      3.  Kapitel.     Allg.  mathem.  Notizen,  iasbesondere  Reihenentwicklangen. 

Vorstehende  Reihen  sind  absolut  konvergent  Eine  starke  Kon- 
vergenz erfordert  für  die  (1),  dafs  u  klein,  für  (2)  und  (3),  dafs  u 
nahezu  gleich  1  ist. 

§  6.    Seihen  für  Sinns,  Cosinus  u.  s.  f.    Man  hat: 


6~120       5040   '362880  — 1.2.3...  (2n  +  l) 

-        ***_L  ^*  M*      ,        «**  _,  u^"  — 

COSU       1  —  Y"r  "24" ""  720  "l"  40320r  ^  1.2.3...2n  "•    " 


(1) 


Diese  Reihen  gelten  für  jeden  Wert  von  m,  welches  als  Arcus  zu  ver- 
stehen ist.  Sie  sind  absolut  konvergent.  Setzt  man  sie  bis  dahin  fort, 
wo  die  Glieder  abnehmen,  was  für  u^<l  von  Anfang  an  der  Fall 
ist ,  so  ist  der  Rest  gleich  dem  ersten  vernachlässigten  Glied  mal  x. 
Für  w*  <  1  konvergieren  überdies  die  Reihen  stets  beträchtlich. 
Man  hat  ferner: 


sec  W  =  1  -4 «  -I U   -\ tl    -J U^  -4- 

■       "^  2    ^^24    '  720   ~  8064    ' 


(2) 


val.  ab«.  M  <  -T- 


cot  M==  —  ll  —    U^ W* U^  —  -   -  W*  —  •  ■  •  I 

M  l  ^    3      46      945      4725         1 

1  I  1  I  1   2  I   7   4  ,   31    ß  ,   127    c.  ,     \ 


(3) 


val.  abB.  u  <  Jt. 


Die  Koefficienten,  welche  in  diesen  absolut  konvergenten  Reihen  vor- 
kommen, lassen  sich  nicht  bequem  allgemein  hinschreiben.  Für  unsere 
Zwecke  genügen  die  angesetzten  Glieder  und  die  Thatsache,  daf^ 
bei  den  Reihen  (2)  der  Rest  angenähert  gleich  ist  dem  letzten  Gliede 

mal     g  _      g  und  bei  den  Reihen  (3)  angenähert  gleich  dem  letzten 

Gliede  mal     ,  _^  ,-     Dies  findet  man  mittelst  der  Bemerkung,  dafs 

die  Koefficienten  der  Reihenglieder  (2),  je  weiter  man  die  Reihen  fort- 
setzt, mehr  tmd  mehr  im  Verhältnis  n^ :  4  abnehmen,  die  der  (3)  im 
Verhältnis  n^ :  1. 

Die  Konvergenz  der  Reihen  (3)  und  noch  mehr  der  Reihen 
(2)  ist  weit  geringer,  als  diejenige  der  (1).  Um  mittelst  der  in  den 
Reihen  (2)  angesetzten  Glieder  den  Wert  von  tanu  oder  secw  auf 
0,0000000001  des  Betrags  genau  zu  erhalten,  mufs  man  sich  auf 
absolute  Werte  von  u  beschränken,  die  0,1  nicht  wesentlich  über- 
schreiten. 
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§  7.  Reihen  für  Arcus  amuB  a.  Arcus  tangeus,  u.  logarithmische  Reihen  u.  s.  w.     29 

§  7.  Beihen  für  Arcus  sinns  nnd  Arcus  tangens^  und  logarith- 
mische  Beihen  für  Sinus ,  Arcus  sinus  u.  s.  f. 


arc  sin  n 


3u*  ,   6tt 
40 


2n- 


+ir,+-+ 


1.3...(2n-3)  u' 

2.4...(2n  — 2)  2n—  1  1  — u* 


arc  tan  u  =  ti  —  -^+-p 


u       1      w 
7    "^""9" 


1(1) 


T»l.  »bs.  w  <  1. 


Setzt  man  hierin  u  »s  sin  v  bezw.  u 
wieder  u^  so  folgt: 


II  ==  sin« + 


3  8in*i*j_6  8in^u_,       _, 
40*      112"   '  '"2.4. 


▼al.  abs.  u  <  - 


tan  V  und  schreibt  dann  für  t; 
1.3...(2n  — 8)  sin*"™^«      h 


in  — 2)     2n  —  1     cos*« 


u=tanu — r"tan'M+-T-tan^fi  — —tan'w+-^^ß*  <*•••  + ~*ai^"** 


T»l.  »bs.  U  <  —  ' 


(2) 


Diese  absolut  konvergenten  Reihen  konvergieren   nur  etv^a  ebenso 
stark  als  die  (2)  §  6.    Man  hat  weiter: 


log8inM  =  logu-Jlfj^  +  j^  +  2^-h8^+-p 

,      u  pmIUt  nnd  <  ;r;     . 

logtan«  =  log«  +  Jlf{-3-  +  -gö-  +  2g3^  +  jgg^  +  -.-j 


(3) 


tt  poiitiv  und  <  - 


Die  erste  dieser  beiden  Reihen  folgt  durch  Integration  der  Reihe 
för  cot  M,  die  zweite  durch  Integration  der  Reihe  für  2 esc  2 w  (wobei 

zu  beachten^  dafs  fÖr  u  =  0  sowohl  log als  log* gleich  null 

wird).  Da  die  Integration  die  Eoefficienten  verkleinert,  so  konver- 
gieren die  Reihen  sicher  im  gleichen  Intervall  für  u  wie  vorher  (jedoch 
nicht  weiter).  Wegen  des  log  mufs  man  sich  aber  zur  Vermeidung 
des  Imaginären  auf  positive  u  beschränken,  was  praktisch  vollkommen 
ausreicht 

Der  Rest  der  ersten  Reihe  ist,  wenn  man  die  Glieder  bis  ti^  an- 
schreibt, angenähert  gleich  dem  letzten  dieser  Glieder  mal  /^*  ,, 
derjenige  der  zweiten  Reihe  angenähert  gleich  dem  letzten  der  Glieder 
mal  -s 5— =• 
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30      3.  Kapitel.    Allg.  mathem.  Notizen ,  insbesondere  Reihenentwicklungen. 
Es  ist  femer 

u  positiv  und  <  —  ; 

logM=-logtanM-JIfj|tan«u-gtan*M+^tan««-^tan«M+-.) 


u  positiv  und  <  -.- 


(4) 


Die  erste  dieser  Reihen   folgt  aus  der  ersten  Reihe  (3)  durch 

-1  q  e 

Substitution  von  «  =  sin  w  +  —  sin^  ^  +  "Zö"  ^^^^^  +  i lo  ^^^^ **  "I ' 

also  der  ersten  Reihe  (2).  Diese  letztere  Reihe  ist  konvergent  für 
u^  <  (y)  und  da  sie  nur  positive  Glieder  hat,  so  mufs  mit  Rück- 
sicht auf  die  Eonvergenzbedingung  der  ersten  Reibe  auch  das  End- 
ergebnis für  M*  <  ( yj   konvergieren. 

Der  Rest  der  ersten  Reihe  (4)  ist  angenähert  gleich  dem  letzten 
Gliede  mal  x  :  (1  —  sin*  u)  d.  i/x  sec*  w. 

Die  zweite  der  Reihen  (4)  kann  man  aus  der  ersten  derselben  her- 
stellen, indem  man  zunächst  log  sin  u  =  log  tan  u  -\-  log  |/l  —  sin*  u 
setzt  und  den  letzten  dieser  Logarithmen  nach  Potenzen  von  sin*  u 
entwickelt,  sodann  aber  für  sin*  u  substituiert  tan*  w  :  (1  -|-  tan*  «)  «= 

tan*  u  —  tan*  u  +  tan^  u  —  tan®  u  -| Jedoch  giebt  diese  Entwicklung 

nicht  die  Grenzen  der  Konvergenz  vollständig,  über  deren  Ableitung 
HaUendorjf^  Höhere  Analysis,  zu  vergleichen  ist.  Der  Rest  der  zweiten 
Reihe  (4)  ist  angenähert  gleich  dem  letzten  Glied  mal  x  tan*  u. 

Die   in   den   Reihen  (1)  bis  (4)  angesetzten  Glieder  genügen  zu 

einer  Genauigkeit  auf  etwa   10  Decimalstellen  für  val.  abs.  w  <  ~  • 

§  8.  Bestimmung  der  Winkeldifferenz  ans  der  Gotangenten- 
bezw.  Gosinusdifferenz.    Ist  gegeben 

cot  -4.  =  cot  J.'  +  Ä  ,  (1) 

h  eine  kleine  Gröfse,  so  läfst  sich  mit  Vorteil  Taylors  Satz  anwenden, 
um  A  —  Ä  herzuleiten.  Setzt  man,  weil  A  =  arc  cot  (cot  Ä  +  h) 
ist,  S.  25  (1)  a  =  cot  A'  und  f{a)  =  arc  cot  a,  so  wird 

r  (o)  =  2  sin*  ^'  (1  -  4  cos*  A') 
f"'(a)  =  6  8m*A'am4Ä 
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§  8.  Bestimmung  d.  WiDkeldifferenz  aus  d.  Cotangenten-  bezw.  Cosinusdifferenz.  31 
und  daher 

Bleibt  man  nun  bei  dem  Glied  mit  h^  stehen,  so  ist  der  Rest  der 
Entwicklung,  in  der  Formel  (1)  S.  25  n=p  angenommen,  gleich 

~Ä^sinM"sin4^",  (3) 

worin  A"  einem  Winkel  entspricht,  dessen  Cotangente  gleich 
cot  A'  -f-  &h  ist,  -Ö-  ein  nicht  näher  bekannter  positiver  echter  Bruch. 
Hieraus  folgt 

•    2    vi "  ^^^  f  A  \ 

sm  A    =  "T+¥ä  SiT^'lä  cöä"^' +  «-ä  Bin  M)  W 

and  man  erkennt,  dafs  die  in  (2)  angesetzten  Glieder  ausreichen, 
falls  (A  sin  Ä^^  vernachlässigt  werden  kann.  Denn  alsdann  ist  sicher 
auch  %h  sin  Ä  so  klein ,  dafs  sin*  Ä'  von  sin*  Ä  und  folglich 
auch  Qi  sin  -4")*  von  {h  sin  ^')*  nicht  merklich  abweicht 

Ist  gegeben 

cos  J.  =  cos  J.'  +  A  ,  (5) 

80  hat  man,  da  ^  =  arc  cos  (cos  Ä  +  Ä)  wird,  nach  Taylors  Satz  für 
a  =  cos  A'  und  f{ä)  =  arc  cos  a: 

r(a)  =  -(l-a^)-|=-^^ 

r*f  /    \  COS  Ä 

'      ^  ^  sm' A 

und  daher 

j  A'  fe       I  ^     ,    fe  COS  ^'     ,    /t'  (1  +  2  cos*  ^')    ,  (  ,^v 

Bleibt  man  bei  %'  stehen,  so  ist  der  Rest  der  Entwicklung  gleich 

—  —  A*  — —.-^  T77 —  cos  A  ,  (7) 

wobei  für  Ä'  die  Beziehung  cos  Ä'  =  cos  Ä  +  ^Ä  besteht,  welche 
ergiebt: 

sinM"  =  sinM'  (l  -  ^-j5^^,  (2  cos^'  +  &h))  ■  (8) 

Als  Bedingung  der  Brauchbarkeit  dieser  Entwicklung  bis  h?  findet 
sich  die,  dafs  h :  sin*  Ä  hinreichend  klein  ist,  um  seine  4.  Potenz 
vernachlässigen  zu  können. 
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B2       3.  Kapitel.     AUg.  mathem.  Notizen,  insbesondere  Reihenentwicklungen. 


n 


Vertauscht  man  im  Vorstehenden  A  mit  —  A,  so  ergeben 
sich  Entwicklungen  für  tan^  und  sin^. 

§  9.  Arcus  und  Gradmafs.  Bezeichnet  wie  im  Vorstehenden 
u  einen  Winkel  in  Bruchteilen  des  Radius,  d.  h.  als  Arcus  aus- 
gedrückt, so  hat  man,  um  u  in  Graden  zu  erhalten,  die  Proportion 
zu  beachten: 

M«  :  360«  =  u  :  2;r, 
also  ist 

180^ 
W®  3=  M  .  -    oder  W  in  Graden  ==  M^O  ^  ^J^ 

wenn  man  zur  Abkürzung  einfährt: 

p-=-T-      '  (2) 

In  gleicher  Weise   folgt  als  Faktor  für  u  zur  Reduktion  auf  u  in 
Minuten  bezw.  Sekunden: 

180.60  ,,  180.60.60  ,^. 

9 ^>        9    = n (3) 

§  10.  Formeln  für  sehr  kleine  Winkel.  Vernachlässigt  man 
u%  so  ist 

sin  w  =  u  i/cos  H  +  "  •] 

aV      -  1  (1) 

tan  w  =  wy  sec*  w  -| ) 

Um  den  Fehler  dieser  nach  Maskelyne  benannten*)  Formeln  zu  er- 
kennen, bildet  man  mittelst  des  binomischen  Satzes: 


3/ -  M*  U* 

f  cos  «  =  1  -  y  -  ^  -  . 


und  multipliziert  dies  mit  w.  Die  Vergleichung  mit  den  Reihen  für 
sin  u  und  tan  u  zeigt,  dafs  die  Vernachlässigung  von  u^  in  der 
1.  Formel  (1)  einen  etwas  gröfsern,  diejenige  in  der  2.  Formel  (1) 
dagegen  einen  etwas  kleinem  Fehler  giebt,  als  die  Abkürzung  der 
Reihen  auf  die  ersten  beiden  Glieder. 

Für  die  praktische  Rechnung  können  die  Formeln  (1)  und  ähn- 
liche, wie  log  sec  Y  w  =  r  log  sec  w  +  •  •  • ,  den  Reihen  oft  vorzu- 
ziehen sein,  denn  sie  erfordern  statt  der  Berechnung  eines  Gliedes 
nur  das  Aufschlagen  eines  Cosinus  u.  s.  f.    Zu  gleichem  Zwecke  wie 

*)  Hoiiel,  Fünfstellige  Logarithmen  S.  XXXIX. 


Digitized  by 


Google 
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die  (1)  dienen  die  in  mehreren  Logarithmentafeln  aufgeführten  Hilfs- 
logarithmen 

cf       I        sin «     ^ 

S=log 


1*9 

t       tan  u 

■  log rr-  ' 

^    Uff 


(2) 


Die  Tafeln  Tziffriger  Logarithmen  von  Bruhns  und  Schrön  geben  S 
und  T  Sziffirig.  Bremikers  Tafeln  enthalten  die  S  ebenfalls,  aber 
nur  7  stellig.  Die  Schrönschen  Tafeln  haben  insbesondere  den  Vor- 
teily  dafs  xmter  andern  als  Argument  zu  S  nicht  blofs  der  Winkel  in 
Sekunden,  sondern  auch  der  log  sin  gegeben  ist. 

In  gleicher  Weise  setzt  man  häufig  sehr  vorteilhaft  bei  Aus- 
wertung von  ]/l  —  v*  und  j/l  +  v* ,  wenn  v  klein  genug  ist,  für  t; 
bezw.  sin  u  und  tan  u  und  hat  dann 


'  v  =  sin  «  ^ 
V  «=  tan  u .  j 


(3) 


]/l  —  t;*  =  cos  ti  för  v  =  sin  u 

yi  +  i;*  =  sec  w  für 

§  11.  Interpolation.  Ist  eine  Tafel  der  Funktionswerte  f(x) 
für  in  gleichmäfsigem  Intervall  fortschreitende  Werte  der  Variablen  x, 
insbesondere  für  rc  =  a,  (a  +  o);  (a  +  2(ö),  . . .  gegeben,  und  es  ist 
[(a-^na),  n<l,  zu  suchen,  so  bildet  man  erste,  zweite,  dritte 
Differenzen  u.  s.  w.  nach  dem  Schema: 


f{a+2m) 
f(a-\-3a) 


1.  Differenzen 
^o=/'(a+a,)~/'(a) 


2.  Differenzen 


3.  Differenzen 


und   hat   dann   zur   Berechnung   von  /*(a  4~  ^<^)  <^^  nachstehende 
^etr^onsche  Interpolationsformel  (welche  für  unsere  Zwecke  ausreicht) : 


(1) 


1.2       ~"    '  1.2.3 

Dieselbe  findet  man  leicht,  wenn  man  von  Taylors  Reihe  ausgeht: 

f(a  +  na,)  «/•(»)  + ^r(a)  +  -?^r(«)  +  ---  (2) 

und  sie  auf  na»  0, 1, 2 . . .  anwendet,  mittelst  der  entstehenden  Gleichungen 
aber  die  Differentialquotienten  f  (a),  f  (a) ...  durch  die  J  ausdrückt. 
Die  Anwendung  föhrt  natürlich  nur  dann  zu  zuverlässigen  Werten, 
wenn  die  Funktion  nach  Taylors  Satz  entwickelt  werden  kann.  Über 
eine  andere  sehr  vorteilhafte  Formel  (von  Bessd,  Astronomische  Nadir 
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richteft  Band  2  No.  33  angegeben)  nebst  einer  Tafel  ihrer  Koef- 
ficienten  vergleiche  S.  215  des  Werkes: 

Albrecht  y  Formeln  und  Hilfstafeln  für  geographische  Ortsbestim- 
mungen n.  s.  w.  2.  Auflage.   Leipzig  1879. 

Bei  der  Interpolation  in  Logarithmentafeln  mit  10  Decimalstellen 
des  Logarithmus  genügt  oft  nicht  die  einfache  Interpolation^  weil  die 
J'\  . ,  noch  einflufsreiche  Werte  haben.  Alsdann  kann  man  mittelst 
(1)  die  höheren  Differenzen  berücksichtigen.  Meist  reicht  es  aus,  bis 
/Iq  zu  gehen.     Man  setzt  dann  recht  bequem: 

/•(a  +  na,)  =  /-(«)  +  «(z/'o--^^^')+---  (3) 

und  bemerkt  leicht;  dafs  der  Faktor  Ton  n  zwischen  Jq  und  jdLy 
liegt,  was  eine  Eontrolle  für  das  Vorzeichen  des  Subtrahenden  dieses 
Faktors  giebt.  Anstatt  (3)  kann  man  auch  die  nachstehenden  ebenso 
genauen  (nämlich  noch  die  Glieder  mit  h^  enthaltenden)  Formeln  an- 
wenden, die  aus  (7)  S.  26  für  w  =  1  hervorgehen: 

log  (a  +  Ä)  =  log  a  +  Jf j-  -\ 

log  sin  (a  +  A)  «=  log  sin  a  +  Mh  cot  (a  +  g  )  +  '  *  * 

log  tan  (a  4"  Ä)  =  log  tan  a  +  Mh  esc  (a  +  ^  )  sec  (a  +  yj  H 

Ist  zum  Logarithmus  die  Zahl  oder  der  Winkel  zu  suchen,  so  geben 
(3)  und  (4)  eine  indirekte  Rechnung,  welche  sich  für  den  1.  Fall 
in  (4)  durch  die  bequemere  direkte  Rechnung  nach  der  Formel 

«1  +Ä,  =  «1  +  :^  (log  (a^  +  \)  —  log  aj  V{ä^+  KT^i  H (5) 

ersetzen  läfst.  Diese  Formel  ist  genau  bis  auf  Glieder  Af  (excl.) 
und  sie  folgt  aus  (7)  S.  26,  wenn  /*(«)  =  a^,  a  =  log  c^  genommen 

und  f  [a  +  y)  durch  f  (a)  f{a-\-h)  mittelst  (9)  ebenda  ersetzt  wird. 

Über  die  bei  Berechnung  von  Tafeln  anzuwendende  Interpolation  siehe  Encke, 
Berliner  Astronomisches  Jahrbuch  1862  S.  331  und  Astrand,  Vierteljahrsschrift  der 
Astronomischen  Gesellschaft  Band  10.  1876.  S.  279.  Ersterer  gab  in  seinen  Ab- 
handlungen zu  den  Berliner  Jahrbüchern  1880—1862  überhaupt  zahlreiche  Winke 
fiir  praktische  Rechner.  Diese  Abhandlungen  sind  1866  gesammelt  erschienen 
unter  dem  Titel:  J.  F.  JSnckes  astronomische  Ahhandltmgen, 

Die  Interpolation  in  Tafeln  vielstelliger  Logarithmen  behandelt  u.  a.  Puissant, 
Traite  de  Giodesie,  Bd.  1.  (z.  T.  nach  Legendre)^ 
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§  1. 


1.  Kapitel. 
Bas  abgeplattete  Rotationsellipsoid. 
Elemente  der  Meridianellipse.    Wir  bezeichnen  mit 


Uq  die  grofse  Halbaxe  (in  der  Äquatorebeue); 
bQ  die  kleine  Halbaxe  (in  der  Rotationsaxe). 
Dann  sind: 

«0  — ^ 


Ä  = 


n  = 


m 


«0 

-l-bl 

al 

«0  -K 

«,  +  6. 

ol-K 

K 

al-hl 

die  Abplattung; 
das  Quadrat  der  numerischen  Excentricität^ 


oft  benutzte  Hilfsgröfsen. 


al  +  bl 

Zwischen  diesen  fQnf  Gröfsen  finden  Relationen  statt,  die  leicht  her- 
zustellen  sind,  indem  man  obige  Gleichungen  nach  b^  auflöst  und  die 
Terschiedenen  Ausdriicke  für  b^  einander  gleichsetzt: 

1  —  n 


&o  =  «0  (1  —  ä)  «  Oö 

6j  =  aS  (1  -  e«) 
c*  =  2ä  —  a* 


l  +  n 


a  =  1  -  yr 

2n 


ü  = 


n 


l  +  n 


6*  = 


2  —  tt 
4n 


(1  +  n)« 


""          Y  "T"  "s"'"  le"  "r  128  "•" 
=  2»  —  2»»  +  2n»  —  2«*  H 

=  4n  —  8n*  +  12n»  —  16n*  +  • 


1  _  yi  -.  gl 


i  +  |/rzr? 


64 


128 
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e*  +  e'  +  e«  +  c«  H 


1  -  e» 


tn  =  2  ^-T  -=  "2  +  T  +  V  +  16-  +  ■  ■  ■ 

t»  =  -^--f  =  2n  —  2n»  +  2»* 

1  +  n"  ' 

Alle  im  Vorstehenden  entwickelten  Reihen  sind^  wie  mittelst 
der  gewöhnlichen  Regeln  über  die  Konvergenz  zu  ersehen  ist,  absolut 
konvergent,  da  n,  m,  ü  und  ^  fürs  EUipsoid  <  1  sind  und  die  Reihen 
zum  Teil  sogar  für  noch  gröfsere  Werte  konvergieren. 

Nach  Bessel  (1841;  vergleiche  Rud.  Engdmann,  Abhandlungen 
von  F,  W.  Bessel  Leipzig  1876.  Band  3,  S.  62)  ist  för  das  Erd- 
ellipsoid 

n  =  0,0016741848;        a  =  1  :  299,1528 

«0  —  3272077,14*  [6,5148235.337] 

6o  =  3261 139,33  [6,5133693.539] , 

wobei  die  eckige  Klammer  den  Briggischen  Logarithmus  andeutet. 
Encke^  der  im  Berliner  Astronomischen  Jahrhich  von  1852  S.  322  ff. 
für  einige  Funktionen  von  a^  und  h^  Tafeln  giebt,  setzt 

n  =  0,001674184767     [7,2238033.861  —  lOJ .  (1) 

Diesen  Wert  behalten  wir,  da  er  von  andern  Tafelberechnem  meist 
ebenfalls  angewandt  ist,  bei  und  setzen,  zu  Metermafs  übergehend 
(Verwandlungslogarithmus  0,2898199.2994) 

a^  =,  6377397,15500    [6,8046434.637]  . 

6^  =  6356078,96325    [6,8031892.839].  ^ 

Die  im  Hinblick  auf  die  wirkliche  Genauigkeit  dieser  Zahlen  als  Re- 
präsentanten des  mittlem  Erdellipsoids  sehr  weit  getriebene  Schärfe, 
ist  wünschenswert,  insofern  sie  als  Fundamentalzahlen  auftreten,  die 
allen  Rechnungen  zu  gründe  gelegt  werden  sollen  und  die  ein  be- 
stimmtes EUipsoid  thunlichst  scharf  geometrisch  zu  kennzeichnen 
haben.     Man  erhält  weiter: 


6*  -=  0,006674372096  [7,8244104.149  -  10] 

H  =  0,003342773114  [7,5241069.005  —  10] 

m  =  0,003348360149  [7,5248321.645  —  10] 

8  =  0,006719218662  [7,8273187.745  -  10] 
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n»  -=  0,00000280289463  tt*  =  0,00001 1 174132 

n»  =  0,00000000469256  «'  =  0,000000037352 

»*  =  0,00000000000786  fl*  =  0,000000000125 

c*  -=  0,000044547243  m*  -=  0,00001 121 1516 

e»  -=  0,000000297325  m»  =  0,000000037540 

c«  —  0,000000001984  m*  =  0,000000000126 
e"  —  0,000000000013 
2  log  (1  —  ji)  =  log  (1  -  e«)  =  9,9970916.4046  -  10 

log  -äTT?"  —  log  (1  +  »»)  =  0,0014517.4521 

log  (1  —  w)  =  9,9985433.8566  —  10 
log  (1  -f  tt)  =  0,0007264.8124 
■  log  (1  -  n)  =  9,9992723.0147  —  10. 

Vorstehende  Zahlen  sind  einerseits  mit  Anwendung  des  Thesaurus 
logarUhmorum  completus  Ton  G.  Vega  (Leipzig  1794)  berechnet,  andrer- 
seits znr  Eontrolle  durch  direkte  abgekürzte  Multiplikation  und  Division 
und  mit  teilweiser  Benutzung  der  Rechenmaschine  von  Thomas^  die 
letzten  llzifErigen  Logarithmen  sind  direkt  durch  Reihenentwicklung 
gefunden  worden.  Diese  Zahlen  sind  im  Folgenden  stets  m  gründe  gelegt. 
Wir  fQgen  hier  noch  bei  die  Zentriwinkel,  welche  zu  Arcus  1 
gehören  (S.  32): 

q"  =  206264,806247  [5,3144251.332] 

p'  —     3437,74677078        [3,5362738.828] 
p«  -=         57,2957795131     [1,7581226.324], 

sowie  den  Zahlwert  fSr  den  Modulus  des  Briggischen  Logaritbmen- 
systems: 

M  =  0,43429448 19        [9,6377843.1 13  -  10] . 

§  2.  Koordinaten  in  der  Meridianellipse.  Wir  zahlen  rom 
Mittelpunkt  M  aus  auf  der  grofsen  Axe  und  kleinen  Axe  die  recht- 
winkligen Koordinaten  x  bezw.  «,  Fig.  1,  und  haben  alsdann  be- 
kanntlich 

Diese  Gleichung  wird  erfüllt  durch  die  Substitutionen 

rc  =»  Oq  cos /J        ;ef  — feosin/J,  (1) 

deren  unabhängige  Variable  ß  redwierte  Breite  heifst.*)  Sie  entsprechen 


*)  Nach  Puisiant,  TraiU  de  04ode9ie,  ist  der  Anedruck  von  Legefidre. 
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der  bekannten  geometrischen  Konstruktion  aus  umschriebenem  und 
eingeschriebenem  Kreis.  Die  Lage  eines  Punktes  P  ist  durch  ß  voll- 
ständig gegeben;  gewohnlich  dient  aber 
die  geographische  Breite  B  zur  Bezeich- 
nung derselben. 

um  die  Beziehung  der  letzteren  zu 
a?,  z  und  ß  zu  finden,  verschieben  wir  P 
unendlich  wenig  in  Richtung  wachsender 
B  nach  JP'.  In  dem  dadurch  entstehenden 
unendlich  kleinen  rechtwinkligen  Dreieck, 
dessen  Hypotenuse  das  als  geradlinig 
zu  betrachtende  Bogenelement  dM  der 
Ellipse  ist  und  dessen  Kathetenlängen 
die  absoluten  Werte  — dx  und  dz  haben, 
ist  der  Winkel  bei  P'  gleich  B  bis  auf 
einen  unendlich  kleinen  Fehler,  der  gegen 
B  verschwindet.    Man  hat  nun 


Fig.  1. 


tanJ5== 


dx 
dz 


Aus  obigen  Formeln  für  x  und  z  folgt  aber  andrerseits : 
—  drc  =  «0  sin  ßdß        dz  =  \  cos  ßdß\ 

setzt  man  dies  ein  und  berücksichtigt  den  Wert  von  a^  :  h^  nach  §  1 

S.  37,  so  folgt  

tan/5  — l/l  — e^tanJS.  (2) 

Eliminiert  man  hiermit  tan  ß  aus  den  goniometrischen  Formeln 
1  .     «  tan  p 


COS/J 


sin  ß  < 


}/l  -f-  tan«(J  '^        |/1  +  taii»j3 

und  multipliziert  sodann  rechter  Hand  Zähler  und  N«nner  mit  cos  By 
so  wird 


cos  ß  = 
sin  ß  = 


wobei  gesetzt  ist: 


cos  B 
]/i  —  7*"8in*B 

|/l~-^^  sin  B 
yi  —  6*  sin*  5 


cos  B 


_  |/l  —  e*  sin  JB 
~     .         W 


W=yi  —  ^sin^B. 
Durch  Auf  losung  nach  sin  B  und  cos  B  folgt  hieraus 

|/r— ^  cos  ß^ 

w 

sin  ß  sin  ß 


X,        l/l  —  e'  cos  ß 

cos  £  «=  V_  =^ 

]/l  —  c*  cos*  p 


sin  B  = 


1/1  —  e«  cos*  (3 


(3) 


(4) 


(5) 
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sowie  Ww  =  yi  — c*  (6) 

w  =  yi  —  e^cos^ß.  (7) 

Aufserdem  erhält  man  für  x  und  js  durch  Substitution  der  letzt- 
gefundenen Werte  f&r  cos  ß  und  sin  ß: 

a^  C08  B  Op  cos  B  \ 

^"Vl-.«sin«¥"        ^ 

_    gp  (1  —  c«)  Bin  B  ^  Op  (1  —  g*)  sin  B      |  ^  ^ 

^~    yi  —  c>  sin«  B    ""  ^  j 

Nach  diesen  Formeln  kann  man  x  und  J8  nicht  für  die  ganze 
Ellipse  berechnen,  sondern  immer  nur  für  eine  Hälfte  auf  einer  Seite 
der  kleinen  Axe,  weil  B  nicht,  wie  es  die  Formel  tan  J3  «=»  —  dxids 
fordert,  von  0®  bis  +  180^  gezählt  wird,  sondern  nur  bis  +  90^.  Es 
kommt  aber  in  der  Thai  nur  die  eine  Hälfte  in  betracht. 

Der  Abstand  MK'  des  Durchschnittspunktes  der  Normalen  von 
P  mit  der  Rotationsaxe  ist  gleich  {x  tan  B  —  z)]  also  ist  auch 

Dieser  Abstand  beträgt  demnach  im  Maximum  gegen  43^°^. 

§  3.  Yerwandliing  der  geographischen  Breite  in  reduzierte 
und  umgekehrt.    Es  ist 

'  "  (1) 


taaB         '  1  + « 

Hiermit  kann  man  B  in  ß  verwandeln  und  umgekehrt.     Man 
hat  z.  B.  für 

JB  =  52"  30'  16,7" 


log  tan  5  =  0,1150923.1 

log  Vi  -  e»  =-^  9, 9985458.2 

log  tan /3  =  0,1136381.3 

/J -=  52»  24' 43,01" 


-.ol 


0,1150923.336  | 

9,9985458.202  —  10) 
"0,1136381.538 
520  24' 43,01144". 


Die  erste  Rechnung  ist  mit  7ziffi*igen  Logarithmen  geführt,  die 
achte  Decimalstelle  der  Proportionalteile  aber  zur  Erhöhung  der 
Sicherheit  beigeschrieben.  Dadurch  wird  log  tan  ß  höchstens  auf 
V2  Einheit  der  siebenten  Decimale  unsicher  und  ß  nicht  mehr  als 
0,02"  fehlerhaft  Die  zweite  Rechnung  mit  10  Decimalen  ist  nicht 
entsprechend  genau,  weil  hier  die  10.  Stelle  nicht  so  scharf  bestimmt 
ist  als  dort  die  7.  Stelle.*) 

*)  Nach  BremücersV oirede  zu  seiner  Ansgabe  von  Vegas  7ziffrigen  Logarithmen 
iflt  zwar  die  10.  Decimale  der  Logarithmen  der  Zahlen  im  Thes.  log.  sicher,  aber 
nicht  die  der  trigonometrischen  Funktionen,  wo  Fehler  bis  za  4  Einheiten  vor- 
kommen. 
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Um  mittelst  Tziffriger  Logarithmen  eine  gröfsere  Schärfe  als 
oben  zu  erreichen,  hat  man  Formeln  für  (B  —  ß)  aufgestellt,  deren 
wichtigste  wir  hier  ableiten.    Aus  (1)  folgt  durch  Auflosung  nach  n: 

_  tan  B  -  tan  p  an  jB  -  ß)  ,^v 

^*         tan-B  +  tanp  sin  {B +'p)  '  W 

Für  den  Augenblick  B  —  ß  =  u  gesetzt,  folgt  mit  Benutzung 
der  Relation  JB  +  /J  =  2J5  —  m 

sin  u  <»  n  sin  (2jB  —  u).  (3) 

Wenn  man  rechts  den  Sinus  auf  lost  und  sin  u  und  cos  u  nach 
Potenzen  von  u  entwickelt,  findet  man  leicht  eine  Reihe  für  «.  Wir 
schlagen  indessen  einen  andern  noch  oft  zu  betretenden  Weg  ein, 
nämlich  den.  der  Einführung  des  Imaginären. 

Sei  i  =  Y—  1  und  €  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen, 
so  ist*) 

Multipliziert  man  mit  £•**  und  reduziert  auf  £****,  so  wird 

2iu  =  log  nat  (1  +  W£*'^)  —  log  nat  (1  +  ne^^*^). 

Beide  Logarithmen  verwandeln  wir  in  Reihen  und  erhalten,  da 
w  <  1  ist,  die  konvergente  Entwicklung: 

g2»fi  __  j-2iÄ  ^j      ^AiB  _  g— 4«Ä  ^8      g«»J»  _  j— 6.B 


^         *•  2t  2  2t  "^     3  2t 

oder 

5-/J  =  wsin2JB--^sin4JB  +  ^sin6-B  — ^sin8JB+...      (4) 

Vorstehende  Formel  giebt  den  Arcus-,  für  Sekunden  ist  rechts 
mit  q''  zu  multiplizieren.  Das  Glied  mit  n*  hat  auf  die  5.  Decimale 
der  Sekunden  keinen  Einflufs.    Wir  setzen  daher: 


ß^B    =  [2,5382285.2n]  sin  2J5 
in  Sekunden         ^  [9,76203  —  10]  sin  2B  cos  2B 

+    [6,61»  — 10]tiii6BH 


(5) 


sm« 2-. 


f'"  +  «■ 


-tu 


2 

w*  m'  I** 

log  nat  (1  +  u)  =  M  -  -^-  +  -  -    -  -^    +  . . . ; 

mod  1*  <  1 . 
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Vertauscht  man  in  Gleichung  (1)  B  mit  ß,  n  mit  (—  w),  so  bleibt 
sie  ungeändert    Man  hat  daher  aus  (4)  durch  dieselbe  Vertauschung 

B  —  ß    -=[2,5382285.2]  sin  2i8 
In  s.k»>d«>        _j_  |-9  76203  -  10]  sin  2/3  cos  2ß  (6) 

+   [6,51  —  10]  als  «/»  H 

Fflr  B  =  52"  30'  16,7"   giebt  (5),  wobei  das  1.  Glied  mit  8 
richtigen  Decimalen  berechnet  wurde: 


2,5382285.2« 
r8in2J  =  9,9849249.3 
2,5231534.5» 
-  5'  33,54425' 


9,76203-10 
9,98492-10 
log  cos  2B  =  9,41326«- 10 
"9,16021.-10 
—  0,14461" 


6,51.-10 

logsin6.B  =  9,85«— 10 
6,36—10 

+  0,00023" 


ß-  B^^'-b'  33,68863"        ß  «=  52»  24'  43,01 137". 
Ist  man   im  Besitz  einer  Tafel  für   Wy  so  kann  man  sich  der 
Formeln 

a  sin  2^  üB\Ji2ß 


sin  (J5  —  ß) 


2W 


2U^ 


(7) 


bedienen  y  um  B  —  ß  zu  finden.  Sie  folgen  leicht  aus  sin  {B  —  ß) 
=  n  sin  (J5  +  ^),  wenn  rechter  Hand  aufgelöst  und  B  oder  ß  elimi- 
niert wird  (S.  40).  Von  sin  {B  —  ß)  gelangt  man  zu  (B  —  ß)  in 
Sekrmden  mittelst  des  EUlfslogarithmus  S  (S.  33). 

Für  B  =  52<>  30'  16.7"  ist  log  sin  2B  =  9,9849249.3-10 

—  log  Tr=  0,0009142.5 
log  4  —  7,2230769.0—10 


Summa 
S  für  334" 


7,2089160.8 
4,6855746.7 


log  (-B  —  /J)  =  2,5233414.1 

B  —  ß^b'  33,68863"        ß  =  52«  24'  43,01137 '. 

Zur  bequemen  Anwendung  von  (7)  gab  BremiJcer  in  seinen  Studien 

Über  höhere  Geodäsie  1869  eine  Tafel  für  log    .    .  ^  mit  8  Decimalen, 

®  Bin  2B  ' 

sodafs  man  nur  log  sin  2  £  zu  addieren  braucht,  um  B  —  ß  in  Sekunden 

zu  erhalten.    Ist  ß  gegeben,  so  hat  man  B  ^^90  —  ß  als  Argument 

der  Tafel  und  sin  2/3  fQr  sin  2B  zu  nehmen.    (Im  Auszug  und  auf 

7  Decimalen  bei  AWrecht  S.  198.) 

Eine  Tafel  für  B  —  /J  auf  2  Decimalstellen  giebt  ÄWrecht  S.  197. 

§  4.  Krflmmungsradius  im  Meridian.  Bezeichnen  wir  den- 
selben mit  Qm,  80  iflt  einerseits  (Fig.  1,  8.  40): 


Digitized  by 


Google 


44  1-  Kapitel.    Das  abgeplattete  RotationsellipBoid. 

Qn,dB  =  dM',  (1) 

andrerseits  hat  man  aus  dem  unendlich  kleinen  Dreieck  ^  welches  an 
dM  angrenzt: 

dM  =  dz  :  cos  B] 

somit  ist 

dl 

^'''         d  (ein  B)  ' 

Führt  man  hierin  z  nach  (8)  S.  41  ein,  so  folgt: 

_  gpft  — g*)  _     [6,8017361.042]  ,.. 

Diese  Formel  giebt  Qm,  falls  eine  Tafel  für  W  vorliegt,  sehr 
bequem.  Die  Anwendung  des  binomischen  Lehrsatzes  auf  den  Nenner 
in  (2)  ergiebt  andrerseits: 

Pm  =  «o(l-0(l  +  f^8in*5+^^sin*B  +  ?5e68in«B+..;),(3) 

und  diese  Formel  würde  ganz  geeignet  sein,  um  ein  einzelnes  Qm, 
teilweise  durch  direkte  Multiplikation,  teilweise  mittelst  TzifiEriger 
Logarithmen,  auf  9  bis  10  Ziffern  scharf  zu  berechnen.  Eine  Tafel 
für  log  pm  auf  .7  Decimalen  giebt  AUbrecht  S,  199. 

Eine  Tafel  für  log  — ^  auf  8  Decimalen   gab   auch  Börsch  in 

seinen  Tafeln  für  geodätische  Berechnungen  für  5  =  35  his  7P,  (An- 
lage zum  Programm  der  hohem  Gewerbeschule  in  Kassel). 

§  ^.  Berechnung  von  log  W.  Im  einzelnen  Falle  wird  man 
log  {e  sin  B)  ■=  log  sin  ^  setzen,  womit  log  W  in  log  cos  ^  übergeht. 

Bei  Berechnung  einer  Tafel  jedoch  ist  eine  Reihenentwicklung 
vorzuziehen.    Man  hat  sofort: 

log  W^  -  -i-  M{f  Bin'B + -^  sin*  B + -^ sin« JB  +  ^sin» £  + . . .)  (1) 

Hier  hat  das  3.  Glied  noch  auf  die  7.  Decimalstelle,  das  4.  Glied 
auf  die  10.  Stelle  Einflufs. 

Eine  stärker  konvergierende  Reihe  erhält  man  durch  Einführung 
der  Hilfsgrofse  n  und-  der  trigonometrischen  Funktionen,  der  Viel- 
fachen von  B.  Anstatt  dies  fElr  jede  Potenz  von  sin  B  einzeln 
auszuführen,    entwickeln    wir    allgemein    mittelst    Einführung    von 

cos  25  =  -  (£**^  +  £-^'^).  Man  hat  nach  und  nach,  unter  Be- 
achtung der  Relation  c^  ==»  4n  :  (1  +  w)^; 


i/i 2  ~To        l/i  c'     ,      e«  ^  ^         yr+  2n  cos  2B  +  n« 

yl  -  e^  sin^  B  =  ^  1  -  -^    +  "T  ^^®  ^^  ""  "^^"1"+ ^^ 
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also 


W 


_  1/(1  +  ne*'')  (1  +  nt-"*) 


1+n 


(2) 


Nun  gilt  aber  fiOr  die  beiden  Faktoren  des  Radikanden  die 
Formel  (S.  42): 

log  nat  (1  +  nc±«'«)  =.  nc±»'*  -  -~  e±*'*  +  -^  «±6«« . 

Addiert  man  die  Logarithmen  beider  Faktoren  und  geht  von 
den  Exponentialgröfsen  zu  den  Cosinus  über,  so  wird  für  Brigg. 
Logarithmen: 


log  W  = 


-log(l+n) 
+  Mn  cos  2B 
—  ilf-^cos  4:B 


+  Jr-^ooi6B  — • 


[9,9992735.1876  -  10]) 
+  [3,8615877.0]  cos  2B 
+  [0,78436n]  cos  4JB 

+    [0,88  — S]ooi6BH 


(3) 


In  den  periodischen  Gliedern  sind  die  Zahlwerte  der  Eoefficienten 
in  Einheiten  der  7.  Decimalstelle  des  Logarithmus  'angesetzt.  Die 
Logarithmen  der  KoefGcienten  zeigen,  dafs  bei  7stelliger  Rechnung 
schon  das  Glied  mit  n^  wenig  Einflufs  hat. 

Für  B  =  52«  30'  16,7"  ist       log  W=  9,9992735.188  —  10 

-  1882.983 

+  5.270 

+  .005 


log  W=  9,9990857.480  -  10.  J 

Die  Formel  (3)  hat  vor  (1)  nicht  nur  den  Vorzug  stärkerer  Kon- 
vergenz, sondern  auch  den  bei  Tabellenrechnung  hervortretenden,  dafs 
bei  ihr  die  Periode  der  hohem  Glieder  kleiner  ist,  als  in  (3).  Es  sind 
daher  z.  B.  nur  halb  so  viel  Werte  des  Gliedes  mit  cos  2B  zu  berech- 
nen, als  solche  mit  sin^B.  Diesem  Werk  ist  eine  T^|l  für  log  W 
auf  10  Dedmalstellen  beigegeben  von  £  =  47  bis  57^^03  eine  Tafel 
für  log  W  und  log  w  auf  8  Decimalstellen,  J8  und  /J  =  0«  bis  90«. 
Beide  Tafeln  sind  nach  Formel  (3)  berechnet 


Encke  rechnet  (a.  a.  0.  S.  328),  wie  zaerst  angegeben:  mittelst  lOstelliger 
Logarithmentafeln  erh&lt  er  zu  log  sin  ip  direkt  log  cos  ^ ,  wobei  zur  Inter- 
polation die  abgekürzte  Reihe  dient:  log  cos  ^  « log  cos  %  —  tan'  ^"^^^ 

X  (log  sin  '^  —  log  sin  iPq\  in  welcher  %  das  nächstgelegne  runde  Argument 
der  Tafeln  ist  Die  Rechnung  nach  Formel  (3)  dürfte  indes  ebenso  bequem 
sein,  und  zwar  hat  man,  wenn  die  Tziffingen  Logarithmen  der  Zahlen  und 
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trigonometriBchen  Funktionen  besonders  eingebunden  sind,  kein  weiteres 
Aufschreiben  nOtig,  als  ftir  den  resultierenden  Wert  der  Glieder  der  Reihe 
selbst. 

§  6.  Rektifikation  des  Meridianbogens.  Dieselbe  läfst  sich 
mittelst  der  Formel  dM^^^QmdB  bewirken^  wenn  pm  als  Funktion 
von  B  dargestellt  ist.  Die  Integration  ist  ohne  Reihenentwicklung 
Dicht  möglich.  Um  integrieren  zu  können  ^  müssen  in  der  Reihe  (3) 
S.  44  die  Sinuspotenzen  in  trigonometrische  Funktionen  der  Viel- 
fachen von  B  verwandelt  werden.  Die  stärkste  Konvergenz  der  hier- 
bei auftretenden  Eoefficientenreihen  giebt  die  Anwendung  von  n.  Mit 
Rücksicht  auf  (2)  S.  45  folgt  in  diesem  Falle,  wenn  im  Ausdrucke 
für  pm  für  1— c^  gesetzt  wird  (1  — «)* :  (l-|-w)*,  ohne  Schwierigkeit: 

dJlf=ao(l  ~n)(l— n«)    {(1 -f  n««'*)  (1 -f  n«-«'^))~  «  dB.     (1) 
Nun  ist 

3 

(1-f  W£±««)"^=l-|n£±«»^+~n«f±^^-~gn»£±6'«-f  ?g^^  (2) 

Multipliziert  man  die  beiden  hierin  enthaltenen  Reihen  und  führt 
statt  des  Imaginären  die  Cosinus  ein,  so  folgt: 

dJlf-=ao(Jo— JjC082B+2^4Cos4B— 3^co86J5+4^8C0885 )dB  (^) 

^,  =  (l-n)(l-n«)  J3»  +  ^n»+-.) 

^,  =  (l-«)(l-n»)|^»*+^«*  +  ...)         }  (4) 

A  =  (l-n)(l-««)|»|n»  +  ...} 

A-(l-»)(l-«»)(Sn*  +  ...). 

Die  In^ffiation  giebt  nunmehr  für  den  Meridianbogen  M  vom 
Äquator  bis  mu*  Breite  B: 

itf=ao(^B— |^gSin2B-|-i^^8in4B— iuäcsineB-f^^gsinSjB ).(5) 

Subtrahiert  man  die  Ausdrücke  für  2  Werte  B^  und  B^  und  setzt 

B,-B,^JB        \{B,  +  B,)^B,  (6) 

SO  ergiebt  sich  für  den  Meridianbogen  JM  von  B^  bis  JB,;  ^%>  ^v 
unter  Anwendung  der  Relation  sin  A  B^  —  sin  A  B^  =  2  cos  A  J5  sin  —  z/  B : 
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JM=ai 


.....h') 


(8) 


\  — A^GOsGBnmS^B'^-  A^coB8Bain4jdE 

Hierin  sind  B  und  jdB  als  Arcus  zu  verstehen.  Ist  ^£  in 
Sekunden  gegeben^  so  hat  man  zur  Berechnung  des  Arcus: 

z^J5  =  _V(z^J5iBS6k.). 

Die  Konvergenz  der  vorstehenden  Reihen  erhellt  daraus,  dafs 
die  (2)  wegen  n  <  1  absolut  konvergent  sind,  ebenso  ihr  Produkt. 
Die  Integration  verstärkt  die  Konvergenz  wege«  auftretender  Divisoren. 

§  7.  Die  Koeffleienten  A.  Die  Konvergenz  der  Reihen  f&r  die 
Ä  wächst,  wenn  man  sie  mit  (1  —  n^)^  ausmultipliziert.  Es  folgt 
damit: 

^  =  TTir(«-i- «'-•••) 


•)1 


36 


24  (1  +  n) 
316 


(n*-...) 


(1) 


^         266  (1  +  n) 
Dagegen  geben  Entwicklungen  für  M  mit  e^  oder  m  Folgendes: 


4  *  64  ^  266   * 


176 
16884 


^  ~  "66636"  (^  +  "") 


(2) 


85 


315 


A=:^K  +  -):Vl+«'. 


(3) 
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Am  ungünstigsten  sind  die  (2);  auch  die  (3)  sind  weniger  gut 
als  die  (1),  wie  mit  Bücksicht  auf  die  Beziehung  m  gleich  nahezu 
2ny  leicht  zu  ersehen  ist. 

Die  Entwicklung  mittelst  e*  giebt  bereits  Ddambre  in  seinen  Mähodea 
andlytiques  (1799)  bis  e^.  Formeln  mit  m  gab  Puissant,  TraiU  de  G4odSsiej 
Band  1  nnd  neuerdings  Ph.  Fischer  in  seinen  Untersuchungen;  Bessel  be- 
nutzte n  {Abhandlungen  Band  3,  S.  44)  1837.  Die  Einführung  von  a  oder 
YOn  Sinuspotenzen  gewährt  keine  Vorteile,  wie  Verf.  sich  überzeugt  hat. 


§  8.  Elnfnhrnng  ^er  mittlem  Länge  6  eines  Meridiangrades. 

den   Mei 
zu  setzen  ist: 


Für  den   Meridianquadranten  wird  nach  (5)    S.  46,  indem  B  =  ^ 


Mer.  Quadr. 


2 


(1) 


Setzt  man  ihn  andrerseits  gleich  90  6r,  so  hat  man  sofort  für  G 
die  Formel: 


«0, 


(2) 


Für  den  Meridianbogen  M  vom  Äquator  bis  zur  Breite  B  folgt 
hiermit: 

M=  G  {  J5  In  Graden 

--|(»^(n-|n»)sin2J5 
+  ^(f'(n'-Y^')Bm4B 


815 


} 


M  =  [5,0457946.544]  B  m  G»den 

+  [4,2038114.754.]  sin  2B 
+  [1,2234947]  sin  45 

+    [8,838}*  — 10]  sine B 
+    t^«  —  10)  »in  8£  H 

Jlf  =  111120,6196090  5inOn«ta. 
—  15988,63821  sin  2B 
+  16,72995  sin  45 

—  0,02178  (ine  £ 

+  0,00008  sin  8£  .^ . 

Dagegen  ist  fQr  den  Meridianbogen  ^M  von  Bi  bis  B^ : 


(3) 
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-  3p®  {n^^n^^^  cos  2B  sin  JB 
+  ^  p«  (n«  —  y  n*)  cos  4-B  sin  2z/B 


85 


,    815 


(4) 


,  i^n*  eoM  SB  Min  lJB-\ | 

Z/Jf  =  [5,0457946.544]    [JB  mOrnden 

+  [9,4590468.167«  -  10]  cos  2B  sin  ^B 
+  [6,4787300  —  10]  cos  4B  sin  2^B 

+    [8,59S4n  —  lOj  ooueBuinSJB 

+    [0,74«  — 10]ooa8iliin4^J3H }  • 

In  Bezug  auf  die  in  (3)  und  (4)  auftretenden  Eoefficienten  der 
periodischen  Glieder,  welche  Eoefficienten  durch  Division  von  Äq  in 
A^f  A^'"  entstehen,  ist  zu  bemerken,  dafs  wegen  des  kleinen  Wertes 
Yon  n  fOrs  Erdellipsoid  die  Eonvergenz  nicht  zweifelhaft  bleibt,  da 
A^  abgesehen  yon  dem  sich  hebenden  allgemeinen  Faktor  aller  A  die 
Form  l  -{-  u  hat^  wo  u  eine  so  kleine  Gröfse  ist,  dafs  der  reziproke 
Wert  Ton  1  +  u  jedenfalls,  nach  Potenzen  von  u  geordnet,  eine 
absolut  konvergente  Reihe  giebi 

Die  Berechnnng  einer  Tafel  nach  Formel  (3)  kann  mit  7ziffrigen  Loga- 
rithmen erfolgen,  wenn  man  aufserdem  im  Besitze  einer  lOziffrigen  direkten 
Tafel  der  Sinns  ist,  um  fcir  das  2.  Glied  16000  sin  2B  bilden  zu  können. 
Eine  solche  Tafel  von  Grad  zu  Grad,  welche  ausreicht,  fügte  unter  andern 
Hoüd  seiner  Tafel  5  zifFriger  Logarithmen  bei.  Die  Tabelle  der  Meridian- 
bögen schreitet  dann  zunächst  von  80'  zu  80'  vor  und  wird  dwwth  Inter- 
polation verfeinert.  Wenn  die  Tafel  aber  nicht  in  sem:  engem  Intervall 
interpoliert  wird,  hat  sie  wenig  praktischen  Wert. 

JEncke  geht  bei  Berechnung  einer  Tafel  der  Meridianbögen  (a.  a.  0.) 
nicht  von  einer  dieselben  direkt  gebenden  Foimel  aus.  Er  berechnet 
rielmehr  zun&chst  nur  die  Bogenlängen  für  1^,  welche  zu  den  Meridian- 
krdmmungsradien  gehören,  im  Intervall  von  30'.  Durch  mechanische 
Quadratur  folgt  hieraus  dann  die  Tafel  der  Meridianbögen.  Die  Enckeache 
Tafel  bezieht  sich  auf  Toisen.  FOr  Meter  gab  Barsch  von  B  — >  35^  bis  71^ 
eine  Tafel  in  den  oben  genannten  Tafeln  für  geodätische  Berechntmgen. 

§  9.  Kleiner  Meridianbogen.  Für  den  Fall,  dafs  der  Meridian- 
bogen eine  Lange  von  nicht  mehr  als  einigen  Graden  hat,  führt  man 
mit  Vorteil  den  znr  mittlem  Breite  B  gehörenden  Radius  Qm  ein. 
Es  ist  nach  S.^  47  (7)  und  S.  46  (3): 

JM=  Uo  {A^^B  —  A^  cos  2  J5  sin  JB  +  A^  cos  AB  sin  2 dB 

—  A^  cos  6 J5 sin  3^JB  +  A^  cos  8 JB  sin  4z/ JB ) 

Helmer t,  nuthem.  a.  phyiikel.  Theorieen  der  hob.  Oeodftile.  4 
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—  AfiC08GB.3JB  +  A^cosSBAJB )• 

Hieraus  folgt  durch  Subtraktion  sofort  mit  Beachtung  der  Sinus- 
reihe S.  28: 


JM  =  (f„,JB  +  üqA^  cos  2B  ( 
—  00-^4  COS  AB  i 


.     6 

120 

+ 

.      6 

_...) 

+ 

(1) 


wobei  die  weggelassenen  Glieder  unerheblich  bleiben,  wenn  man  ein 
bis  zwei  Zehntelmillimeter  y ernachlässigen  kann.    Es  ist  nämlich  rund: 


(2) 


«0^2  =  31977  a^A^  =  0 .  04  ^«  —  t^tj 

«0^4  =        33  %A^  =  0 .  00006        A^  =  thuVtiü 

und  man  findet  leicht,  dafs  für 

^B  —  0,1    d.    h.    Z/J?IB  Graden  —  5,7 

die  ersten  weggelassenen  Teile  der  Glieder  den  Betrag  von  0,2"''" 
nicht  übersteigen. 

Da  oftmals  log  ^M  verlangt  wird,  reduzieren  wir  nun  darauf;  die 
Rechnung  wird  ^r  JM  selbst  dadurch  nicht  komplizierter. 

Wir  setzen  ^M^^  Qm^B  (1  +  m)  und  beachten  die  Reihe  für 
log  (1  +  ^)  3-  27.    Im  vorliegenden  Falle  ist  u  im  Maximum  nahezn 

-^9  also  riAifir;  man  kann  daher  das  Glied  mit  «*  vernach- 
lässigen, denn  es  würde  die  10.  Decimale  des  Logarithmus  nicht 
beeinflussen.    Damit  wird 


log  JM=  log  (-^4^)  +  ß^JB"  +  (i.JB*  +  - 

für  ^i?  in  Sek. 
p^ «ur  Mittelbreite  i?  =■  —  (fi,  +  Ä,)  gehörend,  I  /gN 

ß^  «=  ^^  (^  COS  2B  -  8A0O.4B  +  -  ••) 

Für  die  Werte  von  log/S^  und  log  ß^  wird  man  ein  Täfelchen 
anlegen;  es  genügt,  die  ersteren  auf  ö,  die  letzteren  auf  2  Decimal- 
stellen  zu  berechnen.  Dabei  ist  es  vorteilhaft,  die  Ausdrücke  um- 
zuformen. Zu  dem  Zwecke  setzt  man  in  /S^  an  Stelle  von  Qm  den 
Wert  ÜQ  {Aq  —  A^  cos  2B)  und  in  ß^  einfach  a^Ai^.  Die  Fehler  betragen 
dann  nur  jjsihisji  bezw.  ^^^  der  betreflFenden  Glieder.     Es  wird  nun 
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§  9.    Kleiner  Meridianbog^n.  51 

ßt  -  ^  (^  ««8  2B  -  8  ^  cos  4B  +  •••):  (l  —  ^-  00825+.;) 

Man  hat  aber  die  nachfolgenden  Ausdrücke  für  die  Quotienten 
der  Ä: 

^_3(.-|».+....)         ^_»(„._i„.  +  ...), 

kann  jedoch  bei  den  ersten  Gliedern  dieser  Reihen  stehen  bleiben^ 
ohne  die  zehnte  Decimale  von  log  z/ Jf  zu  beeinflussen. 

Zugleich   setzen  wir  für   den  Divisor  in  ß^,  welcher  die  Form 

1  —  u  hat,  den  Faktor  1  +  tt  +  w*  H ^^^  lassen  das  quadratische 

Glied  weg,  was  im  Maximum  hf^tfif  des  Wertes  von  ß^,  d.  h.  beinahe 
eine  Einheit  der  10.  Decimale,  Fehler  giebi  Hiermit  findet  sich  unter 
Substitution  von  cos  AB  «=  2cos*  2B  —  1 


184  —  -~-,/ä^  (cos  2J5 -7noo.*8B  +  6n+..) 


nMod.  OOB  2B 


(4) 


40^"«  "^  26  q"* 


Setzt  man  für  n  die  Entwicklung  nach  6^,  so  ergiebt  sich 


/S4  =  -^^^^  (cos  2B+  6«*  iln*  Ä~  ?«•  Bin*  Ä+  .  •  •)  ,  (5) 

welche  Form  des  Koefficienten  Andrae  benutzt  {Den  Banske  Grad- 
maaiing,  3.  Bd.  S.  291). 

Die  Formel  (3)  giebt,  wie  aus  obiger  Entwicklung  hervorgeht, 
die  10.  Decimalstelle  des  log  ^M  erst  bei  z/J?  <»  0,1  nicht  mehr 
ganz  scharf.  Analytisch  genommen  vernachlässigt  sie  Glieder  9.  und 
höherer  Ordnung,  wenn  e  und  JB  als  Glieder  1.  Ordnung  angesehen 
werden.    Die  gleiche  Genauigkeit  hat  die  Formel 

iog^5ü.8..  =  iog(^)-/j,(^)*-^.(-i:^y+....(6) 

welche  aus  Formel  (3)  folgt,  wenn  man  nach  ^B  auflöst.  Zunächst 
steht  rechter  Hand  als  Faktor  von  ß^  und  ß^  eine  Potenz  von  jJB\ 
dies  kann  man  aber  durch  g'^MiQrn  ersetzen.  Da  nämlich  in 
Formel  (3)  der  Maximalbetrag  des  Gliedes  mit  ß^  35000  Einheiten 
der  10.  Decimale  ist,  so  ist  ^B  in  Sek.  =  q'^M:  p«,  bis  auf  ttj-ö^tj^j 
seines  Betrages."^) 

*)  Ist  der  Fehler  in  der  Zahl  Z  gleich  —  Z,  so  ist  er  in  log  Z  gleich -, 

wie  die  Reihenentwicklung  zeigt. 
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Der  Fehler,  welcher  im  Gliede  mit  ß^  bei  Formel  (6)  entsteht,  wird 
daher  ^T^lririr  ^^^  Betrags.  Hiernach  ist  die  Genauigkeit  von  (6) 
wesentlich  dieselbe  wie  von  (3). 

Die  Berechnung  von  ^B  nach  Formel  (6)  ist  eine  indirekte, 
weil  Qm  von  z^B  abhängt,  insofern  es  zum  Argument  B  gehört.  Man 
mufs  also  mit  einem  Näherungswerte  von  Qm  die  Rechnung  beginnen 
und  mit  dem  erhaltenen  ziB  alsdann  Qm  und  ziB  schärfer  bestimmen. 

Übersichtstafel  für  ß^*) 


K 

ft 

für  Einheltui  der  7.  D.O. 

0» 

+  85161  : 

10»» 

2,93024  — 

10 

45 

+      715 

n 

0,85443 

» 

47 

-    5250 

}f 

1,72018,  — 

10 

48 

—    8228 

f> 

1,91528, 

}} 

49 

-  11196 

V 

2,04907, 

}} 

50 

—  14153 

n 

2,15084, 

n 

51 

—  17094 

w 

2,23284, 

yy 

52 

—  20015 

yy 

2,30136, 

w 

53 

-22914 

V 

2,36009, 

» 

54 

—  25786 

n 

2,41138, 

w 

55 

—  28627 

7} 

2,45677, 

;> 

56 

—  31435 

ff 

2,49742, 

w 

57 

—  34206 

"        1 

2,53410, 

yy 

90 

—  85734 

» 

2,93315, 

7> 

Für  5  =  45"  und  ^.B  =  5»  giebt  Formel  (4)  S. 
5,7447601.171.     Dagegen    giebt   Formel    (3)    des 


49  log^M 
laufenden    § 


log  JM  =  5,7447600.939  +  .232  +  .000   also    dasselbe.      ^M 
=  555597,2879«». 

Für  B  '=(f  und  JB  ==  5"  wird  ebenso  beziehungsweise  erhalten 
5,7425852.343  und  andrerseits  5,7425824.761  +  27.5925  —  .  0105 
d.  L  dasselbe.    ^Jlf  =  552821,8937-». 

Vernachlässigt  man  die  Glieder  mit  ß^  und  /),,  so  wird  der  Fehler 
im  Maximum  fttr  JB  =  10'  in  ^  Jf  gleich  0,0001"» 
„    JB  =  1»  „  JM     „      0,03'» 
„    ^J?  =  5,7«„  JM      „      5™. 


*)  Kann  leicht  durch  Interpolation  spezialisiert  werden. 
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§  10.   Berechnung  der  geographischen  Breite  des  Endpunktes  u.  s.  w.     53 

§  10.  Berechnung  der  geographischen  Breite  deg  Endpunktes 
eines  Ton  gegebenem  Anfangspunkte  ausgehenden  Meridianbogens. 

Wir  setzen  für  den  vom  Äquator  ab  gerechneten  Meridianbogen  M 
die  Beziehung  fest: 

^^-<^-  (1) 

Alsdann  haben  wir  nach  S.  48  (3)  für  6  die  nachstehende  Gleichung^ 
worin  JB  als  Arcus  zu  verstehen  ist: 

6=B-  |(n-|n»)8in2-B  +  -J^-n«sin4If--j^«»sin6B  +  ....(2) 

ffierin  sind  die  Glieder  mit  n^  u.  s.  f.  vernachlässigt^  da  sie 
höchstens  einige  Hundertel  Millimeter  geben.  Die  Differenz  6  —  B, 
welche  jetzt  als  Funktion  von  B  erscheint,  stellen  wir  nun  als  solche 
von  ö  dar.  Da  (p  —  B)  augenscheinlich  im  Verhältnis  zu  B  und 
also  auch  zu  6  eine  kleine  Gröfse  ist,  stöfst  diese  Rechnung  auf 
keine  Schwierigkeit. 

Zunächst  bilden  wir  mittelst  (2): 

9 

sin  26  =  sia2J5  cos  jSw  sin 2B  —    --  v?  sin  45  -| } 

—  cos2J?sin  J3wsin2JS—  ^|-n«8in45+...)  • 

Indem  wir  die  Reihen  für  Cosinus  und  Sinus  beachten  und  kon- 
sequent n?  u.  s.  f.  vernachlässigen,  wird  hieraus: 

8in2<r=sin2i^— 3nsin2Bco82B-|n2sin'21f+yn^co82J5sin4B  ...(3) 

3    /  3  w*  \ 

Multiplizieren  wir  dies  mit  ^-  \n —j  beiderseits  und  addieren 

Seite  für  Seite  zu  (2),  so  folgt: 

=  5~-^|n«sin45~    32^-w3sin2i?  +  -^^n3sin6B ,     (4) 

wobei  zur  Reduktion  der  in  fi?  multiplizierten  Glieder  die  Relationen 

sin»  22?  =  4-  sin  25  —  J  sin  6JB 

COS  2J5  sin  4-B  =  -^  sin  &B  +  ^  sin  2B 

benutzt  und  Glieder  mit  »*  u.  s*  f.  vernachlässigt  sind.     Aus  (2)  folgt 
weiter  mit  Vernachlässigung  von  n?  u.  s.  f. 
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sin 4(y  =  sin 4 J5 cos  (6n sin 2 JB  H )  —  cos  4 JB sin  (6n sin 2 J? -| ) 

also 


sin4(y  =  sin  4-B  —  6n  sin  2B  cos  45  + 


(5) 


21 


Multipliziert  man  dies  mit  -^  w*  beiderseits  und  addiert  es  zu  (4), 

so  folgt  ebenso  genau  als  bisher^  wenn  man  zugleich  für  2  sin  2  J?  cos  iB 
den  Wert  sin  6J5  —  sin  2B  einführt  und  überhaupt  etwas  zusammen- 
zieht: 

tf  +  Y  (w ^)  sin  2<y  +  -jg-  n^  sin  Aö 


32 


=  £  -|_  _Z^  w»  sin  2JB 


151 
96 


n^sinSB  + 


Nimmt  man  die  kleinen  Glieder  alle  auf  die  gleiche  Seite  mit  6  und 
setzt  in  denselben^  soweit  sie  noch  B  enthalten,  6,  so  giebt  das  nur 
Vernachlässigungen  von  Gliedern  mit  n*  u.  s.  f.    Man  erhält  schliefslich 


B  =  ö  +^Q"(n^-~  n»)  sin  26] 


in  Sek.     in  Sek. 


I     '96~^   n>8in6aH 


6    = 

in  Sek. 


3600  Jf 
G 


(6) 


Man  kann  diese  Formel  auch  nach  der  Methode  der  unbestimmten 
Eoefficienten  ableiten;  die  hier  gegebene  Entwicklung  zeigt  aber  zugleich 
auch  deutlich  die  Zulässigkeit  des  Verfahrens. 

Zur  Berechnung  der  geographischen  Breite  B^  aus  J?|  und  der 
Länge  ^M  des  Meridianbogens  P1P2  ist  es  am  einfachsten,  für  ^B 
eine  besondere  Formel  herzustellen.  Wendet  man  Formel  (6)  auf  B^ 
mit  6^  und  auf  B^  mit  6^  an  und  subtrahiert,  so  folgt,  wenn  man 

0^  —  tfi  mit  J(f  und  —  (ö^  +  ^1)  °^i*  ^  bezeichnet: 


in  Sek.        in  Sek. 


JB  =  J6  +  3(>"  (n-4r  nA  cos  2ö  sin  ^6 

<»  CaV  4«  SaV,  ^  16  / 

21 

+  -g   p"w*  cos  46  sin  2^tf 

-| — —    q" n* ooB Ba Bin  S  Ja -\-' • ' 


{n  Sek. 


3600 


ziJlf 


(7) 
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§  11.    Meridianbogen  mitielst  reduzierter  Breite.  55 

Zur  Berechnung  von  2tf  ist  anzuwenden ,  mit  Rücksicht  darauf^ 
dars  in  (7)  Glieder  mit  n^  u.  s.  f.  yernachlässigt  sind: 

2(y,  =  2J5,  —  3(>"n8in2i?i  +  ^^"«•■iniÄ. ) 

in  Sek.         in  Sek.  >  fg\ 

26  —  26,  +  J6,  J  ^    ^ 

Diese  Formeln  geben  für  beliebige  Bogenlängen  JM  die  5.  Decimal- 
stelle  der  Sek.  im  Maximum  nur  etwa  1  Einheit  irrig. 

§  11.  Meridianbogen  mittelst  reduzierter  Breite.  Für  spätere 
Entwicklungen  ist  es  wünschenswert,  den  Meridianbogen  als  Funktion 
der   reduzierten   Breite   kennen   zu   lernen.     Nach   S.  40   ist  wegen 

dM=  Yal  sin«  /S  +  6J  cos«^  dß, 

und  führt  man  für  6J  den  gleichwertigen  Ausdruck  aj  (1  —  c*)  ein, 
so  folgt  sofort 

dM=a^yi  —  e^cos»  ß  dß.  (1) 

Da  es  sich  mit  Rücksicht  auf  S.  47  nun  alsbald  zeigen  wird, 
dafs  es  vorteilhaft  ist,  auch  hier  statt  e^  n  einzuführen,  setzen  wir 
hierin  c*  =  4n :  (1  +  n)*  und  erhalten 


dJJf  —  y^  Vt  +  n'  -  2n  cos  2ß  dß.  (2) 

Setzt  jnan  cos  2ß  «=  -  (6**^  +  *"~*'0;  so  zerföUt  die  Wurzelgröfse 

in  die  beiden  Faktoren 

1  i_ 

(1  —  «€«•/•)«"  ^nd  (1  —  fiB-^'^y 

* 

und  es  ergiebt  die  wegen  n  <  1  konvergente  Entwicklung  nach  dem 
binomischen  Satz: 

(1— n«±«'/»)«"  =  l-^-f±2'/*  — ^6±*'/*-^f±«'/*-g^6±«'^ 

Die  Multiplikation  der  Reihe  mit  den  oberen  Zeichen  und  der 
Reihe  mit  den  unteren  Zeichen  führt  zu: 

dlf-ao(A-|^2Cos2/J-J^,co84/J~^^cos6/3~^^gCOs8/J-.. 0^/5,(3) 

wo  A^  bis  Jg  dieselben  Grofsen  wie  S.  47  sind.  Dies  zeigt  sich 
ohne  Mühe  wenigstens  insoweit,  als  die  ersten  4  Potenzen  von  n  in 
betracht  kommen.  Will  man  sich  überzeugen,  ob  man  ganz  allgemein 
die  A  vor  sich  hat,  so  kann  das  dadurch  geschehen,  dafs  man  die 
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sogenannten  allgemeinen  Glieder  yergleicht.     Es  hat  indes  hier  gar 
keinen  Wert,  dies  auszuführen;  Verfasser  hat  sich  aber  für  Aq^  A^  und  A^ 
von  der. strengen  Gleichheit  mit  den  frühem  Werten  überzeugt,  wonach 
auf  dasselbe  Verhalten  für  die  übrigen  A  zu  schliefsen  war. 
Wir  erhalten  weiter  für  den  Bogen  JM  von  ß^  bis  ß^i 

[A^Jß—^A^ cos 2/5 sin ^ß  —  ~^^  A^ cos 4/3 sin 2Jß\  ' 


—  —-  A^wn^ß  BUiSJfi At  cos  Sß  iin  iJß  - 


^1/ 

~~  35" "*""""' ''''~'eä 

jß==ß,-ß,       ß=.Uß,  +  A) 


(4) 


Diese  Reihe  konvergiert  rascher,  als  diejenige  mit  der  geo- 
graphischen Breite  B  und  das  Glied  mit  ^3  ist  ganz  überflüssig; 
dasjenige  mit  A^  giebt  auch  nur  1*^.  Trotzdem  also  die  Einführung 
von  ß  die  Konvergenz  erhöht,  ist  doch  die  Anwendung  der  be- 
treffenden Reihe  im  allgemeinen  kein  Vorteil,  falls  erst  die  Breiten 
der  Endpunkte  reduziert  werden  müssen  und  nicht  direkt  ge- 
geben sind. 

§  12.  Qnerkriimmungslialbmesser.  Für  zwei  Punkte,  welche 
demselben  Parallelkreis  angehören,  schneiden  sich  die  Normalen  in 
einem  Punkte  K'  der  Rotationsaxe.  Legen  wir  nun  durch  beide 
Normalen  eine  Ebene  und  lassen  die  Punkte  einander  näher  rücken 
und  schliefslich  in  einem  Punkte  P  zusammenfallen,  so  ergiebt  sich 
eine  den  Parallelkreis  tangierende  Vertikalebene,  welche  demnach  im 
Tangentialpuukt  gegen  die  Meridianebene  rechtwinklig  d.  h.  im  Azimut 
90^  liegt.  Der  Krümmungsradius  des  unendlich  kleinen  an  P  gren- 
zenden Bogenelements  der  Oberfläche  in  dieser  Richtung  ist  aber  die 
Länge  der  Normale  PK\  weil  sich  in  K'  die  Normalen  zweier  zu- 
sammeufallender  Punkte  des  Bogenelements  schneiden,  wie  die  vorher 
gegebene  Darstellung  erkennen  läfsi     Wir  setzen 

PK'  =  Qn  (1) 

und  haben  mit  Rücksicht  auf  Figur  1  (S.  40)  folgende  Relationen 
für  den  Querkrümmungshalbmesser  (Krümmungsradius  im  Perpen- 
dikel).   Es  ist 

p«  ==  a;  sec  J9  =  -^  (2) 

^^  ~  (1  -  c«)  ' 
Die  letzte  dieser  Formeln  zeigt,  dafs  jederzeit  Qn  >  Qm  ist  d.  h. 
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in  jedem  Punkt  der  Oberfläche  ist  im  Meridian  die  Krümmung  stärker 
als  im  Perpendikel. 

Zur  Berechnung  eines  einzelnen  Qn  kann  anstatt  (2)  auch  die  Formel 

(>.=ao(l  +  |e*8in^5  +  |c*sin*2?  +  -^ö«sin«:B+...)      (3) 

dienen;  in  der  Regel  aber  wird  log  Qn  nach  der  ob^n  gegebenen 
Formel  unter  Anwendung  einer  Tafel  für  W  numerisch  ausgewertet. 
Eine  Tafel   für   log  (>„  auf  7  Decimalen  giebt  Albrecht  S.   199,   för 

ff 
log  -^  auf  8  Decimalen  Börsch  a.  a.  0. 

§  13.    Krflmmungsradius  in  einem  beliebigen  Azimnt.    Um 

den  Krümmungsradius  Qa  des  an  P  angrenzenden  Bogenelements  der 
Durchschnittslinie  der  Oberfläche  mit  einer  im  Punkte  P  unter  dem 
Azimut  a  zur  Meridianebene  geneigten  Yertikalebene  zu  ermitteln, 
benutzt  man  den  J?ti2^schen  Satz 

1  cos'a     ,     sin'a 

Dieser  Satz  gilt  mit  angemessener  Abänderung  der  Bedeutung  von 
^m  QBd  Qn  fÖr  jede  krumme  Fläche,  wir  beschränken  uns  indessen 
darauf,  ihn  hier  für  das  Rotationsellipsoid  allein  zu  beweisen« 

Irgend  einen  Punkt  P  des  Rotationsellipsoids,  für  welchen  vor- 
stehender Satz  bewiesen  werden  soll,  nehmen  wir  als  Anfang  recht- 
winkliger Koordinaten  |,  i},  £.  In  der  allgemeinen  Gleichung  vom 
2.  Grade,  welche  auch  fürs  Rotationsellipsoid  als  Repräsentant  dienen 
kann,  verschwindet  dann  das  von  den  Koordinaten  freie  Glied,  weil 
für  I,  17  und  t,  gleich  null  die  Gleichung  richtig  bleiben  mufs;  sie 
lautet  daher: 

Q=2Al  +  2Bri  +  2Ct+Dl^  +  Eri^  +  Fi^+2Gliri  +  2HU+2Irii, 

worin  -4,  jB,  C,  J9,  E,  F,  G,  JH",  /  gegebene  Koefficienten  vorstellen, 
die  von  der  Lage  des  Punktes  und  den  Axendimensionen  abhängen. 
Nehmen  wir  nun  die  ^1^- Ebene  tangential  zur  Oberfläche,  also  die 
Vertikale  des  Punktes  als  J-Axe,  so  verschwinden  A  und  J5,  weil  die 
beiden  DiflFerentialquotienten  d^id^  unde?g:rfiy  jetzt  für  |,  ri  und  g 
gleich  null  auch  gleich  null  werden. 

Legen  wir  aufserdem  die  |-Axe  in  die  Meridianebene,  so  wird 
diese  letztere  I^Ebene  und  da  sie  auch  Symmetrieebene  ist,  müssen 
G  und  I  verschwinden,  damit  die  Gleichung  nach  rj  rein  quadratisch 
wird.     Somit  findet  sich  nunmehr  als  Gleichung  der  Oberfläche 

0  =  2Ct  +  2)S«  +  Eri^  +  Fi'  +  2HU' 
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In  der  g  17-Ebene  führen  wir  jetzt  Polarkoordinaten  d"  und  a  nach 
den  Relationen 

I  =:  ^  cos  a    iy  =  ^  sin  a 

ein.     Die  Gleichung  geht  damit  nach  einfacher  Reduktion  über  in 


2  _  _  .   20+  2if»coB«  +  FS 
^   ~        ^      D  cos«  a  +  E  sin»  «       ' 


+ 

und  dies  ist  zugleich   die  Gleichung  der  Schnittkurve  der  Oberfläche 

mit  der  Yertikalebene  im  Azimut  a. 
Ein  Kreisbogen  vom  Radius  Qay  der 
die  Schnittkurve  in  P  tariert  (Fig.  2), 
hat  die  Gleichung 

d»  =  g(2(,„-e); 

wählt  man  also  Qa  nach  der  Formel 


«r\ 


—  C 


^"~    2)co8«a  + jBßin«« 


(2) 


SO  stimmen  die  Gleichungen  beider 
Kurven  bis  auf  Glieder  der  Ordnung 
%'  l  und  ^  zusammen,  die  fQr  unendlich 
kleine  ^  gegen  die  in  l  allein  mul- 
tiplizierten Glieder  zu  vernachlässigen 
sind.  Der  Kreisbogen  fällt  sonach 
bei  dieser  Wahl  von  Qa  am  Punkte 
P  näher  an  die  Schnittkurve  als  bei  irgend  einer  andern  Annahme 
für  Qa-  Dieser  Wert  heifst  daher  Krümmimgsradius  der  Oberfläche 
im  Azimut  a. 

Für  a  =  0^  und  90®  ist  bezw.  Qa  =  Qm  und  Qn,  also 


Fig.  2. 


-J  und  (..  =  -  -J 


(3) 


Eliminiert  man  mittelst  dieser  Relationen  die  Koefflcienten  C^  D  und 
E  aus  (2);  so  folgt  Formel  (1). 

Diese  zeigt,  dafs  wegen  Qn  >  Qmt  Qn  unter  allen  Qa  ein  Maximum, 
Qm  ein  Minimum  ist  Qm  und  Qn  heifsen  daher  Hauptkrümmungs- 
radien, 

§  14.  Berechnung  von  Qa.  Aus  (1)  des  vorigen  §  folgt  unter 
Einsetzung  der  Werte  für  Qm  und  Qn  von  S.  44  und  56: 


1 

Qa 


—  (yzt^  ^^^*  ®  +  sin*«  j  =  —  (1  +  d  cos*  B  cos*  «)  •    (1) 
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§  16.   Das  Krümmungsmars.  §  16.  Radiusvektor  a.  geozentr.  (veirb.)  Breite.    59 

Führt  man  tan  h  «sy^cos  B  cos  a  eiu^  so  ergiebt  sich  die  bequeme 
Formel : 

log  Qa  =  log  »0  —  log   TT  +  2  log  cos  Ä) 


/-  I  (2) 

tan  A  =  y  d  cos  B  cos  a. 

Um  eine  Reihenentwicklung  zu  erhalten,  ersetzen  wir  den  Logarithmus 
von  (1  +  *  cos*  B  cos*  «)  durch  die  bekannte  Reihe  S.  27.  Schreibt 
man  in  Verfolg*  dessen  einfach 

log  Qa  =  log  «0  —  log  W —  Mi  cos*  B  cos* «  -| ,  (3) 

so  ist  der  Fehler  nicht  grofser  als  1  Einheit  der  5.  Decimalstelle. 
Für  Tal.  abs.  £  >  45  ist  aber  die  6.  Stelle  meist  noch  richtig. 

Eine  sehr  ansfahrliche  Tafel  für  log  g^  auf  6  Stellen  mit  B  und  a  als 
Argument,  aber  Toisenmafs,  ist  in  Bremikers  Studien  .  .  .  enthalten. 
Älbreeht  giebt  S.  201  eine  ebensolche  fOr  Metermafs,  aber  in  zu  weitem 
Intervall,  um  bequem  interpolieren  zu  können.  Eine  Tafel  für  Sziffrige 
Werte,  die  indes  einige  Rechnung  erfordert,  und  auf  die  Entwicklung  von 

geg^ndet  ist,  fügte  Bremiker  seinen  Tafeln  6zifiPriger  Logarithmen  bei. 

§  15.  Das  Krflmmnngsmafs.  Nach  Gaufs  bezeichnet  man 
den  reziproken  Wert  des  Produktes  der  beiden  Hauptkrümmungs- 
radien mit  dem  Namen  Erümmungsmafs.  Wir  setzen  für  die  geo- 
graphische Breite  B 

(1) 

(2) 


"*'      —TT 

— —   XI.   , 

9m<fn 

das 

Krümmufigstnafs 

unter  der  Breite  B  ist  also 

- 

K:al. 

Die  Substitution  der  Werte  für  Qn  und  p«  giebt 

(3) 

Eine  Tafel  für  log  ^QmQn  auf  5  Decimalen  und  für  iT  auf  7  Decimalen 
giebt  AJbrecht  S.  199  und  213;  für  K  auf  8  Stellen  und  in  engem 
Intervall:  Sadd>€ck  im  3.  Heft  der  Bechnungsmethoden  des  Zentral- 
bureaus  (als  Manuskript  gedruckt.) 

§  16.    RadinsTektor  nnd  geozentrische  (yerl>esseri;e)  Breite. 

Wir  bezeichnen  den  vom  Mittelpunkt  des  EUipsoids  nach  einem  Punkt 
der  Oberfläche  gezogenen  Radiusvektor  MP  mit  r,  seinen  Neigungs- 
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Winkel  zur  Äquatorebene^  d.  i.  die  geozentrische  Breite,  mit  <p.    Dann 
ist,  Fig.  1   S.  40: 


X 


r  cos  9?     z  ^=  r  sin  y, 


(1) 


und  je  nachdem  man  aus  diesen  zwei  Gleichungen  r  oder  q)  eliminiert, 
erhält  man,  unter  Substitution  der  Ausdrucke  von  x  und  j?,  q)  oder  r 
als  Funktionen- von  B: 

tan  qp  =  (1  —  e*)  tan  -B  =  .  7      tan  J5 ; 


_      -i/l-e«(2-e')8in«^  _      l/l_+_w»  1  / ^ '^  l+rn^ ''''^^ 
—  %y  x-eUm^B         ~^ori+m     1/         l+iiico82B 


(2) 


Eliminiert  man  aus  beiden  Formeln  B  mit  Benutzung  der  Relation 
sin^  B  =  tan*  B  :  (l  -\-  tan*  B)f  so  wird  erhalten: 

«0  flo  Vi  —  w 


. .  (3) 

|/i  +  *  8iii>         yi  —mcos2(p  ^  ^ 

Vergleicht  man  S.  41,  so  ist  leicht  zu  ersehen,  dafs  9  von  B 
und  m  gerade  so  abhängt,  als  ß  von  B  und  n.  Daher  ist  unter 
andern  fQr  arc  (B  —  tp)  in  konvergenter  Entwicklung: 

B  —  q>  =  Q"[m  sin  2B  -  "^^  sin  AB  +  -^.m«« )  .      (4) 

in  Sek. 

Aus  den  Formeln  (2)  und  (3)  erhält  man  folgende  Entwick- 
lungen für  r: 


logr=  [logflo]/^ 


+  m 


3  3fin» 
8 


+  • 


I 


»6,8039181.997 


+  ^  (m  -  *J'  H )  cos  2B        +  [3.8615853]  cos  2B 


3Jfm« 
8 


COS  42J-4- 


+  — TT—  ooi6i?+. 


+  [1.26148»]  cos  4B 

4-   [0.677  —  «]  coi  6fi  H 


(5) 


Die   Zahlwerte  der  Eoefiicienten  sind   in  Einheiten   der  7.  Decimal- 
stelle  angesetzt. 

r  =  a,{l-l8  sinV  + 1  d^sin*,,  -  ^^  d'sin'ip  +  ^^^  (J^sin«^...)   (6) 


r  =  a^yi  —  m 


Yi  j- Lil    2  (niy  .  1.3.6.7    l:_3/wy,     y 

\       '     1.2  '    1    \4/  *+"l.2.3.4   '  1.2  U/   "•"'    7 

+  (t  +  -64-  +  "7''««29 

+  (^+--)co849) 

+  (^  +  ...)co869H-. 


(7) 
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§  17.    Eomplanaiion  der  Oberfläche.  61 

Tafeln  fQr  r  und  JB  —  9)  giebt  Albrecht  S.  195. 

Seist  man  aUgemein  die  Polargleichnng  des  Meridians  für  einen  be- 
liebigen Rotationskörper  in  der  Form  an: 

r  =  Oq  (1  —  «1  sin"  <p  +  «,  sin*  (p  —  «,  sin*  9)  +  «4  ^^^  V  *  *  ') » 

80  bestehen  im  Falle  der  Ellipse  die  Beziehungen 

2a,  ssStfiCti^    3a,  SB  61X1  CK,;    4:a^  =^  la^a^;    u.  s.  w. 

§  17.  Komplanation  der  Oberfläche.  Ein  unendlich  schmaler 
Streifen  dZ  zwischen  zwei  Parallelkreisen  im  Abstände  dM,  auf  dem 
Meridian  gemessen^  hat  als  Inhalt  das  Produkt  von  dM  in  die  (als 
gleich  zu  betrachtende)  Länge  der  Parallelbögen  zwischen  zwei  be- 
grenzenden Meridianbogen,  deren  geographischer  Längenunterschied  L 
heifsen  mag.  Der  Radius  des  Parallelkreises  unter  der  geographischen 
Breite  B  ist  aber  nach  Fig.  1  (S.  40)  gleich 

X  =^  Oq  cos  /8  =  a^j  cos  B  :  W. 

Wir  erhalten  somit  fQr  den  erwähnten  Streifen  als  Lihalt: 

dZ  =  a^L  cos  ßdM  ^a^L  cos  BdM :  W.  (1) 

Hierin  hat  man  nach  S.  44  u.  55  als  Wert  von  dM  zu  setzen: 


jiTtr               ja         ao(l  — e*)dJ? 
dM^  a^wdß  =       ~  >frs  ' 

womit  sich  findet: 

dZ^alL  Vi:^^S?J  cos  ßdß  =  "Ki-^'P.  ^y  ^^ .    (2) 

Für  die  Zone  vom  Äquator  bis  zur  geographischen  Breite  B 
folgt  hieraus: 

■inB 
0 

Die  Integration  nach  sin  B  läfst  sich  geschlossen  bewirken,  doch 
ist  für  die  numerische  Ausrechnung  die  Benutzung  einer  Reihenent- 
wicklung bequemer.    Da 


(l~c»sin«J?)-«  — 1  +  26*  sin* -B  +  3c*sin*5  +  4c«siD«5  +  ..., 
so  wird: 

Z=al{l-^)LsmB(l+^sm^B+  ~8m^B+^Bm^B  +  -)-  (3) 

Zur  scharfen  Berechnung  einer  Zone  zwischen  zwei  Parallel- 
kreisen Bi  und  B^  ist  es  nun  bequem,  zunächst  die  Sinuspotenzen 
mittelst  der  (durch  Einfahrung  des  Imaginären  leicht  abzuleitenden) 
Formeln 
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ain'B  ^  ^ain  B- ^  siaSB 

8m*5  =  |-8inB— ^sinSB+j^sinö^  \        (4) 

ain'B'-  g  sin 5 -  ^  sin 35+  ].  aiaöB-^  ainlB 

O«  04  '64  o4 

wegzuschaffen.    Man  erhält  alsdann  nachstehenden  Ausdruck  für  Z: 
Z <=  L  {Zi  aiu B  —  Z,  aia5B  +  Z^  ain  öB  —  Z^  am  1 B  +  •••)  i^) 

Z,  =  aj  (l  -  ^  -  J  -  IJ )  =  [13,6078327.476]  g- 

-^j  =  «J  (t  +  S  +  nnU  +  • . .)      =  [10,6559083]        | 

I 

^5-«S(^  +  S  +  ---)  =[7,83407]  ^ 

^7  =  «S(i^  +  --)  =[5,04]  ^ 

Für  eine  Zone  ziZ  mit  der  Mittelbreite  J9  —  y  (JB^  +  ^2)  ^i^d   der 

Amplitude  ^B  '^  JB^  —  B^  in  geographischer  Breite  zwischen  zwei 
Meridianebenen  im  geographischen  Längenunterschied  L  ist  hiemach 
der  Inhalt: 

Zi  cos  JB  sin  -r-  ^B  —  Z^  cos  3JB  sin  -r-  ^B 

+  Z5Cos52?8inyz/J5— Z7C0s7JBsinY^B+... 

Hierbei  ist  zu  setzen: 

log  L  =  log  (Z  In  Gr.)  -  1,7581226.324.  (8) 

Vorstehende  Formel  giebt  ^Z  gerade  noch  in  allen  Fällen  so 
genau,  als  zehnzifErige  Logarithmen  dies  gestatten,  wie  (6)  unmittel- 
bar zeigt  und  wie  auch  aus  (3)  mit  Rücksicht  auf  den  Faktor  (1  —  c*) 
erhellt.     Es  erschien  daher  nicht  nötig,  ^  zu  berücksichtigen. 

Setzt  man  in  Formel  (3)  B  —  90®  und  i  =  v  ^^^  multipliziert 

mit  8,  so  folgt: 

Oberfläche -4a*«  (l-^-4--g- -...),  (9) 

wobei  das  Fortschreiten  der  Glieder  in  die  Augen  springt.  Mit  Bessds 
Dimensionen  erhält  man  hieraus  übereinstimmend  mit  einer  Rechnung 
nach  Formel  (7): 

509950714,1  Qu.-Kilometer. 


JZ-^2L 


0) 
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$  18.    Mittlerer  KrümmongsradioB  in  einem  Ponkte.  63 

Die  Integration  Yon  dZ  mittelst  ß  giebt  nach  bekannten  Formeln  der 
Iniegralieclmnng  ohne  Reihenentwicklung  als  Oberfläche 

2«««  (l  +  -  ~  log  Bat  (|4|)) ,  (10) 

wonach  die  Rechnung  die  angegebene  Inhaltszahl  auf  alle  10  Ziffern 
bestätigt  Benutzt  man  auch  hier  vor  der  Integration  eine  Reihen- 
entwicklung nach  Potenzen  von  sin  ßj  so  folgt  die  stark  konvergente 
Reihe: 

4fl„6o«  (l  +  \-8- 1  8^  +  ^;^  d»  _ . . .) .  (11) 

Eine   Tafel   f&r  Z  giebt   Jordan ,   Handbuch   der  Vermessungs- 
kunde Band  2,  S.  54. 

§  18.   Mittlerer  Krttmmungsradius  in  einem  Punkte.    Nach 
S.  57  Formel  (1)  ist 


P«  = 


Q^  C08» «  +  ^^  sin*  a 


Hieraus  erhält  man  einen  durchschnittlichen  Wert,  wenn  man  sich 
die  Vertikalschnitte  um  den  Punkt  herum  unendlich  dicht^  aber  gleich- 
förmig verteilt  denkt  Setzt  man  demgemäfs  die  Anzahl  der  p«  für 
die  Azimutaldifferenz  da  proportional  da,  so  ist  der  Durchschnitt 
gleich 


c '--.^^ .  /; 

J   9,  c08»«  +  ^^8in«a   'J 


da 


d.  i. 


8 

n 


u 
Führt  man  hierin  |/—  tan  a  =  ^  als  Variable  ein,  so  folgt: 


Vq^Qn   od«-^-  (1) 

Der  miUlere  Krümmungsradius  in  einem  Punkte  der  Oberfläche  ist  daher 
der  reziproke  Wert  der  Quadratwurzel  des  Krümmungsmafses  in  diesem 
Funkte. 
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Dieser  Satz  gilt  für  jede  Fläche.    Ebenso  der  andere  leicht  abzuleitende, 
dals  der  Durchschnitt  aller  —  in  einem  Punkte  gleich  ist: 


2    \Qm    "^    Ü' 


§  19.  Yerschiedene  mittlere  Krümmungsradien.  Einen  Durch- 
schnittswert des  mittleren  Krümmungsradius  in  einem  Punkt  in  Bezug 
auf  alle  Werte  von  B  innerhalb  des  Meridianquadranten  erhält  man 
durch  den  ähnlich  wie  im  vorigen  §-zu  bildenden  Ausdruck 


d.  i. 


0  u 

rt  n 


Die  Substitution  «  =  cot  JB  :  y'l  —  c*  im  Zählerintegral  führt  zu 
dem  nachstehenden  Wert  des  mittleren  Krümmungsradius  für  alle 
Punkte  eines  Meridians: 


d.  i. 

«0-  (1) 

Selbstverständlich  erhält  man  einen  andern  Wert^  wenn  man  die 
gleichmäfsige  Verteilung  nach  der  reduzierten  Breite  ß  oder  nach  der 
Meridianbogenlänge  nimmt.  EUer  darauf  einzugehen,  scheint  nicht 
angemessen,  weil  es  sich  dabei  um  mathematische  Aufgaben  ohne 
erheblich  praktischen  Wert  handelt. 

Zieht  man  nicht  den  einzelnen  Meridian,  sondern  die  Oberfläche 
in  betracht,  so  hat  man  die  Werte  a^  :  YK  gleichmäfsig  über  die 
Oberfläche  verteilt  anzunehmen,  um  im  eigentlichen  Sinn  des  Wortes 
den  mittlem  Krümmungsradius  der  Oberfläche  zu  erhalten.  Derselbe 
ist  also,  wobei  wir  uns  bei  der  Integration  auf  den  Oktanten  be- 
schränken können,  gleich: 


•-M-ß^- 
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§  20.    Mittlerer  Badiusvektor.  65 

Hierin  ist  die  differentiale  Zone  dZ  für  die  geographische  Längen- 
differenz i/  =  —  zu  nehmen.  Die  weitere  Rechnung  wird  am  be- 
quemsten mit  der  reduzierten  Breite  als  der  Variablen^  S.  40  (2). 

Fahrt  man  K  nach  S.  59  (3)  und  das  Nenuerintegral  nach  S.  63 
(11)  ein^  so  findet  sich: 

1 
Co  ]/l  —  «*  / l/l  +  dsin'/S^iJ  (sin  f) 


^6  40        ^112 

Entwickelt  man  im  Zähler  nach  Potenzen  von  sin  ß  und  integriert, 

13  1 

SO  wird  das  Integral  gleich  l  +  y*  +  -7ö^** JY2~  *^  +    '  *  ^"^ 

man  erhält  schliefslich  als  Wert  des  mittlem  Krümmungsradim  der 
Oberfläche: 

h  (i  4.  A  tf  I  _L  i«  _  At.  ^3  1 ) 

*^0  \     ^   8         •     45  946   "    ^         / 

oder  (2) 

Die  hierzu  notige  Division  des  Nenners  in  den  Zähler  ist  erlaubt, 
da  jener  die  Form  (1  +  ^)  ^^y  worin  die  Beihe  u  auch  bei  positiv 
gesetzten  Gliedern  sicher  <  1  ist^  so  lange  es  sich  nur  ums  Erdellip- 
soid  handelt. 

Wertet  man  die  Integrale  in  geschlosBener  Form  auB,  so  ergiebt  sich 
fflr  den  mittlem  ErümmnngsradiuB  der  Oberflftche  der  Ausdruck: 

Wendet  man  hierauf  Reihenentwicklung  an,  so  lälst  sich  erkennen,  daTs 
die  zweite  der  Reihen  (2)  gilt  fflr  e  <  1.    [Vergl.  dazu  §  18  (10)  und  (9)]. 

Ein  durch  Einfachheit  des  mathematischen  Ausdrucks  ausgezeichneter 
Durchschnitt,  der  den  vorigen  Wert  näherungsweise  ersetzen  kann,  wird 
erhalten,  wenn  man  Oq  :  YK  nicht  mit  dZ,  sondern  mit  xdB  multipliziert, 
also  die  Verteilung  gleichmälkig  nach  der  geographischen  Breite  und  auf 
dem  Parallelkreise  annimmt.    Es  folgt  hier 


arc  sin  e 
d.  i.  auch  >  (3) 

§  20.    Mittlerer  BadlusTektor.    Auch  in  Bezug  auf  den  Radius- 
vektor r  lassen   sich    versdhiedene  Durchschnittswerte  je   nach   den 

Holmort,  mathem.  u.  physikaL  Tbeorieen  dor  höh.  Oeodäsie.  6 


Digitized  by 


Google 


66  1.  Kapitel    Das  abgeplattete  Botatioiuellipsoid. 

Voraussetzungen  ableiten.  Es  mögen  hier  nur  die  wichtigsten  er- 
wähnt werden. 

Nimmt  man  innerhalb  der  Meridianebene  die  r  in  gleichmäfsiger 
Verteilung  in  Bezug  auf  die  geozentrische  Breite  q),  so  wird  der 
Durchschnitt  gleich 

0  0  0 

Dieser  Ausdruck  führt  durch  einfache  Transformationen  auf  ein  voll- 
ständiges elliptisches  Integral  1.  Gattung.  Hier  benutzen  wir  indes 
die  Reihenentwicklung  (7)  S.  60  für  r  nach  Cosinus  der  Vielfachen 
von  2 9)  und  erhalten^  insofern  alle  Integrale  mit  den  Cosinus  null 
ergeben,  als  mittlem  Radiusvektor  des  Meridians 

«„  Vi" -~»7  "(i  +  ^  ».»+...)         ] 

oder  auch  \  (2) 

Der  mittlere  Radiusvektor  der  Meridianellipse  weicht  hiemach  von 
dem  entsprechenden  mittlem  Krümmungsradius  a^  um  Gröfsen  von 
der  Ordnung  der  Abplattung  ab. 

Nimmt  man  die  Radienvektoren  r  gleichmäfsig  dicht  nach  allen 
Richtungen  des  Raumes  um  das  Zentrum  verteilt  an,  so  erhält  man 
ihren  Durchschnittswert  aus  der  Formel 

JrdcD  iJdcDy 

worin  a  das  Oberflächenelement  einer  zum  Ellipsoid  konzentrischen 
Kugel  vom  Radius  1  ist  und  die  Integrationen  sich  über  die  Ober- 
fläche derselben  erstrecken.  Da  r  für  konstante  geozentrische  Breite 
9>  denselben  Wert  behält^  kann  man  unter  dm  sogleich  die  Zone  ver- 
stehen, welche  auf  der  Kugel  zwischen  den  Parallelkreisen  9  und 
tp  -{-  d^  liegt,  d.  h.  man  kann 

dcj  =  2;r  cos  q>dfp 

setzen.  Damit  wird  der  mittlere  Badiusvektor  der  Oberfläche  bei  gleich- 
mäfsiger Verteilung  ums  Zentrum  herum: 


1 
_    0 

J 


d  (sin  (p) 
1/1  +  «  Bin»  9,  g 

6ologiiat|/;+«  .  (3) 


COSqprIqp 
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§  ao.    Mittlerer  Radiusvektor.  67 

Entwickelt  man  dagegen  vor  der  Integration  in  eine  Reihe,  so  folgt 
derselbe  gleich 


oder 


/l  1      «  11       4  10»       6  \ 


(4) 


Der  im  eigentlichen  Sinne  des  Worts  mittlere  Radiusvektor  der 
Oberfläche  ergiebt  sich,  wenn  man  die  r  gleichmäfsig  Qber  diese 
selbst  verteilt  annimmt  und  also  den  Ausdruck 

n  n 

JrdzJdZ 

0  0 

bildet      S.  61    (2)   giebt,   indem   man   sich   auf  den   Oktanten    be- 
schranken darf: 

dZ=^  yi—^  cos«  ß  cos  ßdß  . 


2 


Das  Nennerintegral  ist  die  bereits  berechnete  Oktantenoberfläche. 
Im  Zählerintegral  setzen  wir 


r  =  Val  cos«  ß+hl  sin«  ß  =  a^  Vi  —  ^  sin*/J. 

Dasselbe  läfst  sich  in  geschlossener  Form  durch  vollständige 
elliptische  Integrale  ausdrücken.*)  Indessen  ist  im  vorliegenden  Falle 
der  Endausdruck  in  Reihengestalt  weit  einfacher.  Wir  setzen  also 
im  Zähler 


e*  cos«  ß)  (1  —  6«  sin«  ß)  cos  ßdß 


1 ' 

=  fJMjy  1  +  _il_  Bü,.^  (1  _  sin«^)  ^(sin  /}). 

0 

Nehmen  wir  hinzu  den  Nenner  nach  S.  63  (11)  so  wird  als  inMJIÜerer 
BadiusvdUar  der  Oberfläche  erhalten: 

1  +  iV  (r^rJ ,., 

(5) 


'6  40         ~    112 


*)  Vergl.  BrobMch,    Berichte  über  die  Yerhandl.  der  Qes.  der  Wissenach. 
XU  Leipzig.    1858.   S.  159. 
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oder 

§  21.  Erdkugel.  Will  mau  das  Erdellipsoid  durch  eiue  Kugel 
vou  möglichst  gleichen  Eigenschaften  ersetzen^  so  kommt  der  (Jm- 
stand zu  statten^  dafs  die  verschiedenen  Werte  der  mittleren  Radien- 
vektoren der  Oberfläche  unter  sich  und  mit  den  Werten  des  mittleren 
Krümmungsradius  der  Oberfläche  bis  auf  Glieder  von  der  Ordnung 
des  Quadrats  der  Abplattung  übereinstimmen.  Für  Bessels  Dimensionen 
der  Erde  ist  der  Wert 

[3,80416J  =  6370,3  Kilometer  (1) 

bis  auf  weniger  als  30^"  sowohl   irgend  ein  mittlerer  Radiusvektor 
der  Oberfläche^  als  ihr  mittlerer  Krümmungsradius. 

Dieser  .Wert  entspricht  auch  sehr  nahe  dem  Radius  einer  Ki4gd 
gleicher  Oberfläche  (vergl.  S.  62  (9)): 


V 


Oberfl&che 


An 

d.  i. 


«o(l-T«*-3^^-3o\V^--'-)'  (2) 

femer  dem  Radius  einer  Kugd  gleichen  Inhalts: 

d.  i. 

«o(l-|«*-i«*-W«'--),  (3) 


sowie  dem  arithmetischen  Mittel  der  drei  HaJbaxen  des  EUipsoids: 

3 

d.  i. 

-o(l-J^-i^*-^^^---)-  (4) 

Wollte  man  einen  gesctilmsenen  Ausdruck  haben,  so  würde  äch  (8.  66 
Anm.)  der  nachstehende  am  besten  eignen: 

«0« 


arc  sm  e 
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§  1.    Horizontale  Entfernung,  kürzeste  nnd  geodätische  Linie.  69 

2.  Kapitel. 
Dreiecke  und  Dreiecksnetze  auf  der  Kugel. 

§   1.     Horizontale  Entfernung^    kürzeste  und  geodätiselie 

Linie.  Wir  setzen  in  diesem  und  dem  nächstfolgenden  Kapitel 
voraas^  dafs  alle  Niveauflächen  konzentrische  Kugelflächen  sind^  mit- 
hin alle  Lotlinien  gerade  Linien  durch  das  gemeinsame  Zentrum 
jener.'*)  Je  zwei  Lotlinien  haben  dann  eine  gemeinsame  Vertikal- 
ebene^  welche  die  physische  Erdoberfläche  in  einem  mehr  oder  weniger 
welligen  Profil^  jede  Niveaufläche  aber  in  einem  gröfsten  Kreis  schneidet. 
Schon  S.  6  ist  für  den  vorliegenden  Fall  der  gröfste  Kreisbogen 
zwischen  den  vertikalen  Projektionen  zweier  Punkte  auf  irgend  eine 
Niveaufläche  als  horizontale  Entfernung  bezeichnet  worden;  es  wurde 
auch  die  Abhängigkeit  dieser  Entfernung  von  der  Höhenlage  der 
Niveaufläche  erwähnt    Den  Radius  der  letzteren  setzen  wir  «»  1. 

Die  horizontale  Entfernung  zweier  Punkte  giebt  auf  der  be- 
treiFenden  Niveaufläche  zugleich  die  kürzeste  Entfernung  der  Projek- 
tionen beider  Punkte  an. 

Um  dies  nachzuweisen,  teilen  wir  den  gröfsten  Kreisbogen  PoPn 
(Fig.  3)  zwischen  den  mit  Fo  und  P«  bezeich- 
neten Projektionen  in  unendlich  kleine  Strecken 
PqPi,  PiP2>  A^s;  ^'  s*  ^-  ^^^  beschreiben  mit  P^Pj, 
P^jPjj,  PoPs,  u.  s.  f.  als  Radien  um  Pq  herum  Kreise. 
Diese  Ejreise  sind  kleine  Kugelkreise,  die  paar- 
weise überall  ringsum  denselben  Abstand  haben. 
Die  kürzeste  Verbindung  von  Po  und  P„  auf  der 
Kugeloberfläche  ist  nun  darum  der  gröfste  Kreis- 
bogen selbst  und  nicht  irgend  eine  andere  Linie 
Po  2^  jK  J^  . .  •  P»,  weil  nur  er  überall  dem  kleinsten  Abstand  der 
kleinen  Kugelkreise  folgt.    Dagegen  ist  im  allgemeinen 

PoP;  >  PoPn  P,P',  ^  P,F,^  PiPi  >  P,P,',  u.  s.  f. 

Es  ist  also 

P,P[PiPs  ...Pn>  PoPlAi^S  .  .  .  J?n. 

Eine  Ausnahme  tritt  nur  ein  für  P^P^'^  n.    Für  diesen  Fall  ist  die 
kürzeste  Entfernung  gleich  dem  Umfang  der  Kugel  weniger  P^  P^.    Dagegen 


*)  Späteren  Untersuchungen  bleibt  es  vorbehalten  zu  entscheiden,  in  wieweit 
die  Entwicklungen  des  2.  und  3.  Kapitels  fQr  die  thatsächlichen  Verhältnisse 
brauchbar  sind. 
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70  2.  Kapitel.    Dreiecke  und  Dreiecksnetsse  auf  der  Kugel. 

ist  P^P^  auch  nicht  einmal  ein  relatives  Minimum  mehr,  da  jede  un- 
endlich benachbarte  Verbindung  von  P^  und  P^  auf  einem  kleinen  Kreise 
kürzer  ist. 

Die  Ebene  des  gröfsten  Kreisbogens  ist  die  gemeinsame  Vertikal- 
ebene  nicht  nur  der  Endpunkte^  sondern  auch  aller  Zwischenpunkte, 
weil  alle  Radien  Normalen  der  Eugeloberfläche  sind  und  jene  Ebene 
durch  den  Eugelmittelpunkt  hindurchgeht.  Es  ist  daher  auch  die 
drei  unendlich  benachbarten  Punkten  des  gröfsten  Kreisbogens  ent- 
sprechende Ebene,  d.  i.  die  Schmiegungsebene  desselben  an  der  be- 
treffenden Stelle,  daselbst  eine  Vertikalebeue.  Wegen  dieser  Eigen- 
schaft des  gröfsten  Kreisbogens  darf  man  denselben  auch  als  die 
geodätische  Linie  auf  der  Kugeloberfläche  bezeichnen. 

Zur  Erklärung  dieser  Ausdrucksweise  denke  man  sich  für  Bewohner 
einer  beliebig  krummen  Oberfläche,  die  zugleich  Niveaufläche  sei,  die  Auf- 
gabe gestellt,  eine  im  Sinne  der  geodätischen  Praxis  gerade  Linie  Ton 
einem  Punkt  Pq  aus  in  gegebener  Richtung  zu  legen. 

Dann  wird  man  zunächst  eine  Yertikalebene  Ton  P^  aus  in  dieser 
Richtung  legen  und  darin  auf  der  Oberfläche  einen  Punkt  Pj  annehmen, 
in  Pj  eine  Vertikalebene  durch  P^  legen  und  in  ihr  einen  Punkt  P,  an- 
nehmen (Fig.  8),  von  P,  aus  in  der  Vertikalebene  durch  P|  einen  neuen  Punkt 
Pg  annehmen,  u.  s.  f.,  wobei  stillschweigend  vorausgesetzt  wird,  dalk  die 
benachbarten  Punkte  so  dicht  liegen,  dafs  kein  merkbarer  Unterschied  der 
benachbarten  Vertikalebenen  vorhanden  ist,  dafs  mithin  je  drei  benach- 
barte Punkte  in  einer  Ebene  liegen,  die  an  dieser  Stelle  Vertikalebene 
der  Obe^äche  ist. 

Man  sieht  hieraus,  dafs  im  vorigen  Sinne  die  gerade  Linie  des  Geo- 
däten, d.  h.  in  korrekterer  Bezeichnung:  die  geodätische  Linie,  diejenige 
Eigenschaft  in  Bezug  auf  ihre  Schmiegungsebene  hat,  die  ihr  oben  bei- 
gelegt wurde. 

§  2.  HorizontalwinkeL  Die  direkte  Messung  einer  horizontalen 
Entfernung  ist  nur  bei  günstigen  Profilverhältnissen  ausfahrbar  und 
empfehlenswert.  In  anderen  Fällen  wird  man  die  schon  S.  12  an- 
gedeutete Methode  der  Triangulation  einschlagen  und  dabei  die  direkt 
zu  messende  Linie^  die  Grundlinie  oder  Basis  des  Dreiecksnetzes,  so 
legen,  dafs  sie  zur  direkten  Messung  geeignet  ist. 

Die  Entfernungen,  welche  man  bei  Landesvermessungen  oder  Grad- 
messungen  direkt  mifst,  betragen  jetzt  in  der  Regel  nur  einige  Kilometer. 
Die  Seiten  der  Dreiecke,  deren  Winkel  direkt  gemessen  worden  sind,  er- 
reichen dagegen  oftmals  Beträge  von  60*^.  Bei  der  Vermessung  Vorder- 
indiens durch  die  Engländer  kamen  häufig  Visuren  von  160  bis  240^^ 
nach  Gipfeln  des  Himalaja  vor;  eine  Länge  beträgt  sogar  ca.  340^'*. 

Verbindet  man  je  zwei  der  Horizontalprojektionen  von  drei  Punkten 
einer  Triangulation  durch  die  gröfsten  Kreisbögen ^  ihre  horizontalen 
Entfernungen;  so  ergiebt  sich  ein  sphärisches  Dreieck,  dessen  Winkel 
die  Flächen  Winkel   der   zu    den   betreffenden   Kreisbögen    gehörigen 
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§  3.    Das  Bphärische  Dreieck.  71 

Vertikalebenen  sind.  Als  solche  lassen  sie  sich  mit  geeigneten  Winkel- 
Instrumenten ,  namentlich  dem  Theodolit,  der  auf  der  physischen  Erd- 
oberfläche (und  zwar  rein  theoretisch  genommen:  an  einer  beliebigen 
Stelle  der  Lotlinie  des  Winkelscheitels)  aufgestellt  wird,  messen. 

Die  weiter  zu  losenden  Aufgaben  sind  nun  identisch  mit  den 
Aufgaben  der  sphärischen  Trigonometrie. 

In  den  folgenden  Paragraphen  dieses  Kapitels  geben  wir  zunächst 
eine  Entwicklung  der  Formeln  für  beliebig  grosse  sphärische  Dreiecke, 
schlief sen  daran  die  Formeln  für  Dreiecke,  deren  Seiten  im  Verhältnis 
zum  Radius  der  Kugel  klein  sind  und  geben  danach  noch  Formeln 
für  die  Lösung  der  Aufgaben  mittelst  des  Sehnendreiecks. 

§  3.  Das  sphärische  Dreieck.  Legt  man  durch  zwei  Punkte 
der  Kugeloberfläche  einen  gröfsten  Kreis,  so  wird  dieser  im  all- 
gemeinen in  zwei  Teile  geteilt,  einen  >  x  und  einen  <  %.  Dieser 
letztere  kommt  in  der  Regel  allein  in  betracht.  Interessieren  also 
besonders  sphärische  Dreiecke  mit  Seiten  <  jr,  so  kommen  doch  auch 
andere,  namentlich  solche,  wo  eine  Seite  >  %  ist,  in  der  Geodäsie 
vor.  Dreiecke,  in  denen  2  Seiten  >ä  sind,  sind  keine  eigentlichen 
Dreiecke  mehr,  da  aufser  den  Ecken  noch  eine  Durchkreuzung  dieser 
2  Seiten  vorhanden  ist. 

Die  Dreieckswinkel  zählen  vmr  in  der  Weise,  dafs  sie  bei  einer 
angenommenen  Reihenfolge  der  Seiten  dasjenige  Mafs  der  Drehung 
in  einem  festgesetzten  Sinne  bezeichnen,  welches  notwendig  ist,  um 
eine  vorangehende  Seite  mit  der  nachfolgenden  zusammenfallen  zu 
lassen.  Demgemäfs  bleiben  die  Winkelräume  immer  auf  derselben 
Seite,  wenn  der  Gontour  durchlaufen  wird. 

Zählt  man  femer  von  einer  für  jeden  Eckpunkt  vorläufig  beliebig 
gewählten  Richtung  aus  Azimute  in  demselben  Drehungssinne,  so 
ist  alsdann  der 

Dreiecks  winkel  =  dem  Anmat  der  nachfolgenden  Seite  —  dem  der  vorangehenden  Seite.       (1^ 

Sind  nun  a,  ß  und  y  die  drei  auf  einander  folgenden  Seiten  des 
Dreiecks,  ausgedrückt  in  Bruchteilen  des  Kugelradius,  und  A^  B 
und  C  die  gegenüber  liegenden  Ecken,  sind  ferner  tf»,  ^a  die  Azimute 
von  a  in  den  Ecken  B  und  C;  C^,  %^  die  Azimute  von  /3  in  den 
Ecken  C  und  A]  3ly,  Äy  diejenigen  von  y  in  den  Ecken  A  und  By 
so  werden  die  Relationen  zwischen  den  W^inkeln  und  Azimuten: 


(2) 


A  = 

-7., 

-%r 

B  = 

»   fiy 

-«„ 

(7  = 

-«<.■ 

-c,. 
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Sind  die  hiernach  berechneten  Winkel  negativ^  so  denken  wir  uns 
noch  360<>  addiert. 

Durch  Umkehrung  der  Reihenfolge  der  Seiten  treten  an  Stelle 
der  bisherigen  Winkel  ihre  Ergänzungen  zu  360°;  weil  z.  B.  Ä  in 
3ly  —  3l|5  übergeht. 

§  4.  Differentialformeln;  Sinus-  und  Cosinussatz.  Um  mathe- 
matische Beziehungen  zwischen  den  Seiten  nnd  Winkeln  zu  erhalten^ 
schlagen  wir  einen  ähnlichen  Weg  wie  später  für  geodätische  Dreiecke 
auf  dem  Rotationsellipsoid  ein.  Zu  dem  Zwecke  stellen  wir  zunächst 
die  Differentialformeln  auf,  dabei  nehmen  wir  die  Seiten  als  unab- 
hängige,  die  Winkel  als  abhängige  Variable. 

Dreht  man  die  Seite  a  um  den  Endpunkt  B  um  dßa,  so  be- 
schreibt G  das  Bogendifferential  CC'  eines  kleinen  Kreises  mit  dem 
Radius  sin  a  fDr  den  Eugelradius  1.    Also  wird 

CC  =  sin  a  dßa  . 

Ist  a  >  Ä,  so  hat  CC  gegen  BC  entgegengesetzte  Lage  wie  in  Fig,  4, 
was  auch  das  negative  Vorzeichen  von  sin  a 
andeutet. 
\^'  Der  Lage  C  des  dritten  Eckpunktes  ent- 
sprechen Änderungen  in  ß  und  ^^,  die  aus 
Fig.  4  leicht  zu  entnehmen  sind.  In  derselben 
bedeutet  CC"  das  Differential  des  von  AG" 
beschriebenen  kleinen  Kreises: 

a'C  =  smßd7iß. 

Fig.  4.  r-        p 

Das  Differentialdreieck  CG'C  ist  in  C"  rechtwinklig,  seine  Kathete 
CC"  giebt  die  Abnahme  von  ß  an: 

CG"  =  -  d/S  . 

Die  Betrachtung  des  Differentialdreiecks  giebt  nun  weiter: 

—  dß  =  sin  a  dHa  .  sin  (Ca  —  C^)  (1) 

sin  ßd^^i  «»  sin  a  düa  •  cos  (Ca  —  C^j) ,  (2) 

und  zwar  gelten  diese  Formeln  allgemein  für  jeden  Betrag  der 
Azimute  C«  und  C^,  sowie  für  jeden  Drehungssinn  derselben,  wenn 
er  nur  für  alle  Azimute  derselbe  ist.  Wir  können  sie  daher  auch 
auf  den  Fall  anwenden,  wo  anstatt  a  die  Seite  y  sich  um  die  Ecke 
B  um  diBy  dreht,  also  die  Ecke  A  sich  entsprechend  verschiebt  und 
die  Seite  ß  sich  entsprechend  ändert. 
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§  4.    Differentialformeln;  Sinus-  und  Cosinnssatz.  73 

Es    wird   dann  durch  Veriauschimg   von  a  und  y^   sowie   von 
31  und  C  aus  (1): 

—  d/J  =  sin  y  dßy  .  sin  (3ly  —  31^)  .  (3) 

Nehmen  wir  nun  dß  ebenso  grofs  an,  wie  vorher,  so  wird  aus  der 
Gleichsetzung  beider  Werte  nach  (1)  und  (3)  erhalten: 

sin  a  sin  (Ca  —  C^)  dHa  =  sin  y  sin  (3ly  —  31^^)  dßy  •  (4) 

Die  beiden  Dreiecke  mit  denselben  Seiten  a,  ß  —  dß  und  y  sind  aber, 
kongruent,  und  man  kann  sie  durch  eine  difierentiale  Verschiebung 
zur  Deckung  bringen.  Mithin  hat  Winkel  B  in  beiden  gleiche  Gröfse. 
Mit  Rücksicht  auf  S.  71  (2)  ist  aber  dB  d.  h.  die  Änderung  von  B 
gegen  seinen  Betrag  in  dem  ursprünglichen  Dreieck, 

bei  der  ersten  Bewegung  gleich  —  dÄ«, 
„      „     zweiten       „  „      +  dÄy, 

welchen  Werten  also  gleiche  Gröfse  zukommt.  Wird  dies  in  (4) 
eingeführt,  so  folgt  der  SintisscUg  der  sphärischen  Trigonometrie: 

ain«    ^   Bin  (Z^  —  3ty) 
sin  y    *^   sin  («„  —  €^) 

d.  i. 

sin «  sin  il  /g\ 

ein  y  sin  C 

Zugleich  geht  die  Differentialformel  (1)   über  in 

dß^sinawiCdB.  (6) 

um  diese  Differentialgleichung  zu  integrieren,  wenden  wir  (5)  auf  ß 
und  y  an  und  eliminieren  mittelst  der  so  erhaltenen  Gleichung 


sin  /3 


%mB 


sin  y  sin  0 

aus  (6)  den  Faktor  sin  C,  womit  (6)  übergeht  in  die  Form 

sin  /S  d/S  »>  sin  a  sin  ;/  sin  BdB, 

woraus   durch  Integration,   da  a  und   y  konstant   sind,   sich   sofort 
ergiebt: 

cos  ^  ==  sin  a  sin  y  cos  B  +  Konst. 

Zur  Bestimmung  der  Konstanten  dient  der  Umstand,  dafs  für  2?=  180^ 
die  Seite  ^  =  (a  -+"  y)  oder  23r  —  (a  +  y)  sein  mufs.    Mithin  ist 

cos  (ö  +  y)  =  —  sin  «  sin  y  +  Konst. 
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Zieht  man  dies  oben  ab  und  reduziert  auf  cos  ß,  so  erhält  man  den 
Cosinussatz  (für  Dreiecksseiten): 

cos  ß  =  cos  a  cos  y  +  sin  a  sin  y  cos  B.  (7) 

Aus  dieser  Gleichung,  welche  durch  cyklische  Vertauschung  der  Stücke 
des  Dreiecks  3  Relationen  giebt,  läfst  sich  die  ganze  sphärische 
Trigonometrie  ableiten.  Eine  der  Formeln  werden  wir  indes  noch 
aus  den  Differentialformeln  schöpfen. 

Dividieren  wir  zu  dem  Zwecke  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  Seite 
für  Seite  durch  einander  und  beachten,  dafs  nach  S.  71  (2)  d%^  '^  dA 
ist,  so  erhalten  wir  einerseits: 


f5*_ 1 

dß  tan  («„  -  «^)  «in  (J 

dA    ^ 1 

dp    '^         tan  C  sin  |3  ' 


(8) 


Andrerseits  giebt  (1)  durch  Vertauschung  von  ß  und  a,  sowie 
von  Ä  und  31,  mit  Rücksicht  auf  S.  71  (2): 

_^  = ^ (9) 

da  sin  C7  Bin  ß  ^  ^ 

A  ist  aber  eine  Funktion  von  a,  ß  und  y.  In  (8)  sind  a  und  y 
konstant;  in  (9)  «ind  ß  und  y  konstant  Man  schreibt  daher  zunächst 
besser  mit  Benutzung  des  Zeichens  partieller  Differentiation  statt  (8) 
und  (9): 

dA 1 

ap    ~         tan  0  Bin  ß  ' 

dA  ^ 1 

da  Bin  C  sin  ß 

d*A 

Nun  hat  man  zwei  Wege,  um  ^— öj  zii  bilden.  Indem  wir  sie 
beide  betreten,  folgt  ohne  Mühe: 

.1  dC  C08  C  dC  cos  |S 


sin*  C  ain  ß      da  sin'  C  sin  (3      dß  sin  C  sin*  ß 


(10) 


um  die  hierin  auftretenden  Differentialquotienten  zu  finden,  ver- 
tauschen wir  in  der  2.  Formel  (8)  aßy  cyklisch  mit  yaß  und  ABC 
mit  CAB,  wodurch  sie  selbstverständlich  ihre  Gültigkeit  nicht  ver- 
liert; dann  folgt 

dC  1 


da  tan  B  sin  a 
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Bewirkt  man  femer  in  der  1.  Formel  (8)  die  hierin  jedenfalls 
zulassigen  Vertauschungen  a  und  y,  %  und  iLj  so  folgt 

^_ L__ 

ap  tan(3ly-3l^)8in|S 

d.  i. 

dC    ^ 1 

d^  tan  A  Bin  |3  ' 

Substituiert  man  die  erhaltenen  Werte  der  Differentialquotienten 
in  (10),  multipliziert  dann  beiderseits  mit  sin  J.  sin^  (7  sin^ /3  und 
beachtet  linker  Hand,  dass  sin  J.  sin  /3  =  sin  J3  sin  a  ist,  so  folgt  der 
Cosinussatz  (fOr  Dreiecks winkel): 

cos  JB  =  —  cos  -4  cos  C  +  sin  A  sin  C  cos  /J.  (11) 

Es  mag  hier  nochmals  hervorgehoben  werden,  dafs  die  Formeln 
(5),  (7)  und  (11)  zufolge  ihrer  Ableitung  aus  den  Differentialformeln 
(1)  und  (2),  sowie  den  Formeln  (2)  S.  71  an  keine  andre  Bedingung 
geknüpft  sind  als  diejenige,  dafs  für  eine  beliebig  gewählte  Reihen- 
folge der  Seiten  die  Winkel  dasjenige  Mafs  der  Drehung  bezeichnen, 
welches  notig  ist,  um  eine  vorangehende  Seite  mit  der  nachfolgenden 
zur  Deckung  zu  bringen,  entsprechend  Formel  (2)  S.  71.  Der  Drehungs- 
sinn ist  dabei  ganz  beliebig  und  nur  identisch  für  alle  3  Winkel 
vorausgesetzt.  Negative  Winkelwerte  sind  nicht  ausgeschlossen  und 
die  Seiten  dürfen  beliebig  ^«  sein. 

§  5.  Cotangentenformel  und  Formeln  für  5  Stficke.  Die 
Formel  (7)  des  vorigen  Paragraphen  giebt  durch  cyklische  Ver- 
tauschung der  Stücke  des  Dreiecks 

cos  a  «=»  cos  /J  cos  y  +  sin  /J  sin  y  cos  A. 

Eliminiert  man  hieraus  cos  ß  mittelst  der  ebengenannten  Formel 
(7),  sowie  sin /J*mittelst  der  aus  (5)  S.  73  durch  Vertauschung  der 
Stücke  herzuleitenden  Relation  sin  /3  ==:  sin  £  sin  a  :  sin  ^,  so  ergiebt 
sich  die  Cotangentenformd  für  vier  auf  einander  folgende  Stücke: 

cot  a  sin  y  —  cot  -4.  sin  ^  =  cos  5  cos  y.  (1) 

Die  bisher  entwickelten  Formeln  beziehen  sich  immer  auf  4  Stücke. 
Andere  Formeln  mit  4  Stücken,  die  nicht  aus  jenen  durch  cyklische 
Vertauschung  der  Stücke  hervorgehen,  giebt  es  nicht,  da  1  Seite 
und  3  Winkel,  3  Seiten  und  1  Winkel,  2  Seiten  und  2  Gegenwinkel, 
2  Seiten  und  1  Gegenwinkel  und  der  Zwischenwinkel  die  einzig  mög- 
lichen Fälle  der  Kombination  der  6  Stücke  des  Dreiecks  zu  je  4  sind 
und  nur  je  eine  Formel  geben.  Dagegen  giebt  es  noch  Formeln  mit 
5  und  6  Stücken  von  Wert 
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Setzt  manin(l)  f&rsin  Bden  gleichwertigen  Ausdruck  sin /3 sin  il:  sin a, 
so  folgt  für  5  Stücke 

sin  ß  cos  Ä  =  cos  a  sin  y  —  sin  a  cos  y  cos  B.  (2) 

Setzt   man   dagegen  f&r  sin  y  den  Ausdruck  sin  asinC:  sin  Ay 

so  folgt 

sin  (7  cos  a  =  cos  Äsin  B  -{-  sin  Ä  cos  B  cos  y,  (3) 

Bei  der  Anwendung  der  Formeln  (5),  (7)  und  (11)  des  vorigen 
Paragraphen  und  (1),  (2),  (3)  dieses  Paragraphen  ist  man  an  cyklische 
Vertauschungen  nicht  gebunden.  Man  darf  auch  beliebige  2  Seiten 
vertauschen,  wenn  zugleich  die  Gegenwinkel  vertauscht  werden.  Für 
die  erstgenannten  4  Formeln  zeigt  dies  leicht  eine  Yergleichung  mit 
den  Ergebnissen  cyklischer  Vertauschung  und  da  die  letzten  beiden 
Formeln  einfach  aus  den  ersten  vier  folgen,  so  gilt  der  Satz  also 
auch  für  diese. 

§  6.  Gegeben  3  auf  einander  folgende  Stücke.  Sind  3  auf 
einander  folgende  Stücke  eines  Dreiecks  gegeben,  so  erhält  man  eine 
vollständige  Auflösung  mittelst  einer  von  beiden  nachstehenden  Formel- 
systemeu,  die  aus  dem  in  §  4  und  §  5  Gefundenen  leicht  durch  passende 
Vertauschungen  abzuleiten  sind: 

cos  «  =  cos  ß  cos  y  -^^  sin  ß  siny  cos  Ä 
sin  a  cos  -B  *=  cos  /J  sin  y  —  sin  /J  cos  y  cos  A 
sin  aaia  B  =  sin  ß  sin  A  }  (1) 

sin  a  cos  C  «=  cos  y  sin  /3  —  sin  y  cos  ß  cos  A 
sin  a  sin  C  =  sin  y  sin  A. 


cos  J.  «=  —  cos^cosC+sinJBsinCcosa 
sin  A  cos  ß  =      cosBsinC'{'SmBcosCco8a 
sin  J.  sin  /3  »=:      sin  JB  sin  a 
sin  J.  cos  y  ==      cosCsin J5  +  sinCcosJB cos« 
sin  J.  sin  y  a»      sin  C  sin  a. 


(2) 


Die  Auflosung  des  1.  Systems  giebt  a,  B  und  C,  die  des  2.  Systems 
A,  ß  und  y  insoweit  völlig  bestimmt,  als  man  sich  nur  entscheiden 
mufs,  ob  a  ^  Ä  bezw.  A  ^  180®  genommen  werden  soll.  Diese  Ent-  - 
Scheidung  ist  notwendig,  weil  das  1.  System  das  Vorzeichen  von 
sin  a  und  das  2.  System  dasjenige  von  sin  A  unbestimmt  läfst. .  Andern- 
falls hat  man  2  Auflösungen,  die  indessen  zu  derselben  Lage  der 
3  gröfsten  Kreise  führen;  es  entsprechen  nämlich  den  Werten 

tt  B  C         der  einen  Auflösung,  die  Werte 

2^  —  cc     180«  +  B    180«  +  C  der  andern  Auflösung 
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för  System  (1);  und  bei  System  (2)  den  Werten- 

A  ß  y        der  einen  Auflösung,  die  Werte 

360®  —  Ä    ^  +  ß    Ä  +  y    d^r  andern  Auflösung. 

Die  numerische  Genauigkeit  der  Formeln  läfst  nichts  zu  wünschen 
übrig,  da  jedes  Stück  aus  der  Tangente  oder  Cotangente  hergeleitet 
werden  kann;  so  giebt  die  Division  der  2.  und  3.  Gleichung  des 
1.  Systems  zunächst  cot  JB  —  es  entspricht  diese  Bestimmung  der 
Cotangentenformel  —  beide  Formeln  geben  dann  sin  a  u.  s.  f.  Die 
Bequemlichkeit  der  Formeln  für  logarithmische  Rechnung  ist  aber 
nicht  so  grofs,  dafs  nicht  ffir  manche  Fälle  geeignetere  Formeln  er- 
wünscht wären. 

§  7.   Die  Formeln  TOn  Neper  und  Gaufs.    Aus  den  Formeln 

sin  a  sin  JB  =s  sin  /3  sin  J. 

sin  a  sin  C  =  sin  y  sin  A 
folgt  durch  Addition  resp.  Subtraktion  und  einfache  Reduktion 


(1) 


.      B+C  B -C 

sin  a  sm  — ^ —  cos     -z — '■ 


B+  C    .     B 
sm  tt  cos  — i —  sm 


sm  A  sm  ^  '  '   cos  '^  ^  ' 
sm  A  cos  -'  ---'-  sm  ^  ^  ' 


2  2 

Ebenso  behandelt  ergeben  die  Formeln 

sin  a  cos  B  =»  cos  /)  sin  y  —  sin  /)  cos  y  cos  A 
sin  a  cos  C  =^  cos  y  wiß  —  sin  y  cos  ß  cos  A 
leicht  das  System 


sm  a  cos 


B  +  C 


cos 


.      B+  C    . 
sm  a  sm  — i —  sm 

2 


2 
B-  C 


-  =  sin  (/J  +  y)  sin*  — 
=  sin  (ß  —  y)  cos*  -^ 


(2) 


(3) 


(4) 


Die  Division  der  1.  Gleichung  (2)  durch  die  1.  Gleichung  (4) 
und  der  2.  Gleichung  (2)  durch  die  1.  Gleichung  (4)  ergiebt  nach- 
stehende Nqpersche  Anälogieen  f&r  2  Seiten  und  einen  Zwischenwinkel 
als  den  gegebenen  Stücken: 


tan 


tan 


B  +  C  ^ 
2         "" 


B--C 


cos 


C08-^ 


P-y 

2  ,    A 

2 
2 


Bin 


P  +  y 


cot 


-(5) 
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Vertauscht  man  femer  in  den  Formeln  (1)  und  (3)  a  mit  180**  —  Ä, 
ß  mit  B  und  y  mit  C  und  umgekehrt;  so  ei^eben  sich  wieder  richtige 
Formeln.  Die  gleiche  Yertauschung  in  (5)  führt  zu  den  Neperschen 
Antüogieen  für  2  Winkel  und  1  Zwischenseite  als  gegebenen  Stücken: 


B^G 


tan 


P  +  y 


1.nl^- 


008 

2 

008 

B+G 

2 
B-G 

Bin 

2 

sin 

B+G 

tan  — 


tan-|-. 


(6) 


Bedient  man  sich  dieser  Formeln  zur  Auflosung  der  Aufgabe 
des  §  6,  so  bleibt  wie  dort  eine  Unbestimmtheit,  und. man  erhält 
zwei  Auflösungen,  die  jedoch  zu  derselben  gegenseitigen  Lage  der  3 
grofsten  Kreise  führen. 

Setzen  wir  nun  weiter  für  den  Augenblick  zur  Abkürzung 


sm 


ß 


cos 


~y  A 

-^-cos-^- 

—  y  A 

-——  COS  -r- 


.      p+y      .      A 
|3  +  y      .      A 


7  ,      B  —  G     »      cc  ,, 

^  l,        sm  — 2 —  sm  —  =  i 

B  —  G     .      a 

m,       cos  — 2 —  sm  —  =  m 

.     B  +  G         a 
''  n,        sm  — ^ —  cos  —  =  n 

B  +  G  a 

r,        cos-^— cos— =  r  , 


(7) 


so  geben  die  (2)  und  (4)  die  Relationen: 


mn  =  mn. 


tr  =  Ir, 


Xii 


nr 

•'  Im. 


(8) 


Obgleich  dies  4  Gleichungen  sind,  kann  man  mittelst  derselben  doch 
nur  3  Gröfsen  aus  den  5  andern  bestimmen,  da  sich  jede  der  Gleichungen 
aus  den  3  andern  ableiten  läfst.  Eine  neue  Relation  giebt  aber  die 
oben  für  Ableitung  von  (6)  aus  (5)  benutzte  Vertauschung.  Sie  führt 
über:    l  in  t,  m  in  w',  n  in  n',  r  in  r   und  umgekehrt. 

Zu    den  vorigen  Relationen  gesellen  sich  damit  2  neue,   deren 
eine  in  denselben  noch  nicht  enthalten  ist: 


mr  •■ 


In  =  tm. 


(9) 


Aus  (8)  und  (9)  folgt  mn  *  nr  =  mn  •  mr  und  da  m'r  =  nr 
ist,  wird 


n' 


m«; 


+  m. 
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Hieraus  folgt  mittelst  der  Belationen  (8)  und  (9)  weiter: 
fBr  n  =  +  m    ist    w'  =»  n,         r  =  r,         T  =  l, 

^  n  '^^  -—  m     „    m'  =  —  w,    /  =  —  r,    T  =  —  ?. 

Sabstituiert  man  endlich  rückwärts  die  Werte  der  Symbole  Imnr  u.  s.  f, 
nach  (7),  so  eigeben  sich  die  Gaufsischen  Gleichungen: 


sm  — 2 —  sin  —  —  +  sm  *^  ^      cos   ^ 
cos — - —  sm  —  s=  4-  sm  ^  -  sm  — 

sm  — ^—  cos  —  —  +  cos  -^^-g---  cos  — 

B+C  a  ,  ß+y      .      A 

COS — ^ —  cos  —  ««  +  cos  ^^      sm  — , 


(10) 


worin  die  oberen  und  unteren  Zeichen  zusammengehören.  Die  doppelten 
Zeichen  entsprechen  dem  Umstand,  dafs  in  den  bisherigen  Formeln 
(vergl.  §  6  S.  76)  einerseits  gewisse  Yertauschungen  zulässig  waren, 
von  denen  die  eine,  nämlich  die  von  ^,  /J,  y  mit  bezw.  360^  —  A, 
«  +  j3,  Ä  +  y  in  (10)  zu  einem  Zeichen  Wechsel  führt;  dafs  anderer- 
seits aber  auch  jede  einzelne  Seite  um  Vielfache  von  +  2ä  und  jeder 
einzelne  Winkel  um  Vielfache  von  +  360^  verändert  werden,  also 
namentlich  die  Witikd  negativ  gezählt  werden  durften,  wodurch  eben- 
falls in  den  (10)  eine  Unbestimmtheit  der  Zeichen  entstehen  mufs. 
Trotz  der  Unbestimmtheit  der  Zeichen  erhält  man  doch  durch  die 
Auflösung  der  (10)  bei  gegebenen  3  Stücken  nur  2  Losungen,  die 
derselben  Lage  der  3  gröfsten  Ejreise  angehören. 

Beschränkt  man  sich  aber  auf  Dreiecke,  in  denen  alle  Seiten 
imd  Winkel  positiv  genommen  und  wenigstens  2  Seiten  <»  sind, 
wahrend  die  3.  Seite  bis  27r  gehen  kann,  so  gelten  nur  die  oberen 
Zeichen: 

Denn  zunächst  für  3  positive  Seiten  <  n  und  3  positive  Winkel 
<  180^  zeigt  die  2.  der  (10)  unmittelbar  die  Unzulässigkeit  des  unteren 
Zeichens.  Ist  femer  jeder  der  drei  Winkel  >  180^  und  <360^,  so 
ändert  sich  nichts,  da  es  zulässig  ist,  in  den  mit  positiven  Zeichen  an- 
gesetzten (10)  die  Winkel  mit  ihren  Supplementen  zu  360®  zu  ver- 
tauschen. Vertauschen  wir  endlich  auch  a  mit  2n  -—  a  und  gleich- 
zeitig B  und  C  mit  bezw.  180®  +  ^  ^^^  180^  +  C';  oder  vertauschen 
wir  ß  mit  2«  —  j3  und  gleichzeitig  Ä  und  C  mit  bezw.  180®  +  A 
und  180® -f-  (7,  so  bleiben  die  mit  positiven  Zeichen  angesetzten  (10)  auch 
bestehen.  Diese  letztem  Vertauschungen  entsprechen  aber  nach  leicht 
anzustellender  geometrischer  Betrachtung  dem  Übergang  von  einem 
Dreieck  mit  3  Seiten  < »  zu  einem  solchen  mit  nur  2  Seiten  <  n. 
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§  8.  Gegeben  2  Seiten  und  1  Gegenwinkel  oder  2  Winkel 
nnd  1  Gegenseite.  Hier  fahrt  der  Sinussatz  entweder  zu  gar  keinem 
oder  zu  2  Werten  des  andern  Gegenstückes,  welche  sich  zu  180^ 
bezw.  n  ergänzen  und  die  ^<^perschen  Analogieen  geben  zu  jedem 
dieser  Werte  einen  Wert  des  5.  und  6.  Stückes.  Man  erhält  alsO; 
falls  die  Stücke  ein  Dreieck  bestimmen  (wofür  die  Bedingungen  auf- 
zustellen für  uns  kein  Interesse  hat)  im  allgemeinen  2  Auflösungen^ 
welche  aber  nicht  wie  bisher  zu  derselben  gegenseitigen  Lage  der 
drei  grofsten  Kreise,  sondern  zu  2  verschiedenen  Stellungen  derselben 
gehören.  Dies  zeigt  am  klarsten  die  Konstruktion  der  Dreiecke 
mittelst  geometrischer  Orte,  welche  wir  indessen  ebenso  übergehen 
dürfen  als  den  Nachweis  der  Bemerkung,  dafs  für  Dreiecke  mit 
Stücken  <  18<P  bezw.  n  nur  eine  Lösung  zur  in  Rede  stehenden  Auf- 
gabe gehört,  falls  das  gegebene  Gegenstück  dem  gröfsem  der  beiden 
andern  gegebenen  Stücke  gegenüberliegt. 

§  9.. Gegeben  3  Seiten  oder  3  Winkel.  Sind  a,  ß  und  y  be- 
kannt, so   giebt  der  auf  a  angewandte  Cosinussatz,  wenn  man  auf 

coa^  reduziert: 

j,  cos  a  —  C08  ^  008  y 

COS  J.  =    -. x^-r-^ • 

sm  ß  Bin  y 


(1) 


Diese  Formel  ist  weder  logarithmisch  bequem,  noch  in  allen 
Fällen  zur  scharfen  numerischen  Auswertung  geeignet  Man  bildet 
daher 

I  2  sm  ß  Bin  y  ' 


COS  -4  «=  2  sin*  -^ 


•  coB  tf  +  <^og  tf  —  y) 

sin  ß  sin  y 


Vereinigt  man  die  Cosinus  in  den  Zählern  rechter  Hand  zu  Produkten, 
so  folgt: 

BUi —^-^  —  sm '     ■  ... 

^  Ä  2 2 8m«8m(8  — a) 

2    **"  sinjJsiiiy  sin  ^  sin  y 


sm-  -g-  = 


Bin ~ sm - 


sin  ß  Bin  y 


«  — jj  +  y  «  +  jJ  —  y 

**°    2   -     .      a+ß  +  v    ^^-«  +  ß  +  V 


Sin 


Bin 


sin  (g  —  ß)  Bin  (s  ~  y) 
sin  |3  sin  y 

Bin  (8  —  ß)  Bin  (s  —  y) 
sin  6  sin  (8  —  a) 


2 


(2) 


wobei  s  =  "     o  ^^^  Abkürzung  gesetzt  ist    Die  Multiplikation 

Ä  Ä 

von  cos*  —  und  sin*  -r-  giebt  aufserdem 
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.„2    Ä  _   4  Bin  s  Bin  (g  —  «)  ein  (g  —  jJ)  sin  («  —  y)  .qn 

Sin  ^ ^lin»7BS^)r  ^^ 

In  ganz  gleicher  Weise  ergeben  sich  die  Formeln  bei  3  bekannten 
Winkeln  A^  B  und  C.     Man  hat 


cos 


COS*  —  = 


sin*  -zr 


tan«|  = 


COS  A  +  cos  B  cos  C 

CC  SS» 

sin  B  sin  C  ' 


(4) 


Sin  ~  sin 


sin  J?  sin  C 


sin  J9  sin  C 


sin  —  sin 


(--i) 


(5) 


4  sin  -i-  8iD  (^  -  J^)  sin  (b  -  |)  sin  (c  -  -|-) 


sin*  B  sin"  C 


(6) 


wobei  £  =  -4  +  B  +  (7  —  180®   den  sphärischen  Excefs  des  Dreiecks 
bedeutet 

Vorstehende  Formeln  hat  man  sich  aufser  auf  A  bezw.  a  auch 
auf  B  und  (7^  bezw.  ß  und  t'  '  angewandt  zu  denken.  Für  jedes  un- 
bekannte Stück  ergeben  sich  nun,  falls  überhaupt  die  3  Stücke  einem 
Dreieck  angehören;  (wofür  wir  indes  die  Bedingungen  nicht  aufstellen 
werden)  zwei  sich  zu  360®  bezw.  2n  ergänzende  Werte,  welche  nach 
Mafsgabe  des  Sinussatzes 

^  sin  J. :  sin  JB  :  sin  C  =  sin  a  :  sin  j3  :  sin  y 

sich  zu  2  Auflösungen  der  ganzen  Aufgabe  gruppieren,  wie  §  6. 

Führt  man  in  vorstehende  Proportion  für  die  Verhältnisse 
sin  ^ :  sin  a,  u.  s.  f.  die  Werte 

A 


sm  A   2       2  sin  («  —  a)  sin  («  —  ß)  sin  (s  —  y) 

tan  -^  sin  «  tan  —  sin  («  —  «).  sin  «  sin  ß  sin  y 


Bin  a 


2 


2 


U.    S.   f. 


ein,  welche  mit  Benutzung  der  zweiten  Gleichung  (2)  erhalten  werden, 
80  resultiert  der  Satzf 

ABC 

tan  Y  :  tan  y  :  tan  y  =  esc  (s  —  a)  :  esc  (s  —  ß)  :  esc  («  —  y) ,    (7) 

Helmert,  mathem.  u.  pbyBikaL  Theorieen  der  höh.  Geodiliie.  C 
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welcher  (nach  Puissant)  von  MoUtoeide  angegeben  worden  ist.    Die 
Benutzung  der  zweiten  Gleichung  (5)  f&hrt  zn  dem  analogen  Satze: 

tan-J:tan|:tan|  =  8in(^-|):8in(B--^):sin(C-|).(8) 

§  10.  Inhalt  und  sphärischer  Excefs.  Von  einem  Dreiecks- 
inhalt kann  man  im  gewohnlichen  Sinne  der  Inhaltsbestimmung 
nur  sprechen^  wenn  yon  den  Dreiecksseiten  höchstens  eine  Seite 
>  Ä  ist  (S.  71).  Auf  diesen  für  die  Geodäsie  allein  wichtigen  Fall 
beschränken  wir  uns  und  zwar  bezeichnen  wir  als  Inhalt  denjenigen 
der  beiden  Teile  der  Kugeloberflache,  welcher  von  den  Seiten  bei 
Beschreibung  der  Dreieckswinkel  überstrichen  wird. 

Zur  bildlichen  Darstellung  kann  nunmehr  Fig.  5  dienen^  nicht 
nur  fßUs  alle  3  Seiten  <  x  und  alle  3  Winkel 
<  180®,  sondern  auch  falls  nur  2  Seiten  <  ar 
sind  nnd  für  beliebige  Winkel. 

Dreht  sich'  nun  Seite  a  um  die  Ecke  C 
um  dC,  so  wächst  die  Dreiecksfläche  um  dF 
d.  i.  in  Fig.  5  Dreieck  CBB\  welches  von 
CBB",  wobei  CB  =  CB"  genommen  ist, 
nur  unendlich  wenig  abweicht.  Betrachtet 
man  auf  CB  einen  Bogen  CD  =?  a^  kleiner 
als  a  und  dreht  ihn  ebenfalls  um  dC,  so  ist, 
wenn  der  Eugelradius  als  Einheit  der  Längen  dient,  der  von  D  be- 
schriebene unendlich  kleine  Weg  DD'  gleich  sin  a^dC.  Zwei  be- 
nachbarte Punkte  D  und  E  für  a^  und  a^  -f~  ^^i  schliefsen  mit  ihren 
Wegen  ein  kleines  Viereck  DD'EE'  ein,  dessen  Inhalt  gleich 
%ma^dC.doc^  nach  Gröfse  und  Vorzeichen  gesetzt  werden  kann; 
also  ist 

dF  =  dCf  sin  a^da^  =  dC(l  —  cos  a) .  (1) 

0 

Denselben  Ausdruck  erhält  man  für  die  Zunahme  des  Excesses.    Es 
ist  nämlich  zunächst 

ds^dC+dB.  (2) 

Nun  hat  man  im  Dreieck  BBC 

sin  (a  -|-  da)  sin  {B  +  dB)  =  sin  a  sin  B, 

da  Winkel  B^  mit  (B  +  dB)  zu  bezeichnen  ist    Hieraus  folgt  aber 
mittelst  der  Entwicklungen 

sin  (a  +  rf«)  =  sin  a  +  cos  ada 
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und 

sin  {B'+  dB)  —  sin  B  +  cos  BdB 

und  unter  Vernachlässigung  des  mit  dadB  multiplizierten  Gliedes: 

dB  =  —  cot  «  tan  B  da. 

Nach  Fig.  5  ist  da^  d.  h.  f  f  «s  sin  a  dC  cot  J3;  daher  hat  man 

dB  =  —  cos  a  dCy 

und  es  wird  schlief slich,  wie  oben  behauptet  worden  ist,  durch  Sub- 
stitution dieses  Wertes  in  die  Formel  (2)  und  mit  Beachtung  von  (1): 

dB  =  dC{\  —  cos  a)  —  dF.  (3) 

Die  Integration  giebt  «  =  JP  +  Konst.  Die  Konstante  ist  aber  null, 
da  B  und  F  gleichzeitig  verschwinden.  Berücksichtigt  man  dies  und 
setzt  endlich  den  Eugelradius  anstatt  gleich  1  gleich  (^,  so  ergiebt  sich: 


oder 

B  «= 


«<►* 


(4) 


Hierbei  ist  b  als  Arcus  zu  verstehen.  Die  häufigere  Anwendung  hat 
die  Formel  in  der  zweiten  Gestalt,  welche  gestattet  den  Excefs  aus 
dem  Inhalt  zu  finden. 

Die  direkte  Entnahme  des  Excesses  aus  der  Winkelsumme  ist 
dagegen  in  der  Geodäsie  vielfach  nicht  möglich,  auch  wenn  diese 
Summe  bekannt  ist.  Hat  man  es  nämlich  mit  beobachteten  Winkeln 
zu  thun,  so  haften  an  diesen  Beobachtungsfehler;  um  deren  Einflufs 
auf  j1  -f-  -B  -|*  C  zu  erkennen,  mufs  man  den  Excefs  mindestens  bis 
auf  Grofsen  von  der  Ordnung  des  Quadrats  der  Beobachtungsfehler 
genau  ermitteln.  Hierzu  gelangt  man  durch  Berechnungen  mit  Be- 
nutzung wenigstens  einer  Seite  des  Dreiecks. 

Wir  geben  dem  entsprechend  zunächst  im  Folgenden  einige  be- 
merkenswerte strenge  Formeln  fOr  €,  wobei  wenigstens  1  Seite  als 
bekannt  vorausgesetzt  wird. 

§  11.  Strenge  Formeln  für  den  sphärischen  Excefs.  Sind 
a,  B  und  (7,  d.  h.  eine  Seite  und  die  anliegenden  Winkel,  bekannt, 
80  erhält  man  eine  bequeme  Formel  zur  Berechnung  von  b  für  kleine 
Dreiecke  aus  der  2.  Formel  (5)  S.  81.     Setzt  man  darin 

A  =  1800  +  £  -  B  _  C, 

««  f-.i-j.                      •      «           •   9  a           sin  5  sin  C  ,^v 

80  folgt:  sin  y  =  sm* ^  .  (1) 
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Im  allgemeinen  hat  diese  Gleichung  2  Wurzeln 

£i  und  fg  =  2{B  +  C)  —  «i 

entsprechend  der  Unbestimmtheit  der  Aufgabe  ^  ein  Dreieck  aus  a, 
B  und  C  zu  ermitteln.  Sind  aber  alle  3  Seiten  klein,  so  gilt  nur 
die  Lösung,  welche  s  nahezu  null  oder  (bei  Winkeln  >  180^)  nahezu 
720^  giebt. 

Für  letztem  Fall  ist  es  bequemer,  insofern  £  etwas  kleiner  als 
720^  ist,  die  720^  abzuziehen  und  es  negativ  zu  nehmen.  Unter  dieser 
Voraussetzung  hat  nun  jedenfalls  s  einen  kleineu  positiven  oder 
negativen  Wert,  der  aus  (1)  durch  successive  Annäherung  erhalten 
werden  kann,  wobei  rechter  Hand  zuerst  £  =>  null  zu  setzen  ist. 

Sind  2  Winkel  Ä  und  B  und  1  Gegenseite  a  gegeben,  so 
entsteht  im  allgemeinen  die  schon  §  8  angegebene  Zweideutigkeit, 
welche  aber  immer  dann  ohne  Bedeutung  bleibt,  wenn  das  Dreieck  als 
ein  kleines  bekannt  ist,  weil  fiir  diesen  Fall  die  2.  Lösung  einem 
Dreieck  mit  einer  nahezu  tc  betragenden  Seite  und  mit  grofsem 
Excefs  angehört,  auf  welchen  die  wie  oben  einzuleitende  Näherungs- 
rechnung nicht  hinführt.     Die  Formel  ist: 

.      s  .  2  a    Bin  ^  sin  (A  4-  £  —  e)  ,^v 

Um  für  2  Seiten  a  und  ß  und  den  Zwischenwinkel  C  eine  direkte 
Formel  zur  Berechnung  des  Excesses  zu  haben,  verbinden  wir  die 
3.  Formel  (5)  S.  81; 

sin  —   sin  [Ä — ) 

■      Ott                        2          \            2/ 
tan*-    = . r- . r- 

-(^-y)-(c-I) 

mit  der  folgenden  Formel  (8)  von  S.  82: 

tan|-  8in(A-A)- 

durch  Multiplikation  über  einander  stehender  Seiten.    Es  wird  hiermit 
sin  Y  =  tan  y  tan  -|-  sin  (c  -  -f) , 


tan  —  == 


tan  — -  tan  -^  sin  C7  j.   >^ 

2     2  tan  (7 


1  +  tau  -  tan  -£-  cos  <7     1  +  cot  „  cot  ~  sec  C 
'22  ^22 


,  (3) 
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Die  zweite  dieser  Formeln  folgt  aus  der  ersten  durch  Auflösung 
des  Sinus  rechter  Hand,  Division  mit  cos  -^  und  Reduktion  auf 
tany    Man  erhält  durch  die  Auf  losung  2  Werte  von  €,  die  sich 

um  360^  unterscheiden  und  die  den  beiden  zu  a,  ß  und  C  gehörigen 
Dreiecken  entsprechen.  Für  kleine  Dreiecke  ist  eine  auf  die  1.  Formel 
(3)  gestützte  Annäherungsrechnung  am  bequemsten. 

Handelt  es  sich  darum^  aus  2  gegebenen  Seiten  und  einem 
Gegenwinkel  s  zu  ermitteln^  so  dürfte  die  Berechnung  des  andern 
Gegenwinkels  nach  dem  Sinussatz  mit  nachfolgender  Anwendung  yon 
Formel  (2)  bei  kleinen  Dreiecken  der  passendste  Vorgang  sein. 

§  12.  Fortsetzung:  Gegeben  3  Seiten.  Bildet  man  nach  S.  81 
(5)  die  Formeln 


9    ^ 

cos^Y  = 

■»  (« -  \) ""  {<^  -  -i) 

sin  B  sin  C 

2  ^ 
cos*-|-  = 

Bin  {a  -  1)  sin  (C  -  1) 
Bin  A  Bin  G 

cos^l  = 

ein  {a  -  {)  Bin  {b  -  \) 

sin  A  sin  B 

und  hieraus 

a 

C08  —  008 

1            .i.(a-,'.) 

■~  ±          Bin  C 

(1) 


und  benutzt  nun  diese  Formel  (1),  um  aus   der   1.  Formel  (3)  des 
vorigen  Paragraphen  sin  (C  —  y]   zu  eliminieren,  so  folgt: 

Bin  —  Bin  -~- 
sin  4-  =  H sin  (7.  (2) 

008  Y 

Substituiert  man  hierin  die  auf  C  angewandte  Formel  (3)  S.  81,  so 
folgt  weiter 


E  ,     V^Bin  8  Bin  Cs  —  a)  Bin  («  —  ß)  sin  («  —  y)  ^o\ 

sm  —  =  4- ^ -E — — ^^ —  •  {o) 

2  cos  — -  008  -^  cos  -^ 

Eliminiert  man  femer  aus  der  2.  Formel  (3)  des   vorigen  Para- 
graphen cos  C  mittelst  der  Rielation 
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^        C08  y  —  cos  a  GOB  fi 

COS  G  = — T—z — si 

sin  a  sm  p  ' 

SO  ergiebt  sich  unter  Einführung  der  Funktionen  halber  Winkel: 

.        €                             sin  a  sin  fi  sin  0  /  .x 

tan  Y  =  — ~. -^ -^ r-  •  (4) 

2  (co8»-|-  +  co8'-|^  -f  cob'-|-  —  1  j 

Dies  in  Verbindung  mit  obiger  Formel  (2)  führt  endlich  noch  zu 
der  Formel: 

g  cos«  Y  +  cos*  -|-  +  cos'  -|-  —  1 

cos  „=  H 5 •  (5) 

2—-  ««ßy  ^ 

2  cos  —  cos  -^  cos  -^ 

2  A  2 

Die  Unbestimmtheit  der  Vorzeichen  in  den  Ausdrücken  rechter 
Hand  in  den  Formeln  (1),  (2)  und  (5)  verschwindet,  wenn  man  voraus- 
setzt, dafs  wenigstens  2  Seiten  <  n  sind,  denn  dann  gilt  nur  das 
obere  Zeichen. 

Nehmen  wir  nämlich  zunächst  an,  dafs  alle  3  Seiten  <  %  sind 
und  bringen  die  Gleichung  (2)  in  die  Form 

€  ,    fx    .      a     .      fi     .      y    sin  (7 

sm  -«-  =  +  2  sm  —  sm  -^  sm  ~  — , 

2  -^  2  2  2     smy  ' 

WO  nun  rechter  Hand  sin  y  sin  --  sin  ^  jedenfalls  positiv  ist,  so  gilt 
sicher  nur  das  obere  Zeichen,  da  G  und  y  gleichzeitig  <  180^  sind. 

Vertauschen  wir  nun  y  mit  2ä  —  y,  so  wechselt  die  rechte  Seite 
das  Zeichen;  dies  geschieht  jedoch  auch  linker  Hand,  indem  jener 
Vertauschung  eine  Vertauschung  von  £  mit  360^+«  entspricht,  wie 
geometrisch  leicht  zu  ersehen  ist.  Mithin  gilt  in  der  That  in  (2) 
nur  das  obere  Zeichen. 

Die  Entwicklung  zeigt  nun,  dafs  die  obem  und  untern  Zeichen 
in  (1),  (2)  und  (5)  einander  entsprechen,  also  gilt  das  o&erc  Zeichen 
von  (1),  (2)  und  (5)  allein,  falls  wenigstens  2  Seiten  <  n  sind. 

Für  Formel  (3)  mufs  man  aber  heiide  Zeichen  konservieren. 

Formel  (5)  ergiebt  jetzt  weiter,  indem  wir  voraussetzen,  dafs 
wenigstens  2  Seiten  <3r  sind: 

2  sin  --  sm  — - —  sm  — —-^  sm  -       ' 


l-co8y  =  2sm«--  = ^ ,     (6) 

cos  — -  cos  -^  cos  -' 

A  tt  A 

wie  man  leicht  mit  Beachtung  der  nachfolgenden  beiden  Identitäten 
findet: 
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1    /         y  a  +  P\ 


.      8      .      8  —  y 

Sin  —  sin  — r-^ 


Bin  — - —  sin 


in  — ^  =  _  ^-  cos  ^  +  cos  -^^j 


87 


(7) 


Ans  (6)  und  (3)  erhält  man  nan  nachstehende  zur  Berechnung  yon 
B  sehr  geeignete  Formeln: 


sm 


i-  V- 


1,8.      8  —  a     ,      8—  6     . 
J  Bin  Y  sin  —  g—  wn  — ^ —  am 

»-y 

2 

«     ß     y 

cos  y  cos  ^   cos  ^ 

/  cos  —  cos  -^^ —  cos  — ^  cos 

«  — y 
2 

a     ß     y 

cos  ~  cos  -£-  cos  ~ 

2     2« 

cos- 


tan  -  -  =  +  V  tan  -^  tan  — ^~  tan  — ^  tan  — ;.  ^-  • 


2 


2 


2 


(8) 


Die  positiven  Wurzelzeichen  der  beiden  letzten  Formeln  gelten,  wenn 
alle  Winkel  <  180®  sind,  die  negativen,  wenn  sie  >  180°  sind;  u.  s.  w. 

Ist  der  Excels  bekannt,  so  kann  man  bei  3  gegebenen  Seiten  einen 
Winkel  bestimmen,  z.  B.  C  nach  einer  der  beiden  Formeln: 


Bin  ^  cot  -  cot  ^- 


.in(c-;-)-. 

tan  1 — 1  =»  cot  —  tan tan —  • 

Die  erste  derselben  ist  nichts  anderes  als  die  1.  Formel  (3)  des  vorigen 
Paragraphen;  sie  gilt  für  beliebige  Dreiecke.  Die  2.  Formel  gilt  nor  für 
Dreiecke  mit  wenigstens  2  Seiten  <  n. 

Die  Ableitong  dieser  letzteren  Formel  kann  wie  folgt  geschehen.     Man 

bestimmt  zunächst  cos  \C ^]  ,  am  bequemsten  mittelst  der  Identität 

cos(c~i-)«8in(4  +  AzL^), 

—  und  cos ^ unter 


2 


indem  man  diese  rechts  zerleg^  und  sin 

Benutzung  der  6rat«/a8chen  Gleichungen  eliminiert.    Es  wird,  wenn  man 
an  jener  Beschränkung  festhält: 


(«-!)- 


1  —  cos'  -^  —  cos'  -^  +  cos'  ~ 

2  2a 


2  sin  -  sin  -|-  cos  — 
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Man  bildet  weiter: 


^(o-i)-..,..(P.-;) 


8  8  —  y.«  —  «.«—  ß 

2  cos  -  -  C08      ^      Bin  — „  —  sin  — „— ^ 
2  2  2  2 


.     a     .      ß  y 

sin  -T-  sin   "^  cos  -i- 

2  2  2 


wobei  nächst  der  zweiten  der  Identitäten  (7)  die  Identität 
8  8  —  y         X   (        y,  «  +  P\ 

cos    ^    cos  -  2—  -    ^    (cos  y  +  cos  — g— j 

zu  beachten  ist.    Nun  ist  mithin  sin  (— )  bekannt;   dies  giebt  mit 

sin  ( C  —  — )  sofort  cos  f  — —  —  j  und  hieraus  folgt  endlich  leicht  die 
für  tan  (— -j-j  angegebene  Formel,   wobei  über  das  Vorzeichen  kein 

Zweifel  ist,  weil  sie  mit  der  darüberstehenden  für  sin  ic —j, sobald 

wenigstens  2  Dreiecksseiten  <[  n  angenommen  werden,  Glied  für  Glied 
gleiche  Vorzeichen  hat. 

Eine  sehr  elegante  Entwicklung  der  Formeln  mit  —  gab  Werner  in  dem 

Joum,  für  Mathem.  und  Phys.  YOn  SchlömiUh  1861,  S.  146.  Im  all- 
gemeinen yergl.  man  BaUeers  und  ScMömilchs  Lehrbücher,  das  des  erst- 
genannten namentlich  auch  für  historische  Angaben. 

§  13.  Theorem  von  Legendre.  Die  Anwendung  der  Formeln 
der  sphärischen  Trigonometrie  erfordert  die  Verwandlung  der  Seiten- 
längen in  Gradmafs  und  umgekehrt.  Liegt  hierin  schon  eine  Un- 
bequemlichkeit; weil  der  Geodät  meist  der  wirklichen  Längen  der 
Seiten  bedarf,  so  zeigt  sich  bei  der  Rechnung  die  weitere,  dafs  die 
Logarithmen  der  meisten  trigonometrischen  Funktionen  der  kleinen 
den  Seiten  entsprechenden  Winkelwerte  a,  ß  und  y  nicht  bequem  aus 
den  Tafeln  zu  entnehmen  sind.  Die  Anwendung  der  Hilfslogarithmen 
8  und  T  (S.  33)  beseitigt  diesen  Übelstand  nur  teilweise.  Das  Theorem 
von  Legendre  lehrt  nun: 

Ein  kleines  sphärisches  Dreieck  läfst  sich  berechnen  als  ein  ebenes 
mit  denselben  Seiten,  nachdem  die  Winkel  je  um  ein  Dritteä  des  Excesses 
vermindert  worden  sind. 

Die  Seiten  des  ebenen  Hilfsdreiecks  nennen  wir  a,  b  und  c]  die 
Winkel  sind  -4  —  y,!?  —  y,  (7— -r-,  und  es  ist  femer  zu  setzen 

für  s: 

F 


,.  F 

in  Sek.  V 


(1) 
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F  kann  hierbei  hinreichend   genau   nach   den   Formeln   der  ebenen 
Trigonometrie  berechnet  werden,    q  bezeichnet  den  Kugelradius. 
Behufs  Ableitung  des  Satzes  geht  man  von  der  Formel 

cos  «  ^  cos  /S  cos  y  +  sin  /?  sin  y  cos  -4 ,  (2) 

worin  a,  ß^y  die  Quotienten a:  q,  b:  q,  c:  q  bedeuten,  aus.  Da  diese 
klein  sind,  genügt  es  fUr  ihre  Cosinus  und  Sinus  die  ersten  Glieder 
der  Reihenentwicklungen  (1)  S.  28  zu  substituieren. 

Es  findet  sich  dann,  wenn  a,  ß,  y  als  Glieder  1.  Ordnung  be- 
zeichnet werden: 

•-^-  +  ^-('-|^  +  -£)('-i-  +  ^r) 

+  /ir(i--f)(i-4)«<»^  +  Gi,. 

Multipliziert  man  aus,  sodann  beiderseits  mit  (l  +  1^^  )  und  redu- 
ziert auf  cos  A^  dabei  immer  die  Glieder  der  6.  Ordnung  yernach- 
lässigend,  so  wird  nach  und  nach  erhalten: 

^y  (i  -  ^^)  -  ^  "  -''V'"-^'  +  ^^^^^',=^^-+ Gk, 

C08 ^  =  -«•  +  P'  +  r'  _  2«T  +  g«'r'  +  8p'y^-««-P*-y*   ■  qi 

Werden  nun  die  Winkel  des  ebenen  Hilfsdreiecks  mit  A*,  B* 
und  (7*,  der  Inhalt  mit  F*  bezeichnet,  so  ist  bekanntlich: 

und  zwar  für  jede  Zählungsweise  der  Winkel,  da  man  A*  mit  360  —  A* 
in  (3)  vertauschen  darf.    Ferner  ist 

F«=  -^ (a  +  6  +  c)  (a  +  6  -  c)  (a  -  6  +  c)  (-  a  +  6  +  c) 
oder 

F**  =  ~   p*  { 2a« j3«  +  2aV'  +  "^ßV  -  «*  -  /3*  -  yM  •  (4) 

Führt  man  cos  A*  und  JP*  im  oben  erhaltnen  Ausdrucke  für 
cos  A  ein  nnd  beachtet,  dafs  auch  F*  *=  y  Je  sin  A*  gesetzt  wer- 
den kann,  so  eigiebt  sich: 

cos  ^  =  cos  -4*  — r-  -T — ö-  +  GL 

0  OCQ  * 

oder 

1  w^ 

cos  J.  =  cos  J.*  --  Y  "~T-  siii  -^*  +  f^h '  (5) 
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Nach  S.  31  (5)  und  (6)  findet  sich  hieraus  und  mit  Beachtung 
Ton  (4)  S.  83: 

A-A*^(f"  {-l^  +  (?zj  =  i-a+....  (6) 

inSek.  \  ^      Q  }  i> 

Hierbei  ist  F  für  jP*  gesetzt;  was  mit  grofser  AniuLherung  richtig 
ist,  wenn  die  Dreieckswinkel  <  180*  sind. 

Im    allgemeinen    ist    F*    in    (6)    entsprechend    dem   Ausdruck 

—  6c  sin  A*,  d.  h.  für  Dreieckswinkel  >  180*^  negativ,  einzuf&hren. 

Demgemäfs  bedeutet  £  im  letztern  Fall  den  Excel>i  mit  Yemach- 
lässigung  yon  720*,  weil  alsdann  streng  genommen  F  nicht  gleich  F*^ 
sondern  gleich  Ang*  -|-  F*  zu  setzen  ist.     e  wird  damit  negativ. 

Zur  genauem  Ermittlung  des  Fehlers  von  (6)  entwickeln  wir  im 
Folgenden  die  hohem  Glieder  bis  zur  8.  Ordnung. 

§  14.  Höhere  Glieder  zu  Legendres  Theorem.  Zu  gröfserer 
Bequemlichkeit  der  Reihenentwicklung  bringen  wir  die  Gleichung  (2) 
des  vorigen  Paragraphen  in  die  Form: 

nr.e    A    —    ^  ^^^  ^  ^  COS  (|?  —  y)  ^  C08  (ß  +  y)  ... 

cos  ^  —  ^^^  ^-p  _  yy  _  ß^g  ^ß  ^  y)  W 

und  kombinieren  dies  mit  der  Formel  (3)  fttr  cos  A*  im  vorigen 
Paragraphen.    Es  findet  sich: 

onf^A       rnn.l*       (g'-c?')coBtt  +  (««-s»)  C08(P-y)-(tt«-cf»)co8(P+y) 
COS^-COS^  -  2py(c08(P-y)-C08(P+^))  '    V^^ 

(ß  +  yy  =  ^     und      {ß^yy  =  d^  (3) 

vorübergehend  zur  Abkürzung  gesetzt.  Den  Zähler  von  (2)  sclireibt 
man  besser 

(a*  —  s^)  (cos  (/J  —  y)  —  cos  a)  —  (a*  —  cP)  (cos  (ß  +  y)  —  cos  a) 

und  nun  giebt  die  bekannte  Reihenentwicklung  der  Cosinus  sofort  : 


cos  A  —  cos  A*  = 

''"       '  n      2  24       ^     720  40320  / 

-(«'-d')(-2 24      +  -720"  -  lÖ32öi  +  ^'" 


;2py 


{s*-  dl  _  8«  -  dM 
2  24 

«*  — d« 
+   -720-+«'- 


Hebt  man  im  Zahler  von  (4)  den  Faktor  (a*  —  ^)  (a*  —  cP)  aus  und 
beachtet,  dafs  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  (4)  für  jP*  im 
vorigen  Paragraphen 


(4) 
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16i^« (««  -  5*)  («*  —  c?)  p*  (5) 

ist,  so  läfst  eine  einfache  Reduktion  erkenueUi  dafs  der  Zähler  auch 
den  Faktor  (s*  —  d*)  hat;  durch  Division  mit  diesem  Faktor  im  Zahler 
and  Nenner  von  (4)  ergiebt  sich  dann 

cos  -4*  —  cos  -4  =«  (6) 

^^     V^  80  +  "~  1680—  -  ^W 

...,,(._ü±i+ii±^g±^-<^) 

Für  die  Parenthese  im  Nenner  (6)  setzen  wir  jetzt  im  Zähler  den 
Faktor  . 

und  erbalten  damit  endlich  nach  einiger  Reduktion: 


cos  Ä*  —  cos  Ä  • 


—  !i+ 


2      F«    L    ,     —  2«>  +  3«»  +  3d" 


»   ^*Py  1"^  60  (7) 

,     8«*  —  lltt»(s«  +  d«)  +  IQg*  +  8U«d«  +  lOd*  1 

"*"  5040  +  f^k]' 

Behufs  weiterer  Entwicklung  ist  wieder  S.  31  (5)  und  (6)  an- 
zuwenden. Darin  ist  Ä*  für  Ä'  und  die  negativ  angenommene  rechte 
Seite  von  (7)  für  h  zu  setzen. 

Man  hat  bei  der  Substitution  des  Wertes  von  h  femer  die 
Relationen 

iP«  =  1  Q^ßY  sin«  Ä*, 
4ßy  =  5*  —  (p, 

COS^*  =  j5 

ZU  beachten  und  erhält  dann  nach  und  nach  ohne  Schwierigkeit: 
h      /,    ,    2««  — ««  — d» 


(8) 


Ä  —  A*^ 


0+ 


ein^*  ^      '  48 

16«*  +  Sa^{8*  +  d^  —  8(»*  +  d*)  —  26««  d« 


+ 144ÖTT2 +  ^^«  j 

und 


^-^•»l:^(i+i^l±^+i!>  (9) 


16«*  +  128«»  (s*  +  d*)+  93(<«  +  d«)  +  810«'d* 
120960 
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Hierin  ist  das  Vorzeichen  von  F*  zu  nehmen^  wie  es  die  Berechnung 
aus  2  Seiten  und  dem  Zwischenwinkel  giebi 

In  Bezug  auf  die  Gültigkeit  vorstehender  Entwicklung  ist  Folgen- 
des zu  bemerkon.  Um  den  Ausdruck  (7)  für  cos  Ä*  —  cos  Ä  zu 
erhalten^  konnten  wir  auch  in  der  wie  folgt  modificierten  Form  von  (1) 

cos  J.  =  cos  a  CSC  j3  esc  y  —  cot  /3  cos  y 

die  Reihen  für  Cosinus ,  Cosecante  und  Cotangente  anwenden.  Die 
ersteren  gelten  aber  allgemein,  letztere  nur  für  Werte  <  x.  Die 
Entwicklung  (7)  gilt  daher,  so  lange  ß  und  y  K^  sind.  Die  ent- 
sprechenden Entwicklungen  für  B  und  C  fordern  auch  noch  a  <  ff. 

Selbstverständlich  genügen  die  in  (7)  angesetzten  Glieder  nur 
für  kleine  Werte  von  a,  ß,  y  zur  Erreichung  einer  Genauigkeit  auf 
Bruchteile  Sekunden.  Insbesondere  mufs  die  8.  Potenz  von  a,  ß^  y 
zu  vernachlässigen  sein  (vergl.  S.  28  Schlufs  von  §  6). 

Für  solche  Werte  gilt  dann  auch  sicher  die  Entwicklung  (9)  für 
A  —  A^  aus  (7),  für  welche  nach  S.  31  erforderlich  ist,  dafs 
(Ä:sin*^*)*,  d.  h.  näherungsweise  (^/Jy)*,  vernachlässigt  werden 
kann. 

§  15.  Fortsetzung:  Excefsanteile  aus  den  3  Seiten.  Setzt 
man  in  der  für  ( J.  —  -4*)  im  vorigen  Paragraphen  erhaltenen  Formel 


.^J^_0^+Cl  o2^_(^-^*> 


+  cP  =  2^^— ,  S*£?  = 


«N« 


,   ,  o     -1-  t*  ^  ,  ,  *,   «.  n*  > 


e*      '  9' 


ferner 


sowie 


a«  +  6^  +  o«  =  3mM  ^^^ 


4    ,    ^  _   —  12n*  +  lOo*  +  54m*  —  86m*a» 
5   +  a*  —  -4  , 

«^  — .   6n* --Sa*  —  9m*+6m«a« 
S  a ^4  , 

SO  gelangt  man  nach  einiger  Reduktion  zu  dem  Resultat: 

A        A*       F*   f-    ,    7w»— 2a*    ,    31n*  — 10a*  +  93w*  — 30m'a«    ,    ^,1 
^-^="3?  r  +  "^^«"  + 5Ö4Ö? +Gk\' 

Durch  cyklische  Vertauschung  von  AyB,G  und  a,  6,  c  folgt  hieraus 
weiter: 

^-^  =  3?-U  +  ^[ö?^  + 6-040-? +  ^^ß)' 

rf      n*       ^*   /i    I    7m*  — 2c»    ,    31n*— ioc*  +  93m*— 30m*c»        .,,  1 
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Die  Addition  dieser  3  Formeln'  giebt  linker  Hand  s  falls  die  Winkel 
<  180^  sind.  Sind  die  Winkel  >  180^  so  ist  Ä*  +  B*  +  C*=*  900<» 
nnd  daher 

{A  +  B  +  C)'-{Ä*  +  B*  +  C*)  =  Excefs  -  720^ 

welchen  negativen  Wert  wir  aber  wie  früher  mit  e  bezeichnen.  Man 
hat  somit: 


s 

in  Sek. 


(2) 


Nimmt  man  von  s  ein  Dritteil  und  subtrahiert  es  von  Ä  —  Ä*  u.  s.  f.^ 
so  ergiebt  sich  weiter: 


in  Sek. 

^1:.^'°^+^  vl^ö^+ — «ST? — +^v 

iiiS«k. 
/1         ^*_    *      ,       //  F*  /»••—  C»    ,      («♦-e.)+3m'(m'-<!')     ,    ru  \ 


(3) 


in  Sek. 


In  den  Formeln  (2)  und  (3)  ist  das  Vorzeichen  von  F*  der  Berech- 
nung aus  2  Seiten*  und  dem  Z wischen winkel  entsprechend  zu  nehmen. 
Benutzt  man  (2),  um  aus  (3)  überhaupt  F*  zu  eliminieren^  dann 
erhält  man: 


-^       -^  3  1*"      20^*       *  i(mO(j* 


GL 


20  e 


.--+ 


m'  — C 


20  (n*  —  b*)  —  8m'(re*  —  6^) 
10080^« 

20(»«  —  c«)  —  3m»(m»  —  c«] 


10080^« 


(4) 


Die  hierbei  notwendigen  Divisionen  der  1.  Parenthese  von  (2)  in  die 
Parenthesen  von  (3)  sind  jedenfalls  zulässig  wegen  der  zur  Brauch- 
barkeit der  vorstehenden  Entwicklungen  erforderlichen  Beschränkung 
auf  kleine  Seitenlängen. 

Legendre  gab  sein  Theorem  zuerst  in  den  Memoiren  der  französischen 
Akademie  fürs  Jahr  1787;  er  reproduzierte  es  12  Jahre  später  in  dem  Werk 
Dekmbres:  Mithodes  anoLytiques  .  .  .,  und  zwar  ging  er  vom  Sinussatz 
ans,  indem  er 

sin  a  :  sin  ß  BB  sin  il :  sin  :  J3 

durch 

a  :  j5  =»  ein  (-4  —  u)  :  sin  iß  —  w) 
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ersetzte  und  die  Unbekannte  u  danach  bestimmte.    Da  ti  «>  ~    wird ,    so 

3 

ergab  sich   die  Möglichkeit,   überhaupt  das   sphärische  Dreieck  auf  ein 

ebenes  zu  reduzieren.     Den  Cosinussatz  wandte  (nach  Puisscmtf  TrcUU  de 

Geodäsie)  Lagrange  an  in  dem  Memoire  swr  la  Trigonometrie  sphdrique 

{Jourwü  de  VEcoU  Tolytechnique,  Nr.  6). 

Wir  benutzten  zum  Teil  Grunerts  Abhandlung  im  Ar(^io  fikr  Math, 
und  Physik  Bd.  9,  S.  8  (1847),  die  es  sich  zur  Au%abe  stellt,  eine  beliebig 
weit  anwendbare  Entwicklung  zu  geben.  Grunert  erwähnt  auch  ältere 
Darstellungen.  Neuerdings  ging  Neil  von  der  3.  Formel  (2)  S.  80  aus  in 
der  ZeiUchr,  für  Math,  und  Phys.  von  SMömüch  Bd.  19,  1874,  S.  324 
bis  344. 

In  ganz  anderer  Weise  ging  Ändrae  vor  (1.  Bd.  der  Dänischen  Grad- 
messung,  1867,  S.  544),  indem  er  zwei  Ausdrucke  für  den  Cosinus  des  zum 
sphärischen  Winkel  A  gehörigen  Sehnenwinkels  3i  einander  gleich  setzt: 
einen  der  Ausdrücke  giebt  die  ebene  Trigonometrie  aus  dem  Sehnendreieck, 
den  andern  die  sphärische  Trigonometrie  aus  Ä  und  den  Neigungswinkeln 
der  Schenkel  von  7i  gegen  die  Tangentialebene  in  Ä,  Diese  Methode, 
welche  Zachariae  in  seinem  Werke  Die  geodäiischen  Hauptpunkte . . . 
(deutsch  von  Lamp,  1878,  S.  126—128)  reproduziert,  hat  den  Vorteil, 
unmittelbar  auch  bei  kleinen  Dreiecken  auf  dem  Ellipsoid  angewandt 
werden  zu  können. 

Auch  Hansen  entwickelt  das  Theorem  und  giebt  die  Glieder  6.  Ordnung 
in  «  und  -4.  —  -4*,  u.  s.  f.  S.  219—221  der  Geodäiischen  Untersuchimgen 
(1865)  an. 

Neuerdings  hat  Meissei  in  den  Astronom.  Nachr.  Bd.  95  (1879)  S.  70, 
Nr.  2261  mittelst  der  elliptischen  Funktionen  Formeln  abgeleitet,  die  die 
Auflösung  eines  beliebig  grofsen  sphärischen  Dreiecks  auf  die  eines  ebenen 
zurückführen.  Diese  Formeln  sind  aber  für  Dreiecke  mit  kurzen  Seiten, 
wie  man  leicht  findet,  viel  weniger  einfach  als  Legendres  Satz,  namentlich 
auch  im  Hinblick  auf  spitze  Dreiecke.  Meisseis  eigne  Formelangaben 
für  diesen  Fall  sind  zu  sehr  abgekürzt. 

§  16.  Nnmerischer  Betrag  der  höhern  Glieder.  Ein  gleich- 
seitiges Dreieck  mit  0,1  q  als  Wert  der  Seiten  a,  6,  c  giebt^  weil 
91}  =,  n  =  0,1^  wird: 

in  Sek.  *      \  / 

oder 

B  =  893,16"  +  1,12"  +  0,0015".  (1) 

Andere  Dreiecke  mit  demselben  Durchschnitt  m*  für  die  Quadrate 
der  Seitenlängen  haben  kleinere  Flächen  jF*;  führt  man  nämlich  im 
Ausdruck  (5)  S.  91  für  JP*  die  Gröfse  m  und  die  Hilfsgröfse 

ein  —  wobei  man  sich  immer  6  >  c  denken  kann  — ,  so  wird 

F*2  «  ^^^  (Ga^m*  -  3a^  -  ^^),  (2) 
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und  dies  zeigt^  dafs  '9'=  0  und  a^  m,  d.  h.  das  gleichseitige  Dreieck, 
die  Fläche  F*  zu  einem  Maximum  machen. 

Hiemach  nehmen  das  1.  und  2.  Glied  von  $  ab,  sobald  bei 
gleichem  Werte  von  m  das  Dreieck  sich  von  der  gleichseitigen  Form 
entfernt. 

Was  nun  das  3.  Glied  anbetri£ft,  so  ist  zunächst  mit  Rücksicht 
auf  die  Bedeutung  von  n  nach  Formel  (1)  S.  92 

»4  =  1  (9m*  -  6w«a«  +  3a*  +  ^*)'    d.  i.     |  (9w*  -  IGF*^).    (3) 

Dies  in  das  Produkt  F*{n*  +  3  w*),  von  welchem  das  3.  Glied  wesent- 
lich abhängt,  eingeführt,  findet  sich  leicht  für  dieses  der  Ausdruck 


J'*(27m*  —  16  F*«) 
1440^«  ^ 


(4) 


dessen  Differentialquotient  nach  jP*  stets  positiv  ist,  weil  für  das 
gleichseitige  Dreieck  (dessen  JF*  ein  Maximum  ist)  F*^  nur  3  m* :  16 
beträgt. 

Sonach  sind  alle  drei  Glieder  des  Excesses  für  das  gleichseitige 
Dreieck  ein  Maximum  mit  Bezug  auf  alle  Dreiecke  gleichen  Durch- 
sdmittswertes  der  Quadrate  der  3  Seiten.*) 

Man  hat  damit  unter  Zugrundelegung  der  Werte  (1)  folgendes 
Täfelchen  der 

Maximalwerte  der  Glieder  in  e: 


m  = 

m  = 

2.  QUed 

8.  GUed 

0,2p 

1274*« 

18" 

0,1" 

0,1 

637 

1,12" 

0,0015" 

0,05 

319 

0,070 

• 

0,02 

127 

0,0018 

• 

0,01 

64 

0,0001 

• 

0,001 

6,4 

«  = 

0,09" 

(5) 


um  nunmehr  den  Einflufs  derjenigen  Glieder,  um  welche   die 


*)  Für  die  Annahme  eines  konstanten  Dorchschnittswertes  «ler  1.  Potenzen 
der  Seiten  würde  nichts  wesentlich  anderes  resoltieren;  der  Kalkül  ist  aber  mit 
konartantem  m'  einlacher  und  aufserdem  ist  es  praktisch  ganz  gleichgültig,  was 
von  beiden  genommen  wird.  Dagegen  würde  ein  Resultat  in  Bezng  anf  ver- 
acliiedene  Dreiecke  konstanten  Inhalts  wenig  Wert  besitzen,  weil  die  Geodäsie 
die  Dreiecke  in  Ordnungen  nach  ihrer  Seitenlänge  und  nidit  nach  dem  Inhalt 
klawifiziert 
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Redaktionen  A  —  A*y  u.  s.  f.  von  —  abweichen,  zu  untersuclien,  be- 
trachten wir  zunächst  das  2.  Glied  in  \A  —  A*  —  --j  nach  Formel 
(3)  S.  93: 

60^*  '  ^^ 

Die  Einführung  von  (2)  zeigt  sofort,  dafs  zu  einem  Maximum  des 
Gliedes  jedenfalls  'd*  =  0  erforderlich  ist.  Weiter  giebt  die  Differen- 
tiation nach  a  als  Bedingung  a^  =  w?  (l  +1^0,5)  an,  mit 

als  Maximalwert  von  (6).     Derselbe  beträgt  sonach: 

für  m  gleich      0,2p  0,1 9  0,05p  0,02p    \ 

+  1,2"     +  0,074"     +  0,005"  =F0,0001"  J 
Er  ist  weit  geringer  als  der  Maximalwert  des  entsprechenden  Gliedes 
in  —•     Man  kann  daher  sagen: 

o 

Eine  gleichmäfsige  Verteilung  des  Excesses  auf  die  3  Winkel  reicht 
jedenfalls  aus,  sobald  s  nach  der  einfacJien  Formel  q"F*  :  p*  berechnet 
werden  darf. 

Hierbei  ist  als  selbstverständlich  vorausgesetzt,  dafs  das  3.  Glied 

in  den  Reduktionen  A  —  J.*  -—  y  u.  s.  f.  nach  den  Formeln  (3)  S.  93 

und  ebenso  in  denen  nach  den  Formeln  (4)  S.  93  gegen  das  2.  Glied 
zurücktritt,  weil  es  von  höherer  Ordnung  ist  Man  sieht  aber  auf  einen 
Blick,  dafs  dies  Glied  notwendig  kleiner  ist,  als  das  entsprechende  in 

y,  Formel  (2)  S.  93,  man  darf  es  also  mit  diesem  gleichzeitig  ver- 
nachlässigen. 

Anstatt  die  Glieder  4.  und  6.  Ordnung  zu  entwickeln,  kann  man  anch 
zur  Ermittlung  der  Genauigkeit  des  Ze^^ndr^schen  Theorems  einen  Grenz- 
wert fCir  die  Summe  aller  hohem  Glieder  aufsuchen,  welchen  sie  nicht 
überschreiten  können.  Vergl.  hierzu  Hertens,  Zeitschr,  für  M(Uh.  und 
Phys.  von  Schlömüch  1875,   S.  286. 

Ein  anderes  Verfahren  wandte  Gaufs  an,  indem  er  für  (a  sin  B* :  h  sin  -ä*) 
einen  strengen  Ausdruck  aufstellte,  der  für  sehr  kleine  Dreiecke  augen- 
scheinlich von  der  Einheit  nur  wenig  abweicht.  {Grelles  Jov/mal  1841, 
Bd.  22,  S.  96  u.  ff.  oder  Bauemfeinds  Vermessungskunde  Bd.  2,  6.  Aufl., 
S.  259). 

§  17.   Excefsanteile  aus  2  Seiten  nnd  dem  Zwischenwinkel. 

Der  Fall,   dafs   2  Seiten   und   der  eingeschlossene  Winkel  gegeben 
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sind,  ist  ohne  Zweifel  häufiger  als  derjenige,  dafs  die  3  Seiten 
bekannt  sind.  Wir  müssen  ihn  daher  besonders  betrachten,  wobei 
wir  zunächst  die  Formeln  des  §  15  zu  einer  indirekten  Rechnung  be- 
nutzen. 

Sind  gegeben  b,  c  und  A,  so  ist  bei  diesem  Verfahren 


F*  =  Y  &c  siii  -^* 
und 

a«  =  62  ^  c*  —  2bc  cos  A* 


(1) 


durch  successive  Annäherung  aufzusuchen.  In  1.  Annäherung  nimmt 
man  A*  =^  A,  berechnet  mittelst  Formel 

-^=^  +  0i,  (2) 

den  Excefs,   nimmt   sodann   in   2.    Annäherung  -4*  =  -4  —  -     und 

erhält  nun  aus  den  Formeln  (1)  die  Gröfsen  F*  und  d^  jedenfalls 
so  genau,  dafs  man  für  die  Formeln  (2),  (3)  und  (4)  S.  93  die 
2.  und  3.  Glieder  bereits  definitiv  berechnen  kann,  während  das 
Hauptglied  in  s  noch  einen  Fehler  6.  Ordnung  aufweist^  der  durch 
eine  folgende  Annäherung  beseitigt  wird. 

Diese  Annäherungsrechnung  ist  nicht  unbequem.  Will  man  aber 
direkte  Formeln,  so  mufs  man  diese  Rechnung  einmal  mit  deu  allge- 
meinen Ausdrücken  selbst  durchführen. 

Die  Formeln  (1)  geben,  darin  -4*  =  -4  —  (-4  —  A*)  gesetzt  und 
sin  {A  —  A*\  sowie  cos  (A  —  -4*)  in  Reihen  yerwandelt: 

F*  =  l  bc  jsin  A-{A-  ^♦)  cos  A  —  —~~-f-'  sin  A  +  Gll^  , 
a«  =  6«  +  c«  -  26c  cos  A  -  2fcc{sin  A(A^  A*)  +  Gl^}. 

Nach  S.  92  hat  man  aber  in  einer  für  den  Zweck  der  Substitution 
in  vorstehende  Formeln  passenden  Gestalt: 

und  diese  Formel  giebt  mit  jenen  bei  successiver  gegenseitiger  Sub- 
stitution: 

1  ,       .      j  /^         bc  C08  A 


F*  = 


bcsinA(l-^^+Gk), 


bc  cos  A  =      m^  —  a*  +  6c  GI2, 


2 

Helme rt,  mathem.  n.  physikal.  Tbeorieon  der  höh.  Geodäsie. 
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irt         1».     •     >«/i       3«J«  — 2a'       (Sm»-2a»)(14«»— 9m«)   ,    6«c»8inM    ,     ^,\ 
F*  =  -^hc^mA(\ j2? -      -U407' +      72,<-+  ^^«> 


,/  hcvinA  , 

in  Sek. 


Bei  diesen  Entwicklungen  ist  nur  das  Eine  fraglich,  ob  es  nämlich 
zulässig  ist,  in  F*  und  damit  in  €  sin  ^  als  Faktor  zu  ziehen.  Die 
Entscheidung  behalten  wir  uns  vor. 

Mit  Benutzung  der  bekannten  Reihe  log  ( 1  +  w)  ■=  Jtf  (w  —  ^  H — ) 

stellen  wir  nun  e  in  logarithmischer  Form  dar  und  erhalten  schliefs- 
lich  mit  Benutzung  der  (4)  S.  93  nachstehendes  Formelsystem: 

a"   6*    j_    ^'    2&cco8^ ^«in'^  MCI 

^a         ~^*    "T   ^8  ■    ^t  -  8^«        -r  "^'ü 

,  ^       ,         g'hCBmA     ,     ,,  (4a*  — 3m"    .    88a«  — 45m«+24n«   ,   ^*^*«<n*^  1       I     /^7 

j            j»  _    »     f  t      I      »»'  —  «i     I      20(n«---a«)-Sm'(m»-a')    J_  Tl  \  ' 
^  —  ^ 3    1  20^*"  "       "  *^^^'*  '     "1"  ^'tif 

ü  7?*  *     f  1      I       *^'  ~  ^'    _l_    20(n*-6«)-3m»(/ii»^/>^)      ,     ^|] 

B-B  =  3  [  1  +  —20^^  "I löwo^- r  ^^ß) 

^  ""  ^      ""    3    \  ^  +         2Ö7» ' ^ÖÖ80^"* T  ^^6|  • 

In  Bezug  auf  die  Gültigkeit  vorstehender  Entwicklung  bemerken 
wir,  dafs  man  (3)  auch  als  eine  Umformung  der  2.  Formel  (3)  S.  84, 
welche  in  Anwendung  auf  ß,  y  und  A 

ß  y 

tan  -^  tan  -^  ^^^  ^ 
£  =  2  arctan 


1  +  tan  ^  tan  '   cob  -/l 

ergiebt,  auffassen  darf.  Da  die  Reihe  für  arctan  u  für  val.  abs. 
u<'l  gilt,  so  mufs  man  sich  jedenfalls  auf  val.  abs.  s  <  90®  be- 
schränken. Die  Auflösung  des  Nenners  1  +  tan  -|-  tan  y  cos  A  in 
eine  Reihe  im  Zähler  und  die  weitere  Verwandlung  in  eine  Reihe 
nach  Potenzen   von   ß   und   y   fordern  sodann  noch  ß  und    y  <  0  > 


(4) 
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nod  man  bemerkt  nun  leicht  die  Zulässigkeit  der  Entwicklung  (3) 
für  kleine  Werte  von  ß  und  y]  aufserdem  sieht  man  sogleich,  dafs  s 
den  Faktor  sin  Ä  hat. 

Der  Einflufs  des  2.  Gliedes  in  s  und  log  s  auf  s  ist  näherungs- 
weise gleich 

worin  man  nach  (2)  S.  94  einem  Maximum  entsprechend  mit  d'  =  0 
d.  h.  b  =  c  setzen  kann: 

F*^  =  ~-a\2m^  -  a^).  (6) 

Die  Differentiation  nach  a  zeigt  bei  konstantem  m^  ein  Maximum  an 
2 


g 

für  a*  nahezu  gleich  -r-*^*;  wofür  (5)  übergeht  in 


,/     8      m*  .-V 

9    "64-  Y  •  (^) 

Für  m  =0,1^  giebt  dies  den  Betrag  von  1",  nahe  übereinstimmend 
mit  dem  entsprechenden  Glied  in  (2)  S.  93. 

Das  3.  und  4.  Glied  in  log  s  haben  auf  c  einen  Einflufs  näherungs- 
weise gleich 

,,   F*_   32a*  —  46in*  +  24 n*  -f-  320  F*' 
*     ~^  .5760,* 

d.  i.  für  a-  =  0  mit  F*  nach  (6)  und  n*  nach  (3)  S.  95  auch  gleich 


„  V3a'(2m«  — g*)    96ffl«a«  —  16a*  —  9w*  ,^v 

*  4,«  6760,*  W 

Dies  ist  im   Maximum  nicht  erheblich  kleiner  als  der  Einflufs  ent- 
sprechender Glieder  in  (2)  S.  93. 

Tafelchen  (5)  S.  95  gilt  daher  im  wesentlichen  auch  für  den  Fall, 
dafs  Formel  (4)  zur  Anwendung  gelangt. 

§  18.  Beliebige  drei  Stflcke  gegeben.  In  anderen  als  den 
bisher  betrachteten  beiden  Fällen  kann  man  sich  immer  durch  successive 
Annäherung  nach  den  Formeln  des  §  15  S.  92  helfen,  in  der  Weise, 
dafs  ähnlich  wie  S.  97  jF*  wiederholt  aus  verbesserten  Näherungs- 
werten derjenigen  Stücke  des  ebenen  Hilfsdreiecks  berechnet  wird, 
die  den  gegebenen  Stücken  des  sphärischen  Dreiecks  entsprechen. 

Wir  gehen  darauf  nicht  weiter  ein,  teilen  dagegen  noch  eine 
Formel  mit,  die  für  ungewöhnlich  grofse  beobachtete  Dreiecke,  wenn 
eine  Seite  und  die  beiden  anliegenden  Winkel  als  bekannt  vorausgesetzt 
werden,  von  nutzen  ist. 

7* 
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Hier  wird  zwar  immer  eine  gleichmäfsige  Verteilung  yon  €  auf 
die  drei  Winkel  ausreichen,  aber  unter  Umstanden  der  Wunsch  ent- 
stehen, den  Einflufs  der  Glieder  4.  Ordnung  auf  8  kennen  zu  lernen. 
Nun  ist  nach  S.  83  (1) 

£             •   9   a          Bin  B  sin  C  ,^^ 

sin       =  sin«  2-  — ^ .  (1) 

Setzt  man  hierin  —  für  sin  y ,  so  giebt  dies  einen  Fehler  yon  der 
Ordnung  s^  oder  6.  Ordnung.    Femer  ist  nach  S.  32  (1) 

sin  -|-  =  -f-  ]/ cos  -|-  +  Gl^. 
Man  hat  daher 


a*  sin  B  sin  C         -^f  ^ 


Führt  man  rechter  Hand  die  1.  Formel  (5)  S.  81  ein,  so  folgt: 


,      T/sin«  B  sin  {b  -  ^  )  sin*  C  sin  (c  ~  -) 
'^  sin(5  +  C7-|) 

Hieraus  ergiebt  sich  endlich  für  logarithmische  Rechnung,  wenn 
^  log  sin  die  Änderung  des  Briggischen  Logarithmus  für  eine  Sekunde 
anzeigt: 

,  ,        d"  a*  sin  B  sin  C  /«n 

•fÄ""  ^°8  2»'  Bin  (B  +  C')-  (3) 

+  _^?f!E^  P  log  sin  (B  +  C')  -  ^-^?^^i5^^4^^^  "i— )  +  •  •  • .») 

Sind  alle  drei  Winkel  beobachtet,  so  wird  man  es  vorziehen,  mit  Ä 
anstatt  mit  (B  -]-  C)  zu  rechnen,  und  zwar  genügt  es,  in  yorstehender 
Formel  {B  +  C)  durch  Ä  zu  ersetzen,  wie  leicht  zu  finden. 

Ist  z.  B.  a  =  0,05 9  mit  B  und  (7=  300^,  so  wird,  da  abgesehn 
vom  Vorzeichen  des  Sinus  ^  log  sin  (B  +  C)  =  -fr  ^  log  sin  60**  ist, 

log  s  =  2,348866n  —  0,000227;    a  =  -  223,172"; 

übereinstimmend  mit  einer  Rechnung  nach  der  strengen  Ausgangs- 
formel (1). 

§.  19.    Zahlenbeispiel.     6  =  c  =  0,25(>;   A  =  270». 

*)  Mit  Benutzung  eines  Gedankens  von  KummeU^  Astronom.  Nachr.  Bd.  89, 
S.  64  (Nr.  2116). 
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Die  Gaufsischen  Gleichungen  geben  hierzu,  da  /J = y  =  14®  1 9'  26,202" 
wird  und  die  oberen  Zeichen  gelten: 

Sin  — 2 —  sin  —  =  0 

cos— ^  sin^  =  [9,2428916.5  ^  10] 

sin  ^  +  ^  cos  -^  =  [9,8494850 . 0»  -  10] 

cos  ^  +  ^  cos  ^  =  [9,8357695 . 2  —  10]. 

Hierin  ist  die  8.  Ziffer  nur  Interpolationsziffer  aus  den  Proportional- 
teilen bei  Anwendung  7  ziffiriger  Logarithmen.  Die  3.  und  4.  Gleichung 
geben,  wenn  man  a  <3r  fordert: 


^-±-^  =  360<»  -  45^54'  16,489",  dazu  die  1.  und  2. 
=  0 


2 
B-  G 


2 


jB  =  0=314^5' 43.511" 

«  =  718nr  27,022" 1M8'  32,978". 

Die  1.  und  2.,  bezw.  die  3.  und  4.  Gleichung  geben  ferner: 
sin  4-  =  [9,2428916.5  -  10]        cos  -^  =  [9,9932505.3  —  10] , 

-|-  =  10»  4'  30,813"    «  -=  20»  9'  1,626", 

a  =  0,35169173p. 

Zur  Kontrolle  kann  eine  der  Formeln  (3)  S.  84  dienen.    Die  2.  giebt: 

tan  -|^  =  —  tan«  -^   also    e  =  -  6512,978". 

Die  Formdn  (4)  S.  98  führen  dagegen  zu  nachstehenden  Zahlen: 
6«  =  c*  =  0,06209«,        o»  =  0,123698^«,    w«  =  0,082899^«, 
6*  =  (j*  =  0,003906  p*,    o*  =  0,015301  p*,     w*  =  0,007704  p*, 

w*  =  0,006872pS 
log  e  in  Sek.  =  3,8092751.5«  +  44532.4  +  275.5  +  235.7 
=  3,8137795.1, 
£  =  _  6512,976"  =  -  1«  48' 32,976". 
A-  A*=    -  2170,992  +  4,429  +  0,033  -  0,002  =  -  2166,532", 
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^      ^        I  —  2170,992  —  2,215  -  0,016  +  0,001 2173,222". 

Hieraus  folgt 

A''  =  270«  36'  6,532"    und  da    A*  +  B*  +  C*  —  900«  ist, 
B*^C*=  314«  41'  56,734",  also 
B  =  C  =314:     5  43,512. 
Ferner  giebt  der  Sintissatz 

a  =-  0,25p  sin  ^*  :  sin  B*  =  0,35169173(>. 
§  20.  Polarkoordinaten.  Für  Gradmessungszwecke  kann  es 
zweckmäfsig  erscheinen,  aus  dem  Dreiecksnetze  die  Entfernungen  der 
astronomisch  bestimmten  Dreieckspunkt«  zu  ermitteln.  Man  wird 
damit  zu  der  Aufgabe  geführt,  aus  einer  Reihe  von  Seiten  beobachteter 
Dreiecke,  etwa  P^Pj,  PiPg;  •  •  • -Pn-i-P«,  welche  an  einen  astrono- 
mischen Dreieckspunkt  Pq  anschliefsen,  successive  die  Radienvektoren 
PoPij  PqPs;  •  •  •  Po^n  uud  ihre  Azimute  gegen  eine  durch  Pq  gehende 
Anfangsrichtung  zu  berechnen. 

Es  genügt,  das  Verfahren  für  PqP^  zu  erörtern.  Der  Einfachheit 
halber  schreiben  wir  nur  die  Indices  der  Punkte  P  an. 

Im  Dreieck  0.1.2  sind  gegeben  die  Seiten  0  .  1  und  1.2,  sowie 
der  Zwischenwinkel  als  Differenz  der  Azimute  a  der  Seiten.  Wir 
führen  folgende  Bezeichnungen  ein,  wobei  die  cyklische  Reihenfolge 
0.1.2.0  zu  beachten  ist  (vergl.  S.  71): 

Seite  0  . 1  mit  6,      Seite  0  .  2  mit  a, 
Seite  1 .  2  mite. 


(1) 


^y    l   j  =  —  «1.2  +  ai.o  mit  ^, 

^  (   2  )  *"  ""  "2  • «  +  "*  •  ^     >'     ^• 

Jetzt  ist  das  Formelsystem  (4)  S.  98  anzuwenden  und  das  ebene 
Dreieck  aufzulösen  mittelst  der  Formeln 


a  sm  — 


a  cos 


B*-C* 


B*  +  C* 
2 


=  (6  — c)sin J  — , 

=  (6  +  c)cos f — , 

=   90«-  ^;^*<180, 
=  450«-4^;^*>180. 


(2) 
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Diese  Formeln  der  ebenen  Trigonometrie  gehen  aus  den  beiden 
ersten  Gaufsisehen  Gleichungen  8.  79  hervor,  wenn  man  die  Sinus 
der  Seiten  in  Reihen  verwandelt,  beiderseits  mit  q  multipliziert  und 
dann  (^  «=  cx)  setzt    Die  3.  und  4.  Gleichung  (10)  S.  79  geben  die 

Gleichung  för ~ 

Aus  J5*  und  C*  folgen  nun  B  und  G  mittelst  der  (4)  S.  98  und 
es  ist  sodann: 


«0 
«2 


.  0  =  «2  .  l  —  Bj    ) 


(3) 


womit   man   alles  hat,  um  die  Rechnung   im  Dreieck  0.2.3  fort- 
setzen zu  können. 

Sind  die  Logarithmen  von  h  und  c  gegeben,  so  ist  bequemer  als 
(2)  das  Formelsystem: 


tan 


log  cot  k  =  log  b  —  log  c, 


2 


B*  +  C* 
2 


=  tan       j''    cot  (A  +  45«), 

=  450«-^;  ^*>180«, 

,    sin  A*  sin  Ä* 

Sin  B*  Bin  (7*  ' 


(4) 


zu  welchem  man  gelangt,  wenn  man  den  Ausdruck 

-T—^  —  1  cot  i  —  1 

Bin  Cr 


Bin  E* 
sin  C* 


+  1 


coti  +  1 


(5) 


bildet  Dies  System  (4)  setzt  aber  voraus,  dafs  das  Dreieck  nicht 
sehr  stumpf  ist,  welcher  Fall  bei  Berechnung  von  Polarkoordinaten 
gerade  häufig  eintritt. 

§  21.  Die  Additamentenmethode.  Das  Ze^^nc^rasche  Theorem 
gewahrt  die  Möglichkeit,  ohne  Benutzimg  der  sphärischen  Trigono- 
metrie nach  den  Formeln  der  ebenen  Trigonometrie  von  einer  ge- 
gebenen Basis  ausgehend  alle  Seiten  des  Dreiecksnetzes  zu  berechnen. 
Soweit  es  sich  hierbei  um  beobachtete  Dreiecke  handelt,  ist  die  An- 
wendung des  Theorems  noch  durch  den  Umstand  erleichtert,  dafs 
behufs  Ausgleichung  der  Dreieckswinkel  nach  der  Methode  der  kleinsten 
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Quadrate  jedenfalls  die  Excesse  schon  vorher  berechnet  werden  müssen 
und  somit  für  die  weitere  Rechnung  nur  die  geringfügige  Arbeit  der 

Subtraktion  von  ^  ^^^  jedem   sphärischen  Winkel   erforderlich    ist, 

tfhi  danach  sofort  die  ebene  Trigonometrie  anwenden  zu  können. 
Aber  auch  dann,  wenn  s  erst  berechnet  werden  mufs,  ist  das  Ver- 
fahren ein  so  einfaches  und  übersichtliches,  dafs  es  jetzt  wohl  aus- 
schliefslich  benutzt  werden  dürfte.  Immerhin  ist  doch  zweier  anderen 
Methoden  zu  gedenken,  die  vielleicht  unter  Umständen  mit  dieser 
Berechnungsweise  zu  konkurrieren  imstande  sind,  mindestens  aber 
ein  wissenschaftliches  Interesse  beanspruchen.  Zunächst  die  Addita- 
mentenmethode. 

Dieselbe  setzt  allgemein  für  eine  Dreieckseite  s 

log  sin  y  =  log  Y  —  -4,  =  log  s  —  log  q  --  A,.  (1) 

Handelt  es  sich  nur  um  die  Anwendung  des  Sinussatzes  auf  a^h,  A 
und  Bj  so  hat  man  also  in  der  Gleichung 


zu  substituieren 

1 

sm  — 

=  sin 

u    sin  B 
f    sm  A 

log 

sm  —  »= 

log  6 

-  log  9  - 

-A„ 

log 

a 
sm—  = 

loga 

-  log  9  - 

-A.. 

Dies  giebt: 

• 

(Jogft- 

A)  = 

=  (log  o  - 

-  A)  +  log  sin 

B  — 

log  sin  A,         (2) 

Steht  eine  Tafel  der  A^  mit  dem  Argument  log  sin  s  zur  Dispo- 
sition, so  kann  man  in  einer  zusammenhängenden  Dreieckskette  nun 
in  der  Weise  rechnen,  dafs  man  den  log  Basis  um  sein  Additament 
vermindert  und  nach  (2)  von  Dreieck  zu  Dreieck  für  alle  Seiten 
(log  s  —  As)  aufsucht,  schliefslich  aber  alle  diese  Werte  um  A, 
vermehrt. 

Die  Additamentenmethode  erfordert  die  Konstruktion  einer  Tabelle 

für  As.    Man  kann  dazu  log  sin  —  in  eine  Reihe  entwickeln,  einfacher 
aber  die  S  der  Logarithmentafeln  anwenden  (S.  33).    Es  wird 

S  =  log  sin log  -  —  5 

vergleicht  man  dies  mit  Formel  (1),  so  folgt  zur  Bestimmung  von  A^: 
^,  =  -  S  —  log  p"  ==  -  5  -  5,3144251.3 ,  (3) 

S  xum  Argument  -^ gehörig. 
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Beispielsweise  giebt  log  s  «»  5^48000  mit  log  q  «»  6^804 16  zunächst 
log  -?-i  =  3,99027  mit  S  =  4,6854121.8  -  10 

und  daraus  folgt  nun 

^  =  10  -  9,9998373.1  =  +  1626.9. 

Man  kann  A^  als  Differenz  von  log  sin  und  log  arc  auch  aus 
Bremikers  Logarithmentafeln  mit  6  Stellen  entnehmen,  wo  es  als  h 
neben  den  Sinuslogarithmen  steht  —  allerdings  nur  zur  Rechnung 
mit  7  Decimalstellen  geeignet  Für  8ziffrige  Rechnuug  vergl.  eine 
Tafel  in  Bremikers  Studien  S.  80. 

Da  für  Dreiecke  mit  Seiten  gröfser  als  0,05  (»  nach  S.  96  (8)  eine 
gleichmäfsige  Verteilung  des  Excesses  auf  die  3  Dreieckswinkel  nicht 
mehr  zulässig  ist,  so  wird  hier  die  Additamentenmethode  zur  Seiten- 
berechnung nach  dem  Sinussatz  jedenfalls  bequemer  als  Legendres 
Theorem,  Wir  werden  aber  später  sehen,  dafs  Dreiecke  von  derartigen 
Dimensionen  überhaupt  nicht  mehr  als  sphärische  berechnet  werden 
können  und  (ohne  dafs  wir  darauf  zurückkommen)  wird  sich  zeigen, 
dafs  der  Sinussatz  für  Dreiecke  auf  dem  Rotationsellipsoid  auf  die  An- 
wendung von  Legendres  Theorem  (in  erweiterter  Gestalt)  aUein  hinweist. 

Insoweit  die  Kugelgestalt  der  Niveauflächen  eine  zulässige  Hypo- 
these ist,  führt  die  Additamentenmethode  aber  zu  einem  brauchbaren 
Verfahren. 

Sie  wurde  in  der  1.  Hälfte  dieses  Jahrhunderts  für  süddeutsche  Trian- 
gnlierangen  angewandt,  namentlich  von  Soldner  für  die  bayerische  Landes- 
Yennessung,  seit  1810.  Vergl.  Die  bayerische  Landesvermessung  ti.  s.  w, 
München  1873.  S.  222;  ferner  Jordan,  Handbuch  der  Vermessungskunde 
Bd.  2,  S.  182,  sowie  NeU  in  der  Zeitschr.  für  Math,  und  Phys,  Bd.  19. 
1874.  S.  344—363.  Hier  finden  sich  auch  Anwendungen  der  Additamenten- 
methode auf  andere  Fälle  als  den  Sinnssatz.  In  dieser  Beziehung  mag 
noch  bemerkt  werden,  dafs  man  z.  B.  bei  Auflösung  der  (?au/)nschen 
Gleichnngen  bei  Seitenlängen  bis  zu  0,05^  genügend  genau  für  Rechnung 
mit  7  Decimalen  der  Logarithmen 

log  cos  -    «=»  —  8-4« 

setzen  kann,  wie  die  1.  Formel  (1)  S.  32  §  10  zeigt 

§  22.  Strenge  Formeln  fflr  Sehnen  nnd  Horizontalwinkel. 
Wenn  man  nicht  unmittelbar  die  Dreiecksseiten  auf  der  Eugelfläche, 
sondern  vorerst  die  zugehörigen  Sehnen  aus  der  Basissehne  und  den 
Winkeln  ableitet,  so  giebt  es  dazu  strenge  Relationen  zwischen  den 
Sehnen  und  den  Horizontalwinkeln. 

Der    Winkel  der  Sehnendreiecke  bedarf  man  nickt.     Die  Sehnen 
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bezeichnen  wir  mit  gotischen  Buchstaben  und  setzen  voraus  ^  dafs 
aj  b  und  c  <iJtQ*)  seien;  dann  erhalten  wir  sofort  aus  bekannten,  ein- 
fachen geometrischen  Beziehungen: 


2p  sin  ^,      b  =  29sin|^,      t 


2q  sin  -^ 


29' 


oder 


(1) 


a  =  2 9  sin  -|- ,      b  =  2^  sin  -|- ,       t  =  2^  sin  ^  • 

Setzt  man  dies  in  die  Forniel  (8)  S.  82,  so  ergiebt  sich: 

a :  b :  C  =  cos  -|-  sin  ^J.  —  y j  :  cos  -j-  sin  yB  —  yj  :  cos  y  sin  \C—  yj  • 

Nun   hat  man   aber  nach  der  1.  Formel  (5)  S.  81,   indem  man  sie 
auf  a,  ß  und  y  anwendet: 


cos*  -y :  cos* 


ß        2  y 
-r- :  cos*  -^  = 


sin  A 


ein  B 


sin  C 


.in{Ä-±)   '  8in(B--l)    *sio(c--j)' 


eliminiert  man  hiermit  a,  /3,  y  aus  der  vorigen  Proportion,  so  folgt 
eine  strenge  Formel  zur  Berechnung  der  Seiten  b  und  t  bei  gegebener 
Seite  a  und  bekannten  3  Winkeln  -4,  B,  C: 


j/sin  A sin  (.i  —  —)        |/dnJB8in  (jB  -  —)        j/sin  C  sin  {c  -  y)      (2) 

Zu  der  Berechnung  von  s  aus  einer  Sehne  ü  und  den  Horizontal- 
winkeln giebt  Formel  (1)  §  11  S.  83  die  Gleichung 


smy  = 


sin  B  sin  C 


sin  £  ain  0 


"■  -»(«+«-!)   "■  .i.(^-^)' 


(3) 


deren  Auflösung  durch  Annäherungen  schon  am  genannten  Orte  mit 
Bezug  auf  die  in  der  Geodäsie  in  der  Regel  nur  in  betracht  kommenden 
Werte  von  s  behandelt  ist 

Zur  vollständigen  Berechnung  eines  Dreiecksnetzes  sind  auch 
Formeln  für  zwei  Seiten  und  ihren  Zwischenwinkel  als  gegebene 
Stücke  unter  umständen  erforderlich.  Der  Versuch,  auch  hierzu 
strenge  Formeln  aufzustellen,  führt  nicht  völlig  zum  Ziele,  insofern 

*)  Da  zu  3  Punkten  auf  der  Kugel  nur  ein  Sehnendreieck  gehört,  welches 
immer  mit  einem  sphärischen  Dreieck  korrespondiert,  dessen  Seiten  dieser  Be- 
dingung genügen,  so  liegt  in  derselben  keine  Beschränkung. 
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man  nur  zu  Formeln  gelangt,  die  eine  successive  Annäherungsreclinung 
erheischen  und  sich  wenig  zur  Anwendung  eignen.  Wir  uuterlassen 
daher  deren  Mitteilung  und  gehen  sogleich  zu  den  Näherungs- 
formeln über. 

§  23.    Niherangsformeln..    Omnerts   Satz.     Zur  Reduktion 
Yon  der  Sehne  ü  auf  die  Seite  a  und  umgekehrt  erhält  man  mittelst 

der  1.  Formeln  Ton  (3)  und  (4)  S.  29  u.  30  für  t«  =  y-  und  sin  w  =  -^ 

leicht  die  Formeln: 


log.-l«ga-i.if|(^)'  +  ^(^)'  +  --). 


(1) 


In  der  Regel  wird  man  sich  aber  der  S.  105  erwähnten  Hilfstafeln 
f^  die  Differenz  von  Sinus  un4  Arcus  bedienen. 

Es  folgt  nun  ferner  ohne  weiteres  aus  den  Relationen  (2)  des 
vorigen  Paragraphen  mit  Vernachlässigung  yon  Gliedern  4.  Ordnung 

(in  Bezug  auf  —  ): 

«:b:C-=8in(^--9:8m(B-|):8in(C-i-).  (2) 


Dies  ist  Grunerts  Satz.     Er  unterscheidet    sich    von    Legendres  Satz 
dadurch,  dafs  die  reduzierten  Winkel  keifiem  Dreieck  angehöreu.' 

Zur  Kenntnis  der  Glieder  4.  Ordnimg  führt  folgende  Rechnung. 
Die  Proportion 


k  :  C  =  ysinBsin{B-  [)  :  ]/sin  C  sin  (c  -  y)  (3) 

giebt  dnrch  Auflösung  von  sin  \B  —  —j  und  sin  \C  —  yj  in  die  Be- 
standteile und  Division  beider  Wurzeln  mit  cos  y : 


'  ""^     Y     l-cotCtani'  ^^ 

Zähler  und  Neuner  der  Wurzel  dieser  Formel  lassen  sich  für  kleine 
Dreiecke  nach  dem  binomischen  Satze  entwickeln.  Es  ist  nämlich 
z.  B.  für  den  Nenner  nach  S.  84  2.  Formel  (3): 

cot  (7 tan  y  =  1  :  (l  +  cot  -  cot^  sec  c)  (5) 
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£ 


und  für  kleine  a  und  ß  ist  demnach  das  Produkt  cot  G  tan  —  stets 
zwischen  —  1  und  +  1  enthalten.  Im  allgemeinen  und  bei  belie- 
bigen Werten  von  C  findet  dies  sicher  statt,  so  lange  cot  -|-  cot  y  >  2 

ist;  d.  h.  die  Dreiecksseiten  in  Gradmafs  genommen  ca.  70^  nicht 
übersteigen.  Beschränkt  man  sich  auf  kleine  Werte  von  a,  ß  und  y 
und  betrachtet  diese  wie  bisher  als  Gröfsen  1.  Ordnung,  so  sind  die 

Ausdrücke  cot  C  tan  y?  cot  B  tan -r-  u.  s.  f.,  wie  (5)  zeigt ,  Gröfsen 
2.  Ordnung. 

Man  erhält  nun  aus  (4) 


b         siuB    l-|cotBtan^-(l  +  |cot5tan-L)  + 


GL 


t        smC    ^       1 


1  ~  y  cot  Ctan  y  (l  +  -i-  cot  C  tan  y)  +Gl^ 

und  hieraus  folgt,  wenn  man  Zähler- und  Nenner  mit 

l-yCot:Bcotatan«-|--^ 

multipliziert;  sowie  unter  der  Annahme;  dafs  s  wie  früher  bei  aufser- 
halb  gezählten  Dreieckswinkeln  negativ  genommen  wird: 

b__\inB   l-|cotgfa''4-(l+l-tan|[cotB+cotC])-|i  +  g?. 
1  _  i.  cot  Ctan  ^  (l  +  i  tan  -|-  [cotB+cotC])  -  -J"  +  «.  ' 


8inC7 


oder  mit  Benutzung  einer  (wie  man  rückwärts  verificieren  kann)  völlig 
zulässigen  einfachen  Umformung  in  Zähler  und  Nenner: 

^  Bin  (a-  ^  -  -|V  [cotJB+cotC])  +  Gl, 

In  dieser  Formel  ist  angenommen;  dafs  s  in  Sekunden  ausgedrückt 
sei.  Aufserdem  mag  bemerkt  werden,  dafs  die  Glieder  6.  Ordnung  u.  s.  f. 
im  Zähler  und  Nenner  s  nicht  immer  in  Verbindung  mit  cot^  und 
cot  C  enthalten;  sondern  auch  einmal  wenigstens  frei  davon,  dafs  sie 
mithin  wie  sin  B  und  sin  C  (also  wie  die  Hauptglieder  im  Zähler 
und  Nenner)  verschwinden.  Es  ist  aber  nicht  angänglich;  sie  ohne 
weiteres  mit  in  diese  Haupl^lieder  (als  Incremente  von  B  und  C) 
hereinzunehmen. 

Zur  Berechnung  des  Excesses  8  dient;  mit  Benutzung  logarith- 
mischer Differenzen;  bis  auf  Glieder  6.  Ordnung  genau  wieder  Formel 
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(3)  des  vorigen  Paragraphen^  wobei  es  genügt,  linker  Hand  sin  —  mit 
(b  in  Sek.) :  2q'  zu  vertauschen. 

§  24.  2  Sehnen  b  und  t  und  der  Horizontalwinkel  A  gegeben. 
Indem  man  (b  —  t)  :  (k  +  t)  bildet,  folgt  aus  (6)  S.  108  zunächst 
nachstehende  Formel  zur  Berechnung  von  {B  -{-  C): 

b-t  \      2      /  ^j^ 


»"  +  '  tan(^  -  f.-  ^;  [cotB  +  cotC])  +  ei.  ' 

wobei  man  beachten  mag,  dafs  die  Gl^  für  B  ^=^  C  verschwiuden, 
wie  die  oben  gegebene  Entwicklung  unzweifelhaft  nachweist  Linker 
Hand  fuhrt  man  einen  Hilfswinkel  ein  wie  S.  103,  um  die  logarith- 
mische Rechnung  zu  erleichtem,  und  rechter  Hand  setzt  man  im 
Nenner  besser 

-|i[cotB  +  cotC]  =  -\'^  +  ....  (2) 

Dafs  diese  Substitution  zulässig  ist,  erkennt  man  leicht  mittelst  nach- 
stehender, aus  (4)  S.  98  zu  entnehmender  Relationen: 


2a6coB 

C^ 

a»  +  5«  - 

c« 

?• 

ab  sin  C 

= 

+  Gk  =  ^!^+^-'-+Gk, 


9' 

2e  +  Glt. 

Hieraus  folgt  f&r  c  cot  C  und  analog  fOr  e  cot  JB 
4« cotC»=  «'  +  l»|-t'  _|_  gj 

4c  cot  B  —  -*'  ""'  +  ''  +  Gl^. 


(3) 


'4; 


(4) 


Entnimmt  man  nun  noch  zur  Berechnung  des  Excesses  die  Formel 
(2)  S.  85  mit  gehöriger  Yertauschung  der  Stücke  des  Dreiecks,   so 

hat  man: 

8  bt  sin  A  .^. 


2 


a 


Durch  Reihenentwicklung  von  cos  ^  gelangt  man  weiter  zu  der 
Formel: 

^  =  -^^(l  +  -^+Gg-  (6) 

Somit  gestaltet  sich  endlich  das  Formelsystem  zur  Auf losung  des 
Dreiecks  aus  b,  t  und  A  wie  folgt: 
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Ä*         b«  + 1*  —  2br  008  A     ,    ^,  \ 

>»  = ^ h  ^4, 


In  Sek. 


log  cot  X  ■=  log  b  —  log  (, 

B  +  C 


2 


900-4 +  Y,    -K180», 


u=45oo_^_,.l.^  .^>180», 


(7) 


tan  -^  =  tan  (^+-^  -  {  [l  +  -»^])cot(A  +  45«)  +  G?e, 

H  folgt  aus  Formel  (6)  des  vorigen  Paragraphen,  welche  Formel  auf 
ü  und  b  oder  ü  und  t  angewandt  werden  kann,  nachdem  B  und  C 
bekannt  geworden  sind. 

Diese  Rechnung  genügt  aber  nur,  wenn  Ä  nicht  sehr  stumpf  ist. 
Da  nun  ein  dem  System  (2)  S.  102  analoges  System  selbst  dann 
kompliziert  wird,  wenn  man  e^  in  genannter  Formel  (6)  vernach- 
lässigt, so  mufs  man  noch  eine  Formel  nach  Art  des  Cosinussatzes 
der  ebenen  Geometrie  für  ü^  aufstellen.    Es  ist  aber  im  Sehnendreieck: 

a2  =  b«  +  r2__2btcos3l,  (8) 

worin  %  den  Sehnenwinkel  zwischen  b  und  (  bezeichnet.    Die  Vertikale 
in  der  Ecke  A  und  die  Sehnen  b  und  t  bilden  eine  dreiseitige  Ecke 

mit  den  Seiten  (y  -f"  2/'  (2  "f"  '2/  ^^^  '^'  letzterer  Seite  liegt  der 
Flächenwinkel  A  gegenüber.    Daher  ist 

cos  3t  =  sin  Y  sin  y  +  cos  y  cos  y  cos  A .  (9) 

Führt  man  hier  die  Formeln  (5)  S.  81 ,  angewandt  auf  ß  und  y, 
ein,  so  folgt  nach  einfacher  Reduktion: 


cos3t=cos(^-f)r/ ^^-^c cos(^-J)cos|.   (10) 

Entwickelt  man  noch  cos  y  nach  Potenzen  von  siny,  so  ergiebt 
sich  nunmehr  für  ü^  die  Gleichung: 

a«==i,*+c*_2bcco8(^— ;)(l-^-j|^,)  +  p«(?Z,.    (11) 

Vorstehende  Entwicklungen  dürften  zeigen,  dafs  die  Rechnung 
mit  Sehnen  und  Horizontalwinkeln  nicht  mühsamer  ist,  als  diejenige 


Digitized  by 


Google 


§  25.   Zahlenbeispiel.  111 

mit  horizontalen  Entfernungen  und  Horizontal  winkeln,  namentlich 
wenn  man  auf  Polarkoordinaten  verzichtet.  Doch  ist  hervorzuheben, 
dafs  die  Gl^  bei  der  Sehnenrechnung  im  allgemeinen  rascher  als  beim 

L^endre^hen  Theorem  merklich  werden.  Das  Glied  -^  s^  [cot  B  +  cot  C] 
=  —€ü^:q^  im  Zähler  von  (6)  S.  108  insbesondere  ist  im  allge- 
meinen weit  grofser  als  das  entsprechende  Glied  —  s  (w*  —  a*)  :  q^ 

in  der  1.  Formel  (4)  S.  93,  wie  die  Substitution  a*  =  m*  zeigt. 

Ob  man  wirklich  eine  Triangulation  mit  Benutzung  von  Sehnen 
und  Horizontalwinkeln  zu  berechnen  für  vorteilhaft  erachten  kann, 
wird  davon  abhängen,  wie  sich  die  entsprechenden  Formeln  fürs 
Rotationsellipsoid  gestalten  und  wie  sich  die  weitere  Verwertung  der 
Resultate  einer  Triangulation  in  der  Form  von  Sehnen  und  Horizontal- 
winkeln gestaltet.    Diese  Erörterung  bleibt  vorbehalten. 

In  früherer  Zeit  (u.  A.  bei  den  französischen  Vermessungen  zu  Ende  des 
•  vorigen  Jahrhunderts  durch  Delambre  [vgl.  MÜhodes  anaHytiques  p.  36—42] 
und  bei  den  Österreichischen  Vermessungen  im  1.  Viertel  dieses  Jahr- 
hunderts durch  General  Fallon  [vgl.  Nageh  weiter  unten  citierte  Abh.]) 
wurden  die  gemessenen  Winkel  auf  Sehnenwinkel  bezw.  Horizontalwinkel 
reduziert,  eine  allerdings  mühsame  Arbeit,  die  aber  dann  nicht  zu  um- 
gehen ist  —  auch  nicht  bei  Anwendung  des  LegendreBchen  Satzes  — , 
wenn  wie  damals  in  Frankreich  die  schiefen  Winkel  mit  dem  Bordaachen 
Kreis  und  nicht  wie  jetzt  allgemein  geschieht,  die  Horizontal winkel  mit 
dem  Theodolit  gemessen  werden.  Die  Reduktion  der  direkt  gemessenen 
Horizontalwinkel  auf  Sehnenwinkel  ist  jedoch  eine  nutzlose  Weitläufigkeit, 
wie  man  aus  den  dazu  aufgestellten  und  überdies  nur  bis  auf  Glieder 
4.  Ordnung  genauen  Formeln  Fctbera  xuid'  Grunerta  ersehen  kann.  Man 
findet  dieselben  neben  Gni/nerU  oben  erwähntem  Satz,  sowie  andern  interes- 
santen Sätzen  Biedl  von  Leuensterns  (1827),  die  eine  geometrische  Inter- 
pretation der  Beduktionsgrölsen  der  Winkel  gestatten,  in  der  umfassenden 
Abhandlung  Nagels:  Über  die  Reduktion  eines  sphäriscJien  Dreiecks  von 
geringer  Krümmung  auf  sein  Sehnendreieck,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  von 
ScMömüch,  Bd.  1,  1866,  S.  257—275  dargestellt 

Die  strenge  Relation  (2)  §  22,  S.  106  lernte  Verfasser  durch  KtmmeUs 
Aufsats,  Astronom.  Nachr.  Bd.  89,  1877.  Nr.  2116  kennen.  Der  Satz  (2) 
des  vorigen  Paragraphen  wurde  von  CHrunert  im  25.  Bde.  des  Archivs  f. 
Math.  u.  Phjs.  (1855)  bewiesen,  gelegentlich  andrer  Entwicklungen  zur 
Reduktion  der  Horizontalwinkel  auf  Sehnenwinkel.  Dieser  Satz  ist  leider 
nicht  so  bekannt  geworden,  als  er  es  verdient,  namentlich  weil  man  der 
Meinung  gewesen  zu  sein  scheint,  dafs  man  ihn  nur  verwenden  könne, 
wenn  1  Sehne  und  3  Horizontal  winkel  gegeben  sind.  Da£s  er  bei  gehöriger 
Anwendung  aber  auch  eine  Auflösung  in  jedem  andern  Falle  gestattet, 
und  daher  die  wirkliche  Reduktion  auf  Sehnenwinkel  ganz  überflüssig  macht, 
dürfte  aus  unsern  Entwicklungen  hervorgehen. 
§  25.   Zahlenbeispiel.  Gegeben  ü  =  0,15p;  B  =  350«;  C=  330^ 

Formel  (3)  8.  106  giebt  hier  log  sin  ^  =  6,880696«  —  2.51 -f,  das 
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2.  Glied  in  Einheiten  der  6.  Decimalstelle  mit  e  in  Sek.,  und  da  - 
klein  genug  ist,  folgt  durch  Addition  von  5,314425  sofort: 

log  y  ü.  Sek.  =  2,195121»  -  2.51  -i  m  sek.;  -1  =  _  2'36,861". 

Femer  ist  ^  =  900»  -  5'13,722"  —  680»  =  219»  54'  46,278"  und  man 
hat  zur  Anwendung  der  strengen  Formd  (2)  S.  106  und  unter  Be- 
nutzung Szifiriger  Logarithmen: 


^-»=219»54'46,278" 


5=350  0  0 


^_J.  =,219*57' 23,139" 
5-y=350    2  36,861 
C— ^=330    2  36,861 


log!/  sin  A  sin  \A — *- ) 
=  9,8074763.3«  — 10 

logl/sinBsin  (jB — y) 
»9,2387316.0,-10 


C'=330  0  0  C— v  =  330    2  36,861  logj/sinC sin  (C-y) 

1=9,6986837.2,, -10. 

Da  nun  log  =  9,1760912.6  —  10  ist,  so  folgt  weiter  nach  genannter 
Formel  (2): 

log  -  =  8,6073465.3  —  10;  log  -  —  9,0672986.5  —  10. 

Gehen  wir  nun  umgekehrt  von  diesen  letzten  beiden  Zahlen  und 
dem  Winkel  J.  =  219®  54'  46,278"  aus,  so  giebt  das  Famielsystem  (7) 
des  vorigen  Paragraphen  zunächst: 

a«  =  (0,00164  +  0,01363  +  0,00725)  p*  =  0,02252(>« 

B 312,838"  (l  +  ^^^)  d.  i.  -  5'  13,719". 

Die  Differenz  in  s  mit  dem  oben  erhaltenen  Wert  beruht  auf  der 
Vernachlässigung  der  Glieder  6.  Ordnung,  denn  eine  strenge  Formel 
giebt  aus  log  b,  log  t  und  Ä  wieder  den  frühem  Wert  Man  erhält 
femer 

A  =  70®  52'  29,024";  log  cot  (;i  +  45®)  =  9,6857676.8«  —  10 

^-i-^  =  450®  —  109®  57'  23,139"  —  2'  36,860"  =  340®  0'  0,001" 

-  T  (l  +  i^J  =  +  ^8,431" .  1,00141  =  +  1  18,542 

Summa  =  340  1  18,543 
log  tan  340®  1'  18,543"  =  9,5605510.8„  -  10 
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§  86.    Zahlenb«spiel. 

B  —  C 


113 


=  9»  59'  59,999" 


,  „, 10; 

5  =  350»  0' 0,000"     C=  330»  0' 0,002". 

Hieraus  folgt  wieder  mittelst  Formel  (2)  S.  106  die  dritte  Seite  a  und 
zwar  ist  bezw.  aus  beiden  Winkeln 

log  -  =  9,1760912.5  und  .6  —  10, 

also  im  Mittel  gleich  9,1760912.6  —  10,  wie  oben  angenommen. 
Will  man  sieh  der  Formel  (6)  S.  108  bedienen,  so  hat  man  zunächst 

-l  =  —  r  18,430" 


82  e 


cot  -4. 1 


0,0178" 


^  cot  B  =  +  0,0848" 


82  p 

^  cot  C  —  +  0,0258" 

und  hiermit: 

« :  b  =  sin  (219»  56'  4,708"  +  0,067") :  sin  (330»  1'  18,430"  +  0,067") 
fl:f  =8in(219  56  4,708  +  0,008  ): sin (350  1  18,430  +0,008), 
woraus  übereinstimmend  folgt: 

log  -  =  9,1760912.5  -  10  . 

Wenden  wir  nun  die  2.  Formel  (1)  S.  107  an,  um  die  horizon- 
talen Entfernungen  a,  b,  c  zu  erhalten,  so  folgt  fQr  a  zunächst: 

log -=  9,1760912.6  —  10  +  4071 .5  +  8.4  :=  9,1764992. 5  — 10 

und  entsprechend 
h 


log 


8,6073762.0 


10     log^ 


9,0675456.7  —  10. 


Es  ist  nicht  ohne  Interesse  diese  Zahlen  noch  mittelst  der  Formeln 
(4)  §  15  S.  93  zu  prüfen.   Die  Berechnung  von  s  nach  Formel  (2)  dieses 

Paragraphen    unterdröckend,    setzen   wir    sofort  -|-  =  —  104,574". 

Non  ist: 

«  m*  —  o' 
T 


a»  =  0,0225(»* 
h*  =  0,0016p* 
c*  =  0,0136  (>* 


m*  —  a«  -=  -  0,0099  (>* 
«jä  _  6«  =  +  0,01 10(>» 
w«  —  c«  =  —  0,0010^» 


»»*= 0,0126  (»* 

Helmert,  oiAthem.  u.  phyaikaL  Theorieen  der  höh.  Geodäsie. 


20  e* 
3       20  9» 


+  0,052" 
-  0,058 


l^  =  +  0^005 
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Ä—A*^—rU,52r  J.»— 219^56' 30,800"  Iogsin=9,8075420.2— 10 
B-B*=^ - 1  44,632  B*=350    1  44,632  9,2384189.7 - 10 

(7-C*=-l  44,569   C*=330    144,569  9,6985884.3  —  10. 

Diese  log  sin  geben  mit  den  Logarithmen  der  Gegenseiten  bezw.  die 
Differenzen 

9,3689472.3;  .3;  .4-10. 


3.  Kapitel. 
Rechtwinklige  und  geograpUsclie  Koordinaten  auf  der  Kugel.'*') 

§  1.    Rechtwinklige  sphärische  Koordinaten.     Für  Zwecke 

einer  Landesvermessung  ist  es  vorteilhaft,  zur  Erhöhung  der  Bequem- 
lichkeit in  der  Benutzung  der  Resultate  einer  Triangulierung,  recht- 
winklige Koordinaten  der  Dreieckspunkte  abzuleiten.  Man  wählt  als 
Axe  der  x  einen  grofsten  Kreis  und  zählt  x  von  einem  Anfangs- 
punkte bis  zum  Fufspunkte  desjenigen  grofsten  Kreisbogens,  der  normal 
zur  X'Axe  durch  einen  Punkt;  um  dessen  Lage  es  sich  handelt,  gelegt 
werden  kann.  Das  Perpendikel  bezeichnet  die  Ordinate  y.  Derartige 
Koordinaten  hat  Soldner  zu  Anfange  des  Jahrhunderts  für  die  bayerische 
Landesvermessung  angewandt  (vergl.  das  betreffende  Werk  S.  271)  und 
seitdem  sind  sie  zu  fast  ausschliefslichem  Gebrauche  gelangt. 

Ein  anderes  System  rechtwinkliger  sphärischer  Koordinaten  er- 
hält man  dadurch,  dafs  normal  zur  rr-Axe  ein  gr5fster  Kreis  als 
y-Axe  gelegt  wird,  und  dafs  man  unter  x  und  y  die  Längen  der  Per- 
pendikel von  einem  Punkte  bis  zu  den  betreffenden  Axen  versteht. 
Wir  werden  jedoch  diesen  Modus  hier  nicht  verfolgen,  weil  er  weniger 
vollkommen  als  der  zuerst  angefahrte  ist  Mängel  zeigen  sich  bei 
der  Übertragung  des  Systems  aufs  EUipsoid  und  bei  der  Berechnung 
geographischer  Koordinaten,  sowie  in  dem  Umstände,  dafs  die  Linien 
der  konstanten  x  und  y  nicht  normal  auf  einander  stehen. 

Lidem  wir  also  zu  dem  Soldnerschen  System  zurückkehren,  tritt 
uns  als  erste  Aufgabe  unmittelbar  die  entgegen,  aus  den  Koordinaten 


*)  Wir  behandebi  in  diesem  Kapitel  nnr  den  Fall,  dafs  mit  horizontalen 
Entfernungen  gerechnet  wird.  Sehnen  erweisen  sich  fdr  rechtwinklige  Koor- 
dinaten direkt  nicht  heqnem,  man  geht  besser  erst  zu  horizontalen  Entfernungen 
über.  Für  die  Berechnung  geographischer  Positionen  sind  sie  dagegen  sehr  g^t 
direkt  verwendbar;  trotzdem  haben  wir  auch  dafür  die  Ausführnng  nicht  gegeben, 
weil  das  4.  Kapitel  diese  Aufgabe  fürs  Rotationsellipsoid  behandelt  und  die 
Lösung  für  die  Kugel  an  sich  kein  Inteiresse  bietet 
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•^^JiuthtsmyjpoMivern 


eines  Punktes  P^  und  der  horizontalen  Entfernung  P^  P^  eines  zweiten 
Punktes  P^  sowie  der  Richtung  nach  demselben,  •  die  Koordinaten 
dieses  Punktes  P^  abzuleiten.  Es  ist  dazu  vor  allem  notig  anzu- 
geben, wie  die  Richtung  eines  gröfsten  Kreisbogens  P^  P^  fest- 
gestellt wird. 

MaJi  denke  sich  durch  Pj  eine  Parallele  zur  a;-Axe,  d.  h.  eine 
Linie  im  Abstand  y  gelegt  (ein  kleiner  Kreis,  dessen  Ebene  parallel 
zur  Ebene  der  x-Axe  ist). 
Von  der  positiven  Seite  dieser 
Linie  aus  zählt  man  nun  Rich- 
tungswinkd  von  0®  bis  360^, 
dergestalt,  dafs  der  Richtungs- 
winkel wachsender  y  90^  be- 
trägt Da  man  selbstverständ- 
lich die  Richtung  positiver  y 
sa  nehmen  wird,  dafs  dieser 
Drehungssinn  f&r  Richtungs- 
winkel nnd  gemessene  Winkel 
übereinstimmt,  man  also  die 
letztem  als  Differenzen  der 
ersteren  fQr  beide  Schenkel 
auffassen  kann  wie  S.  71  (1), 
so  ergiebt  sich  zur  Berech- 
nung des  Richtungswinkels 
f&r  Pj  P3  aus  demjenigen  fttr 
Relation: 


£..10 


Fig.  6. 


Pi  P2  und   dem   Zwischenwinkel   die 


(1) 


wobei  01.8  nnd  Hi.j  die  Richtungswiijkel  für  P^P^  bezw.  P^P^  im  Punkte 
Pi  bezeichnen.  Fig.  6  zeigt  die  Kugeloberfläche;  der  Radius  ist  als 
Einheit  der  Längen  genommen  und  es  bedeuten  demgemäfs 


g  den  Quotient  - , 
1^  den  Quotient  — , 
6  den  Quotient  — . 


(2) 


§  2.  Ordinatendifferenz  und  Abscissendifferenz.  Zur  Be- 
rechnung von  1^2  ^^^  ^^^  i™  sphärischen  Dreieck  mit  den  Ecken  P|,  P^ 
und  dem  Pol  der  |-Axe  nach  dem  Cosinussatz: 

cos  (^  —  ijgj  =  cos  (^  —  ij,)  cos  (S -[•  sin  [^  —  1^, j  sin  6  cos  (90*^  —  fli. 2) 

8* 
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oder 

sin  1^2  «=  sin  ly^  cos  ö  -f  cos  rji  sin  6  sin  fli.g.  (1) 

Hieraus  folgt,  wenn  man  noch  i^g  '^  i?i  +  ^V  setzt  und  ferner  zur 
Vereinfachung  fli.«  kurz  mit  tt  bezeichnet,  nach  leichter  Reduktion: 

sin  jdi2  =  sin  <^  sin  ä  4"  tan  rj^  (cos  6  —  cos  ^rf).  (2) 

In  diese  Gleichung  führen  wir  nachstehende  Reihenentwicklungen 
ein,  wobei  wir  uns  auf  Werte  von  0  und  rj  beschränken,  die  als 
Gröfsen  1.  Ordnung  bezeichnet  werden  köimen  (S.  25),  sodafs  die 
Zulässigkeit  dieser  Substitutionen  und  der  nachfolgenden  Entwicklungen 
aufser  Frage  steht: 

sin    <T==tf  _i.tf»  +  _L<,5  +  g-i^ 
tan  %  =  fl,  +  |-i?5  +G?5 

cos     tf   =1    _Ltf»  +  l(,*+G?, 

008^,  =  1  _i  ^,*  +  1  J^*  +  Gl,. 
Setzen  wir  noch  zur  Abkürzung  t;  für  <y  sin  a,  dann  findet  sich 

Führt  man  dies  in  die  beiden  ersten  Glieder  der  Arcussinusreihe 
S.  29  ein,  so  folgt 

z/12  =  t;  -  t;  — ^ ^1  — 2        +  ^^ß'   - 

oder  auch,  wenn  6  cos  ü  mit  u  bezeichnet  wird  und  wenn  man  be- 
achtet, dass  w*  -j"  ^  =  <y*  also  <y*  —  v*  =  w*,  dafs  femer  ^iy*  =  v* 
+  6?;^  ist: 

^^  =  V  —  1  w't;  —  y  w^i^i  +  Gk  . 

Substituiert  man  den  hieraus  folgenden  Wert  von  ^dif  in  der  Reihe 
(3),  so  ergiebt  sich 

sin  ^ly  =  V  -  y  vö^  -  y  n«i2i  +  y^^-  v<y*  +  -^  w*iji 
—  -^  uh\^  y  M^VIjJ  —  y  w^ijj  +  Giy  . 
Dies  ist  nunmehr    in  die  bereiis^oben  angeführte  Arcussinusreihe 


Digitized  by 


Google 


§  2.    Ordinstendifferenz  nnd  AbsciBsendiffereni. 


117 


mit  Beachtung  der  3  ersten  Glieder  derselben  einzusetzen  und  führt 
zn  der  Formel: 


"*t;ijj 


6  2 


(4) 


Zur  Berechnung  von  A%  giebt  das  sphärische  Dreieck  T^T^^Tol^ 
indem  man  den  Sinussatz  anwendet: 

sin  A\  =  sin<T  cos  tti .  %  sec  i^g .  (5) 

unter  Substitution  der  Beihenentwicklungen  für  sin  fi  und  sec  r\^  folgt 
hieraus: 

sinz^|=(<,--itf»+^<T»)(l  +  {,J+^^^j)cos«  +  ÖJ„ 
oder 

sin  z^l  =  4*  —  —  w^  —  —  MV*  +  —  uiyj 


l-i4r^^  + 


120 


60    ^  ^    ^    120   "^ 


S«2 


Will 


-  ly  ^ AJ  + -^  wijj  +  G?7 


Führt  man  diesen  Ausdruck  für  sin  ^|  in  die  Arcussinusreihe  S.  29 
ein,  30  folgt  weiter: 


-^^'^'  +  -^''^'^\^'< 


\ 


(6) 


^1  -  6,  —  Si- 

Mau  kann  mittelst  Formel  (4)  hieraas  %  eliminieren,  indem  man 
\  =  j\^-\-  ^1}  setzt;  es  ergiebt  sich  dann 


^1  =  M  +  -3-  ««»*  +  Y  M»??  +  M»l?l 

--i-  mV  +  -J-««*  -  -i-  M»f;j?i 


16 


16 


(7) 


doch  ist  diese  Formel  augenscheinlich  weniger  vorteilhaft  als  (6), 
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Restituieren  wir  nun  in  den  Formeln  (4)  und  (6)  für  $  und  ij 
bezw.  X :  q  und  y :  q  und  andern  die  Bedeutung  von  u  und  v  wie 
weiter  unten  angegeben  ab,  so  findet  sich: 

y*  -  yi  =  f  —  (yi  + 1 «)  aV 

+  (^-4')i?-+«(-lF-wn+9^^; 

s  sin  Ä1.2  ■=  t?    s  cos  tti.2  =  w. 

Von  vorstehenden  Formeln  reichen  für  das  praktische  Bedürfnis 
die  Glieder  bis  zur  3.  Ordnung  incl.  völlig  aus.  Die  höheren  Glieder 
gewähren  aber  die  Möglichkeit,  die  begangene  Vernachlässigung  zu 
schätzen.    Diese  Schätzung  versparen  wir  auf  §  4. 

Es  ist  noch  hervorzuheben,  dafs  vorstehende  Entwicklungen  nicht 
nur  für  die  spezielle  Form  der  Figur  6,  sondern  allgemein  gelten, 
da  die  Bildung  der  Ausdrücke  für  die  Dreieckswinkel  zu  den  Formeln 
(1)  und  (5)  der  systematischen  Herleitung  nach  (2)  S.  71  entspricht. 

§  3.  Differenz  der  Bichtungswinkel.  Bei  dem  Übergange 
vom  Punkte  P^  zu  dem  Punkte  Pg  ist  nächst  den  Differenzen  der 
Koordinaten  auch  noch  diejenige  der  Richtungswinkel  im  Anfangs- 
und Endpunkt  der  Linie  P1P2  von  Wichtigkeit,  um  fär  andere  von  P^ 
ausgehende  Linien  die  Rechnung  fortsetzen  zu  können.  Das  mehr- 
fach benutzte  sphärische  Dreieck  der  Fig.  6  giebt  hier  mittelst  der  1. 
^cperschen  Analogie  (5)  S.  77: 

(f-^O  +  d--^^)' 

cos -^ 

und  zwar  gilt  diese  Formel  allgemein  für  jede  Lage  von  PiP2  (wie 
die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen). 

Wir  setzen  nun  mit  Rücksicht  darauf,  dafs  für  p  «=  oc  das  Azimut 
tts.i«=°lli.8  +  180^  ist  und  bei  endlichem  q  und  kleinen  Distanzen 
diese  Gleichung  noch  näherungsweise  gelten  mufs: 

Ä2.i  =  ai.2+  180«+z/fl  (1) 

und  erhalten  nach  einfacher  Reduktion,  rechts  und  links  reziproke 
Werte  nehmend: 
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(2) 


tan4?^  =  -tan^^^^ 


«08  V 


1  =  Y  (»Ji  +  Vi)  • 
In  (2)  führen  wir  nun  nachstehende  Reihenentwicklungen  ein: 
sinij  =  ij  (l  —  -i-  ij*  +  Gl^) 

t'^^-Y^Ml  +  W  +  ÖZ,) 
und  erhalten  damit  die  folgenden  Umformungen  von  (2): 

und 

.^  ffJxy  /-  yi  „»         I,«  rriM 

z/a;  =  a?2  — rci  y  =  Y(yi  +  y2)  |  ^^^ 

Die  Zulässigkeit  dieser  Entwicklung  bleibt  ebenso  wie  diejenige  der 
(8)  im  vorigen  Paragraphen  für  kleine  Werte  6  und  17  im  Betrage 
von  Grofsen  1.  Ordnung  aufser  Zweifel. 

Eliminiert  man  ^fx  und  y^  (auch   insofern  es  in  ^  vorkommt) 
mittelst  (4)  und  (7)  des  vorigen  Paragraphen^  so  folgt  endlich  noch: 

§  4.  Numerischer  Betrag  der  hohem  Glieder.   Sieht  man  von 
der  Krümmung  der  Eugel  ab^  so  ist 

(^2  —  ^1)  =  w;    (^2  —  Vi)  =  t?;     z/«  =  null. 

Für  sehr  kleine  Bezirke  darf  in  der  That  nach  diesen  Relationen 
gerechnet  werden.  Um  nun  genauer  zu  erfahren^  bis  zu  welcher  Aus- 
dehnung man  alle  hohem  Glieder  vernachlässigen  darf,  nehmen  wir 
eine  Schätzung  vor.    In  y^  —  yi  ist  das  grofste  vernachlässigte  Glied 

nach (8)  S.  118  gleich-^  (y,  +  -J-t;),  in  x^  ~  x^  ist  es  m  (-|^  —  -^)- 

Setzen  wir  nun  den  Maximalwert  von  Dreiecksseiten  und  Ordinaten 


Digitized  by 


Google 


120    3.  Kapitel.  Rechtwinklige  und  geographische  Koordinaten  aaf  der  Kugel. 

1     8* 

gleich  s,  so  sind  diese  Glieder  beide  kleiner  als  y  "^ '     Halten  wir 

dies  als  Grenzwert  fest  und  nehmen  den  letzteren  <  0,001"*,  so  folgt 
als  Bedingung 

i-^<0,001'» 

und  für  q  =  6370000  hieraus  ~  <  t^-q  rund  oder 

5<4*"».  (1) 

Für  diesen  Betrag  von  {x^  —  x^)  und  y  wird  das  Glied  2.  Ordnung 
in  ^Ä  nach  Formel  (4)  S.  119  gleich  0,1",  ein  bei  so  kleinen 
Distanzen  zu  vemachlässigender  Betrag.  Dies  führt  zu  dem  Satze: 
Die  rechtmnUigen  Koordinaten  auf  der  Kugd  können  als  ebene 
Koordinaten  bis  auf  den  MiUifneter  genau  berechnet  werden^  so  lange  die 
gröfsten  Längen  der  Seiten  und  Ordinaten  ca.  4^  nicht  wesentlich  über- 


In  Bezug  auif  die  Glieder  5.  Ordnung  in  x^  —  cffi  und  y^  —  yi 
nach  (8)  S.  118  findet  sich  zunächst,  dafs  die  darin  vorkommenden 

Produkte  u^v^  =  —  s*  sin  2ai.j  und  u^v  =  s'  cos*  fli.«  sin  di.»  wie  die 

Differentiation  nach  Iti.g  zeigt,  die  Maximalwerte  0,25s*  und  0,38s' 
erlangen  können.  Nehmen  wir  als  Maximalwert  der  Ordinaten  eben- 
falls 5  wie  für  die  Seiten  und  vernachlässigen  in  y^  —  y^  das  Glied 
mit  dem  Faktor  ^,  in  x^  —  x^  die  negativen  Glieder,  so  folgt  als 
Maximalbetrag  der  Glieder  5.  Ordnung  rund  0,4s^  :  q^    Setzen  wir  nun 

0,4  il<  0,001", 

SO  wird  für  q  =  6370000  hiernach  —  <  ^rV  ^^^^  ^^^^ 

s<100*^.  (2) 

Für  diesen  Betrag  werden  die  Glieder  4.  Ordnung  von  Jü  nach  (4) 
S.  119  sicher  <  0,002",  was  völlig  ausreicht  und  der  Genauigkeit 
von  y^  —  yi  und  x^ -- x^  entspricht,  da  0,002"  auf  100*^  0,001"» 
Verschiebung  geben. 

Die  Glieder  3.  Ordnung  in  x^  —  x^^  und  y^  —  yi  und  diejenigen 
2.  Ordnung  in  Jü  genügen  daher  zu  einer  Genauigkeit  auf  0,001^, 
so  lange  die  Dreiecksseiten  und  Ordinaten  <  lOÖ^  bleiben. 

Aus  Tafel  (5)  S.  95  läfst  sich  nun  ersehen,  dafs  bei  der  Be- 
rechnung eines  sphärischen  Dreiecks  als  ebenes  Dreieck  mit  denselben 
Seiten  die  Glieder  2.  und  4.  Ordnung  (1.  und  2.  Glied)  in  den  Winkel- 
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reduktionen  bis  zu  mittleren  Seitenlangen  von  demselben  Betrage 
vernachlässigt  werden  dürfen,  wie  (1)  und  (2)  festsetzen.  Man  kann 
hieraus  schliefsen,  dafs  die  Mitnahme  der  Glieder  bis  zur  5.  Ordnung 
inch  in  den  Formeln  für  (x^  —  x^,  (y^  —  yd  ^^^  ^^  ebenso  lange 
ausreichen  wird,  als  diejenige  der  6.  Ordnung  incl.  (3.  Glied)  in 
jenen  Winkelreduktionen,  d.  i.  also  bis  zu  Dimensionen  von  ca.  600*'". 
Dies  wird  aus  dem  folgenden  Paragraphen  noch  schärfer  hervortreten. 

§  5.  Anderer  Entwicklungsgang.  Zachariae  entwickelt  in 
seinem  Werke:  Die  geodätischen  Hauptpunkte^  die  Formeln  für  recht- 
winklige sphärische  Koordinaten  mittelst  des  Legendre^QYxeiL  Satzes, 
indem  er  ein  Hilfsdreieck  konstruiert,  von  welchem  Pj  und  P^  2  Ecken 
sind,  die  dritte  aber  durch  einen  Punkt  mit  den  Koordinaten  x^  und 
y\  gegeben  ist;  die  3  Seiten  sind  also  tf,  i^g  —  fli  ^^^  ®^  grofster 
Kreisbogen  durch  Pj  und  den  Punkt  (ic,,  y^.  Die  Formeln  werden  dann: 

x^-x^  =  scos  (ai.2  -  2(£+  «))•  (l  +  ||i)  +  QGk 
y^  —  yi=s  sin  («1.2  —  {E+  b))  4-  qGI^ 

in  Sek.      ^  ^ 

1      ,,  UV 
in  Sek.      ®  ^ 

übereinstimmend  mit  den  hier  gegebenen  Entwicklungen.  Die  Be- 
deutung von  2E  und  %b  als  sphärischer  Excesse  eines  Vierecks  und 
eines  Dreiecks  springt  in  die  Augen. 

§  6.    Distanz  und  Richtungswinkel  ans  den  Koordinaten. 

Mittelst  der  Formeln  (8)  S.  118  hat  man  in  successiver  Annäherung, 
x^  —  x^  =  ^x,  y^  —  y^  =  Jy  gesetzt: 


w  =  Jx  +  qGI^ 
V  =  Jy  +  qGIs 


(1) 


(2) 


Aus  der  2.  Formel  (8)  S.  118  folgt  nach  Division  beider  Seiten 
durch  den  Faktor  von  u: 
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^x 


4.  {yl,  _  yit  _L  7t»*  \  _(yi_  c'\  ^ 

~  \24p«       12 p«  "•"  360 pV         \2j»        6?*/   89» 


+  QGI,. 


Setzt  man  hierin  für  v  in  den  Gliedern  3.  und  5.  Ordnung  den  Aus- 
druck (2)  bezw.  (1),  so  findet  sich: 


u- 


Jx 


U  ==SC08  Hl.«. 


+  pGi,; 


(3) 


Fährt  man  femer  die  Ausdrücke  (2)  f ür  u  und  v  in  die  Glieder 
3.  Ordnung  der  1.  Formel  (8)  auf  S.  118  ein,  in  die  Glieder  5.  Ord- 
nung daselbst  aber  die  Ausdrücke  (1)^  so  ergiebt  sich  nach  einfacher 
Reduktion: 

i;  =  ^y  +  (y,  +  i  zf  y)  ^ 

V  =  s  sin  fli.2 

^y  —  Vi  —  yi      ^x~x^—  x^. 

Diese  und  die  vorige  Formel  geben  ein  Mittel  zur  Berechnung  von 
8  und  ai.2  und  die  Formel  (4)  S.  119  giebt  dann  noch  ü%,i,  welches 
aber  auch  durch  vorstehende  beiden  Formeln  nach  erfolgter  Yer- 
tauschung  der  beiden  Punkte  bestimmt  werden  kann. 

Aus  den  Formeln  fdr  u  und  v  kann  man  auch  noch  Formeln  für 
^  und  tan  (1.2  ableiten,  von  denen  aber  nur  erstere  bequem  ist.  Sub- 
stituiert man  die  Ausdrücke  für  u  und  v  in  die  Gleichung  s*  =  u*  +  v\ 

so  findet  sich,  wenn  man  y  =  y  (y^  -f-  y^)  und  zfy=>y^  —  y^  anstatt 

yj  und  y,  zu  weiterer  Abkürzung  der  Formel  einführt: 


(5) 


y  ■=  T  (»1  +  Vi)- 


Einige  Vereinfachung  der  Formeln  (3)   und  (4)   wflrde  sich  wahr- 
scheinlich noch  erzielen  lassen,  wenn  man  ausgehend  von  den  Croufsiaeixen 
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Gleichungen  anstatt  der  zu  beiden  Punkten  unsymmetrischen  Grofsen 

cos  01.2  und  sin  fli.g  die    symmetrischen  s  cos  (Uia  +  y  -^ä)  und 

5  sin  (üi.s  4~  Y '^^j  berechnen  wollte.     Indessen   ziehen    wir   obige 

Formeln  vor,  insofern  sie  im  oben  angedeuteten  Sinne  eine  Eontrolle 
gestatten,  und  begnügen  uns,  die  erwähnten  Ausdrücke  nur  bis  auf  die 
5.  Ordnung  genau  mittelst  der  bereits  entwickelten  Formeln  herzustellen. 
Zunächst  ist  in  einfacher  Entwicklung: 


scos 


s  sm 


v  +  u^  +  qGI^. 


Hieraus  resultiert  nach  Substitution  der  Ausdrücke  für  u  und  v,  sowie 
für  ^ü: 


s  sin  (ü,.,  +  ^)  --^y  (l  -  0)  +  QGk 

In  Sek.  ^       ^      ^      '  * 


(6) 


O^t 


§  7.  Übertragung  geographischer  LSnge  und  Breite  mittelst 
horizontaler  Entfernung  und 
Azimut.  Auf  der  Eugeloberfläche 
denken  wir  uns^  insofern  sie  die 
mathematische  Erdoberfläche  reprä- 
sentirt;  nach  S.  7  einen  grofsten 
Kreis  und  seine  2  Pole  bezw.  als 
Äquator  und  Nord-  und  Südpol 
angenommen^  femer  einen  Meridian 
als  LMeridian  gewählt  und  das  Eoor-  ^e^ 
dinatensystem  der  geographischen 
Breiten  und  Längen  eingeführt 

Den  Meridian  eines  durch  seine 
geographische  Breite  gegebenen 
Ausgangspunktes  P^  nehmen  wir 
für  den  Augenblick  als  1.  Meridian 
und  zählen  von  demselben  aus 
Laogennuterschiede  in  demselben 
Drehangftsinne  wie  Azimute  von 
Bemem  rüdlich  von  P^  gelegenen 
Teile  aus.  In  der  Fig.  7  ist  die  LängendifFerenz  Li.t  ostwestlich^  das 
Azimut  ai ,  %  südwestlich  gezählt.  Der  Eugehradius  dient  als  Längeneinheit 


Fig.  7. 
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Die  Auflosung  des  Dreiecks  zwischen  Nordpol  N,  Pj  und  P, 
kann  mittelst  der  Gaufsischen  Gleichungen  geschehen.  Dieses  über- 
gehend;  wenden  wir  uns  sogleich  zu  einer  andern  von  Gaufs  gegebenen 
Methode^  welche  für  kleine  6  vorteilhaft  ist.  Hierbei  wird  zunächst  der 
gröfste  Kreis  P,  F  rechtwinklig  zum  1.  Meridian  gelegt  und  das 
Dreieck  PiPiF  aufgelöst.  Die  Formeln  (1)  S.  76  geben  dazu,  wenn 
die  Ecken  Fy  P^,  P^  als  A,  B,  C  und  also 

l?  =  «i.2  ß  =  n  (1) 

C=  270«  —  02.1  =  90<»  ~  Äi.a  -  ^ü       y  =  I  ) 

genommen  werden,  nachstehendes  System  zur  Berechnung  von  17,  | 
und  /Jüy  welche  letztere  Gröfse  dieselbe  Bedeutung  wie  bei  den  recht- 
winkligen Koordinaten  hat,  indem  ai.g  identisch  mit  dem  Richtungs- 
winkel üi,i  ist: 

sin  iy  =  sin  <y  sin  «1.2 

cos  iy  sin  I  =  sin  <y  cos  «1.2  (2) 

cos  1^  cos  S  =  cos  6 

sin  <y  sin  («1.2  +  ^tt)  =  sin  iy  cos  |   ] 
sin  (f  cos  («1.2  +  ^ü)  =  sin  |.  J 

Diese  Gleichungen  gelten  für  jede  Lage  von  P,  gegen  Pj,  vergleiche 
den  Schlufs  des  §  2,  S.  118.  Da  femer  val.  abs.  ij  <  |^  ist,  wird  die 
Auflosung  auch  ganz  bestimmt. 

Die  (2)  sind  für  die  Ermittlung  von  17  und  |  sehr  geeignet;  die 
Gleichungen  (3)  aber,- welche  z/H  geben,  wandelt  man  mit  Rücksicht 
auf  den  vorausgesetzten  geringen  Betrag  von  6  besser  um,  indem 
man  sie,  sowie  die  1.  und  2.  Formel  (2)  in  die  rechte  Seite  der  Iden- 
tität sin  z/Ä  =  sin  («1.2  +  ^d)  cos  «1.2  —  cos  («1.2  +  ^ü)  sin  «1.2 
substituiert.    Dies  giebt 

.^  •       j.      •  cos  S  cos  W  —  1  '       y      '  cos  ff  —  1 

sin  /3ü  =  sm  6  sm  1?  — —--r =  sin  g  sm  1?  — .  -= , 

'  '  sin' ff  •  '      sin'ff      ' 

woraus  endlich  folgt,  indem  man  noch  für  sin  tj  seinen  Wert  aus 
(2)  setzt: 

sin  ^ü  =  —  sin  I  tan  —  sin  «1.2 .  (4) 

Bei  beliebig  grofsen  6  kann  diese  Formel  mit  den  (3)  natürlich  nicht 
konkurrieren;  sie  gestattet  dagegen  kleine  ^d,  die  kleinen  Werten 
von  (S  entsprechen,  schärfer  zu  berechnen. 
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(5) 


Dass  bei  dieser  Yoraassetzung  über  ts  auch  z/d  klein  ist  und 
nicht,  wie  Formel  (4)  allein  zulassen  würde,  nahe  180^  beträgt, 
zeigen  die  (3),  die  mittelst  der  (2)  reduziert,  übergehen  in: 

sin  («1.2  +  ^tt)  =  sin  «1.2  cos  S 
cos  («1.2  +  ^ü)  =  cos  «1.2  sec  rj. 
Ist  nun  (S  klein,  so  sind  5  und  ij  kleine  positive  oder  negative  Werte, 
cos  £  und  sec  17  mithin  nahezu  -|~  I9  '^^^  ^^  ^^^  daher  «1.2  4*  '^^  ^^ 
gleichem  Quadranten  mit  ^1.2  gelegen  und  wenig  von  ihm  verschieden. 
Das  grofse  rechtwinklige  Dreieck  zwischen  Nordpol  JV,  jP  und  P^ 
giebt  nunmehr  nach  dem  Formelsystem  (1)  S.  76,  wenn  gesetzt  wird: 


^  =  90« 

«■=1-5, 

5  =  ii.t 

C=90«  +  ^ 

ß=.ti 

(6) 

t  =  «2.1  —  Ä2.1 

F=B,-|, 

die  nachstehenden  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  Bg,  Lu 
welche  letztere  Grösse  Meridiankonvergene  heifst: 

i  und  t, 

sinBg    = 

COS  ij  sin  JP 

cos  Bg  sin  ii.2  = 

sin  1} 

cos  B^  cos  Li. 2  = 

cosiycosF 

• 

(7) 

cos  B^Bin  t      = 

—  sinij  sin F 

cos  B^  cos  t      == 

cos  JP. 

Diese  Gleichungen  gelten  ebenso  wie  die  (2)  und  (3)  ganz  allgemein 
und  insbesondere  auch  für  negative  Werte  von  1}. 

Die  2.  und  3.  der  Gleichungen  (7)  geben  tan  Z1.2,  die  4.  und 
5.  tan  t,  und  da  cos  B^  positiv  ist,  so  ist  Li. 2  seinem  Quadranten 
nach  völlig  bestimmt 

Was  nun  JB,  anlangt,  so  empfiehlt  es  sich,  weil  F  —  JB2  ^^  kleine 
Werte  0  auch  klein  ist,  diese  Differenz  direkt  herzuleiten.  Dazu  eliminiert 
man  aus  der  Identität  sin  (F  —  JBg)  "^  ^^  ^  ^^^  ^2  —  ^^^  ^  ^^^  -^a 
mittelst  der  1.  und  3.  Gleichung  (7)  die  Breite  B^  und  erhält  zunächst 
(den  Index  von  L  unterdrückend) 

sin  {F  —  JBg)  =  sin  F  cos  F  cos  rj    ^^  j^ — 

Multipliziert  man  dies  rechter  Hand  mit  cot  L  tan  tj  sec  F,  —  das 
ist  soviel  als  1,  —  so  gelangt  man  zu  der  Formel: 


sin  (F  —  JB2)  =  81°  V  tan  -y-  sin  F. 


(8) 
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Hieraus  folgt  F  —  B^  unzweideutig,  da  bei  mäfsigen  Distanzen 
jP  —  jBg  ein  kleiner  positiver  oder  negativer  Wert  sein  mufs. 

Alles  zusammengestellt  und  mit  Benutzung  einiger  einfacher 
Transformationen  erhält  man  endlich  zur  Lösung  der  Aufgabe  das 
Formelsystem: 

.  sin  17  =  sin  (^  sin  ai.2 
tan  1 8=»  tan  6  cos  «1.2 
F=B,-^l 
tan  ii.2  =  tan  iy  sec  -F  =  sin  S  tan  «1.2  sec  F 
tan  ^  =  —  siniy  tan  F 


sin  {F —  B^  =  siniy  tan     -    sin  F  = 


tan  t  tan  -^  cos  F 


sin  /Iti 


cos  «1.2  ' 


—  sin  5  tan  -^  sin  «1.2 


(9) 


—  tan  ij  tan 

«2.1  =  «1.2+  180«  +  ^a  +  ^. 

Die  zweiten  Ausdrücke  rechter  Hand  sind  etwas  bequemer  als 
die  ersten;  weil  sie  tan  1}  und  sin  F  nicht  enthalten  und  anstatt  dessen 
nur  sin  |  erfordern^  welches  indes  leicht  aufzuschlagen  ist;  da  auch  |  ge- 
sucht werden  mufs.  Die  Berechnung  beider  Systeme  von  Ausdrücken 
würde  einige  Eontrolle  bieten^  die  man  indeS;  wie  sich  später  zeigen 
wird;  meist  auf  andere  Art  erlangt  —  ohnehin  ist  sie  keine  vollständige. 

Bei  der  Auflosung  der  (9)  werden  die  S  und  T  der  Tzififrigen 
Logarithmentafeln  gute  Dienste  leisten;  so  lange  ebe;n  solche  Tafeln 
eine  ausreichende  Genauigkeit  gewähren.  In  andern  Fällen  wird  man 
meist  Reihenentwicklungen  vorteilhaft  finden;  um  das  direkte  Auf- 
schlagen der  Logarithmen  trigonometrischer  Funktionen  kleiner  Winkel 
zu  umgehen. 

§  8.  Reihenentwicklungen  zur  vorigen  Aufgabe.  Man  hat, 
wenn  ij;  |  und  jP  vorläufig  als  bekannt  angesehen  werden;  aus  der 
4.  Formel  (W)  sofort: 

taiiii.2  =  ij(l  +  |ij«  +  -^ij*+Gie)secF.  (1) 

Entwickelt  man  hieraus  X1.2  mittelst  der  Arcustangensreihe  (2)  S.  29 
so  folgt: 


in  Sek. 


:  Q'n  SecF  I  l-y1J«tan«i^+-^  V^Un»FE8Un«/-+l]  +  Giß  ) .  (2) 

Dagegen  giebt  die  Einführung  von  tan  Li, 2  in  die  2.  Formel  (4)  S.  30; 
Z1.2  für  u  gesetzt: 

log  Z1.2  =  log  {q'ti  sec  F)  -  4  Mri^  tan«  F 


in  Sek. 


+  -^jr»;*ton»Fll3Un»F-|-6|  +  GIq 


(3) 
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Was  die  Brauchbarkeit  dieser  Entwicklungen  anbetrifPt^  so  sieht 
man  leicht,  dafs  dieselbe  für  (1)  gesichert  bleibt,  so  lange  17  nur  eine 
Grofse  1.  -Ordnung  ist  Dagegen  fordern  (2)  und  (3),  insofern  sie 
Entwicklungen  von  X1.9  sind,  dafs  dieses  eine  Grofse  1.  Ordnung  sei. 
Nun  ist  aber  £1.2  absolut  genommen  <  yal.  abs.  1}  sec  F,  Man  erhält 
somit  zu  (2)  und  (3)  als  Bedingung  der  Brauchbarkeit:  Es  mufs 
fl  sec  F  eine  kleine  Grofse  sein.*) 

Die  6.  Formel  (9)  giebt  nun  femer  durch  Einfthrung  von  Reihen- 
entwicklungen rechter  Hand  (den  Index  von  L  einstweilen  unterdrückt): 

8in(F— B,) 

=  ^riL.\nF(\^\n'+^n'+Gl^{^  +  '^V  +  4^ 
Hieraus  folgt  mit  Benutzung  von  (2)  ohne  Schwierigkeit: 

+  -3J0  '?'  [*^  tan*  -F  +  15  tan»  F  +  1]  +  GZ« 


sin  {F  —  £,)  =  i-  ij«  tan  JP 


Führt   man   dies  endlich  in  die  Arcussinusreihe  ein,   1.  Formel  (2) 
8.  29,  so  ergiebt  sich: 


F  —  £,  =  ^  Q"rf  tan  F 


in  S«k. 


1_J   ,«[3tan*i^+l] 


12 


+  15Ö' '*'***"* '■+'"*"''■+*'  +  ^^0 


(4) 


Dagegen  giebt  die  Einführung  in  die  1.  Reihe  (4)  S.  30  sofort: 
log  (F  -  B,)  =  log  (I  Q"rf  tan  f)  -  ^  Mrf  [3  tan»  F  +  l] 

+  W  ^"^  ^^^  **"*  ^+  90  *«*  ^- 13  +  GZg .  (5) 


ia  Sek. 


Aus  der  5.  Gleichung  (9)  vnrd  durch  Entwicklung  von  sin  ri  in 
eine  Reihe  und  Anwendung  der  2.  Reihe  (2)  S.  29  auf  den  Über- 
gang von  tan  t  zu  t^  erhalten: 

'l-|i?«[2tan«F+l] 

+  -j^  »^  [M  tan«|f+  20  t*ii»F+l]  +  G\ 

Dagegen  giebt  die  Anwendung  der  2.  Reihe  (4)  S.  30  die  Formel 


t  —  —  q'\  tan  F 

in  Sek. 


(6) 


*)  Aach  bei  nnbeBchränkter  Fortsetzung  gelten  diese  Entwicklungen  nar  fdr 
LäDgenunterschiede  bis  45^ 
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log  ^  =log  (-p'ij  tan-F)  -  ^  Mfi^  [2  tan*  1^+  1] 


in  Sek. 


+  ^ifi2*[26Uii«F+20Uii»F-l]  +  GIq. 


0) 


Auch  diese   Entwicklungen   (4)   bis   (7)    gewähren   eine    genügende 
Konvergenz  nur  so  lange,  als  iy  sec  F  eine  kleine  Grofse  bleibt 

§  9.  Fortsetzung.  Um  nun  jetzt  auch  noch  zu  Reihen  für  iy, 
5  und  Jü  2\x  gelangen,  genügt  es  in  den  Formeln  (4)  und  (7)  S.  117 
und  in  Formel  (5)  S.  119  i^j  =0  zu  setzen.    Man  hat  alsdann: 


w  =  s  cos  «1.2 
t;  =  s  sin  «1 


(1) 


15^*  ~  120^« 


r^+Gh)] 


in  Sek. 


(2) 


Es  ist  aber  auch  jetzt  für  die  Benutzung  von  17  und  |  bequemer, 
die  logarithmische  Form  herzustellen.  Dazu  dient  die  1.  Reihe  (1) 
§  5  S.  27  und  man  erhält  ohne  Schwierigkeit  die  nachfolgenden,  wie 
die  (2)  für  kleine  Werte  von  s :  q  brauchbaren  Entwicklungen: 

log  1? = log  I  -  Jif  (-^ + $^+4.)  +  Gk 

log^^^^^=  log  (-,''-)  + 

«2.1  —  «1.2  +  180«  +  Jti  +  t. 

An  Stelle  der  Formeln  (3)  kann  man  sich  auch  der  Anflösong  des  recht- 
winkligen Dreiecks  mit  den  Seiten  <r,  17  und  |  nach  Legendres  Satz  (unter 
Berücksichtigung  der  hohem  Glieder)  bedienen.  Um  ebenso  genau  zu 
rechnen,  wie  die  (8)  es  gestatten,  sind  2  Annäherungsrechnungen  aus- 
zufahren. 

§  10.  Gegeben  geographische  Breite  und  Länge  für  2  Punkte. 

Um  in  diesem  Falle  Entfernung  und  Azimute  herzuleiten;  kann  man 
ebenfalls  sich  des  Systemes  rechtwinkliger  Koordinaten  als  Zwischen- 
gliedes bedienen.  Im  Anschlufs  an  Fig.  7  S.  123  und  die  Formeln 
(7)  und  (9)  S.  125  und  126  erhält  man  leicht: 


Digitized  by 


Google 


§  iO.    Gegeben  geographische  Breite  und  Länge  für  2  Punkte.         129 


sini}  BS  cos  B^  sin  Li,% 


8in(F— Bj) 


^1.2 


sin  JB,  =  sin*  --i^secij  sin2  JB, 


(1) 


tanq  tan     ^     ouli  jur,  —  «.« 
tan  <  =»  —  sinij  sec  Li,%  tan  5g  =  —  tan  Zi.»  sin  5, . 
Die  (2)  und  (4)  auf  S.  124  geben^  wenn  rj,  F  und  t  gefunden  sind: 
sin  6  sin  ai.2  ^  sin  i} 
sin  6  cos  ai.%  «»  cos  tj  sin  | 

6--Bi--F^  \  (2) 

•  sin  z/a  =  —  sin  5  tan  -r-  sin  «i.  2 

«2.1  =»  «1.2  +  180^  +Jü  +  t. 

Bei"  der  Anwendung  dieser  Formeln  ist  (wie  §  7  S.  124)  Voraus- 
setzung, dafs  6  klein  sei.  Für  beliebige  Werte  von  0  gelten  sie  zwar 
noch,  verlieren  aber  ihre  Brauchbarkeit  zu  scharfer  Berechnung  der 
anbekannten  Grofsen. 

Eine  vollständige  Eonjirolle  der  Rechnung  gewährt  eine  2.  Auf- 
losung mit  Yertauschung  der  Punkte. 

Erscheint  bei  der  Auflösung  die  Anwendung  der  Formeln  unbequem, 
weil  etwa  die  S  und  T  nicht  genügende  Schärfe  gestatten,  so  kann 
man  wieder  B^ihenentwicklungen  vornehmen.  Die  Formeln  (1)  geben 
zunächst  durch  Entwicklung  der  rechten  Seiten  (und  mit  Unterdrückung 
des  Index  von  Z1.2): 

8in(J'-B,)=li«8in2B,  (1  -  ^i*  +  -^L*-h  Gl,) 

tan  <  =.  -  LänB,  (l  +  y  Z»  +  -^  L*  +  Ol,)  ■ 
Führt  man  dies  in  die  Reihen  (2)  S.  29  ein,  so  ei^ebt  sich  weiter: 

i+^i»[5-6sin«i?,] 

-\-  g-  L* 00.'  a,  Cl-i  «In' S^^+^i'  +Gle\] (3) 


F-B.=^Q"L'8m2B. 

Im  O^V  4 


iaSek. 


^  SS  —  q"L  sin  B^ 

iaSek. 


1  +  y  Z«  COS»  J?2 

+  -—  X*  cot»  Ä.  [2-8  «in»  Ä,]  +  GIq 
2^1  2  in  Sek. 
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Was  insbesondere  die  Entwicklung  der  2.  dieser  Formeln  anlangt, 
so  wird  dabei  als  Zwischenglied  erhalten: 

sin  {F  —  jB,)  =  -^  D  sin  2B^[l  +  ^U  [5—6  sin«  ^J 

+  ^  Z*  cos«  JBJ4-9  sin«  BJ  +  - J- i*  +  GJe) . 

Zur  logarithmischen  Rechnung  bequemer  findet  sich  durch  Anwendung 
der  (4)  S.  30  auf  siniy,  sin  (F—B^)  und  tan  U 

log  ij  <=  log  (L  cos  B2)  —  -g-  ML^  sin«  B^ 

—  ^  ML*  sin«  Bi  [12-11  iin»  Ä,]  +  GZg 

log  (F^B,)  =  log(^(>U«sin2JB,)  +  ^  J[fZ«[5-6sin«-B,] 

in  Sek.  ^*  /  1^ 

-f-  -ji^  JfX«  [119—420  Bin»  B,  +  300  lin«  Ä,]  -^  Gig 

log ^  =  log  (—  q'L  sin  J?2)  +  \  ML^  cos«  i?^ 


in  Sek. 


-|-  -^  Jf  X*  coB«  Ä,  [7-lS  tin»  ÄJ  +  6rZg  ; 


(4) 


X  = 


■Z^l  2  ''^  ^^• 


Vorstehende  Entwicklungen  (3)  und  (4)  gelten  sicher  und  genügen, 
so  lange  L  nur  eine  Gröfse  1.  Ordnung  ist,  wie  unschwer  zu  ersehen. 

Die  den  Formeln  (2)  entsprechenden  Reihen  entnimmt  man  nun 
am  einfachsten  den  Formeln  (1)  und  (2)  fQr  v  und  u  S.  122,  iudem 
man  darin  y^s=zO  ^^  x^  setzt  und  den  Index  von  y^  und  x^  unter- 
drückt. Es  ist  danach,  sicher  ausreichend,  sobald  die  (3)  und  (4)  ge- 
nügen und  s :  q  eine  Gröfse  1.  Ordnung  ist: 

s  cos  «1.2  =  (>l  (l  —  y  ^*  —  -^^ '^^i*- -^  «/*  +  GIq) 

t  s=  (^1—^)  in  Seit- 
in  Sek.  ^  \  "  / 

«2.1  -=  «1.2  +  180^  +  Jü  +  t, 
und  in  logarithmischer  Form  hieraus: 


(5) 
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log  (s  sin «1. ,)  =  log  (Qf])  +^MV  —  -^  if'i'i'  +  ,lo  Mi'  +  Gig 
log  (scosai.,)  =  log  (pl)  —^Mri'—  j^^i^i'-  -^  *'/  +  Gl^ 
log  Ja  =  log  (-  y  *"6i?)  +  !*(•'•  +  P)  +  Gff, . 


in  Sek. 


(6) 


§11.  Lösung  der  Torigen  Aufgabe  mittelst  Gaufs'  Gleichnngen. 

Wir  bezeichnen  die  beiden  gegebenen  Punkte  wieder  mit  Pj  und  Pj 
und  wenden  die  Gleichungen  (10)  S.  79  an,  indem  wir  substituieren: 

LuifürA  tffOra 


«2.t  -  180»  „  B 
180»- ai. 2    „   C 


—  ^1   »   ß 

—  S,  „   Y- 


(1) 


Es  ergeben   sich   dann   unmittelbar  folgende  Formeln  zur  Be- 
stimmimg von  ai,2y  €C2.i  und  6: 


.     **2.i  +  «1.2     .     a 
sin smy 

«2.1  +  «1.2      .       <f 

COS smy 


■^2  -^1 

tm  —^-^ — - 


•  sm 


sm 


«2.1  — «1.2         a 


2  ^°«-2 


«2.1  —  «1.2  ü 

COS cos  -r-  ' 


B.  +  B^     .     ^1.2 
»  —  cos     '  ^ — ^  sm  — g— 

=  +cos        g        cos-g- 
=  +  sm     '  g         sm  -^ 


(2) 


Hierbei  sind  von  den  genannten  Formeln  nur  die  oberen  Zeichen 
benutzt;  weil  die  Seiten  des  Dreiecks  bis  auf  die  eine  ö  immer  <  yt 
sind.  6  selbst  kann  ^  jt  genommen  werden;  in  der  Regel  interessiert 
aber  die  kürzere  Verbindung  <  jr  und  hiermit  ist  die  Auflösung  der 
(2)  eine  ganz  bestimmte. 

Die  Anwendung  der  (2)  setzt  voraus^  d|ifs  die  Winkel  des  Dreiecks 
(1)  positiv  zwischen  null  und  360^  gelegen  sind.  Wenn  indessen 
Li.2>  180®  wird,  so  werden  im  Falle  tf  <jr  die  Ausdrücke  (1)  für 
B  und  C  gleichzeitig  negativ.  Denkt  man  sich  daher  zu  B  und  C 
360^  addiert;  so  ergeben  sich  doch  wieder  die  Formeln  (2).  Mithin 
gelten  die  (2)  allgemein  für  jede  Lage  von  P^  P^. 

Setzen  wir  in  vorstehenden  Formeln  (2)  zur  Abkürzung  ein: 


P2-jBi  =  ^2?  A±i==jB 


«1.2  +  «2.1  -180° 


«2.1  =  «1.2+   180®  +  ^«, 


(3) 
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WO  Ja  nichts  anderes  als  ^d  -\- 1  in.  der  Bezeichnung  der  vorher- 
gehenden Paragraphen  ist,  so  erhalten  wir: 


(S  .      dB  A.2 

cos  a  sm  Y  •=*  —  sin  -5-  cos     ^ 


sm  a  sin 


—  =  +  cos  B  sin 


^1.« 


da  ö 

cos  2-cö»Y 

.     Ja  a 

Sin  — cos  y 


+  cos 


JB 


L: 


cos 


1.2 


—  sin  B  sin 


■'i.« 


(4) 


«12  =  « 


«2.1  =  « 


z/a 


2 

Ja 


+  180^ 


(5) 


Diese  Formeln  geben  eine  möglichst  scharfe  Anfl5sungy  die  auch 
für  kleine  gegenseitige  Entfernungen  der  Punkte  bei  Anwendung  der 
Hilfsgröfsen  8  und  T  bequem  ist 

Gauß  benutzt  (in  den  Unterstichungen  über  Gegenstände  der  höheren 
Geodäsie  Teil  1  (1844)  S.  33)  diese  Formeln  zu  einer  indirekten  Auf- 
losung der  Aufgabe  des  §  7  dieses  Kapitels  ^  S.  123;  wobei  sehr 
stark  konvergente  Beihenentwicklungen  entstehen.  Wir  gehen  im 
Folgenden  nur  auf  diejenigen  Reihenentwicklungen  eiU;  welche  der 
Aufgabe  dieses  Paragraphen  entsprechen. 

§  12.    Reihenentwicklungen  zur  Torigen  Aufgalie.    Man  hat 

zunächst  aus  den  (4)  die  j^<^persche  Analogie: 


tan«  =  —  tan- 


4.2  JB  ^ 

-^—  esc  — -—  cos  B . 


Diese  Formel  logarithmieren  wir  und  substituieren  darin  die  Reihen 
(3)  S.  29  für  log  tan  -4^  und  log  sin  ~  •   Das  führt  zu  der  Formel: 


log  tan  «  =  log  ( - 


L  cos  B 
~~JB~ 


L^  2^^  ^^ 


.  -r,           JB  In  Sek. 
ZIJCJ  ^  ;; • 


(1) 


Hierbei  ist  Li. 2  als  kleiner  positiver  oder  negativer  Wert  voraus- 
gesetzt Zur  Bestimmung  des  Quadranten  für  «  hat  man  die  aus 
Fig.  7  S.  123  unter  Annahme  eines  kleinen  Wertes  für  Ja  ersicht- 
liche Bedingung,  dafs  «  5  180®  ft^r  +  ii.2. 
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Man  erhält  nun  weiter  aus  den  genannten  Formeln  (4): 


tan 


2 


—  tan  — ^  sin  B  sec  —:;— 


Rechter  Hand   setzen   wir   für    tan  —^  die  Reihenentwicklung  und 


führen  dann  den  Ausdruck  für  tan  -^-  in   die  2.  Reihe  (2)  S.  29 
ein;  womit  sich  findet: 

wenn  sin  B  sec  — r—  vorübergehend   mit   6   bezeichnet   wird.     Unter 

Restitution  dieses  Ausdrucks  und  zu  Logarithmen  übergehend^  folgt: 

log  ^a  =  log  ( —  Z/1.2  sin  B  sec  — ^) 

in  Sek.  ^       in  Sek.  ^     ^ 

+  ^  ML'  cos  B,  cos  B,  sec^  ^  (l  -  ^  l»  [is  .m^  /^-tj)  +  Gl, ,  (2) 
wobei  die  leicht  zu  verificierende  Identität  1  —  6*=cosJBiCOsJ?jSec*  --— 

benutzt  und  im  letzten  Gliede  rechter  Hand  6*  =  sin*  B  +  Gl^  ge- 
setzt ist. 

Die  Entwicklungen  (1)  und  (2)  sind  brauchbar,  wenn  L  und  JB 
als  Grofsen  1.  Ordnung  angesehen  werden  können  (die  Bedingung, 
dafs  6  klein  sei,  genügt  somit,  ebenso  wie  bei  den  vorhergehenden 
Aufgaben,  allein  noch  nicht). 

Zur  Berechnung  von  6  und  8  geben  die  beiden  ersten  Gleichungen 
(4)  des  vorigen  Paragraphen  zur  Auswahl  die  Formeln: 


sm 


T-(- 


COS 


^1.2 


sec 


aj  sin  -g-  =  (cos  B  esc  a)  sin 


J^l.2 


Beide  haben  die  Gestalt  sin  y  =  j?  sin  -|- .  Die  Anwendung  der  Sinus- 
reihe auf  sin  -|-  und  der  Arcussinusreihe  (2)  S.  29,  bezw.  der  Reihe 

fibr  deren  Logarithmus,  S.  30  (4),  auf  sin  y  giebt  aber  mit  Rücksicht 
auf  die  Gleichung  s  -=  <y(>: 


pqg 


(•-i^«-+ 


(l-p«)(l-9p^) 
1920 


+  Gk) 


log s  =  log  ipqg)  -^M^il-p']  (l  +^,Hi+iw)  +  Gl,. 
Hierbei  ist  zu  setzen: 


(3) 


p  =8  —  COS 


^1.1 


-sec  a 


8  = 


JB  in  Sek. 


oder 


p  =       cos  JB  CSC  a , 


L^  2^^  ^^- 


(4) 
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Die  schärfste  Rechnung  hat  man  (wie  bei  Berechnung  einer  Hypotenuse 
aus  den  Katheten)  mittelst  des  kleinsten  p- Wertes. 

Wäre  log  sin  —  erwünscht;  so  würde  man  die  Substitutionen  (4) 
in  die  Formel 

'   Mq'  -  -^  M,^  +  Gk  (5) 


P« 


24 


log  sin  y  =  log  -^ 

einzuführen  haben. 

Die  Entwicklungen  (3)  und  (5)  sind  bezüglich  ihrer  Brauchbar- 
keit an  dieselben  Bedingungen  wie  die  (1)  und  (2)  geknüpft. 


4  KapiteL 

Der  vertikale  Schnitt  und  das  Sehnendreieck 'ffir  das 
abgeplattete  Rotationsellipsoid. 

§.  1.  Abweichung  gegenseitiger  Yertikalschnitte  Ton  einander. 

Indem  wir  uns  nunmehr  zu  der  Geodäsie  auf  einer  Niveaufläche  von 
der  Form  des  abgeplatteten  Rotationsellipsoids  spezieller  wenden,  sei 
zunächst  hervorgehoben;  dafs  wir  von  der  Krümmung  der  Lotlinien 


Wert 


O^ 


dafs  also  in  den 
Fällen,  wo.  Punkte  betrachtet 
werden  müssen,  die  nicht  auf 
der  zu  gründe  gelegten  Niveau- 
fläche  selbst  liegen,  auch  deren 
Lotrichtungen  stets  als  Nor- 
malen dieser  Niveaufläche  ge- 
dacht werden.*) 

Legt  man  von  einem 
Punkte  Pi  eine  Vertikal- 
ebene, also  eine  die  Lot« 
liniePi^I  enthaltende  Ebene, 
durch  einen  andern  Punkt 
Pg  der  Oberfläche  (Fig.  8),  so 
liegt  des  letztem  Lotlinie 
PgJEJ  im  allgemeinen  nicht  in  der  genannten  Vertikalebene,  weil  die 
Schnittpunkte  K[  und  Ki  der  Lotlinien  mit  der  Rotationsaxe  im  all- 
gemeinen nicht  zusammenfaUen.    Nath  S.  41  (9)  ist 


Flg.  8. 


*)  Diese  Annahme  wird  nicht  nur  in  Kapitel  4,  sondern  auch  in  allen  fol- 
genden Kapiteln,  welche  die  Geodäsie  auf  dem  abgeplatteten  Rotationsellipsoid 
betreffen,  beibehalten  werden. 
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xr'  zr'  «  /  si^  -^s  Bin  JS,  \ 

^     \yi  -  e»  sin«  JB,        l/l-c'sin'Bi/  ^ 


mithin  genähert  för  kurze  Distanzen  PiPj,  und  JB  als  Grofse  1.  Ord- 
nung ^  ^  als  Gröfse  2.  Ordnung  genommen: 

K'xKt  =  aoe*  (cos  5  sin  AB  +  GZ3)  (1) 

fär 

AB^B.^B,       B=\{B,  +  B,).  (2) 

Haben  beide  Punkte  gleiche  geographische  Breite  B,  so  fallen  die 
beiden  Punkte  K[  und  K^  zusammen;  alsdann  haben  P^  und  Pg  auch 
eine  gemeinsame  Yertikalebene.  Ebenso  ist  dies  der  Fall,  wenn  sie 
in  einem  und  demselben  Meridian  liegen.  In  allen  andern  Fällen  er- 
zeugen aber  die  von  einander  abweichenden  Vertikalebenen  von  P^ 
nach  Pj  und  von  P^  nach  P^  auf  der  Oberfläche  zwei  VertikalschniUe, 
die  in  P^  und  Pg  sich  unter  kleinen  Winkeln  schneiden. 

Zeigt  sich  nun  bereits  hier  ein  wesentlicher  Unterschied  gegen 
die  Kugel,  so  bemerkt  man  sogleich  einen  andern,  wenn  man  sich 
die  Punkte  P^  und  P^  in  ihren  Lotlinien  emporgehoben  denkt;  dann 
tritt  P2  aus  der  Vertikalebene  von  P^  nach  der  Anfangslage  von  P^, 
und  Pi  aus  derjenigen  von  Pg  nach  der  Anfangslage  von  P^  heraus. 
Oder  mit  andern  Worten: 

Die  Höhe  des  Objekts  über  der  zu  gründe  gelegten  Niveaufläche 
hat  einen  Einflufs  auf  die  astronomischen  Azimute  der  Vertikalebenen 
(8.  7)  imd  also  auch  auf  die  Horizontalwinkel. 

§.  2.    Gleichung  des  Ellipsoids  und  des  Yertikalschnitts. 

Dieselbe  lautet  in  rechtwinkligen  Koordinaten,  bezogen  auf  den  Mittel- 
punkt als  Ursprung  und  die  Botationsaxe  als  ^ef-Axe: 

Denken  wir  uns  nun  die  Meridianebene  von  P|  als  2;j8r-Ebene;  in 
90^  westlichem  Längenunterschied  dazu  die  yjer-Ebene  und  nehmen 
positive  g  nach  Norden,  dann  folgt  mit  Bücksicht  auf  die  Formeln 
des  §  2  S.  39  und  mit  Beachtung  von  Fig.  8: 


^                 ÖL  cos  JBi 
Xi  =  «0  cos  ö.  =  —-  ^=^ 

»1  =  0 


(2) 
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Gq  cos  B^  cos  Xf| ,  2 


x^  =  clq  cos  /Jg  cos  Li, 2  '• 
y^  =B  a^  cos  /}s  sin  Xri.s 


Oq  cos  Bj  sin  Xj  2 


Vi  —  ««  sin«  ^, 
tto  (!  —  «*)  sin  Jg, 


(3) 


|/l  —  e«  sin«  JB, 

Bezüglich  der  Bildung  von  x^  und  y^  ist  zu  bemerken,  dafs  a^  cos  ß^ 
(d.  i.  das  X  auf  8.  40)  in  der  Äquatorebene  gegen  die  :v-Axe  die 
Neigung  Li.  2  besitzt. 

•  Wir  denken  uns  femer  in  der 
o;;?- Ebene,  wie  es  Fig.  9  zeigt, 
eine  Axe  der  |  als  Tangente  der 
Meridiankurve,  positiv  nach  Süden, 
und  normal  dazu,  also  in  der  Rich- 
tung der  Lotlinie,  eine  Axe  der  i, 
positiv  nach  dem  Innern  des  Ellip- 
soids.  Legen  wir  endlich  eine  Axe 
der  ri  durch  P^  parallel  zur  j/-Axe, 
so  ergeben  sich  für  einen  be- 
liebigen Punkt  P  des  Raumes  fol- 
gende Relationen  zwischen  den 
Koordinaten  xye  und  |i}g: 

Fig.  9.    Projektion  auf  die  ««-Ebene. 

S  *=  (a;  —  x^  sin  B^  —  {z  —  z^  cos  B^ 

v-y  (4) 

g  =  —  (rc  —  a;,)  cos  Bi—  (z  —  z^)  sin  B^ , 
^  =  ^1  +  S  sin  -Bi  —  5  cos  B^  \     . 

y-ij  (5) 

«  =  «1  —  I  cos  B,  —  ^  sin  JB,,) 

wie  man  leicht  durch  Projektion  auf  die  verschiedenen  Axen  findet. 
Substituiert  man  die  (5)  in  die  Gleichung  (1),  so  geht  sie  über  in: 

|»(1  —  c»sin*B,)  +  ij»(l  —  c»)  +  f*(l  -  c»C08»Bi)  -|-  2|ge»8in5,  cosB, 

+  2|  («1(1  — c*)8inBi— «iCOsJB,)  — 2J;(a;,(l  — c»)cos  JB,  + «isinB,) 

was  sich  mit  Rücksicht  auf  die  (2)  wesentlich  vereinfacht,  wie  folgt: 
1«  (1  -  e»  sin*  5,)  +  ,»  (1  -  c*)  +  g»  (1  -  e*co8»  5,) 

+  2gge»  sin  B,  cos  B,  -  2?  y^lSL'^^  =  0.  (6) 
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Setzt  man  hierin  wie  S.  58  für  |  und  i;  die  Ausdrücke  in  Polar- 
koordinaten: 

5  =  ^  cos  a         iy  =  '9'  sin  a,  (7) 

so  ergiebt  sich^  falls  a  konstant  bleibt,  eine  Gleichung  zwischen  & 
und  t  allein^. cäß  Gleichung  des  VertikalschnitteSf  welcher  von  P^  im 
Azimut  a  ausgeht: 


^«  (1  _  e»  +  g«  cos«  Bj  cos"  a)  +  ^  (l  —  ^  cos*  B,)  ] 


+  2d'te^  sin  B^  cos  B^  cos  a  —  2g 


«0  (1  -  g')   _ 
VT^^'sin^JBj 


0.    (8) 


Diese  Schnittkurve  ist  eine  Ellipse ,  weil  die  Gleichung  vom 
2.  Grade  und  die  Kurve  geschlossen  ist;  die  kleine  Axe  liegt  in  der- 
jenigen MeridianebenC;  welche  normal  zur  Schnittebene  steht  und  die 
grofse  Axe  liegt  in  der  Äquatorebene,  wie  mit  Bücksicht  darauf 
folgt,  dafs  jene  Meridianebene  des  Rotationsellipsoids  und  ebenso  die 
Äquatorebene  Symmetrieebenen  sind,  die  grofse  Axe  aber  jedenfalls 
nur  in  der  Äquatorebene  liegen  kann. 

Die  Meridianebene,  welche  normal  zur  Schnittebene  steht,  ist 
auch  die  Ebene  des  Neigungstjoinkßls  der  Botationsaxe  mr  Schnittebene, 
den  wir  mit  90^  —  U  bezeichnen. 

um  denselben  zu  ermitteln,  denken  wir  uns  um  K'i  eine  Kugel 
vom  Radius  1  gelegt  und  zu  allen  interessierenden  Linien  Parallelen 
durch'    K[    gezogen.      Dann     geben     die  S 

groÜBten  Kreisbogen  zwischen  den  Durch- 
schnitten der  Linien  durch  Ki  mit  der 
Kugeloberflache  die  Neigungswinkel  der 
Linien  an.  Fig.  10  zeigt  die  entstehende 
Figur  auf  der  Kugelflache.  N  entspricht 
dem  nordlichen  Teile  der  Rotationsaxe,  P^ 
der  Lotlinie  von  P^,  NP^  der  Meridian- 
ebene durch  Pi,  PoPiPj  der  Vertikalebene 
P^P^  und  NPq  derjenigen  Meridianebene, 
welche  normal  zu  jeuer  steht. 

Das  sphärische  Dreieck  NPqP^  ist  in 
Pq  rechtwinklig.    Der  Winkel  bei  Pj,  das 
astronomische  Azimut  der  Vertikalebene  von  P|  nach  P^,  soll  jetzt 
mit  ai.8  bezeichnet  werden.    Man  hat  dann  nach  dem  Sinussatz 


Fig.  10. 


cos  U  =  cos  Bi  sin  ai.2. 


(9) 


Auf  die  Rektifikation  der  Bogenlänge  gehen  wir  hier  nicht  ein,  da  wir 
dieselbe  später,  fOr  den  beabsichtigten  Zweck  besser  passend,  mit  der 
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Sehne  in  Beziehung  bringen  werden.    (Vgl.  überdies  über  die 'Rektifikation 
Hansen,  Geodät,  UntersttchiMgen  S.  66.) 
Hier  notieren  wir  nur  noch  die  Gleichung  des  Vertikalschnitts,  dargestellt 

mittelst  der  Polarkoordinaten  K\  P  ^  r  und  ^  (  ^^  )  »  ^;  sie  lautet: 

8/^        1.9       9  TT      «^N         2  «0«*  cos  CT  sin  Bi        _      Oj[(l  —  c«— c*sin'B,) 

r*  (1  —  c*  +  e'  cos'  U  cos*  B)  —  r  -  ^  ^  cos  9  =»  -^-^^^ „  .  ,  t> — -  > 

^  ^  yi-e«sin«JBi  l~e*8in«B, 

wie  man  durch  die  folgenden  Substitutionen  aus  (8)  herleiten  kann: 

4^  =  f  sin  (Ö  -  9,)  und  t  =  (:^i==^===  -  r  cos  (ö  -  9,)). 

\yi  —  c'  sm*  JBj  / 

§  3.  Das  astronomische  Azimut  als  Fanktion  der  geo- 
graphischen Positionen.  Für  die  Vertikalebene  von  P^  nach  Pg 
ist  das  astronomische  Azimut  ai.g  durch  die  Formeln  gegeben  (vergl. 
(7)  und  (4)  des  vorigen  Paragraphen): 


cot  «12  =  — 
fe  =  (^2  —  ^i)  sin  -Bi  —  (jer,  —  ^i)  cos  B^ 


(1) 


wobei  man  für  x^^  z^y  x^,  y^  und  z^  noch  die  Formeln  (2)  und  (3) 
des  vorigen  Paragraphen  zu  benutzen  hat. 

Wendet  man  die  Ausdrücke  an,  welche  die  reduzierien  Breiten 
enthalten^  so  ergiebt  sich: 

(cos  ft  cos  -Z^i  2  ""  ^^^  ft)  ^^  -^1  ""  (*^^  A  ~  ^^  ft)  ^^^  "^i  ^^  —  ^* 
^^*«^-« '- cosftsini,., 

Wird  hierin 


sin  -Bi  =  sin  /Jj :  yi— e*cos^  /J| 
und 


cos  J5i  =  cos  /Ji  |/1 — e^:  Vi  —  e*  cos  /J^ 
gesetzt,  S.  40  (5),  so  geht  dieser  Ausdruck  über  in: 

(cos  ft  sin  ft  COS  2>i  2  —  sin  Pg  COS  pi)  +  2c*  sin --^  COS  p  COS  ft 

cot  öfi  2  = ——-- ,    \r) 

cos  p,  sin  JLj  2  V 1  —  c*  cos*  ^j 

^ß-ß2-ßi\  ß  =  l(ß,  +  ßi)'  (3) 

Indem  wir  für  cos  Li  .2  schreiben  ( 1  —  2  sin*  -^--j  und  |^1  —  c*  cos*  ß^ 

wie   früher   mit  Wj^   bezeichnen,   ergiebt   sich   folgende   zu    scharfer 
B^echnung  geeignete  Transformation: 

cot«,., -L{__^^^?^__(i_e.co8/l.co8/J8ec^)  +  8in^,tan%l).(4) 
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Für  (t%,t,  d.  i.  das  astronomische  Azimut  des  Yertikalschnitts  von 
Pj  nach  Pj,  bedarf  es  einer  besondem  Formel  nicht,  denn  es  geht 
cot  oj.i  aus  cotai.8  hervor,  wenn  man  der  Vertauschung  der  Punkte 
entsprechend  die  Indices  1  und  2  mit  einander  vertauscht  und  daher, 
wenn  Jß  immer  noch  ß^  —  ß^  bedeuten  soll,  es  negativ  nimmt  Auch 
kann  man  noch  hervorheben,  dafs 

Wir  geben  nunmehr  den  Ausdruck  för  cot  ai.g  mittelst  geo- 
graphischer Breiten.  Derselbe  läfst  sich  am  bequemsten  direkt  durch 
Substitution  der  passenden  Werte  für  die  x,  y  und  z  in  die  Gleichung 
(1)  herstellen.    Es  findet  sich: 


(coB  JB,  sin  Bi  COB  -Z^i  • — sinB,  coa  Bj ) + e'  coa  JBj  ( sin  B,  —  sin  B,  ^—^ ^- ) 

•  \  l/l  — e*8in*B,  /     ,-v 

C0tai.2  = » : r " >    \P) 

*  "  cosB,  Binl/j  2  ^  ^ 

und  hieraus  geeigneter  zu  scharfer  Rechnung  und  mittelst  Einführung 
von   TTfÜr  yi  —  c*sin*-B: 

cotai.g««  — {   .   y^" 5-4-8in-B.tan— ^-4-  .  ^.  ^^"--'-p-fsinjBiTj^— 8injBa)}'(6) 

Die  Formeln  (4)  und  (6)  lassen  «1.2  um  180^  unbestimmt,  jedoch 
ist  das  unwesentlich,  weil  beide  Werte  von  ai.«  dieselbe  Vertikal- 
ebene bezeichnen.  Aufserdem  erkennt  man  ohne  weiteres,  dafs  die 
Sehne  PiP^  immer  westlich  vom  Meridian  durch  P^  liegt,  wenn  die 
tcestliche  geographische  Länge  von  P^  gegen  P^  <  180^  ist;  hingegen 
ostlich,  wenn  sie  >  180®  ist 

Demgemäfs  wird  man  setzen: 


dM  ladweatL  Aaimnt  «1.2  <  180®  'Or  die  wMÜioho  Läng«  L1.2  <  180® 

«     ai.f>180®  „    „       „  „    Li.2>180®. 


)      (7) 


§  4.  Beihenentwieklungeii  zur  Torigen  Aufgabe.  Die  Formel 
(6)  kann  man  noch  dadurch  weiter  entwickeln,  dafs  man  das  in  e^ 
multiplizierte  Glied  in  folgender  Weise  transformiert    Es  ist  zunächst 


yi  —  e^  sin«  B^  =  ]/l^-J  +  ~- cos  (2-0^  +  2^-B) . 
Lost  man  den  Cosinus  auf,  so  ergiebt  eine  einfache  Reduktion: 


Die  Reihenentwicklung  nach  dem  binomischen  Satze  giebt  hieraus 
in  endlicher  Form  (2.  Formel  (3)  S.  27  §  4): 
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l/l  -  g«  sin«  Jg, 
]/l  —  e«  sin«  Bi 


^-y{    l-e'rin'B.    )(i+tH  +  8(1-{-.})H>0) 


worin  x  einen  echten  Bruch  bedeutet.  Führt  man  Vorstehendes  in 
die  Formel  fQr  cotai.g  ein  und  betrachtet  e'  wie  bisher  als  Grofse 
2.  Ordnung;  so  resultiert: 


cot  «1.2  =  — 


sin  dB 


buiL^^cobB^ 


dB 


1— e*cos  JBi  cos  JBsec-r-  -j-  Qj^ 


g*sin2i?t8in2B/^    ,  ^ii 

J^ 4(1— e^sin'Bj) V   »Mi 


•ln»Ä,)/ 


-f-sinJBitan 


^i.«[ 


Diese  Formel  giebt  stets  eine  für  die  Anwendung  lOziffiriger 
Logarithmen  ausreichende  Schärfe.  Es  betragen  nämlich  mit  Ver- 
nachlässigung einiger  Faktoren  im  Nennetr^  die  jederzeit  nahezu  1 
geben ;  die  Gl^  in  der  eckigen  Klammer  nur 

+  4^  xe^  sin  2-Bi  sin»  2B  sin»  JB, 

das  ist  weniger  als  1:16000  000000.  Der  Einflufs  auf  den  Loga- 
rithmus der  eckigen  Klammer  ist  somit  <  M:  16000  000000  d.  i.  nur 
2  Einheiten  der  11.  Decimalstelle. 

Ist  JB  eine  kleine  Gröfse  1.  Ordnung,  so  fällt  das  klein- 
gedruckte Glied  in  (2)  auch  noch  weg,  weil  alsdann  der  kurzen 
Distanz  wegen  Oi.s  nicht  so  scharf  berechnet  zu  werden  braucht,  wie 
für  grofse  Distanzen. 

Die  Formel  (2)  läfst  sich  mit  Vorteil  noch  weiter  umformen, 
wenn  man  kleine  Werte  für  ^B  und  Li,%  voraussetzt 

Wir  führen  in  die  eckige  Parenthese  von  (2)  anstatt  Bj^  und  B 
eine  Breite 


£'-  — 


SB,  +B, 


7?   -L^^ 


dB 


(3) 

ein,  sodafs  zu  substituieren  ist  B^^^^B* T"  ^^^  J5«=JB'-j — j— 

Löst  man  dann  die  betreffenden  Cosinus  und  Sinus  auf,  so  ergiebt 
sich  für  die  eckige  Klammer: 


^sin'SB'— sin' 


[-^]--l-^sec^~{<^OB'S'-^in'^-'^^ 


^dB 


Gl,. 


Im  letzten  Nenner  rechts  kann  man  für  B^  einfach  JB'  setzen; 
denn  der  dabei  begangene  Fehler  ist  von  der  7.  Ordnung.  Hiermit  und 
durch  einige  einfache  Reduktionen  erhält  man: 


(2) 
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JB 


-  4  cos  2B' (sec -^^  -  l)  +  4  — ^-^^.-1^  +  ÖJ, . 

Das  erste  dieser  Glieder  ist   in  Strenge   (1  —  c*):  TT*,    W  för  die 
Breite  J3';  denn  man  hat  * 

\^if^  -  (1  -  «^  (' +  «■  ™*  *' + -r^^^B-) . 

woraus  sofort  jenes  1.  Glied  folgt.    Führt  man  dies  und  die  Reihen 
fSr  Secante  und  Sinus  ein^  so  folgt: 

r.1  1— e«  ««  ^r,y/JB^     ,     bJB*\    .     e^ dB*     ,    ^, 

W  =    l^e'ain'^'    ^  T^^«  2£    (-^  +     3^)  +"16-+  ^h 


oder 


w 


IT'» 


1-  iV^^-^^^l^o^^^ll  +  i^^J 
-  e*  sin»  5'  [2  +  cos  2B'])  +  Gft, 


[,  (4) 


wobei  neuerdings  nur  Glieder  8.  Ordnung  vernachlässigt  worden  sind. 
Für  kleine  Werte  von  jdB  und  ii.j  können  wir  nun  femer  setzen, 
den  Index  von  L  unterdrückend: 

Multipliziert  man  rechts  aus  und  führt  den  entstehenden  Ausdruck, 
sowie  (4)  in  (2)  ein,  so  folgt  endlich: 

wobei 

I^l  2  in  Sek. 


^J5  = 


JB  In  8«k. 


L« 


(5) 


Die  gröfsten  hierbei  Temachlässigten  Glieder  sind  folgeiide  Glieder 
6.  Ordntmg  der  geschlungenen  Parenthese  F: 


+  -^  c*  ^J?*  sin*  B'  [2  +  cos  2jB']  +  "2^6*  ^5*  cos  2jB' 
--Ve«^B»i*co8  25'  +  -J^Z«. 


(6) 
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Multipliziert  man  dieselben  in  M,  so  ergiebt  sich  der  Einflafs 
auf  den  Logarithmus  der  geschlungenen  Parenthese.  Den  gröfsten 
Einflufs  haben  das  1.  und  3.  Glied.  Er  ist  im  Maximum  in  Einheiten 
der  7.  Decimalstelle  des  Logarithmus  näherungsweise  gleich 

13  ^JB«  bezw.  300  dB^V ,  (7) 

sodafs  selbst  für  /1B  «=  0,1  und  L  =  0,1  erst  die  8.  Decimalstelle 
der  geschlungenen  Parenthese  in  (5)  (und  zwar  nur  allein  wegen 
des  1.  Gliedes)  um  1  Einheit  irrig  wird. 

Wendet  man  (5)  auf  jdB  =  0,02  und  L  =  0,08  an,  so  ist  der 
Fehler  des  Logarithmus  der  geschlungenen  Parenthese  in  (5)  mit 
Rücksicht  auf  alle  vernachlässigten  Glieder  im  Maximum  8  Ein- 
heiten der  10.  Decimalstelle. 

§  5.  Sehne  und  Azimute  aus  der  geographischen  Lage  zweier 
Punkte  mittelst  Benutzung  der  reduzierten  Breiten.  Bisher  wurde 
angenommen,  dafs  nur  ein  Azimut  zu  berechnen  sei.  Sind  aber  beide 
Azimute  und  auch  die  Sehne  zu  ermitteln,  so  wird  man  die  Formeln 
zur  Berechnung  des  Azimuts  angemessen  abändern.  Zunächst  be- 
trachten wir  die  Sehne  P^P^  =  k.  Für  diese  hat  man  unmittelbar 
die  Gleichung: 

Substituiert  man  die  Ausdrücke  der  Koordinaten  mittelst  der  re- 
duzierten Breiten  nach  (2)  und  (3)  S.  135  u.  136,  so  ergiebt  sich  hieraus; 

k*=aj{(cos/32CosZi.2  — co8/3i)*+cos*/J2sin*Iii.2  +  (l— c*)(sin/32— sin/JJ*}', 

was  nach  einiger  Reduktion  und  insbesondere  nach  Einführung  der 
halben  Winkel  übergeht  in: 

k«  =  4aJ  (sin^^cos^-^  +  cos«  ß  8in«-%f-e«sin«  ^^cos^/j).  (1) 

Diese  Formel  wird  zur  Vermeidung  der  Rechnung  mit  vielziflfrigen 
Zahlen  zweckmäfsig  dadurch  transformiert,  dafs  man  setzt: 


—  sin  -^  cos  =  sm  Y  cos  a 

-f-  cos  p  sm  =  sm  -r-  sin  a 


(2) 


sin  q  =  —  ^  sin -^  cos  /J.  .  r^. 

sin^  W 
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Es  geht  damit  die  Formel  (1)  über  in  die  weit  einfachere: 


k  =a  20^  sin  —  cos  g  . 


(4) 


Die  Bedeutung  der  Hilfsgröfsen  a  und  ff  ergiebt  sich  aus  der 
Betrachtung  eines  sphärischen  Dreiecks  mit  nachstehenden  Seiten  und 
Winkeln : 


-ft 


180»  — oi.,.  J 


ai.,  -  180» 
Setzt  man  nämlich  zugleich 

ai.i=oi.»  4-180»  +  ^a 

li =  o 


(5) 


(6) 


SO  geben  die   6rau/$ischen    Gleichungen    für    dieses    Dreieck,   vergl. 
S.  131: 


cos  a    sin 


—  sm-J^cos-^— 


sin  d  sin  Y  =  +  cos  ß    sin       ' 
+  cos-^eos-g- 


dd         a 
cos -g- cos  Y 


sm  -^cos   -  «=  —  sin  p    sm  -   - 


2  2 

Z//J  =  ft  —  A 


^-v(A  +  A) 


«1.2 


— -         a,.i  =  a  +-5-+I8O». 


(7) 


Denkt  man  sich  hieraus,  den  (2)  entsprechend^  fi\  aufserdem 
aber  auch  noch  ai.2  und  d%,\  berechnet,  so  lassen  sich  nun  damit 
aach  die  astronomischen  Azimute  ai,%  und  02.1  findeiL  Offenbar 
namhch  geht  die  Formel.  (2)  S.  138  in  eine  Formel  für  cota'i.g  über, 
wemi  man  e «» null  setzt.  Damit  aber  läfst  sich  jene  wie  folgt 
reduzieren: 

.   d^ 
Bin— *- 

cot  a'i  j,  +  2c' 

cot  ^1.2  ■=  


COS  P  008  ^^ 


sin  X^  2  ^^B  ^% 


y  1  —  C'  COB*  ft . 

Setzen  wir  den  2.  Teil  des  Zählers  gleich  tan  £1.2  und  benutzen 
die  Bezeichnung  Wy  =  }/l"—  ß*  cos^  /J^,  so  wird 
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tan  ai .  s ' 
tan  £i.8  « 


«Tj  sin  a\  2  cos  «^  g 
cos  (a'i  2  —  «i.a) 

2e« 


sin  — ^  cos  ß  cos  ft 


sin  Xj  2  cos  ßf 


(8) 


Die  Vertauschung  derlndiees  1  und  2  giebt  hieraus,  da  i» .  i=— Zi .  2ist, 


tän  Oi, 


w^  sin  Ojj  1  cos  «2.1 


cos  (aji  —  f2.i) 


tan  «2.1  =  2e* 


sin  —^  cos  jJ  cos  ß^ 
sin  X^  2  cos  ßi 


(9) 


Die  gesamte  Auflösung  ist  nunmehr  in  den  Formeln  (7),  (3), 
(4),  (8)  und  (9)  enthalten.  Zu  (7)  ist  noch  zu  bemerken,  dafs  man 
</  stets  <  xr  zu  nehmen  hat,  damit  die  Azimute  der  Lage  der  Sehne 
entsprechen  (vergl.  S.  139  §  3).  Hierdurch  wird  die  Auflosung  der 
(7)  eine  ganz  bestimmte. 

Wendet  man  die  Formeln  dieses  Paragraphen  auf  2  Punkte  in 
geringer  Entfernung  von  einander  an,  so  wird  es  unter  Umständen 
passend  erscheinen,  an  die  Foiineln  (7)  Reihenentwicklungen  zu 
knüpfen.  Da  nun  die  (7)  völlig  den  (4)  S.  132  entsprechen,  so  kann 
man  mit  ganz  geringen  Änderungen  in  der  Bezeichnung  die  Formeln 
des  §  12  S.  132  auf  vorliegenden  Fall  übertragen,  wobei  nun  auch 
Formel  (5)  daselbst  zur  Anwendung  gelangt. 

Die  £,  zu  deren  Bestimmung  7ziffrige  Logarithmen  (event.  unter 
Anwendung  der  Hilfslogarithmen  T)  immer  ausreichen  dürften,  können 
aber  wie  oben  ermittelt  werden,  nur  wird  man  in  den  Ausdrücken 
für  tan  s  mittelst  der  ersten  beiden  Gleichungen  (7) 


sin 


Jß 


sinL, 


-  ersetzen 


1.« 


durch  (^  ^ 


2^1.2 

2  sec*    2     cos 


ß  cot  a) ' 


§  6.  Sehne  und  Azimute  mittelst  der  geographischen  Breiten 
und  des  Längenuntersehieds  zweier  Punkte.  Wir  betrachten  zu- 
nächst das  sphärische  Hilfsdreieck  mit  den  nachstehenden  Seiten  und 
Winkeln: 


il.2 


oi. 1  —  180« 


7t 

Y 


180»  -  o'i.s. 


(1) 


Für  dasselbe  ergeben  sich  wie  im  ähnlichen  Falle  des  vorigen 
Paragraphen  die  zur  Bestimmung  von  </,  o^.i  und  ai.a  geeigneten 
Formeln: 


Digitized  by 


Google 


§  6.    Sehne  und  Azimnie  mittelst  der  geographischen  Breiten  u.  8.  w.    145 


cos  a    sin 


2 


-8m-^co8--2  - 


sin  a    sin  Y  =  +  cos  B  sin    -  — 


2 

cos  ^  cos  Y 


+  cos  -g-  cos 


Ja 


^1.2 


sm-g-cos  Y  =^  —  sin  jB    sin  -~- 


/IB^B^-  B^ 

t              ,         Ja 
«1.2  =  a ^ 


i?=i-(B,  +  B.) 


o«.i 


a'  +  :^+180». 


(2) 


In  diesen  Formeln  bedeuten  ai.2  u.  s.  f.  nicht  dieselben  Grofsen 
wie  im  vorigen  Paragraphen.  Dagegen  ist  a\,%  identisch  mit  dem- 
jenigen Wert  von  ai.2,  welchen  Formel  (6)  S.  139  für  e*  =  null 
ergiebt.    Man  hat  daher 

cot  ai .»  =  cot  ai. 2  A — ^  y  --"    '  p    ^sin  ^o  —  u/  sin  Ä^ .    (3) 

Setzt  man  den  Zusatz  zu  cotai.2  gleich  tan  £'1.2,  so  folgt  leicht 
für  ai.s  und  zugleich  durch  Vertauschung  der  Indices  1  und  2  auch 
für  Ot.i- 

sin  aj  jC08  «,  j   x 


tan  ai.2  = 
tan  £1.2 
tan  £2.1 


Bin  ttj  2  <^os  '1.2 
—  • r~^         tan  qa  1 


co8(a;  1  — «;  j) 


'  ^  /sin  ^2  —  ^  sin  jBj 
^  («•"  B,  -  ^  am  B,)  ^^;- 


sin  Z/|  2  <20B 


sin  i>j  2  cos  . 


(4) 


Für  die  Sehne  k  erhält  man  ähnlich  wie  zu  Beginn  des  vorigen 
Paragraphen  die  Gleichung: 


/cosBsCOsXj  2 


k«  =  oJ 


'CObB,  sinZ, 


W, 


+  (1  -  On-"^  -  ^) 


Hieraus  folgt  mit  Beachtung  des  Umstandes^  dafs  für  e  =  null 
V  in  4al  sin'  -^  übergehen  mufs: 

h  —  20o  sin  Y  cos  q' :  VW^W^  (5) 


Helmort,  mathem.  n.  phyiikal.  Theorieen  der  höh.  Qeodftiie. 
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Die  letztere  Relation  für  sin  q  schreibt  man  mit  Rücksicht 
darauf;  dafs  der  2.  Teil  im  Radikanden  anter  dem  grofsen  Wurzel- 
zeichen immer  e*  als  Faktor  hat,  der  erste  aber  nur  e*,  während  in 
Bezug  auf  ^dB  die  Ordnung  die  gleiche  ist,  besser  wie  folgt: 


sing 


1/2  —  e«  (sin  B, ^»-  ein  bA 


2  Bin  — 
Ä  Bin   2 


sin q   =  (l  —  ^)  :  cl/2  —  e"  (sin  B^ 


W, 


cos  q 


sm 


B.). 


(7) 


Es  kann  vorteilhaft  sein,  einige  der  Ausdrücke,  welche  in  den 
obigen  Formeln  vorkommen,  durch  Reihen  zu  berechnen.  Nach 
S.  140  (1)  ist  aber,  und  zwar  mit  einer  in  allen  Fällen,  wo  zehn- 
zifFrige  Logarithmen  zur  Berechnung  von  k  genügen,  ausreichenden 
Genauigkeit: 

1  ^«  f  e\y\n2B  sin  JE  \  /^    ,     1    f  e^%\ti^B%m  dB  \  _,    y^;  \ 

^  "^  n  1  "  \    "   2  MV       1 V      2  \       2irv      j  "•"  ^v  * 

Man  hat  hieraus: 

iog(i-  ;;/)=iogj5;+  f  J5;+G?,  ' 

}  (8) 

Die  Gl^  haben  die  4.  Ordnung  wegen  des  Faktors  e*.  Da  noch  der 
Faktor  sin^z/J5  vorhanden  ist,  erhalten  sie  die  6.  Ordnung  für 
kleine  /JB.    Nach  S.  140  (1)  folgt  nun  weiter: 

%mB^-^-ünB,=2^m^coHB  +  EÄnB^[l'\'\E+Gl^ 

und  durch  Logarithmieren  hieraus: 

log  (sin  B^—^  sin  B^ 

^\ogB+^^^mB,{\^^smB,  +  \E+Gl),\        (9) 

D  =2sin-2-  cos  B, 

wobei  jetzt  die  Gl^  zum  Teil  auch  für  kleine  /IB  ihre  Ordnung  nicht 
ändern,  da  ihnen  der  Faktor  sin^^B  fehlt. 

§  7.  Reihenentwicklungen  zur  rorlgen  Aufgabe.  Wir  be- 
trachten von  jetzt  ab  k  als  Gröfse  1.  Ordnung,  sodafs  auch  </  und 
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^BGrbhen   1.  Ordnung  sind,  während  L  beliebig  grofs  sein  kann, 
insoweit  nicht  jene  Bedingung  für  k  ein  kleines  L  erfordert. 

Wir  knüpfen  an  die  Formel  (3)  S.  145  an,  wonach  man  schreiben 
kann: 

cot  ai.2  •=  cot  ai.2  +  h 
T  e*  coB  B^ 


un  L^  2^^^^t 


(sin  B^ yj^  sin  B\ 


(1) 


Nach  S.  140  (1)  und  in  weiterer  Entwicklung  nach  S.  146  ist  aber 
auch 


2e*Bin  -—-cobBcobB, 


W  7? 

e'ainBsinB,  cob— ^ 


nnL 


1  jCOBl^;  ^  »"      1— e«Bin«£i         ^  "^  4(l-e*8in»JB4)  "+"  ^'*/ 


>(2) 


wobei  nach  S.  140  das  Restglied  Gl^^  für  jeden  Wert  von  JB  uner- 
heblich ist,  also  umsomehr  für  Werte  ^B  im  Betrage  von  Gröfsen 
1.  Ordnung,  weil  es  dann  wegen  seines  Faktors  sin^^B  in  Bezug 
auf  die  geschlungene  Parenthese  von  (2)  die  8.  Ordnung  hat. 

Setzen  wir  nun  im  vorstehenden  Ausdruck  (2) 

\ =  1-1-     e^  sin«  B       -I-  _jl^^!^i 


(1  —  e'sin'B,)' 


l  +  T^ 


e'ein'-Bt 


+ 


c*Bin'5i 


e*  Bin«  B,   ~  (1  —  tf»  8in«B,)*  ' 


ferner  zur  Abkürzung 


2  cos 


2  sin 


dB 


JB 


sin  -B  =  sin  B^  +  sin  JBj  =  S 
cos  B  =  sin  ^2  —  sin  B^'^  D 


(3) 


und  beachten,  dafs  sin  z/£  sin  2jB  >=»  SB  wird,  so  ergiebt  sich 
1 


g'DcoBJP, 


BinX^  2  cobBj 


(4) 


Dabei  zeigt  sich  deutlich,  dafs  der  in  x^e^  sin^£   zusammengefafste 
Rest  ein  kleines  Glied  ist,  dessen  gröfster  Bestandteil 


e""  S  sin^  B,  :  (1  —  e«  sin«  B^) 
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von  e^  sin®  B  nur  unerheblich  abweicht,  sodafs  x^  sehr  nahe  gleich 
1  ist. 

Um  mit  Hilfe  des  Vorstehenden  jetzt  den  Unterschied  von  ai.j 
und  ai.2  herzuleiten,  benutzen  wir  die  Entwicklung  S.  30  für 

cot  Ol. 2  *=  cot  öi,2  -f"  Ä  , 

und  erhalten: 

ai.2^^ai.2— Äsin^ai.gll— Äsinai.2  cos  ai.2  — l:Ä*sin*ai.2(l—4cos*ai.2)| 

(5) 
+  -  Ä*  sin*  ai' 2  sin  4  ai' 2 , 

und  zwar  entspricht  im  letzten  Gliede  ai.2  einem  Winkel,  dessen 
Cotangente  gleich  cosai.2 +  '^A  ist>  ^  ^in  positiver  echter  Bruch. 
Das  sphärische  Dreieck  (1)  S.  144  giebt  aber 

sin  ai.2  sin  <y'  =  sin  Z1.2  cos  B^. 

Mittelst  dieser  Relation  findet  sich: 

^  e'D  cos  Bi  cos  B,  sin  L.  « 

h  sin*  ai  2  = ^-ü  — — 

Bin*  a 

X  A  + 1  «*S  sin  -B^  +  g  e*/S  sin  5^  (3  sin«  B^  +  sin«  5^)  +  «1  «*  sin«  -B) 

und 

Ä  sm  ai.2  =      3j^^.      (^1  +  —  sm  ^1  +  «,6*  sm*  i?j, 

worin  %^  eine  Zahl  bezeichnet,  die  wie  Xj  sehr  nahe  gleich  1  ist.  Dies 
giebt  in  (5)  eingesetzt: 


,  e'D  CO8  Bj  cos  i?g  sin  Jj^  j 

ai.2  *=  öl. 2 -~^ — -i —  •  F 

sin'  c 

1  D  cos  B,  sin  a«  o 

-  A*  sm*  ai.2  sm  4ai.2  —  «1.26^ ^ — > , 

4  sm  a  ' 


(6) 


|l+e*(f8in5,-^^!!£^)+e«(|BinB,(3sin*5,+sin*5,)) 

"^  rDÄsinBjCosJBiCosai  2       2)»'cos«Bi(l-4co8*ai  g)"] 

L  ^  Bin«^'  '  3MnV  J 

Dabei  sind  die  Glieder  mit  ^  u.  s.  f.,  welche  von  Ä,  l?  und  Ä* 
herrühren,  in  den  Term  vereinigt,  welcher  xi.2  als  Faktor  enthält. 
Dieser  Koefficient  ist  im  Maximum  rund  gleich  1.  Nun  ist  hinreichend 
genau   zur  Substitution   in   die   Restglieder  D :  sin  <y'  =  cos  B  cos  a', 

daher  der  Maximalwert  des  in  Xi.2  multiplizierten  Gliedes  rund  -  c^. 
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Um  auch  das  in  h^  multiplizierte  Glied  zu  schätzen^  beachten 
wir  zunächst;  dafsnach  S.  31  di,%  in  hinreichender  Annäherung 
gleich  ai.s  oder  a  gesetzt  werden  kann.  Setzt  man  überdies  für 
D :  sin  0^  den  oben  angegebenen  Wert,  so  geht  das  Glied  in 

~  e®  cos®  B  cos*  a  sin  4  a 

über,    dessen    Maximalwert    noch    erheblich    unter    demjenigen    des 
vorher  behandelten  Restgliedes  bleibt. 

Die  Restglieder  8.  Ordnung  betragen  hiernach  im  Maximum,  in 

Sekunden  ausgedrückt,  rund  ^  q"^  d.  i.  nur  0,0002". 

Vertauscht  man  in  Formel  (6)  die  Indices  1  und  2,  so  mufs  auch 
D  mit  —  D  und  ii.a  mit  —  ii.g  vertauscht  werden.  Subtrahiert 
man  sodann  beide  Formeln  Glied  für  Glied,  so  ergiebt  sich: 

e^  D  cos  B,  008  B^  sin  L,  , 

L__J \J.(^A,  +  Ä,  +  A,\  (7) 

COS  B,  cos  «2  1  +  cos  B^  cos  a'j  gX 


«2.1 —  01.8=02.1 — »i.a  — 


Ä 


.-KI+ 


Bin  a 


Ä^=^ 


i  S  (3  sin»  J?2  —  3  sin»  B^  +  sin*  5^  sin  B^  —  sin«  B^  sin  £,) 

sin  B^  cos  Bj  cos  «2.1  +  ^^^  ^1  ^^^  ^1  ^^^  "1  2 

«L.  X)o '—. — i — 

'  sin  a 

cos*  J5,  —  cos"  Bi  —  4  cos'  J5,  cos'  Og .  1  +  *  c<>8'  -^i  cos'  a[  ^ 


-D" 


Äi  und  ^g  reduzieren  wir  durch  Elimination  der  a  mittelst  der  Rela- 
tionen: 

cosBiCOsa'i.  2sin(j'=  cos</sin-Bj —  sinBj™  —  D  —  2siiiBi  sin*— 


cosB^  cos  oi .  1  sin  <y'=  cos  </sin  J?,—  sin-B^  =  +  D  —  2  sin  B^  sin^-s- , 


(8) 


zu  welchen  der  Cosinussatz  im  sphärischen  Dreieck  führt.  Eine  längere, 
jedoch  nicht  schwierige  Rechnung  giebt  schliefslich: 


!  o 

2  ' 


^i  =  — |2)Stan« 
^ i  ^DS  ((sin*  B,  +  sin*  B,)  tan*  ^  +  i  D*). 


(9) 


Was  nun  die  Gröfse  A^  anlangt,  welche  aus  den  Restgliedern  in 
(6)  hervorgeht,  so  ist  deren  Einflufs  auf  «2.1  —  «1.2  ohne  Zweifel 
noch  weit  kleiner  als  0,0002",  dem  Maximalwert  jener  Restglieder. 
Denn  sobald  z/jB  eine  kleine  Gr5fse  ist,  also  B^  und  B2  wenig  von 
einander  verschieden  sind,  werden  auch  voraussichtlich  die  Restglieder, 
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welche  nach  (6)  zu  den  Formeln  für  ai.2  und  «2.1  gehören,  sich  teil- 
weise vernichten  müssen.  Die  Substitution  von  (9)  in  (7)  giebt 
nunmehr: 


(h.i  —  öi.a  «»  Oa.i  —  «1.2 

in  Sek.  in  Sek. 

+  ^  25nV ^tan« 2 +4(8m*^,+8in«5,)tan«-+  4 -D'J+ ... j 

^  7? 
D  =  sin  B2  "■  sin  ^1  =  2  sin  —  cos  B 

S  =  sin  B^  +  sin  B^=2  cos  —  sin  U. 

§.  8.  Dalbys  Satz.  Die  Formel  (10)  zeigt,  dafs,  wie  DaJhy 
annahm,  für  kleine  Werte  der  Distanz  die  Azimutaldifferenz  rein 
sphärisch  berechnet  werden  darf.  Denn  das  beträchtlichste  Glied, 
welches  hierbei  vernachlässigt  wird,  ist  nach  einfacher  Reduktion  in 
Sekunden: 

+  g^ ?"c*  sinZfi.» cos B  sin*  z/JB  sec  —^  sec*-ö  sin 2 J?cos B^  cos B^ ,    (1) 

worin  der  Wert  von  sin  2  J?  cos  B^  cos  5,,  alle  B  gleich  grofs  an- 
genommen, im  Maximum  etwa  0,65  ist;  das  Glied  (1)  wird  daher 
im  Maximum  nahezu  gleich 

—  sin^^B  .  sin  Li,%  cos  B  sek. 

Setzt  man  hierin  sin  ii.g  cos  ^  =  sin  ö' sin  a  und  sin  z/B  ■=  sin  <y' 
cosa',  was  völlig  ausreicht,  und  beachtet  den  Maximalwert  von  cos'a'  sin  a , 
welcher  rund  0,4  beträgt,  so  folgt  als  Maximalwert  von  (1) 

0,3"  sin»  tf'.  (2) 

Es  ist  daher  selbst  für  sin  (/  =  0,2  der  Fehler  der  Formel 

Os.i  —  ai.2  «=  ai.i  —  ai.2  +  •  •  •  (3) 

nur  einige  Tausendstelsekunden.  (Übrigens  gilt  der  Ausdruck  (2)  nur, 
so  lange  </  klein  isi  Man  darf  ihn  daher  auf  wesentlich  grofsere 
Werte  von  sin  (/  als  0,2  nicht  anwenden.) 

Die  von  e^  abhängigen  Glieder  in  (10)  geben  nur  etwa  1  Prozent 
des  Betrags  von  (1).  Lassen  wir  sie  weg,  berücksichtigen  aber  die 
in   e*   multiplizierten    Glieder    nach    Formel    (1)    und    setzen    darin 

sec  -g-  =  1,  sec*  -ö  =  1  und  cos  B^  cos  B^  =  cos*  5,   wodurch  nur 

Bruchteile  2.  Ordnung  des-  Betrags  von  (1)  vernachlässigt  werden,  so 
findet  sich: 


(10) 
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ÖJ.l  —  «1.«  =  (h.l  ö^i  2  +  V-  C"«*  •*»  ^i»  »***  ^B  ^  B  00»«  Ä  -J (4) 

In  Sok.  in  Sek. 

Diese  Formel  giebt  erst  für  z/jB  und  sinZi.sCOs  J5  gleich  0,2  eine 
geringfagige  Unsicherheit  der  Zehntausendstelsekunden. 

Das  Dalbysche  Problem  wird  mittelst  geometrischer  Betrachtung  in  dem 
Hauptwerke  der  englischen  Vermessung  Ordnance  Survey,  Principai  Trian- 
g%ilcUion  S.  235  untersucht.  Dasselbe  besprachen  bereits  Ivory  und  Tiark 
im  PMl,  Magazine  von  1828  (Yol.  4  p.  241,  364  u.  432)  und  1829  (VoL  5 
p.  24, 62  u.  106),  sowie  1831  Änger,  Astronom.  Nacht,  Nr.  212  Bd.  9,  S.  369). 
Neuerdings  ist  es  auch  im  3.  Bande  der  Dänischen  Gradmessung  durch 
Andrae  untersucht  worden,  S.  324. 

Dolby  wandte  schon  1790  und  1795  in  den  Fhü,  Transactions  die  Formel 
(3)  dazu  an,  um  aus  den  geographischen  Breiten  und  Azimuten  einer  geo- 
dätischen Linie  den  L&ngenunterschied  mittelst  rein  sphärischer  Rechnung 
zu  finden,  vergl.  die  3.  und  4.  Formel  (2)  8.  146.  Dabei  werden  noch  die 
fflr  kurze  Distanzen  geringen  und  für  beide  Azimute  beinahe  gleichen,  sich 
daher  aufhebenden  Unterschiede  der  astronomischen  Azimute  und  der 
Azimute  der  geodätischen  Linie  vernachlässig^ 

Es  sei  noch  erwähnt,  dafs  bei  Anwendung  der  reduzierten  Breiten  ein 
ähnlicher  Satz  wie  der  Dalbyiche  nicht  existiert;   hier  ist  die  Difierenz 

{(«2.1 -«i.«)-(«i. 1-^.2)} 
▼on  der  Ordnung  e*«'. 

§  9.  Fortsetzung  der  Entwicklungen  für  kleine  Distanzen. 
Nachdem  im  Vorigen  eine  Formel  för  08.1  —  01.2  aufgestellt  worden 
is^  liegt  es  nahe,  auch  noch  eine  Formel  für  oji  -|-  Oi.«  herzuleiten. 
Zu  dem  Zwecke  benutzen  wir  wieder  Formel  (6)  S.  148,  wenden  sie 
^ie  früher  durch  Yertauschung  der  Indices  auch  auf  os.i  an  und 
addieren  beide  Formeln.     Dann  folgt: 


ö«.  1  + Ol.  58 =02.1+01.2 - 


e*  D  cos  B,  cos  B,  sin  L,  , 


Sin'  a 


wobei  die  Eoefficienten  Ä'  und  Ä"  nachstehende  Werte  annehmen: 

^'  «=  i  S«  -I-  D  ^Q"  ^«  ^^  ^.1  "^  <^Q»  ^i  ^Q»  «1.8 
2        "''  sin  ff  ' 

I  S  (3  (sin«  B^  +  sin«  B^)  +  S  sin  B,  sin  B,) 

sin  JB,  cos  B,  cos  aj  j  —  sin  Bj  cos  B,  cos  a\  g 


Ä"== 


+  BS 


Sin  ff 


cos'  wBj  +  cos*  Bj  —  4  (cos*  Bi  cos*  a\  ^  +  cos*  B,  cos*  a'g  A 


3  sin*  0 


Wir  benutzen  nunmehr  die  Relationen  (8)  S.  149,  um  durch  Eli- 
mination der  cos  a  die  beiden  Hilfsgrofsen  A  zu  vereinfachen.  Dabei 
hat  man  aufserdem  zu  beachten,  dafs  nach  (10)  S.  150 
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S=2co8^BmB  und  Z)  =  2sin^  cos  jB  (2) 


ist,   mit  Bücksicht  auf  die  1.  Formel  (2)  S.  145  aber  auch  gesetzt 
werden  kann: 


sm 


dB 


^1.2 


—  sm  —  cos  a  sec 


(3) 


Zunächst  ergiebt  sich  für  Ä'  die  Formel: 

-4'  «s  2  (sin*  B  cos*  -r — [-  cos*  B  sec*  -|^  cos*  ah 
Die  beiden  ersten  Gleichungen  (2)  S.  145  geben  aber  auch: 

X?  ..        ^'1.2  .     JB     .       , 

cos  B  cos  a  tan  -ö  ~  "==  —  ^^  "ö"  ^^°  ^ 


(4) 


und  hiermit  erhält  man  anstatt  des  vorigen  Ausdrucks,  darin  zunächst 
sec*  =  1  -j-  tan*  setzend: 

^'  =  2  (sin*  JB  cos*  -^  +  cos*  B  cos*  a  +  sin*  -y  sin*  a).     (5) 

Bei  der  Reduktion  des  Ausdrucks  für  Ä"  führen  wir  vorerst  für 
sin  Bi  und  sin  B^  die  Grofsen  S  und  D  ein,  wozu  nach  S.  150 
(10)  die  Relationen  dienen: 


sin  Bi 
Es  folgt  hiermit 


S-'D 


»    6  Bin«  a' 


27>«     _j ^*i_\ 

3  sin*  ff   ''    ^       .1  <f    I 
6  8in*-^ 


i>* 


2  cos* 


6  C08* - 


6  ßin*  a 


) 


(6) 


worin  wir  unter  Beachtung  von  (2),  (3)  und  (4)  nun  für  S,  BS  und 
J)  die  Substitutionen  einführen: 


S  =  2smB  cos  ^      DS=  sin  zfB  sin  2B 


Z>« 


Bin 


y-,  -=  cos*  If  COS*  a  sec*  ^  + 


sm'  -r--  sm*  a  sec*  ^ 

a  2 


■ r  =  4  COS*  B  cos*  a  +  4  sin*  -^  sin*  a . 


(7) 


Dabei  zeigt  sich  aber,  dafs  die  2.  Parenthese  des  Ausdrucks  (6)  ein 
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Glied  2.  Ordnung  ist,  das  sich  (mit  einigen  kleinen  zulässigen  Ver- 
nachlässigungen) auf 

~  sin»  /1B  (-  sin*  2B  +  2  cos*  B  cos»  a)  (8) 

reduziert  Bedenkt  man  nun,  dafs  der  Faktor  von  Ä'  höchstens  ~  e^  q" 
oder  ^  Sek.  und  das  Maximum  des  vorstehenden  Ausdrucks  (8)  gleich 

-^sin^  jdB  wird,  so  ist  hiernach  dessen  Einflufs  auf  «2.1  +  01.2 
för  jdB  =  0,1  höchstens  0,000025"  und  mithin  zu  vernachlässigen. 

Für  Ä"  wird  mit  Berücksichtigung  dessen  nach  Einführung  der 
(7)  erhalten: 

A"  =-  2  (1  -  cos«  B  sin»  a  )*  -  |  cos*5  sin»  2a  +  Gl^.       (9) 

Die  Bestglieder  2.  Ordnung  nehmen,  abgesehen  von  den  (8),  naherungs- 
weise  die  Gestalt  an: 

^B*  (I  sin» -B  sin» a  —  sin*B  +  ^ 8in»25  sin»a  -  J  sin»  a  - 1  cos»B  cos  4a  ),  (10) 

wobei  zur  Elimination  von  </  die  Relation 

^5»  cos»  5  =  tf'»  cos»  a  cos»  B  +  Gl^  (11) 

benutzt  ist,  welche  aus  der  3.  Formel  (7)  bequem  abgeleitet  werden 
kann.  Die  Yergleichung  von  (8)  und  (10)  zeigt,  dafs  der  Einflufs 
von  (10),  wie  aus  der  Betrachtung  seiner  ersten  beiden  Glieder  (den 
hauptsächlichsten  aller)  hervorgeht,  wesentlich  grofser  als  derjenige 
von  (8)  ist;  dennoch  kann  man  Ä"  nach  (9)  beibehalten,  ohne  mehr 
als  etwa  0,0002"  Fehler  in  Os.i  +  ai.»  befürchten  zu  müssen. 

Indem  wir  jetzt  Ä  und  Ä"  in  (1)  oben  substituieren,  reduzieren 
wir  noch  den  Faktor  der  Parenthese  von  (1)  mittelst  der  aus  den 
beiden  ersten  Gleichungen  (2)  S.  145  folgenden  Belation 


a 


D  sin  L,.2  =  2  sin»  |  sin  2a'  (12) 

und  erhalten 

fh.i  +  «1.2  ==  oi.i  +  al.2+p''^cosl?iCos52sin2a'sec»^  •  F,  (13) 

In  6«k-  in  Sek.  ^ 

Il  +  C»[l  — C08»5sinV  +  iin«^(sixi?a'-«n»Ä)l 
-f-  «*  [d  —  CO.»  B  lin«  a')»  —  ^  cog«  B  iin»  %</]  +  Gl^ 

welche   Formel   für  jdB  =  0,1  nur   einige  Zehntausendstelsekunden 
Fehler  giebt. 
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Schreiben  wir  einfacher 

9"«*  coB  Bj  COS  J?,  sin  2  a  sec*  — 

80  ist  der  Fehler^  insoweit  er  von  den  Gliedern  6.  Ordnung  abhängig 
näherungsweise  gleich 

q'  e*  cos«  B  {iz/JB2(sin»a'  — ßin»J?)sin2a  -  j^e«cos*J?sin»2a  ).(15) 

Beide  Teile  dieses  Ausdrucks  sind  am  grofsten  für  B  »=  null.  Die 
Differentiation  nach  d  zeigt,  dafs  für  diesen  Wert  von  B  und  för 
/jB  =  0,1  der  1.  Teil  den  Maximalbetrag  0,015"  annimmt,  während 
der  2.  Teil  unabhängig  von  ^B  den  Maximalbetrag  0,005"  hat 

Da  die  Beträge  beider  Teile  sich  einigermafsen  kompensieren,  so 
kann  man  den  Fehler  von  (14)  auf  rund  0,01"  im  Maximum  ansetzen. 
Ist  B  =  45®,  so  giebt  der  1.  Teil  mit  JB  =  0,1  nur  0,003"  und  der 
2.  weniger  als  0,001"  im  Maximum. 

Es  kann  nach  all'  dem  die  Formel  (14)  in  vielen  Fällen  als 
ausreichend  angesehen  werden.  Sie  ist  bequemer  als  (13).  Ihr  Nenner 
insbesondere  läfst  sich  leicht  logarithmisch  behandeln  mittelst  der 
Substitution 

cos  B  sin  a  =  cos  w,  (16). 

wodurch  er  in   W\   W  mit  Argument  w,  übergeht.    ' 

§  10.  Fortsetzung.  Die  Sehne.  Die  Sehne  wird  wohl  immer  am 
bequemsten  nach  den,  sich  für.  kleine  Distanzen  nicht  unerheblich  ver- 
einfachenden allgemeinen  Formeln  des  §  6,  S.  145  berechnet.  Nichts 
desto  weniger,  wollen  wir  doch  hier  auch  in  kürze  eine  andere  Art 
der  Berechnung  anführen  und  zwar  mit  Benutzung  des  Krümmungs- 
radius im  mittlem  Azimut  und  in  der  mittlem  geographischen 
Breite. 

Wir  schreiben  zu  dem^  Zwecke 

h*  e»  4a'  sin*  ^  j  : — — 

2    1>/(1  —  e«  sin*  B,)  (1  —  c*  sin«  JB,) 


isin*  Y  (1  —  e«  ain«  JBj)  (1  —  «« sin«  B^) 

und  entwickeln  die  Glieder  der  geschlungenen  Parenthese  in  Reihen 
mit  Vernachlässigung  aller  Terme,  die  von  höherer  als  6.  Ordnung  in 
Bezug  auf  e  oder  JB  sind.    Der  Minuend  giebt: 
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1  -f  e*  sin*  5  +  (j^JB*  -  ^  e»z/B*)  cos  21?  +  e*  sin*  B 

+  e«  sin«  B  +  e*^J5«  sin«  -B  (l  -  '  sin*  b)  +  Gig. 


Der  Subtrahend  giebt: 


Z/5 

2c'  sin"  -Vi—  cos*  5 


-  i-  c*z/B«  (7  sin»  B  ~  2)  +  Y  ^  sin*  jB  (3  sin*  £  -  l)  +  GJ«  ) , 

worin  noch  mit  Benutzung  der  Gleichungen  (3)  und  (4)  S.  152  zu 
substitaieren  ist: 

J,-  =  co8«a'  (l  +tan»^) 


sm 


sin«  Y 


=  COS«  a  +  8in*a'  sec«  B  [\  JB*  -  i^-^  +  ^'e)- 

Wird  dies  eingeführt,  so  ergiebt  sich  folgender  Ausdruck  für  die 
geschlungene  Parenthese: 

l  +  c*(8in*  J?  —  2cos»l?co8«a)  +  ß*  (sin*J?  —  cos«  j? cos« a  (5 sin* B  -  1)) 

+  ^  (sin«^  —  3co8«l?cos«a  (3sin*5— sin«B))  + 1 e«  ^ J?« (cos25  —  2sin«a ) 

-  ~  c«  ^B^  (cos  2B  -  2sin«  a  )  +  (^JB^  |  —  ^  sin«  jB  (1  +  6  sin«  B)  j 

+  £^^^«{~8in«JS!cos«a  (l  +  cos«J?)  +  ^(l  — 3co8«a))  +  Gl^. 

Diesen  Ausdruck  multiplizieren  wir  mit  der  rechten  Seite  der  nach- 
stehenden; aus  Formel  (1)  S.  58  folgenden  Gleichung: 


1         (1  —  c'  sin*  B)  (1  _  <j«  +  (5»  cos«  B  cos*  a) 


^»  ai  (1  -  e»)»  > 

welche  dem  Krümmungsradius  im  Azimut  a  und  in  der  Breite  B  ent- 
spricht.    Dadurch  ergiebt  sich  endlich: 

k==2psin-|-|l  +-|-ß*co8*58in«2a -l-|»*^fi«(co.2i?-2iinV)  +  ij|,(l) 
wobei 

;  .  (2) 

"^  T  **  "^^  (1  ~-  *  ■"»*5  —  «  008  2B  oo«'  a  —  3  008«  B  cot*  a  +  4  cot*  B  co«<  a)  +  ffi.;  J 
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es  umfafst  mitbin  B  die  Glieder^  welche  in  Bezug  auf  e  und  /itB  die 
6.  und  höhere  Ordnung  haben. 

Wenn  aber  die  ganze  Transformation  eine  Erleichterung  gewähren 
soll;  mufs  man  B  vemachlässigen  können. 

Der  Einflufs  von  B  auf  log  h  ist  gleich  B  mal  dem  Modulus  M. 
Hiemach  giebt  das  1.  Glied  in  U  fttr  B  =  0^  im  Maximum  4  Ein- 
heiten der  8.  Decimalstelle  des  Logarithmus,  welcher  Betrag  aber 
für  zunehmende  Breite  sich  vermindert  und  bei  B  =  45®  bereits  nicht 
mehr  2  Einheiten  ausmacht.  Das  2.  Glied  in  B  beeinflufst  für 
^B  =  0,1  nur  die  9.  Stelle  ein  wenig;  das  3.  Glied  giebt  im 
Maximum  rund  7  Einheiten  der  8.  Stelle,  doch  trifft  dieses  Maximum 
auf  einem  Nullwert  des  1.  Gliedes,  wie  sich  überhaupt  diese  beiden 
Glieder  nicht  ungünstig  kombinieren. 

Die  Vernachlässigung  von  B  entspricht  mithin  einer  Genauigkeit, 
wie  die  Rechnung  mit  TzifFrigen  Logarithmen  unter  Beibehaltung  der 
8.  Stelle  aus  den  Proportionalteilen  gewährt.  Ebenso  genau  ist  die 
folgende  logarithmische  Form: 

log  k  =  log  (2p  sin  y)  +  y  Jlf  { 3  ^  cos*  B  sin*  2a  +  ««^Ä*(oo.2Ä-2.in«a') }  +  Gl^     (3) 

Q  sa  den  Argumenten  B  und  a'. 

Da  Formel  (3)  die  Berechnung  von  q  zu  dem  sphärischen 
Azimut  a  als  Argument  voraussetzt,  so  liegt  es  nahe,  auch  noch  das 
entsprechende  astronomische  Azimut  einzufahren. 

Nach  Formel  (14)  S.  154  können  wir  aber  setzen,  wenn 

^1.«  +  «». 1-^80^  (4) 

mit  a  bezeichnet  wird: 

a=a  +—  (^cosBiC08B^8m2a8ec^Y{  1  +  ^(1  —  cos^Bsm^a)'\-Gl^]  • 
Hieraus  folgt:- 
a  =a-ye2  8in2ajcos«B[l+cHl  — cos«Bcos*a)  +  ''^"]  — ~z/JS»[  +Gl^. 

Führt  man  dies  in  den  Ausdruck 
log  (q  für  a)  -=  log  y^^~^,^  _  log  (1  -  e»  +  c»  cos«  B  cos* a) 

ein,  so  fo^  mit  Bücksicht  auf  (11)  S.  163: 
log(pfüra')=log(pfÖra) 

—  |c*cos*Bsin»2a  (l  +  e»(2-3cos*5cos»a+  yC08*J5)) 

—  -^  c*  JB^  cos*  B  sin*  a  (cos*  B  -  cos*  a)  +  Gl^ .  (5) 
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Behalten  wir  zunächst  nur  die  Glieder  4.  Ordnung  bei,  ent- 
sprechend der  Formel  (3)^  so  folgt  durch  Substitution  dieses  Ausdrucks 
fOr  log  (p  für  a)  in  dieselbe: 


log  k  =  log  (2p  sin  y) 


-|-  —  Jlf  {  —  6*  C08*B  sin*  2a  +  «•^Ä»(cot2B-2iia»a)}  +  Gl^ , 


(6) 


(f  zu  den  Argumenten  B  und  a. 


Die  Formel  giebt  dieselbe  Genauigkeit  wie  Formel  (3).  Dies 
erkennt  man,  indem  man  bei  Substitution  von  log  (q  fiir  ä)  die  Glie- 
der 6.  Ordnung  beibehalt,  und  in  den  Gliedern  4.  Ordnung  von  (3) 

a  =  a  —  Y^3"^2^  <5ö8*  B  -(-  Gl^  setzt.     Alsdann  ergeben  sich,  ab- 
gesehen vom  Faktor  M  nachstehende  Glieder  des  Restes  von  (6): 


-  «*  cot*  B  «In*  9a  (1  —  co«*  B  cot«  a)  • 


z^JB^  (coi  2B  —  «  iln»  a) 


4  ^  '96 

+  i-  «•  JB^  {  —  8  +  «»In*  «5  +  coi«a  (2  +  cot«B  +  4co«»B  lin»«)  } 


(7) 


Diese  Glieder  haben  angenähert  denselben  Einflufs  wie  früher 
die  entsprechenden  in  (2).  Jedoch  ist  immerhin  der  Vorteil  bei  An- 
wendung des  astronomischen  Azimuts  vorhanden,  dafs  die  von  der 
Distanz  unabhängigen  Glieder  kleiner  als  früher  sind  (um  ungeföhr 
die  Hälfte),  so  dafs  für  Werte  z/U,  wesentlich  kleiner  als  0,1,  die 
Formel  (6)  genauer  als  (3)  wird. 

§  11.   Zasammenstellung  der  Formeln  für  Distanzen  <  0,1  a^. 

Gegeben  JB^,    j^,  ^^^  ^1.2* 

1 


z/B  =  Bg  —  B^ 


B^^{B,  +  B,) 


COS  a  sm  Y  ="  —  ^^^  "ö"  ^^^ 


-'1.2 


sin  a  sin  Y  =  +  cos  JB  sin 


1.2 


cos 

da 
2 

COSy 

sin 

da 
2 

COS  Y 

""^lK 

-«1.2 

2 

in  Sek. 

dB 


1.2 


+  COS  -5-  cos  -^ 


sin  B  sin 


^1.2 
2 


(1) 


in  Sek. 


(2) 
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I  .^^t,  .  COB  -Bi  C08  B.  ain  2  a'  sec*  -rr 

in  Sek. 


(3) 


COS  u  =  coB  B  sina  ,    u  Argument  für  Wu  . 
logk=log  (2p8iny)  +  ~-af  [  3^cos*Bsm«2a +«*^fi'(co.2ir-«rinV)|  -f  Gl^ 


.T,  ii^B  in  Sek. 

ZJx>   ss=  jrj 

9 

Q  KU  den  Argumenten  a   und  A. 


(4) 


für  Einheiten 
der  7.  DecimAle  de« 
Logarithmofl  k. 


Nach  S.  59  hat  man  zur  Berechnung  von  q: 

log  Q  =  log  %  —  \og  TT  +  2  log  cos  h\ 
tan  Ä  =  yd  cos  B  cos  a  J 

TT  sum  Argument  B. 

Mit  Sessels  Dimensionen  des  Erdellipsoids  sind  die  Logarithmen 
der  im  Vorstehenden  auftretenden  Eonstanten: 

log  (  \  e"  e«)  =  2,8378056  log  9"  =  5,31443 

log  (y  3f .  3c*)  =  1,86064 
log  (yJlf.e«)=  3,55910 
log  a^  =  6,8046434.637    log  Y»  =  8,9136593.9  -  10 

Für  JB  =  0,1  und  k  =  0,1  ist  im  Maximum  der  Fehler  der 
Azimute  <  0,01",  derjenige  von  log  h  aber  <  1  Einheit  der  7.  De- 
cimalstelle.    Über  die  Genauigkeit  im  speziellen  vergl.  die  §§  8 — 10. 

§.  12.    Zahlenbeispiel  L    Wir  nehmen  für  B^y  B^  und  Li. 2 

folgende   Zahlwerte  (Bremiker,  Studien  über  höhere  Geodäsie,   sowie 
Förster  und  Tieften ^  Berliner  Astronomisches  Joihrhuch  1880): 
Berlin  B,  =  52«  30'  16,7"  \     ^  „.  ^,  ^  ^„ 

Königsberg  J?;  =  54  42  50,6  )    ^-  =  ^^6  «,0  o-uic. 

Die  sphärische  Bechnung,  wobei  anstatt  §.  6  (2)  S.  145  die  Reihen- 
entwicklungen S.   132  angewandt   wurden,   führt   zu   nachstehenden 
Zahlen: 
ii  ,=  —  25560,00000       log =4,4075608.495«      log    i= 9,0931357.163«  — 10 

in  Sek. 

z/B  =  +  7953,90000       3,9005801.265   log  z/B= 8,5861549.933  —10 

in  Sek. 

j?=53«36'33,65"  logcosJ?=9,7732652.484— 10  log  sin  5= 9,9057908.074—  10; 

log 2^ ^5,2575731    und    log  =3,1784fürEinh.der7.Dec. 
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§  12.    Zahlenbeispiel  I. 
Formd  (1)  S.  132  giebt  insbesondere: 


159 


log  (- 


L  cos  B\ 


+  ::M.2V      =  + 


24 
+  28Vo^-14^*-"  + 


0,2802459.714 

5557,436  log  =  3,7448745 
269.081  2,4298831 

4.977  0,6970 

.003  0,52  —  3 


log  tan  o'  =     0,2808291.211      d  =  242«  21'  14,9790". 
Da  L*  Yoraussichtlich  auf  die  10.  Decimale  des  Logarithmns  ein  wenig 
Einflufs  hat,  so  ist  d  um  etwa  eine  Einheit  der  4.  Decimalstelle  der 
Sekunden  unsicher. 

Formel  (2)  8.  133  entsprechen  die  Zahlen: 

logsec-^-^     0,0000807.294     logco8i?i=9,7844013— 10 

logco8Bg=9,7616703— 10 
log  (—  Zi.»  sin  B  sec  -^)==     4,3134323.863- 10        log Jlf=  6,6377843 

^        .-  «.-.-  •    '  für  Einh.  dar  7.  Dm. 

log =3,291 1076 

0,3237 

0,2433 

2»  51'  34,3241". 


in  SA. 


j  ^M.  L'cosBiCosBgSec»^ )  — |-         1954.824 

-^sin»BZ».(-) 2.107 

+  4^*- 1-^1  =  +  1-^51 


log  Ja  •=     4,3136278.331 


Ja 


in.  8«lc. 

Es  wird  nunmehr: 

a',.,  =  239»  29'  40,6549"        oi.i  =  65»  12'  49,3031" 

Formel  (5)  S.  134  giebt,  wenn  q='JB  und  p 
genommen  werden: 

*      9,9991658.506  - 10     log  cos  d  —  9,6665225.564,  — 10 


1.2  / 

cos  —5-  sec  o 


log  cos  — ^- 


log  ^  —      8,6177682.918  —  10 


—  ^M.JB* 269.08 1 


■chon  oben 
borechnetw 


log  sin 


8,6177413.834  -  10. 
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Setzt   man   aber  q  ^==  L  und  p  «s  cos  B  esc  a\   so   hat   man,    da 
log  sin  d  =  9,9473516.775n  -  10  ist: 


pq 


log^ 


-i^M.L^ 


-2^^-^*  = 


8,6180192.915  —  10 
2778.718 
.355 


■chon  oben 
beraehnet. 


log  sin  \  =       8,6177413.842  -  10. 

Die  DiiBferenz    beider   Werte    von    log  sin  —  läfst  sich  schon  durch 

nicht  ganz  0,0002"  Zuwachs  in  d  erklären.  Der  2.  Wert  ist  als  der 
schärfere  beizubehalten,  oder  noch  besser  ist  unter  Annahme  dieses 
Zuwachses  zu  setzen  als 


Resultat   der 
sphärischen 
Rechnung: 


log  sin  J  —  8,6177413.840  —  10 
a;.2  =  239^29' 40,6549" 
(4.1=    65M2' 49.3031". 


Es  ist  notwendig,  zu  Vorstehendem  hinzuzufügen,  dafs  im  vor- 
liegenden Falle  die  Anwendung  der  Formeln  (2)  S.  145,  ohne  Reihen- 
entwicklung, bequemer  gewesen  wäre.  Wenn  jedoch  /!SB  und  L  noch 
kleiner  als  oben  werden,  kann  bei  10 stelliger  Rechnung  die  Be- 
nutzung der  Reihen  doch  vorzuziehen  sein.  Jetzt  kam  es  überdies 
nur  darauf  an,  die  Reihenglieder  in  Zahlen  vor  sich  zu  sehen. 

Für  Formd  (8)  S.  146  hat  man: 

logc^=7,8244104— 10         log  (i  sin  2b)  =  7,6790560  -  10, 
—  log  1^1=0,0009143  logsin^j?  =  8,5860473  —  10, 

letzteres  aus  log  jdB  in  sek.  mittelst  des  Hilfslogarithmus  5. 

log  E  —  6,09134  -  10 
+  \m.E=  3 


.log  (l-^^)  =  6,09137 -10. 


Für  Fcyrmel  (9)  S.  146  erhält  man: 
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§  12.    Zahlenbeispiel  I.  '  IQI 

log  (28m  ^)  =  log  sin  ^B  +  log  sep  ^ =8,5861280- 10 
log  üf  =>  6,63778  «I  Bijih.  der  7.  D60. ,     jog  siu  Bi  =  9,89949—10 
logD         =8,3593932-10 
+  {^sin  5i)  =  +    18588  log  =  4,26922 

23-^  i  ^-«a^i  1 40  1,600 

+  |i;{^8iniJ,)  =  +  1  0,060 


log  (sin  JB,  -  ^  sin  £,)  =  8,3612481  - 10 . 
Za  den  Formein  (7)  S.  146  hat  man: 

log  e  y2^  =  9,0619943  - 10 
log  sing" -=8,66813    —10  log  cos g"  =  9,9995285       -10 

log  TT,     =9,9990321-10         log  l/JJ^?  =  0,0000268 

log  sin  q'  =  8,5040263—10  log  cos  q'  =  9,9997786.761—10 . 

Hiennit  geben  die  Formeln  (5)  und  (6)  S.  145,  da 
log  2«„  =  7,1056734.594  und 
log  Wi  =  9,9990857.480—10, 
log  TT,  =  9,9990321.461—10: 

Die  Formeln  (4)  S.  145  führen  zu  folgenden  Zahlen 

log  sin  Li.,  =  9,0920237.-10 

flog  tan s'i.t  =  7,1163658.-10 
1  T  =  4,6855751  -10 


log  k  =  5,7241345.725. 


log  ei.»  =  2,4307907, 

iaSek. 


jlogtanai.i  =  7,0709574.-10 
l  r=  4,6855751 —10 


log  ei. 1^ 

in  Sek. 


■■  2,3853823, 


«1.« 


e'i.« 4' 29,6440"  «',., 4'   2,8747' 

e'i.i  =  239»  34'  10,2989"  oi.i  -  ci.,  —  65«  16' 52,1778" 

log  sin  (h. t  =  9,9352963.933.-10 

log  cos  e'i.t  =  9,9999996.289  —10 

logcosCfh.  »  —  <!.»)  =  9,7045729.476.-10 


log  tan  Ol . ,  =  0,2307230.746 

log  sin  oi.i  =  9,9580273.552-10 

log  cos  «i .  1  =  9,9999996.989 — 10 

logco8(o;.i-f'g.i)  =  9,6213484.891—10 
0,3366785.660. 


log  tan  ot.i 

Belnert,  mathem.  n.  phTiUcal.  Theorieen  der  heb.  Geodtoie. 
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Hiermit  gelangt  man  ^u  nachstehendem 

log  k  =  5,7241345.725 
Resultat:         äi. «  =  239<>  33'  0,9324" 
02.1=    65M6' 9,5806". 

Bremiker  giebt  in  seinen  Sttidien  ti.  s.  w.  S.  37  bezw.  0,9325" 
und  9,5809",  S.  28  aber  0,9326"  und  9,5800"  als  Sekunden  der 
Azimute.  Für  log  k  ist  nach  ihm,  S.  28,  der  Wert  der  3  letzten 
Stellen  .730.     Diese  Übereinstimmung  dürfte  genügen. 

§  13.  Fortsetzung  des  Zahlenbeispiels  I.  Zu  Formel  (3)  S.  158  ist: 
log  cos  J?i  cos  Bg  =  9,5460716—10         log  sin  2a  ^  9,9149042—10 

log  cos  u  =  9,72062«  - 10  log  sec«  ^  =  0,0007475 

u  =  58'>  17',7  2  log  Wu  =  9,9978969-10 

coB^i  cosB,  sin  2  a  sec'- 


{co8if|  co8i»2  sin  2  a  seC-  \ 


3016320. 


Es  geben  daher  Formel  (2)  und  (3)  S.  157  u.  158: 
«2.1  —«1.« 


2 


92'>  51'  34,3241" 


—•^4^'-  —  332<^  21'  14,9790"  +  3'  20,2774" 
=  332<^  24'  35,2564". 
Hieraus  folgt  als 


rai.2  =  239«  33' 0,9323" 
Resultat:    {  65M6' 9,5805". 


fOl.S 


Diese  Werte  weichen  von  den  strengeren  Ergebnissen  des  vorigen 
Paragraphen  nur  um  0,0001"  ab,  da  die  vernachlässigten  Glieder,  die 
in  der  Summe  o^.i-f-ai.a  in  den  Zehntausendstelsekunden  merkbar 
werden  könnten,  sich  zufallig  kompensieren. 

Zu  Formel  (5)  S.  158  erhalten  wir: 


log  ao  =  6,8046434.637 
log  TT  =9,9990587.885-10 
21ogco8Ä=  9,9997789.106—10 


log  Yä  =  8,9136593.9  -10 
log  cos  B  =  9,7732652.5  -10 

log  cos  a=  9,6665225.61.-10 

log  tan  A  =  8,3534472.0»— 10  \ogQ^^fiOr>3ß?^5lr>8'. 

Digitized  by  VjOOQIC 


§  13.    FortsebsuDg  dea  Zahlenbeispiels  I.  163 

BremUcers  Tafel  in  seinen  östelligen  Logarithmen  giebt  6,8053635.9, 
welcher  Wert  vollkommen  ausreichen  würde,  wenn  wir  nur  einzig 
und  allein  Formel  (4)  S.  158  benutzen  wollten  und  demgemäfs  7  bis 
Sstellig  rechnen  würden.  Indessen  sollen  schlielslich  noch  die  höhern 
Glieder,  die  dort  vernachlässigt  sind,  angebracht  werden. 

Zu  Formd  (4)  S.  158  hat  man,  da  log  cos  2B  =  9,47132«— 10  ist: 

log(2(>  sin-g-)  =  5,7241349.655 
+  6.074 
-  1.594 
-r  8.456 


+  f-3<!*co8*.Bsin»2a'=3 
+  ye»z/J?»cos2B  = 


—  y.  2e»^5*sin«o' 


log  k  — 5,7241345.679. 

Formel  (2)  S.  155  giebt  für  die  drei  Glieder  des  Restes  B 

+  146,  +  3,-47 

Einheiten  der  10.  Decimalstelle.  Für  log  h  ist  noch  mit  M  zu  mul- 
tiplizieren, womit  sich  als  Verbesserung  vorstehenden  Wertes  von 
log  k  -|-  44  Einh.  der  10.  Stelle  ergeben.    Es  wird  hiemach  das 

Resultat:    log  k  —  5,7241345.723 , 

welcher  Wert  mit  dem  S.  162  gefundenen  so  gut  übereinstimmt,  als 
«s  die  Rechnungsunsicherheit  der  letzten  Stelle  zuläfst. 
Zu  Formd  (6)  S.  157  erhält  man: 

o  =  242»  24'  35,2564"      log  p  =  6,8053644.048 


log  {2q  sin  •')  =  5,7241357.845 


M 


M 


c*  cos*  JB  sin*  2o  •= 


+  =  •  <^JB*eoa2B  = 
-j-  2c»^B*sin»a  = 


—  2.019 

—  1.594 

—  8.464 


log  k  =  5,7241345.768. 

Die  vernachlässigten  Glieder  6.  Ordnung  (7)  S.  157  geben  in  Ein- 
heiten der  10.  Stelle  M(—  56  +  3  —  41)  d.  i_  .^^-  41;  es  wird  daher 
das  Resultat:     log  k  »  5,7241345.727  ,- 

was  ebenfalls  in  guter  Übereinstimmung  mit  der  strengen  Rechnung  ist. 
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Die  Formel  (5)  S.  141  zur  direkten  Berechnung  eines  einzelnen 
Azimuts  giebt  für  ai.ii 

5'==53o  3' 25,175"    logco8  2B'=9,4433»-10    logsin»B'=9,80— 10 
[       log^=9,4930192.770»-10 
I  log(l  -e»)= 9,9970916.405 


logcoBlfg-=  9,7616703.379  - 10 
2  log  W  =  9,9981444.626- 10 


Summa =9,4901 109.1 75»— 10  Summa  =  9,7598148.005—10 

log  (-  ^pfß^)  =  9,7302961.17—10;  num.  =  0,537398088 

log(-|;r^|-)+log(-^)  =  6,124455«-10;      num.  =  -      133185 
log  (-  ^Zp^i  )  +  log  (  ^)  =  7,1384163-10;  num.  =  +    1375360 


log(- 


(1— e'MB 
W'*Leoa 


B  \   ,  .      (/IB*- 
^J+l0g(__ 


-i«  8^B»— 7i' 


60 


') =4,32900-10; 


num. 


M-  r^^fklt)  +  '°g(-  ^^^^co82B')  =  2,966-10; 


num. 


+ 


+ 


2133 


93 


num. 
num.  =  -f" 


log(-  ^'.^I'LIbv)  +  '°g(i'6  «*^^«in»B'(2  +  C082B'))  =  1,39-10; 

num.  ==  + 

log  (—  y  sin  5,)  =  8,6915993.5—10; 

log  (-  J  sin  b)  +  log  ^l  =  5,79869-10; 

log  (- 1  sin  b)  +  log  ^  =  2,986- 10; 


2 

4 


num.  =  +  49158582 
num.  =  +  •  62906 
num.  =  +  97 


cot  «1.2  =  0,587864080. 


log  cot  a,.,  =  9,7692769.24—10 

Man  hat  daher  als 

Resultat:    d .  j  ==  239»  33'  0,9326". 

Bei  dieser  Rechnung  sind  die  beiden  gröfsten  Glieder  6.  Ordnung 
mit  zugezogen,  da  sie  ai.g  um  0,0009"  ändern.  In  den  Fällen,  fQr 
welche  die  Formel  aufgestellt  ist,  und  wo  sie  allein  Vorteil  gewährt, 
ist  selbstverständlich  dieses  Herbeiziehen  fiberflüssig. 

§  14.    Zahlenbeispiel  II.   Gegeben: 

Bi  =  57»    B,  —  56»  13'  49,02186" 
Xi . ,  =  1"  22'  6,03270"  «.«ich. 
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Auf  diese  Zahlen  wenden  wir  die  Formeln  des  §  1 1  S.  157  an 
und  rechnen  mit  Sziffirigen  Logarithmen.  Es  wird  zunächst  unter 
teilweiser  Anwendung  der  Hilfslogarithmen  S  aus  den  Tafeln  7ziS'riger 
Logarithmen: 

^? 1385,48907"        log  sin  =7,8271747.0.-10  log  cos  =9,9999902.0  -10 

-^=180»— 2463,01635"  log  sin =8,0770318.4  —10  log  cos  =9,9999690.4, -10 
B  =56«  36'  54,51093"     log  sin  =9,9216830.0  - 10"  log  cos  —9,7405680.1  —10. 
Die  Formeln  (1)  S.  157  geben  nun: 

cos  o'  sin  y  =  [7,8271437.4,-10] 

sina'  sin  y  =  [7,8175998.5  -10] 

cos^cosy  =  [9,9999592.4,-10] 

sin  ^  cos  2-=  [7,9987148.4,-10] 
a  =  135»  37'  46,216"     log  sin  =  9,8446606.3- 10    log  cos  =  9,8542045.2,  - 10 

log  sin  y  =  7,9729392.2 

y-  =  180' 34' 16,678"    log  sin  =  7,9987340.1,-10    logcos=  9,9999784.1,-10 

log  cos  y  =  9,9999808.3 . 
Ffir  die  Formdn  (2)  und  (3)  S.  157  u.  158  hat  man: 
log(|*"«*)  =  2,837806  jlog  cos  B  =  9,74057-10 


log  cos  B^  =  9,736109  —10  llog  sin  a  =  9,84466—10 

log  cos  Bt  =  9,744963  —10  log  cos  m  =  9,58523—10 
log  sin  2o'  =  9,999895,  - 10  «  =  67«  22',2 

log  sec«  y  =  0,000038  log  IT«  =  9,998762—10 

-  2  log  TT«  =  0,002476 


Snmma  <= ! 

J,321287,  .    .    .  num.  =  —  209, 
f*^-*""'*  =  270«  34' 16,678" 

-"*»  +  '*i*  =  225«  34' 16,666" 

«,1  =  136«    8' 33,344" 
ai.2  =  314  59  59,988. 
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Zu  den  Formeln  (5)  und  (4)  S.  158  findet  sich: 


log  }/d"-=  8,913659  -10 
log  cos  5  =  9,740568  —10 
log  cos  a  =  9,854205»— 10 
log  tan  A  >=  8,508432»— 10 


log  «0 « 

-log  W- 

2  log  cos  h ' 


6,8046434.6 
0,0010128.5 
9,9995487.4  —  10 


log  Q  =  6,8052050.5 


log(|jlf.3«*)=.l,861 

log  cos*  5  =8,962— 10 
l  log  sin*  2 o' =0,000 


log  ({Mc«) =3,56 

log  JS*  =6,26 
log  cos  25  =9,60»— 10 


log  (Jjlfc*.2) =3,86 


....    6,26 
logsin»«  =9,69  — 10 


Summa=9,81  — 10 
num.  =  +  0.64 


Summa=0,823  Summa=9,42» 

num.  =  +  6.65  num.  =  —  0.26 

log  h  =  5,0791742.7  +  6.65  -  0.26  -  0.64. 
=  5,0791748.5. 

Es  treten  hiemach  die' folgenden  Zahlen  auf  als 
log  k  =  5,0791748.5 
Resultat:       «i.,  =  314^59' 59,988" 
«2.1=136     8  33,344. 

§  15.  Übertragung  der  geographischen  Lage  mittelst  Sehne 
und  astronomischen  Azimuts. 

Gegeben  sei  fQr  P^  die  geographische  Breite  B^,  ferner  die  Sehne 
k  nach  de;n  Punkte  P^  und  das  Azimut  ai.s  des  Vertikalschnitts 
von  Pj  nach  Pj.  Gesucht  werden  B^,  Li,%  und  «2.1.  Wir  be- 
zeichnen den  Neigungswinkel  von  h  gegen  die  Horizontalebene  von 
Pj  (Ebene  Jiy  S.  136),  den  sogenannten  Depressionswinkely  mit  f^i.g. 
Die  Projicierung  von  h  giebt  nun  mit  Rücksicht  auf  §  2  S.  136 
sofort: 

k  cos  f*i.»  cos  «1.2  ==  gj  =       (ajg  —  x^  sin  Bj  —  (je?,  —  z^)  cos  B^ 

k  cos  fti.2  sin  «1.2  =  %  =       y^ 

k  sin  f*i.2  =  £2  =  ~"  (^2  —  ^1)  ^^^  ^i  —  (^8  —  ^1)  sin  B^ . 

Hieraus  folgt  unter  Anwendung  einfacher  Reduktionen: 


008  B^  008  Z/j  2  sin  JB| 
008  £,  sin  L^  2 

008  B^  008  L^   2  008^1 


-(1-e») 


sin  B^  006  B,  k 

-=^  =  —  COS  /ii.2  cos  ai,t  • 


e'sinBtCosJBi 


«0 


cosfii.2smai.2 


1/1  —  e*  sin«  B,^ 


sin  B,  sin  B^ 

}/l-^«8in»J^ 


-  +  (l-^-)r^::"^— ^«n/^...  +V'Wsin'i?.. 


(1) 
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Diese  3  Gleichungen  dienen  zur  Bestimmung  der  Unbekannten 
B^j  Li,%  und  fii.8.  Der  Versuch,  die  beiden  ersten  Unbekannten  mit 
Übergehung  von  fii.«  herzuleiten,  führt  zu  komplizierten  Formeln. 
Wir  eliminieren  daher  umgekehrt  zuerst  B^  und  £1.3  und  leiten 
jtti.i  ab. 

Aus  der  1.  und  3.  der  Gleichungen  (1)  folgt  durch  Elimination 
von  cos  J?2  ^^  ^i-8  b^zw.  von  sin  B^: 


sin  B^ 


sin  Bj 


yi  — c*ain*JB, 


yi  — c"8in*Bi 
7i jR  (cosfii .  8  cobBi  cosfli . « +  sinfii  .jsin  JB,) 


und 


cobB,  cos  1/^2  cobBj 


(2) 


H (cosfii.ssin  J5i  cosai.2  —  sinfti.j  cos  JBi). 

Quadriert  man  die  2,  Gleichung  (2)  und  fügt  sie  zum  Quadrat  der 
2.  Gleichung  (1),  multipliziert  die  Summe  mit  (1  —  e*)  und  addiert 
dazu  das  mit  (1  —  e*)*  multiplizierte  Quadrat  der  1.  Gleichung  (2),  immer 
Seite  f&r  Seite^  so  folgt: 


0=  - 


2ll(l 


— ;====-  H 5  (1  —  ß^  +  ß  cos*  y) , 


wobei  gesetzt  ist: 

cos  X  =  cos  f*i.2  cos  Bi  cos  ai.2  +  sin  fii.2  sin  B^ .  (3) 

1800  _  ^  igt  (jer  Winkel  zwischen  Erdaxe  und  Sehne  P^  Pg,  wie 
leicht  zu  erkennen  ist,  wenn  man  sich  durch  P^  eine  Parallele  zur 
Erdaxe  gelegt  denkt  und  die  Ecke  zwischen  dieser  Parallelen,  der 
Sehne  und  der  Lotlinie  betrachtet. 

Sieht  man  cos  %  ^Is  bekannt  an,  so  hat  man  zur  Bestimmung 
von  fii,2  die  Formel 


=  !LEi(i  +  *eos«;c) 


2a« 


(4) 


wenn  Yd  cos  %  ™  tan  u  gesetzt  wird. 

Da  nun  %  nicht  bekannt  ist,  sondern  fii.2  zu  seiner  Berechnung 
erfordert,  so  mufs  man  sich  successiver  Annäherungen  bedienen,  um 
^1.2  kennen  zu  lernen.    Wir  setzen: 
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cot  h  =  cot  Bi  cos  ai,2 

f  7  N  ein  J5, 

co8a;  =  cos(fti.,  -Ä)    .     ' 


(5) 


sin  h 


und  Tieliinen,  falls  eine  Tafel  der  p  mit  B  und  a  -als  Argumenten 
vorliegt,  in  erster  Annäherung: 

8infii.8  =  — ;     Q  für  B^  und  ai.g,  •     (6) 

ajiderDfalls  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  (1)  S.  58  für  p: 

log  sin  ;*i.8.=  log  -z — -  +  MS  C0&*  Bi  cos* «1.2  +  •  •  • .      (6*) 

Um  nun  B2  zu  finden,  geht  man  von  der  1.  Gleichung  (2)  aus 
und  benutzt  am  besten  die  reduzierte  Breite  als  Zwischenglied  (vergl. 
S.  40) j  indem  man  setzt: 

y\  ^^  sin  B^ 


sin  ßi  - 
sin  ß^ 


sin  /3i  — 


k  cos  X 


\ 


(7) 


Bw&us  kann  man  noch  ableiten: 


sin 


Jß 


2  2 

^ß^ßi  —  ßi        ß 


k  cos  X  /,       \ 


(ß.  +  ß> 


und  endlich: 


sm  ^-ö  «= sm  -  -  cos  ~ , 


(8) 


(9) 


welche  letztere  Formel  erhalten  wird,  wenn  man  in  der  Identität 

sin  ^B  =  sin  B^  cos  B^  —  cos  B^  sin  B^ 

rechter  Hand  mittelst  der  Formeln  (5)  bis  (7)  S.  40  u.  41  die  redu- 
zierten Breiten  einführt 

Die  Rechnung  nach  diesen  Formeln  beginnt  mit  einer  näherungs- 
weisen Bestimmung  von  ß^  aus  (7),  soweit  es  mit  Bequemlichkeit 
unter  Anwendung  Gaw/sischer  Logarithmen  möglich  ist.     (8)   giebt 

durch  successive  Annäherungen  sin -~,  (9)  alsdann  sin  z:/ JB. 

Man  hat  nun  weiter  zur  Berechnung  von  Li, 2  aus  der  2.  For- 
mel (1): 

sinij  a  =  — cosui.asec/Josinai  2=       cosui.2secJBo8inai.i.  (10) 


^ 
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Um  endlich  noch  Os.i  zu  finden,  ist  im  allgemeinen  Formel  (4) 
S.  138  anzuwenden;  in  der  Regel  genügt  es  jedoch  nach  §  6  (2)  S.  145 
und  §  8  (4)  S.  151 


tan^--tan^,in5sec4? 
and 


(11) 


zu  berechnen,  wodurch  02.1  noch  für  Werte  von  k  -«  0,2  a^  um  nicht 
mehr  als  0,0001"  unsicher  erhalten  wird. 

Die  vorstehenden  Formeln  gestatten  nicht  in  allen  Fällen  eine 
befriedigende  Losung,  insbesondere  weil  fii.2,  B^  oder  JB  und  Zi.s 
aus  dem  Sinus  hergeleitet  werden.  Indessen  wird  das  Bedürfnis,  in 
praktischen  Fällen  wenigstens,  sich  immer  nur  auf  mäfsig  grofse  Werte 
Ton  fii.8  und  ^B  erstrecken,  die  durch  den  Sinus  bestimmbar  sind. 
Dagegen  kann  Li, 2  auch  bei  kleinen  Distanzen  grofs  werden,  wenn 
die  Punkte  den  Polen  nahe  liegen.  Alsdann  ist  aber  auch  die 
Bestimmung  yon  B^  aus  (7)  bis  (9)  ungünstig,  und  man  wird 
B,  und  Li, 2  besser  aus  der  2.  Formel  (1)  und  aus  der  2.  Formel 
(2)  ermitteln. 

Reihenentwicklungen  werden  zu  Vorstehendem  zunächst  in  Frage 
kommen  können  bei  der  indirekten  Ermittlung  von  fii.a  und  JB. 
Für  fii.2  geben  wir  die  Reihe  weiterhin;  ziemlicher  Komplikation 
wegen  ist  sie  zur  Rechnung  wenig  geeignet  und  da  für  ^J5  dies  in 
Boch  grofserem  Mafse  gilt,  übergehen  wir  hierfür  diöse  Entwick- 
lung ganz. 

Sind  jdB  und  £1.2  klein,  so  kann  eventuell  die  Anwendung  der 
1.  Reihe  (4)  S.  30  auf  sin  JB  und  sin  Z1.2  nützlich  sein,  für  die 
1.  Formel  (11)  aber  die  Entwicklung  (2)  S.  133. 

Vertauscht  man  in  Formel  (10)  die  Indices  1  und  2  und  setzt 
dann  beide  Ausdrücke  für  sin  £1.2  einander  gleich,  so  folgt  die 
interessante  und  ffir  später  wichtige  Gleichung: 

sin  ai.2  cos  ^^  cos  fii.2  =  sin  (02.1  —  180®)  cos  ß^  cos  ft2.i ,     (12) 

welche  überdies  auch  zur  Berechnung  von  02.1  dienen  kann,  sobald 
(h.i  aus  Formel  (4)  (worin  nur  B^  mit  B^  zu  vertauschen  ist,  indem 
X  unverändert  bleibt)  hergeleitet  wird.  Indessen  gehen  wir  weder 
hierauf  noch  auf  die  notwendigen  Umformungen,  damit  a2.i  stets 
hinlänglich  scharf  erhalten  werde,  ein.  (Vergl.  BremiJcer,  Studien 
tt.  8.  tc.y  S.  34.) 
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§    16.     Zahlenbeispiel    I.     (Umkehrnng    des    Zablenbeispiels 
&  158  u,  fif.)   Gegeben:      B,  =  52»  30'  16,7" 

log  k  =  5,7241345.725       Oi.  2  =  239«  33'  0,9324". 
Zu  den  Formeln  (4),  (5)  und  (6*)  des  vorigen  Paragraphen  hat  man: 
log  2ao  =  7,1056734.594    

•10 


log  -=-  =  8,6184611.131- 
log  TT,  =  9,9990857.480-10 


log 


kW,  _ 


2a„ 


8,6175468.611  —  10 


log  Mä  -=  7,47  -  10 
logcos*a,.»  =  9,41  — 10 
log  cos«  B,    =9,57  —  10 


[6,45—  10]  =  0,00028 Summa  =  6,45  —  10 

Ziö;    ^,.,  =  2»  22'  38". 


l.Äiinäherung:logsinfti.s<=  8,61783 

(logcoBOi.,=     9,7048214.896«  — 10 

ilog  cot  B,  =     9,8849076.665  —  1 0 

log  cot  h  =     9,5897291.561,-10 

h 680  45'  13,6416" 

^,  ,-A  =     71«    7' 52" 

1.  Annäherung 


log  sin  0,2  =9,9355445.641«  - 10 
log  sin  JB,  =9,8994936.333  -10 
log  sin  Ä      =  9,9694307.477, — 10 

log^      =9,9300628.856,-10 

(logcos  (/ti . ,  —  A) = 9,509745  — 10 

Änderung  für  1' '  gleich  —  6,1  Einh.  der 6.  IVc. 

j  logco8;t=9>439808»         —10 

\  log  Yd    =8,913659  -10 


log  tan  u  —  8,353467»         —  10. 

Hierzu  gehört  log  sec  u  =  0,0001105.55  mit  0,51  Einheiten  der  9.  Stelle 
Zuwachs  für  jede  Einheit  der  6.  Stelle  in  log  tan  w. 
Nunmehr  wird  in  2.  Annäherung: 

log  sin  (ii,2  =  log  '^^  +  2  X  0,0001105.55  =  8,6177679.71  --  10, 

;ii.2  =  2<>  22^36,9242" 

mit  0,000020"   Zuwachs   für  jede  Einheit  der   9.   Decimalstelle   in 
log8infii.2. 

Es  ist  jetzt  schärfer  als  oben  (^i.j  —  A)  =  71®  T  50,5658".  Der 
Abnahme  dieses  Winkels  im  Betrage  von  1,43"  entsprechen  9  Ein- 
heiten der  6.  Stelle  Zuwachs  in  cos  {^i  .j  —  A),  femer  2  x  9  x  0,51  «=  9 
Einheiten  der  9.  Stelle  Zuwachs  in  sin  fii,%,  endlich  0,0002"  Zuwachs 
in  fii,i.    Man  hat  daher  definitiT: 

fii.2  =  2<>  22'  36,9244"         ^,^^—h^ll^  T  50,5660" 
Iogco8(;ii.8-A)=9,5097537.572— 10  logcosx=9,4398166.428n— 10. 


k 
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Man  hat  nun  weiter  zu  den  Formeln  (7)  und  (8): 


I    log  sin  ft  =  9,8989537.055 -10      log  VT-- c»  —  9,9985458.202  —10 

'^-^,  =  8^360762,        -10    log    ^^11  ^ ^  8,0597319.357;  -  10. 

Die  beiden  linker  Hand  durch  eine  Klammer  verbundenen  Loga- 
rithmen geben  mittelst  Gziffriger  Gau/Bischer  Logarithmen  (da  7ziffiige 
dem  Verf.  nicht  zur  Hand) 

log  sin  /Sj  =  9,911353  —  10  und  ß^  —  54<>  37'  25". 

Andrerseits  ist  aus  log  sin  ß^  der  Wert  von  ß^  —  52^  24'  43,0115", 

genügend   übereinstimmend   mit    dem   S.   43   abgeleiteten   strengem 

Werte: 

ft  — 52^^24' 43,01 137", 

&lls  man  Formel  (9)  benutzt.  Wir  können  aber  diese  Formel  nicht 
bequem  anwenden,  da  eine  Tafel  der  log  to  auf  10  Ziffern  fehlt,  und 
wir  gehen  daher  von  dem  mittelst  (8)  gefundenen  ß^  zu  B2  über. 
Dann  aber  mufs  für  ß^  der  strenge  Wert  zur  Anwendung  gelangen. 
In  erster  Annäherung  wird  nun  ß  =  ^S^  31'  4",  log  sec  ß 
=  0,2257945.702  mit  28.472  Zuwachs  für  1"  in  /J;  femer: 

log  sin  ^  —  8,2855265  -  10;      ^  —  P  6'  20,875". 

Hiermit  folgt  in  2.  Annäherung  ß  =  53®  31'  3,886",  log  sec  ß 
«  0,2257942.456  und 

log  sin  4^  =  8,2855261.813  -  10;     ^  =  1«  6'  20,87257". 

Eine  Ändemng  von  0,00001"  in  -g^  ändert  den  log  sin  um  11  Ein- 
heiten der  10.  Decimalstelle;  da  nun  bei  der  vorigen  Rechnung  ß  um 
0,00206"  ZQ  grofs  genommen  worden  ist,  also  log  sec  ß  und  log  sin  -^ 

nm  59  Einheiten  zu  yennindem  sind,  ist  auch  -~  noch  um  0,00005" 
zu  Termindem.    Man  hat  daher  definitiv: 

log  sin  4^  —  8,2855261.754  -  10;    ^  =  1»  6'  20,87252"; 
ßt  =  54«  37'  24,75641". 

Der  Übergang  von  /S,  zu  JS^  nach  den  Formeln  des  §  3,  S.  41  u.  ff. 
liefert:  5,  —  ft  =»         5'  25,84361";   hiermit  ist 

Bf  -X  54»  42'  50,60002". 


Digitized  by 


Google 


172  4-  Kapitel.  Der  vertikale  Schnitt  n.  d.  Sebnendreieck  f.  d.  abgepl.  Botationsellips. 

Zu  Formd  (10)  hat  man  endlich  log  cos  /9,  =  9,7626381.919—10 

Iogcos|Bi.,  =  9,9996261.786  — 10      log  sin  ii.,= 9,0920236.596»— 10 

ii.,  =  7«6'0,00000"6.tach. 

Es  bleibt  nun  noch  a^.i  zu  berechnen,  was  wir  indes  unterlassen, 
da  die  Formeln  (11)  schon  S.  159  u.  162  behandelt  sind. 

§  17.  Zahlenbeispiel  II.  (Umkehrung  des  Zahlenbeispiels  S.  164.) 
Gegeben:  JB,  =  57° 

log  h     =5,0791748.5        Oi .,  =  314«  59'  59,988". 
Zu  den  Formeln  (4),  (5)  und  (6*)  8.  167  und  168  hat  man: 
log  2oo  =7,1056734.6  - 10 


log  A.  =7,9735013.9-  10 
log  TT,  =9,9989781.9-10 


log  —'  =7,9724795.8  - 10 


2  a, 


log  MS  =  7,4651  -  10 

log  cos»  B,  =  9,4722  —  10 

jog  cos*^,.j  =  9,6990  —  10 

([6,6363 -10]  =0,0004328    ....    ^  Summa  =  6,6363  —  10 

l.Auniiherung:logsin(ti,,= 7,9729124  —10;  /ti.j  =  0»  32' 17,96". 

log  cos  ai.»  =  9,8494849.8  —  10  log  sin  Oi,,  =9,8494850.3,-10 

log  cot  B,  =  9,8125173.6  —  10      |        log  sin  5,    =9,9235914.0  -  10 

log  sin  h      =9,9584521.3  — 10 

log-"-^'      =9,9651392.7  -10 

^   81D  n  ' 

logco8(|[ii.  8  —  Ä)=9,629232  — 10 
log  cos  ;t  =9,594371  —10 
log|/^    =8,913659       —10 


log 

cot% 

=  9,6620023.4  — 

10 

h 

=  65«  20'    7,403" 

A- 

/tl.» 

=  64  47  49,443 

•   • 

1. . 

Annäherung 

log 

=  7,9724795.8  - 

10 

log  tan  M  =  8,508030       — 10 

I  2  log  sec  u  =  0,0004504.2 log  cos  w  =9,9997747.9  —  10 

I  log  ain  |[ti.2  =  7,9729300.0  -  10  2.  Annäherung: 

I  S  =  4,6855684.7  —  10  (Sie  glebt  dafinitire  Werte.) 

log  ;ii.2  =  3,2873615.3  .  ~.    .    .    .    .     /ti.« —0<>  32^  18,035" 

in  Sek. 

h  -  ^1.,  =  64«  47'  49,368"    .     .  logco8(fii.2-A)  =9,6292321.0  - 10 

log  cos  i  =9,5943713.7  -lÖ. 
Man  hat  nun  weiter  zu  den  Formeln  (7)  und  (8)  S.  168: 
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g  17.    Zablenbeiapiel  U. 


log 


log  sin  ft  =9,9231590.3 — 10, 
kcoBx 


o.V^^ 


-=7,870357     —10 


Doreb       ) 

/Si=56^  54' 44,315" 
/S,=56^    8' 29,6" 

1.  Annlhenuig  ß  ««56®  31'  37,0" 

1  Annäherung  ß  =56®  31'  37,002"    . 


ltco8;i; 


log 


logsec/3> 

1.  Annllieraiiff 


173 
9,9985458.2  -10 
7,5693269.4.-10 
0,2584192.3+81.8  «Ti" 


1       ■   ^ß 
log  Bin  g-*^ 


7,8277461.7,-10 
Ä=     4,6855715.9  -10 


log^—     3,1421745.8, 

In  8«k. 

•      •      •    -^^? 23' 7,313".' 

Da  ß  um  0,002"  gewachsen  ist,  so  ändern  sich  log  sec  ß  und  log  -^ 


um  -I-  0,1.    Es  geben  nun  die  Formeln  (9),  (10)  und  (11)  S.  168  u.  169: 

8,2730772.1  —10 


I      •    ^ß 
logsm-j!- 


7,8277461.8,-10 


log  cos  ^  =  9,9999901.8  — 10 

log2Tr,=  0,3000081.9 
-logw,—  0,0004503.4 


,hVi- 


flogsin^^JB« 


8,1281948.9,— 10 
4,6855618.0  -10 


—  log  Wj  —  0,0004503.4 

log  cos  fti  8  =  9,9999808.3  — 10 

log  sec  £j    =  0,2550374.5 

log  sin  o  1. »  =.  9,8494850.3,  — 10 

log  sin  ii .  j  =.  8,3780308.6,  — 10 

S-=  4,6855335.8  -10 


]ogJB=-     3,4426330.9, 

in  S«k. 

JB'^—  0"  46' 10,9781" 
JB,=     56«  13' 49,0219" 

-1  Li., =+2463,0163"    .    . 


2 


=     56«  36' 54,511" 
.-       23'    5,49" 


logZi.g  = 

in  Sek. 


=     3,6924972.8, 
.-1»  22' 6,0326" 


log(-flj)—  3,3914672.9 

r—  4,6855955.1  - 10 

log  sin  B  =  9,9216830.0  - 10 

log  sec  ^  =  0,0000098.0 


Ja  kann  gleich  da  gesetzt  werden, 
daher  ist: 

^-"=+0034' 16,6782"   . 
^0=      1«  8' 33,350"     . 


log  tan  ^  = 

T— 

,      Ja 
•     log-j 

in  Sek. 


7,9987556.0  - 10 
4,6855892.6  —10 
3,3131663.4 

136»  8'  33,344". 
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I  B,=   56«  13' 49,0219" 
Resultate:       Li.»  =      1  22    6,0326<»aich 
Os.i  =  136     8  33,344. 

§.  18.  Beihenentwicklui^  fttr  den  Depressionswinkel  (i.  Nach 
S.  167  ist 

sin  ^..,=-^1  +  *  cos» x),  (1) 

wobei 

cos  X  »=»  cos  fii.a  cos  B^  cos  fli.g  +  sin  ;*i.«  sin  5,.  (2) 

Aufserdem  hat  man  nach  S.  58  (1): 

i  =  Zi  (1  +  a  cos*  B^  cos*  ai. ,),  (3) 

wenn  q  den  Erümmungsradius  des  Vertikalschnitts  im  Azimut  ai,% 
für  den  Punkt  P^  mit  der  geographischen  Breite  JS^  bedeutet  Augen- 
scheinlich ist  es  Yorteilhaft^  fii.s  mit  Benutzung  von  q  zu  entwickeln, 
weil  bei  unendlich  kleinem  k  jedenfalls  sin  |iAi.2  =  /Ai.a"=»k:3^  werden 
mufs.     Es  ist  nun  nach  (1)  und  (3): 

_  k  1  +  ^  cos'  X 

Sm  /ix. 2  —  2"      1  +  ^C08»B,  008«  aj   2 

oder 

sinfti.,-^  j^  {l  +  (cos'a;-coB'.B,co8'a,.0  i^acoe'B.coe'o,.  J"  W 

Durch  Umwandlung  von  (2)  findet  man  aber  leicht: 

cos*  X  ~"  cos*  JBj  cos*  ai .  2  =  sin*  ^i .  s  (sin*  -B^  —  cos*  JB^  cos*  «i .  2) 

-^2sinfii.2COB|L(i.2C08£isin£|Cosai.2.  (5) 

Entwickeln  wir  hierin  cos  f(i.2  nach  Potenzen  von  sin  fCi.2  und  setzen 
vorübergehend  zur  Abkürzung: 


T-T—s — 5^  ^ — i (sin*  B,  —  cos*  B,  cos*  01.2)  =  c. 

1  +  tf  cos*  ^1  CO8*  Oj  g   ^  ^  *  *.v  1 


»^ 


(6) 


-  -7— r — r^ — ^1 sin  2  jßi  cos  ai .  2  «=  Co 

1  +  *  C08* Bj  C08*  aj  j  1  i.Ä  -2 

so  folgt  nach  einfacher  Reduktion  durch  Einführung  von  (5)  in  (4): 

k                               1 
(1  —  Cj)  sin  |iii.2  =  —  +  Cj  sin*  fii.2  —  ^  c^  sin«  fii.2  H (7) 

Der  vernachlässigte  Best  ist^  wenn  wir  k  und  also  auch  sin|[ii.2  als 
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$  18.    ReihenentwickluDg  für  den  DepreBsionswinkel  ii.  175 

kleine  Gröfse  yoraassetzen^   im  Maximum  nahezu  ^^  c,  sin^  fii.2  d.  h. 

eine  Gröfse  von  der  8.  Ordnung.     Multipliziert  mit  q'  giebt  dies  für 
k  =  0,lao  als  maximalen  Einflufs  auf  fii.s  nur  0,000003". 
Dividiert  man  die  Gleichung  (7)  mit  (1  —  c^),  so  folgt: 

«»  f*i.«  =  g^(i_^  +  Ci  sin*  fii.«  —  2  «2  sin»  f*i.«  +  Gk, 

welche  Formel  im  Vergleich  zu  (7)  hauptsächlich  noch  ein  Glied 
c^c^  sin'  fii.a  Yemachlässigt,  welches  auch  von  der  8.  Ordnung  ist  und 
höchstens  in  den  Hunderttausendstelsekunden  merkbar  wird.  Wenn 
man  nun  noch  rechter  Hand  für  E(in  jiti .  a  das  Hauptglied  linker  Hand 
setzt  und  schreibt: 


oder 


log  sin  ^1.2  =  log  ^Y^ii^c)  +  ^^1^  -  I  ^«  2^1  +  ^^'      (^) 

so  bleibt  die  Genauigkeit  unverändert,  da  die  hierbei  neuerdings  be- 
gangenen Fehler  noch  eine  Ordnung  höher  sind,  als  die  bis  dahin  zu- 
gelassenen. Die  zur  Berechnung  nach  (8)  erforderlichen  Ausdrücke  (6) 
für  C|  und  c^  gehen  mittelst  der  Formel  (3)  über  in: 


Ci  =  *  -g-^  (sin^  JBj  —  cos*  B^  cos*  ai. 2) 

k  W 
Co  =  *  -5—^  sin  2Bi  cos  ch.  2. 


(9) 


Indem  wir  nun  auf  den  oben  gefundenen  Ausdruck  für  sinfii.2 
die  1.  Reihe  (4)  S.  30  mit  w^  fii,^  anwenden,  findet  sich  direkt 
f&r  f^i.8  selbst: 

Die  hierbei  vernachlässigten  Glieder  7.  Ordnung  haben  in  fii.2  wie 
bisher  nur  auf  die  Hunderttausendstelsekunden  Einflufs.  Vernachlässigt 
man  auch  noch  die  Glieder  6.  Ordnui^: 

deren  Einflufs  auf  fii,i  in  Sekunden  gleich  ist  dem  vorstehenden  Aus- 
druck mal  ^  2  ^  ^^  ^^^  ^^^  Fehler  für  k  =  0,1  a^  im  Maximum 
gleich  0,00014^',  was  indessen  in  der  Regel  ohne  Belang  bleibt. 
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Wir  erhalten  nun,  indem  wir  auch  noch  den  Nenner  (1  —  Cg) 
des  1.  Gliedes  rechter  Hand  der  Formel  (10)  in  eine  Reihe  entwickeln: 

Q  m  den  Argumenten  B^  und  ai . «  . 

Diese  Formel  giebt  erst  fQr  k'^Oyla^  die  Zehntausendstelsekunden 
von  |[ii.2  nicht  mehr  ganz  scharf. 

Setzen  wir  endlich  in  weiterer  Vereinfachung: 

Q  in  den  Argumenten  üj  und  a« . ,  ^  ) 

so  ist  der  Fehler  in  dem  hiermit  berechneten  fii.s  für  h  =  0,laQ 
zwar  einige  Tausendstelsekunden,  er  sinkt  aber  fQr  h  »» 0,02  o^  auf 
weniger  als  0,00001"  herab,  wie  die  Betrachtung  der  im  Yei^leich  zu 
(11)  yemachlässigten  Glieder  zeigt. 

§  19.    Zahlenbeispiel  I^  vergl.  S.  170,  giebt  zu  Formel  (ß), 
(9)  und  (11): 

log -51    =8,6175468.611—10 


logcosai.2=  9,7048215n  — 10 
log  cos  B,  =  9,7844013  -10 
log}/d  ^^,9136594  -10 
log  tan  V  =  8',40288'22„-10*) 

I log  sin«  B,  =9,798987-10        log  ^     =  3,9322495.88-10 

llog  cos« JB^  cos'ai . « =  8,978446—10        log  d         =  7,827319        —10 


logsec«Ä'   =0,0002775.938 
log  p"        =5,3144251.332 


Hittelit 
(7ai«/'«licber  liOgarithmen : 


log  *  *^  =  6,444865  - 10 
log(Bin«^i  —  co8*.B|C08«Oi.>)  =  9;727809  —10 


log  c,  =  6,172674  —10. 
AndrcTMiu  i«t  hitimit  log  sin  23^  COS  Ol.»  =  9,689747»— 10 

iög^  =  6;;i346i2;^iöT 

Mittelst  des  auf  Einheiten  der  7.  Decimalstelle  reduzierten  logüf  >=  6,637784 
erhält  man  nun  weiter: 

log  1^  =  3,9322496.88-10 

+  f(2>)*=     +1245.32  log -3,095282 

*)  h^  bezeichnet  hier  den  S.  69  (2)  zur  Berechnang  von  q  angewandten 
Hilfswinkel  h. 
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-m)'-- 

+         .17 

0,230-1   . 

+  Jfc»  = 

—    592.09 

2,77239. 

+^©''.= 

+      26.81 

1,4283 

^  180  Va?/ 

+         .79 

0,895-1 

+  M^  = 

+            4 
3,9323176.92 

0,60-2 

logfll.g>= 
in  SA. 

Hu*'-'  8556,9243", 

vas  mit  der  Berechnung  auf  S.  170  hinreichend  übereinstimmt. 

Zahlenbeispiel  II  giebt  im  Anschlufs  an  S.  172  nach  Formd 
(12)  S.  176: 


flogi-Jtf 


fOr  Einh. 


kV 


lio«© 


■■  5,9458-10 


logg-,  ' 
Jog«."    _ 
log-»^=    3,2873375 


7,9729124-10 
5,3144251 


[1,8054] 
[2,2478] 


■  + 


63.9 
176.9 


Dsrch 
•ckeLog. 


[0,1549]  =  +  1.4 

rog/ti^«=     3,2873617 

In  Sek. 

fii.,  =  32'  18,035". 


log  (jJfd'g)- 2,4376 

I  log  sin*  B,  =  9,8472— aO 

llog(cos».BiC08*ai.»)  =  9,1712—10 

«-  }log(sm*JBi-cos«JBiCOs«ai.2)=9,7444~10 

log  sin  2-Bi  cos  ai.,  =9,8102—10 

log  Jf^i— 2,1820 

log  Jfc2=  2,2478 

log  (üfo,^)  =0,1549 

§  20.  Rektifikation  des  Yertikalschnitts.  Für  einzelne  An- 
wendungen ist  es  erforderlich,  die  Beziehung  zwischen  den  Längen 
der  Sehne  und  des  Yertikalschnitts  bei  kleinen  BeträgJBn  der  Ent- 
fernung kennen  zu  lernen.  Diese  Beziehung  läfst  sich  aber  mit 
Benutzung ,  der  S.  175  für  sin  /ii.2  gefandenen  Formel  aufstellen, 
welche  lautet: 


»"'^'-'^  2g(i-c.)  u+^ir,-T^(air+^^^i 


(1) 


Hierbei  erscheint  fii.«  als  Funktion  von  k,  B^  und  «i.^.     Für  den 

Helm  er  t,  mathemat.  u.  physik.  Theorieen  der  höh.  Oeodfttie.  12 
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Zweck  der  Rektifikation  betrachten  wir  nun  h  als  Radiusvektor  und 
^i  s  als  Anomalie,  mithin  beide  als  variabel,  alle  andern  Gröfsen  als 
konstant.  Zu  diesen  letztem  zählt  auch  p  (Argumente:  Bixmdai.f), 
wäihrend  c^  und  c^  die  Variable  k  als  Faktor  enthalten.  Wir  trennen 
daher  von  c^  und  c^  (vergl.  die  (6)  S.  174)  die  konstanten  Teile 


S  (sin'B,  —  008*5,  cos'ai  g) 

(2) 


c.  = 


1  -f-  d  C08*  B,   COS*  aj    2 

d  sin  25,  cos  a^  2 


'  1  +  ^  cos*  Bj  cos*  Oj  2 

ab  und  erhalten  nun  aus  (1),  indem  wir  noch  den  Nenner  (1  —  c^)  auf 
der  rechten  Seite  in  eine  Reihe  entwickeln^  sowie  ein  Glied  7.  Ordnung, 
welches  von  d*  k'  abhängt,  vernachlässigen: 

-....-f.  1  •+<  © +c,  ©■  -  i «;  (^/ + «M  ■ 

Hieraus  folgt  mittelst  der  1.  Formel  (2)  S.  29: 

<-.-.-C^)+-Hf/+i©'+-«.(fj'+«.©'+'^(3) 

Bezeichnet  'man  aber  das  Bogendifferential  des  Yertikalschnitts  mit 
ds^  Bo  ist  nach  bekannter  Formel  für  Polarkoordinaten: 

Man  hat  nun  durch  Differentiation  des  Ausdrucks  (3)  f&r  (iiit  und 
durch  Multiplikation  mit  k: 

Damit  erhält  man  leicht: 

.«.-.K.|.+(^/+(i)*+t''.r+4.;(Ar+cc,(Jy*+oM 

und 

.'»-■"■  (>+i©'+l©'+f.©"+2c;(.'y+3e,(A/4-e<,l- 

Hieraus  folgt  durch  Integration  von  k  =  0  bis  k  der  über  der  Sehne 
h  liegende  Bogen  5i.2  des  Vertikalschnitts  von  P^  nach  Pg: 

«..-M<+-:ö'+i(Ä)'+i:,ar+^(,v*+'r'(Ä)'+«^H(4) 


^  zu  den  Argumenten  Bi  und  a|.,  , 
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Um  Si.2  aus  k  und  q  als  Kreisbogen  berechnen  zu  können,  mufs 
man  die  in  o,  und  c\  multiplizierten  Glieder  vernachlässigen  dürfen. 
Das  Maximum  des  ersteren,  grofsem,  hat  auf  log^i.s  den  Einflufs 


r«'©'. 


2 

was  für  k  =  0,04  a^  in  log  Si.2  eine  Einheit  der  8.  Decimalstelle 
ergiebt. 

Bei  gleicher  Genauigkeit  vereinfacht  sich  diese  Formel  etwas, 
indem  man  anstatt  q  das  geometrische  Mittel  der  beiden  q  mit  den 
Argumenten  ^,  und  ai.«  bezw.  B2  und  Os.t  einführt 

Nennen  wir  diese  beiden  p  für  den  Augenblick  q^  und  g^,  so  hat 
man  nach  S.  58  (1): 


ei 


Vi-e'rin'J,  ^j  _j_  ^  ^^^,^^  cos'ai.O 


_  =  s L  (1  -|-  d  cos*  JBg  cos* ag.i) 


(5) 


Hieraus  folgt  mit  Bficksicht  auf  die  Relation  d  =  e^  :(l  —  e^)  und 
unter  Yemachlässigung  von  Gliedern  mit  d^  zunächst: 

~  =  ^(l  +  «(1  -  1  sin* 5,  -  008*^1  8in»a,.,)  +  •••) 

^  =  i(l  +  d(l-|  8in»J?,  -  coa*B,  sin*a,.x)  +  •.•), 
und  weiter: 
-^ =-z(^8in*B2  —  sin*JB,)  +  (cos*B2sin*a«,i— cos*5^sin*al.2))  +  • 
Nach  (6)  S.  14d  unterscheiden  sich  aber  die  Azimute  ai.2  und 
<h.i  von  den  daselbst  eingeführten   Azimuten  ai.g  und  ch.i   nur  um 
Gröfsen    der   Ordnung  e^  oder  d.     Nun   ist   nach   dem  Sinussatz   im 
sphärischen  Dreieck  (1)  S.  144: 

sin*  ai .  1  cos*  JB,  =  sin*  ai .  s  cos*  B^ , 

folglich  ist  sin*  02.1  cos*^^ —  sin*  ai . 2  cos*  ^i   nur  eipe  Gröfse  der 
Ordnung  d.    Mit  Vernachlässigung  von  d*  wie  bisher,  ist  daher: 

<  (fj  -  ^)  ■==  I «  (sin* 5,  -  Hin'B,)  +  Gl,.  (6) 

Der  Rest  der  Entwicklung  rechter  Hand  ist  als  Glied  5.  Ordnung 
angesetzt,  da  er  aufser  d*  noch  den  Faktor  k  enthalten  mufs,  um 
mit  k  =  null  zu  verschwinden. 

12* 
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Auch  sin^JSg  —  sin^B^  enthält  den  Faktor  k;  es  ist  nämlich 
nach  S.  167  (2)  und  (4)  ohne  Schwierigkeit  zu  finden^  dafs  man 
setzen  kann: 

sin*  JBj  —  sin*  B^  = sin  B  cos  %  4"  ^h 

und  hiernach  aus  (6): 

•^^  -  —  =  -  -f  sin  5  cos  X  +  Gl, .  (7) 

Bezeichnen  wir  jetzt  q^q^  kurz  mit  q^,  so  ergiebt  die  Einführung 
von  (7)  in  Formel  (4)  mit  einigen  weiteren  leicht  zu  ersehenden  Ver- 
nachlässigungen 

+^©*+¥'(^.)'+«M-(8) 

Die  in  der  Parenthese  vemaelilässigten  Glieder  7.  Ordnung  hängen 
von  d  l-  ]  und  ö^  (-  )  ab  und  dürften  kaum  für  k  =  0,1  a^  in  der 
9.  Stelle  des  log5i.2  merkbar  werden. 

Man  kann  nun   mit  Beibehaltung   dieser  Genauigkeit  jedenfalls 

auch  in  c\  und  c\  die  Glieder  mit  d^  vernachlässigen.     Die  3  letzten 

Glieder  rechter  Hand  in  (8)  gehen  dann,  abgesehen  vom  Faktor  k, 

wenn  man  noch  für  cos  %  substituiert 

•  li 
cos  X  ==  cos  Bi  cos  «1. 2  +  g-  sin  B^  -^  Gl^,  (9) 

in  den  Ausdruck  über: 

d  ir-J  I  —  sin  JB  cos  B^  cos  ai .2  +  sin  B^  cos  B^  cos  ai.2 

—  —  (sinJB  siaB^  —  y  sin*^^  +  —  cos*  5j  cos*  «1.2)}  +G^- 
Es  ist  aber  nach  (2)  S.  167: 

sin  ^2  :=  sin  B^ cos  x  +  Gl^ ; 

da  ferner  sin  ^2  +  sin -Bj  =  2  sin  JB  COS  "2"  ist,    so  erhält    man    mit 
Rücksicht  auf  (9): 

sin  5  «=  sin  JB.  —  r-  cos  B^  cos  ai.2  -j-  Gl^, 

wodurch  sich  der  obige  Ausdruck  für   die  3  letzten  Glieder  von  (8) 
unter  Verschwinden  der  Glieder  5.  Ordnung  reduziert  auf 
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(10) 


Hierbei  ist  a  in  der  Bedeutung  (4)  S.  156  genommen. 

Der  Einflufs  von  (10)  auf  log5i.2  ist  itfmal  so  grofs  und  für 
k  =  0,1  Gq  und  0,05  a^  noch  keine  Einheit  der  8.  bezw.  der  9.  Decimal- 
stelle.  Wir  haben  demnach  mit  Benutzung  einiger  weiteren  leicht 
zu  ersehenden  Reduktionen  und  geringfügigen  Vemachlässigungen, 
wenn  zugleich  der  Index  1.2  von  s  wegbleibt: 

-xl^  +  lO'  +  hW+o'.] 

log:J=  5,8596331  u.  log  ^=  5,4239  ""  '^ 


der  7.  Dec. , 


(11) 


Diese  Formeln  geben  erst  bei  k  =^  0,05  a^  nicht  mehr  die 
10.  Decimalstelle  des  Logarithmus  richtig,  bei  k  ==  0,1  Aq  aber 
wenigstens  noch  8  Decimalen  sicher. 

Zur  Berechnung  des  in  (11)  auftretenden  q  erhält  man  aus  (5): 


1  =  ^(1  +  ^  cos«B  cos»a  +  GQ 


W 

log  Q  =  log  %  —  log  TT—  Md  cos' B  cos* a  +  Gl^ 

1 


ff^  xiim  Argainent   S  - 


(-B.  +  -B,) 


-(Oi., +  03.1  -ISO"). 


(12) 


Von  der  Richtigkeit  der  1.  Formel  (12)  überzeugt  die  Ent- 
wicklang (9)  S.  26,  wonach  offenbar 

W,  TT,  =  T7«  +  Gk 

(1  +  dco8»:BiC08*Oi.ji)  (1  +  *  co8»B,co8*a2.i)=  1  +  dco8*2f  cos*a-\-Gl^. 

Die  Gl^  sind  abhängig  von  ^  — ^  und  zwar  kleine  Glieder  auch  noch 

für  die  Nähe  der  Pole,  wie  a  priori  zu  erwarten  ist  und  durch  ein- 
gehendere Betrachtung  bestätigt  wird. 

Die  Formel  (11)  ist  nicht  nur  dadurch  interessant,  dafs  sie  die 
Möglichkeit  zeigt,  mit  grofser  Annäherung  die  Läfige  des  VeriikaU 
Schnittes  ans  der  Sehne  hei  geeigneter  WcM  von  q  wie  die  eines  Kreis- 
bogens berechnen  zu  können;  sie  zeigt  aufserdem,  dafs  die  Längen 
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der  Yertikalschnitte  von  P^  nach  Pg  und  von  P^  nach  Pj  nur  um 
Glit?der  sehr  hoher  Ordnung  von  einander  abweichen.  In  welcher 
Ordnung  die  Differenz  hervortritt^  läfst  sich  aus  (11)  noch  nicht 
erkimnen;  man  müfste  zu  dem  Zwecke  die  Entwicklungen  weiter  treiben. 
Dazu  ist  aber  jetzt  keine  Veranlassung,  umsomehr  als  jene  Differenz 
»päter  bei  andrer  Gelegenheit  sich  nebenher  ergiebt. 

Schreibt  man  (11)  in  der  Form  log  k  =  log  2(>  +  log  sin  —  und 
beachtet  die  Formel  (6)  S.  157,  so  folgt 

log&io,^  =logsin y  —  y  Jtf^^os* JBsin* 2^+  T  M^JB^  (cos2P  —  2sin*a)  +  G/g 

um\  hieraus 
log  s  =  log  {(s'q)  —  -g-  M(^  cos*  B  sin^  2a  -f-  \  ^«'  ^^"^  (coi  2ß  -  »•in«  a)  -f-  Gl^ ,     (i:^) 

wobei  Q  nach  (12)  zu  berechnen  ist  und  (^  sich  auf  das  sphärische 
l)r**ieck  (1)  S.  144  bezieht.  Berechnet  man  q  (anstatt  mit  a)  mit  o', 
^o  sind  die  kleinen  Glieder  in  (13)  mit  denen  von  (3)  S.  156  zu  ver- 
tauschen. 

Diese  "Formel  (13)  ist  wie  (6)  S.  157  in  der  8.  Decimalstelle, 
iinabhängig  von  der  Entfernung,  nicht  ganz  scharf. 

§.  21.  Zahlenbeispiel  I,  vergl.  S.  170  und  176,  giebt  zu 
Ftinnel  (11)  S.  181  bei  strenger  Berechnung  der  Krümmungsradien: 

log  Q  -  6,8053644  f ür  P  =  53^  36'  34"       und  a  =  242«  24'  35"  nach  S.  163 

0,8052801  für  Pi  =  52  30  17  und  ai.»  =239  33  1  nach  S.  176 
G,H054409  für  B^  =  54  42  51  und       a^.i  =   65  16  10;  hieraus  folgt 

[Qg  p  ^^  t>,8053605  ,  genau  Vp,~P2  S-  180  entsprechend. 

Die  Anwendung  der  Formel  (12)  S.  181  bezw.  (3)  S.  59  zur  Be- 
retlinung  der  drei  log  q  führt  zu  Werten,  die  kaum  um  1  Einheit 
der  7.  Decimalstelle  abweichen. 

Man  erhält  nun  zu  der  3,  Formel  (11)  S.  181: 


mit  log  9  =  6,8053644 

mit  6,8053605 

log  A  =  8,6177402  -  10     |     8,6177441  —  10 

log  k  =   5,7241345.725 

5,7241345.725 

1^(2')  =  +     1244.840 

+     1244.862 

ä^^(F=+       ^•''^^ 

+       0.785 

logs=   5,7242591.350 

5,7242591.372. 

Bt?riicksichtigt  man  für  den  2.  dieser  Werte  die  Glieder  6.  Ordnung 
nach  (8)  S.  180  bezw.  (10)  S.  181,  so  ergiebt  sich . . .  5,7242591.353. 
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Es  wird  sich  spater  zeigen,  dafs  dieser  Wert  bis  zur  10.  Stelle 
incl.  richtig  ist  Dies  vorausgesetzt,  findet  man  aus  der  Vei^gleichung 
mit  dem  1.  Wert  von  log  s  (welchen  log  q  mit  den  Argumenten  ß 
und  a  giebt),  dafs  derselbe  auch  ohne  Berücksichtigung  der  Glieder 
6.  Ordnung  sehr  genau  ist. 

Zahleiibelspiel  11^  vergl.  S.  172,  giebt  log  q  ^  6,805  und 

log  s  =  5,0791748.5  +  64.0  +  0.0  =  5,0791812.5, 
welcher  Wert  sich  spater  ebenfalls  bestätigen  wird. 

§.  22.  Azimiitalunterscliied  der  Yertikalsclinitte.  Im  Anschlufs 

an  die  Entwicklungen  der  Paragraphen  1  und  2  dieses  Kapitels  S.  134  u.  ff. 

stellen  wir  die  Gleichung  der  Yertikalebene  von  P^  nach  P^  auf.    Da 

diese  letztere  durch  den  Koordinatenanfang  geht,  ist  ihre  Gleichung 

von  der  Form: 

Äi  +  Bfi  +  Ct^O.  (1) 

Denkt  man  sich  die  Koefficienten  A,  B  und  C  bereits  ermittelt, 
so  dient  alsdann  zur  Bestimmung  des  Azimuts  al .  2  des  Yertikalschnitts 
von  P,  nach  Pj  in  P^  die  Beziehung: 

jj 
cotai.2  =  -— 2*  (2) 

N 

Die  Gleichung  (1)  wird  dadurch  bekannt,  dafs  man  sie  auf  P^ 
und  Kt  (Fig.  8  S.  134)  anwendet.     Nach  (4)  S.  136  ist  för  P^: 


Ig  =       (^2  —  ^1)  sin  J5i  —  {e^  —  z^  cos  B, 
^8  =  —  (^2  ~  ^1)  COS  -^1  —  (^2  ""•  ^1)  sin  Pi- 


(3) 


Es  ist  femer  mit  Beachtung  des  Umstands,  dafs  für  K%  die  Koor- 
dinaten x%  und  y%  gleich  null  sind: 


I2  =  —  a?!  sin  Pi  —  {z%  —  z^  cos  P^ 
62  =  +  a?!  COS  Pj  —  {z%  —  JE?,)  sin  Pj. 


(4) 


Die  Werte  x^,  y^  und  g^  sind  in  (3)  S.  136  angegeben;  femer  ist 
nach  (9)  S.  41: 

.z,^-^p-^.-  (5) 

Man  hat  nun  durch  Anwendung  von  Gleichung  (1)  auf  die  Punkte 
P,  und  Kt'. 

Ai,  +  5.J,  +  Cg,  =  0 

Ali  +  Biji  +  CO  =  0 


Digitizedt)y 


Google 


I  H4  4*  Kapitel.  I)er  vertikale  Schnitt  a.  d.  Sehnendreieck  f.  d.  abgepl.  Rotationsellips. 


und  kann  hieraus  die  Verhältnisse  (B:Ä)  und  (C:Ä)  bestimmen.     Es 
wird  insbesondere: 

cotal.2  =  -f  =  ^'f)~^H' 
und  hieraus  mittelst  (3)  und  (4): 


cot  al.a 


(^2  —  Zj)  Xi  —  {z\  —  Zj)  a?g 
y,  (x,  coB  Bj  —  (af'j  —  z^)  sin  BJ 


(6) 


Wenn  man  hierin  den  Wert  von  /g  nach  (5)  substituiert  und  ferner 
^)r  ^i,  x%j  y%  und  z^  mittelst  nachstehender  Relationen: 


a?i  —»  a^y  cos  jBj  :  TTi 

^1  =  ^0  (1  —  O  sin  ^1 :  W^^ 

00^=^  a^  cos  jBj  cos  Li. 2 *  W^ 
y%  ■"  ^0  c^s  -^2  si^i  ^1.2 :  W^2 
jETj  «=  »0  (1  —  ^)  sin  ^2  •  ^2 


(7) 


(8) 


eliminiert,  so  ergiebt  sich  durch  einfache  Reduktionen  der  Ausdruck: 
cosJB^BinBj  cosXj  g—  Bin5,C08J?i 


C0t*tl.2  = 


COB  jB,  sin  1/^2 


+  e«cotii  3  (^8inB,-sinB,) 


1  +  c'sinJBj  (.=?^8injB,  — BinB,) 


(9) 


Aus  di^er  Formel  kann  man  ai.2  bei  gegebener  geographischer 
Lage  der  Pimkte  bestimmen.  Ebenso  läfst  sich  aus  derselben  im 
Verein  mit  derSFormel  (6)  S.  139  für  cot  «1.2  das  gegenseitige  Ver- 
halten der  Verttkatschnitte  im  allgemeinen  erkennen,  noch  einfacher 
itides  geometrisch  aus  der  Betrachtung  der  relativen  Lage  der  Punkte 
Kl  und  Ki  zur  Sehne  P^  P^  in  Fig.  8  S.  134.  Man  bemerkt  auf  die  eine 
oder  andere  Art  leicht,  dafs  für  nahezu  diametrale  Punkte  die  Differenz 
von  »1.2  und  ai.2  auf  +  180^  steigen  kann.  Klein  ist  die  Differenz 
im  allgemeinen  nur  bei  kleinen  Entfernungen  und  für  solche  mag 
dieselbe  jetzt  noch  dargestellt  werden. 

Bezeichnen  wir  entsprechend  dem  sphärischen  Dreieck  (1)  S.  144 


cos  JBj  sin  Bi  cob  Xj  g  —  *üi  JB,  cos  JB, 

.         mii 

co^  jB,  sin  L^  2 


mit  cot  ai.2 


imd  ferner  vorübergehend 


TT. 


sin  ^2  ■"  W^  sin  B^  mit  p^ 


(10) 
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so  ist  nach  (9)  bezw.  nach  (3)  S.  J45: 

cota'i  g  +  «'cotLj  2Pi«i  .... 

cot  ax.2  =  —r—+-e^siE-B]  :p^  >  (11) 

cot  ai.2  =  cot  a;.2  +  ^^^i^±~Pi'  (12) 

Indem  wir  beide  Gleichungen  von  einander  subtrahieren ;  sowie  unter 
AnwendoDg  der  Relationen: 

cot  Li. 2  sin  a'i.s  —  cot  </  cos  B^  =  sin  Bi  cos  al.j  (13) 

und 

cos  5,  sin  Zi.8  =="  sin  tf'  sin  ai.j ,  (14) 

welche  sich  auf  das  schon  oben  erwähnte  sphärische  Hilfsdreieck  be- 
ziehen, einige  Vereinfachungen  Tornehmen,  erhalten  wir: 

cotal  »  —  cot  ai.,  =  -^-^1-. — r^  (—  1  +  ,— r-^i ^ö-|-  (15) 

• '  *  • '        Bin  tf  sin  Oj  2  \  '    1  +  «  Pi  Qi  »in  Bj  /    "^     ^ 

Zur  weitem  Vereinfachung  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
erinnern  wir  an  die  Formeln  (1)  S.  140  und  (9)  S.  146,  wonach 


gi  =  1  +  4  «^  sin  2jB  sin  JB  +  Gl^ 


/i  R 

Pi  =  2sin  — r—  cos  jB  (1  +  e*  sin  Bj  cos  B  +  Gl^ , 


(16) 


und 

Pi  =  2sin  -  2 

wenn  J5  als  Gröfse  1.  Ordnung  betrachtet  wird.     Hieraus  folgt 

JPl^  _  ^!?J?._.-Zji?  A  (1  +  ^2  si^  5  ^^g  £  +  GO  ; 

sin  ff  Bin  ff  ^       '  *  14/? 

man  hat  aber  sin  B^  =  sin  B^  cos  ff  —  cos  B^  sin  6'  cos  ai.2,  womit 
der  Torstehende  Ausdruck  für  |)i  :  sin  ^  übergeht  in 

^«  — ^cos£iCosai.2  +  8inBitanYJ(l  +  6*sinjBiCOSjB  +  G^'4)-  (1*^) 

Es  ergiebt  sich  weiter  mittelst  der  (16),  wenn  auch  6*  als  Gröfse 
1.  Ordnung  betrachtet  wird: 

1  -         g.  °08«  _  28in«  V  -  2c»  cos«  B  sin«  ~-^Gh.     (18) 

1  -f  e*  p,  gi  Bin  JBj  2  2      '         *        ^     ^ 

Die  Gleichung  (15)  nimmt  daher  für  kleine  Werte  von  ^  die 
Form  an: 

cotai.2--cotai.2  =  ^^^f— ^  (cosBiCOsaia  +  ^sinjBj'j  +  6f?j.   (19) 

a  Bin  cV|    9     \  ''  / 
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Für  sin  ai.2  im  Nenner  darf  man  nun  noch  sin  ai.s  setzen^  denn 
es  ist  mit  Rücksicht  auf  (12)  und  (14) 


CSC 


«1.2=  yT  +  .cot*  ai.  2 


=  CSC  ari.2l/l  +  2e*  cos  JB,  cos  ai  2  -^  +  c*  cos'Ä  -Ä-> 

und  daher  jedenfalls  esc  ai.2  =  esc  «1.2  (1  +  Gh)}  s^  lange  ^  klein 
ist.     Ebenso  können  wir  mit  Beibehaltung  der  Genauigkeit  von  (19) 

darin  für  cos' ai.2  und  </  bezw.  cosai.2  und  —  setzen.    Damit  wird 

€^  ä'  cos  B     /  8  \  y 

cotal.2  —  cot ai.2  =  ^agsina   '  (cosjBiCOsai.a  +  ^—  sinBA  +  GZ^ .  (20) 

Hieraus  aber  folgt  nach  (2)  S.  31  unmittelbar: 
«1.2— »1.2  =  — xpV^(cos*BiSin2ai.2  +  4£'^*^^"^*'»*)  +  ^'6-  (21) 

in  Sek.  *  <*ü  ^  ^  ' 

Durch  Vertauschung  der  IndiGes  1  und  2  folgt  hieraus  weiter: 

»2. 1  —  «2. 1  =  —  TP''^^"1  (cos*  jBaSin  2a2. 1  +  y  ^  ■in2fi,«ina,. ,  j  -{-  Gl^ .   (22) 

Diese  Formeln  kann  man  noch  anders  und  zwar  einfacher  schreiben, 
indem  man  ein  mittleres  Azimut  und  eine  mittlere  Breite  einführt 
Es  ist  nämlich 

cos  Bi  sin  ai.2  =  —  cos  B^  sin  ai.i , 

—  cos  B^  cos  ai.2  ■=       sin  jBg  sin  d'  +  cos  B^ 

und  identisch  wegen  a'  =  -5-  (a'i.2  +  a'2.1)  —  90®: 

—  cos  JBj  cos  B2  sin  2a' 
=  cos  Bi  sin  ai.2 .  cos  B^  cos  ai. i  +  cos  B^  cos  ai.2  •  cos  jB,  sin  ai.i . 

Eliminiert  man  hieraus  rechter  Hand  a^.i  und  cob  B^  und  beachtet, 
dafs  cos  B^  cos  B^  =  cos*  B  +  Gh  ^^t,  so  wird 

cos*  B  sin  2a'  =  cos*  ^1  sin  2ai. 2  +  2^  <^'  sin  2Bi  sin  ai. 2  +  Gl^ .   (24) 

Nun  erkennt  man  leicl^t,  dafs  (21)  und  (22)  in  die  folgende  Gestalt 
gebracht  werden  können*): 


?2  COS  a2.i  cos  o) 


*)  Die  Entwicklung  (8)  8.  26  zeigt  dies  ebenfalls  ohne  weiteres. 
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ö|.2  —  fll.2  =  O2.I   —  0^2.1 
iikS€k.  in  Sek. 


—  -T  9'  ^  —7  cös' B  sin  2a  +  Gl^ 

4  Ol. 


B 

1 


(25) 


\{B,+B,) 

a  =  f  («1.2  +  02.1-  180^). 

Hiernach  ist  für 

s  =  0,1  «0    =  640*"*      01.2,5-  01.2  =  3,4"  im  Max. 
5  =  0,01  »0  =    64*"*      al .2  —  Ol . 2  =  0,034  im  Max. 

§  23.  Fl^chenwinkel  der  beiden  Yertikalebenen  und  Abstand 
der  Yertikalschnltte. 

Denkt  man  sich  K^  (Fig.  8  S.  134)  einerseits  auf  die  Vertikalebene 
von  Pi  nach  Pg  d.  i.  auf  die  Ebene  P^P^K'i  projiciert,  sowie  andrerseits 
auf  die  Sehne,  so  entsteht  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  in  welchem 
der  Fl'achenwinkel  v  als  Winkel  gegenüber  der  Projektionslinie  von 
Kt  auf  P|  Pg  K[  auftritt.  Die  Länge  dieser  Linie  ist  K[  K^  cos  Uy  da 
90^  —  U  der  Neigungswinkel  der  Erdaxe  zur  Vertikalebene  P^P^K[ 
ist  (Fig.  10  S.  137);  dagegen  ist  der  Abstand  des  Punktes  K^  von 
der  Sehne  gleich  p»  cos  ftt.i,  wenn  p«  =  Pg  K'^  den  Querkrümmungs- 
halbmesser in  Pg  und  ^2.1  den  Depressionswinkel  der  Sehne  in  P, 
bezeichnen.  Man  hat  also,  da  nach  (9)  S.  137  cos  ?7=cosPisinai.2 
ist,  in  Strenge: 

K\  K2  .  cos  jBj  sin  a^  ^ 


smi; 


Qn  cos  n^  ^ 
8.  41  (9)  and  S.  168  (7),  sowie  S.  167  (4)  geben  aber: 


K[  Ki  =  -p=  (sin  ßi  -  sin  /Jg)  =  *  k  cos  z 
cos  X  <=  cos  fti.g  cos  Bi  cos  ai.j  -f~  sin  fti.g  sin  B^ . 


(1) 


(2) 


Indem  wir  dies  einsetzen,  lassen  wir  zugleich  eine  Vernach- 
lässigung in  Voraussetzung  kleiner  Distanzen  eintreten:  Wir  setzen 
im  Nenner  von  (1)  für  cos/iis.i  den  nahezu  gleichen  Wert  cosfii.2. 
Nach  S.  167  (4)  unterscheiden  sich  abeiv  sinfii.2  und  sinfig.i  nur  im 
Faktor  W^  also  um  ein  Glied  der  4.  Ordnung.  Mit  Rücksicht  auf  die 
Reihenentwicklung  cos  =  1  —  -r-  sin*  +  *  *  i»^  daher 

.  cos  Hii  =  cos  fli,2  (1  -f  GQ. 

Es  wird  nun  aus  (1)  erhalten: 
sin  V  =  5 —  (cos*  Bj  sin  2ai.2  +  tan  f*i.2  sin  2Pi  sin  ai.g  +  Gl^) .   (3) 
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Setzen  wir  noch  k  ="s  (1  +  Gl^  und  tan  jLti.a  =  ^ —  (1  +  G^^) 

und   beachten,  dafs  nach  S.  56  (2)  p«  für  P^  gleich  p«  für  Pj  mal 
(l  -f-  Gl^  ist,  so  folgt  weiter: 

V  =  —  o"  (COS^  J?i  sin  2ai.2  +  T^  «^^  *^»  Binaj.,  -f-  6r/2)  1 

in  Sek.        -^  Pn     ^  ^«  >       (4) 

(i„  Qaerkrilmmangshalbmesser,  ^^  KrümmangshalbmesBer  im  Azimut  ai . ,  ,  1 

beide  für  Punkt  P,.  j 

Wünscht  man  eine  zu  Pj  und  P^  symmetrische  Formel,  so  kann 
man  diese  für  kurze  Distanzen  leicht  mit  Rücksicht  auf  die  Entwick- 
lung am  Schlüsse  des  vorigen   Paragraphen   gewinnen.     Danach  ist: 

V  =  —q"  —  (cos*  B  sin  2a  +  Gl^ 

in  S«k.        ^  ^n 

B  =  i-  (5i  +  5,);  a  =  1  (ai.,  +  «..i  -  180")  ^^^ 

Cn  QuerkrümmungBhalbmesier  fttn  Argument  £f. 

Hiemach  ist  für 

5  =  0,lao    =640*"»     i/  =  69" 

s«=o,oUo=  64*'"-  1/=  r. 

Um  von  v  zu  ai.2  —  «1.2  zu  gelangen,  genügt  es,  sich  Pj  als 
Zentrum  einer  Kugel  vom  Radius  1  zu  denken  und  das  sphärische 
Dreieck,  welches  auf  deren  Oberfläche  von  den  Schnitten  der  beiden 
Vertikalebenen  und  der  in  P^  horizontalen  Ebene  gebildet  wird,  zu 
betrachten.  Dieses  Dreieck  ist  rechtwinklig;  die  beiden  Katheten  sind 
(«1.2  —  «1.2)  in  der  Horizontalebene  und  fci.2,  der  Depressions winkel 
in  der  Vertikalebene  von  Pj  nach  Pj,.  Der  Seite  (ai.a  —  ai.2)  liegt 
Winkel  v  gegenüber.  Der  Gotangentensatz  für  4  aufeinanderfolgende 
Stücke  giebt  nun  sofort  die  strenge  Formel: 

tan  («1.2  —  «1.2)  =  tan  v  sin  fti  .2  •  (6) 

Diese  Formel  giebt  in  Verbindung  mit  (1)  und  (2)  auch  das 
Vorzeichen  der  Differenz  ai.^  —  «1.2  (vergl.  Fig.  8  S.  134),  so  lange 
man  annehmen  darf,  dafs  val.  abs.  v  <  90®  ist. 

Ohne  nunmehr  auf  die  Herleitung  des  bereits  bekannten  Aus- 
drucks für  «1.2  —  «1.2  bei  kurzen  Distanzen  weiter  einzugehen,  be- 
nutzen wir  die  Formel  noch  zu  einer  Schätzung  des  Maximalabstandes 
der  beiden  VertikalschniUe  von  einander. 

Legt  man  eine  Ebene  rechtwinklig  zur  Sehne,  so  schneidet  die- 
selbe die  Oberfläche  des  Ellipsoids  in  einer  Ellipse,  von  der  ein  Ab- 
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schnitt  zwischen  die  Yertikalschnitte  fällt.  Da  nun  dieser  Bogen- 
abschnitt,  so  lange  wir  eben  nur  kleine  Entfernungen  P^  P^  ins  Auge 
fassen,  nahezu  normal  zu  den  Yertikalschnitten  liegt,  kann  man  ihn 
als  Abstand  der  Yertikalschnitte  auffassen  und  als  einen  Kreisbogen 
berechnen,  dessen  Zentriwinkel  v  und  dessen  Radius  der  Abstand  der 
Vertikalschnitte  von  der  Sehne  an  der  betrefifenden  Stelle  ist.  Der 
Abstand  ist  somit  ein  Maximum,  da  wo  dieser  Radius  ein  Maximum 
ist,   nämlich  offenbar  sehr  nahe  in  der  Mitte  zwischen  P|   und  P^. 

Daselbst  ist  der  Radius  näherungsweise  gleich  - —  und  also  der 

Max.- Abstand  =  irz cos*  JB  sin  2a  +  •  •  • .  (7) 

Hiemach  ist  ftir 

s  =  0,1  «0    =  640*^  der  Max.-Abst  =  2,7"» 

s  =  0,01ao=    64*^    „    Max.-Abst.  =  Ö^OOS"». 

§  24.  Änderung  des  astronomischen  Azimuts  und  der 
Horizontalwinkel  mit  der  Höhe  der  Objekte.  Schon  am  Schlüsse 
von  §  1  S.  135  wurde  angedeutet,  dafs  die  Yertikalebene  von  einem 
Punkte  Pi,  dem  Standpunkte,  nach  einem  Punkte  P^,  dem  Objekte, 
sich  etwas  dreht,  falls  man  das  Objekt  P^  aus  der  zu  gründe  liegen- 
den Niveaufläche,  dem  Rotationsellipsoid,  in  der  Lotlinie  verschiebt. 
Die  Yerschiebung  sei  +  ^i  i^ach  aufsen.  Alsdann  treten  in  §  2  (3) 
S.  136  zu  dem  Ausdrucke 


für  x^  :  der  Zuwachs  +  H^  cos  B^  cos  Li. 2 
ftlr  yg  :  der  Zuwachs  +  ^2  ^^^  -^2  ^in  Li .  2 
för  02  :      der  Zuwachs     -(-  H^  sin  B^ , 


(1) 


denn  die  Projektion  von  JJg  auf  die  Äquatorebene  ist  H^  cos  JBg  und 
auf  die  Erdaxe  H^  sin  B^*    In  §  3  (1)  S.  138  ist  nun  zuzufügen 

für  Ig :         +  H2  (cos  JBg  sin  B^  cos  ii.2  — -  sin  B^  cos  B^)\ 
für  1^2  •         +  ^2  ^os  JBg  sin  ii.2,  J 

und  es  geht  hiermit  der  Ausdruck  (5)  S.  139  in  nachstehenden  über, 
welcher  daher  nicht  mehr  die  Cotangente  des  Azimuts  Ui .  2  nach  einem 
in  der  Niveaufläche  liegenden  Objekt  giebt,  sondern  diejenige  des  Azimuts 
af^2  für  das  um  H2  in  der  Lotlinie  nach  aufsen  verschobene  Objekt: 

/  W  \ 

(cosB,  biilP,  coaXj  ^  ^  sin^«  coa^i )  (a^  +  H^  W^)  +  a^e*  cos^j  ( sinB^ — -^  sin JB,  j 


Digitized  by 


Google 


190  4'  Kapitel.  Der  Tertikaie  Schnitt  a.  d.  Sehnendreieck  f.  d.  abgepl.  Rotationsellips. 
Vergleicht  man  dies  mit  cotai.«  nadi  (5)  S.  139,  so  findet  sich,  dafs: 

W7" 


cot  ai .',  =  cot  o, . ,  -  e*    *'         '  - -— i,-«in T"  *         W 


Nach  S.  184  (10),  S.  185  (14)  und  S.  185  (17),  sowie  mit  einigen 
leicht  ersichtlichen  Vernachlässigungen  folgt  hieraus: 

cota[%  =  cot  Ol. 2  +  e*    '  f^'^   '  ^cos.BiCOsa,. «+  -^  ^  sin5,  +  Gl^Y  (5) 

und  hiermit  giebt  S.  31  (2): 

o',%  -«..,  =  - 1  pV  5  (cos'I?,  sin2a?.'2  +  |  ^  ^".  -".<*'. +««.).  1  /6^ 

ff^  die  Höhe  des  Objekts  Aber  dem  BotoUonselUpsoid.  J 

Es  ist  demnach  für 


IT,  =    640» 

oi*'*-ai.,  =  0,069"  im  Max. 

Ä,  =  1280 

Ol*'«  —  «1.2  =  0,14      im  Max. 

fi,  =  1920 

Ol*'»  —  Ol  2  =  0,21      im  Max 

Wahrend  nun  (vergl.  S.  135)  die  Hohe  des  Standpunkts  über 
dem  EUipsoid  das  Azimut  und  damit  die  Horizontalwinkel  nicht  be- 
eiTiiiurst,  zeigt  Vorstehendes,  dafs  die  Höhe  der  Objekte  von  nicht 
unbeträchtlichem  Einflüsse  sein  kann.  Der  Betrag  von  s  ist  dabei 
insofern  es  sich  in  der  Praxis  um  gegenseitig  sichtbare  Punkte  allein 
handelt,  ziemlich  einfiufslos. 

§  25.  Der  Sinussatz  fUr  Sehnen  und  HorizontalwinkeL  Um 

ein  Dreiecksnetz  von  einer  direkt  gemessenen  Grundlinie  aus  in 
seinen  einzelnen  Seimen  berechnen  zu  können,  bedarf  es  wie  bei  der 
Kugel  einer  Reduktion  der  gemessenen  Horizontalwinkel  auf  Sehnen- 
wiukel  nicht;  man  kann  vielmehr  direkt  mit  den  Horizontalwinkeln 
rechnen. 

Wir  nennen  im  Sehnendreieck  die  Seiten  ü,  b,  t  und  die  in  den 
Ecken  Aj  jB,  C  oder  1,  2,  3  gegenüberliegenden  Winkel  31,  Ä,  <tt, 
weichen  letzteren  die  Horizontalwinkel  -4,  B,  C  entsprechen.  Unsere 
Aufgabe  ist  es  nun,  aus  der  Gleichung 

a  :  b  =  sin  31 :  sin  4  (1) 

%  und  4  mit  Hilfe  der  Horizontalwinkel  zu  eliminieren.  Der  Ein- 
fachheit halber  setzen  wir  voraus,  dafs  die  Winkel  31;  4,  C  im  Innern 
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des  Sehnendreiecks  gezählt  werden  und  entsprechend  die  A,  B,  C, 
diese  Winkel  somit  <  180®  sind. 

Die  Dreiecksseiten  ü,  bj  t  nehmen  wir  klein  und  im  Verhältnis 
zu  a^  als  Gröfsen  1.  Ordnung  ^  entsprechend  der  beabsichtigten  An- 
wendung auf  ein  beobachtetes  Dreiecksnetz. 

Betrachten  wir  jetzt  das  sphärische 
Dreieck,  welches  die  Vertikalebenen 
Ton  A  nach  B  und  C  und  die  Drei- 
ecksebene auf  einer  Kugel,  welche  A  T*ffj,a  f\^ii 
zum  Zentrum  hat/  bildeu  (Fig.  11); 
so  ist 

nn  Ä  »in  Xi.j  "**  Zi.s  Fig.  n.    Kagel  mit  Ecke  A  als  Zentrum. 

Hierin  sind  die  %  die  Neigungswinkel  der  Vertikalebenen  zur  Dreiecks- 
ebene in  dem  in  *der  Figur  angegebenen  Sinne.  Durch  cyklische 
Fertauschung  der  Indices  findet  sich  aus  (2): 


(3) 

(4) 


BinJB         sin  Xj.j  ~  wn  Xi.i 

flinC  ^  coa  ftg  g  ^  cos  ft3  I 
sinC         sinxa.i        »iaZs.s 

Hiermit  giebt  die  Gleichung  (1): 

sin  B  .  sin  J. 

Wird  dies  mit  der  aus  Qleichung  (4)  folgenden  Relation 

cos  fts.8  sin  xs.8=  cos  fts.i  sin  ;t3.i  (5) 

Seite  för  Seite  multipliziert,  so  folgt: 

■"^  Xs  2       •.  '      A  "**  's  1 

Ä  cos  fig.i  cos  lis  s  sin  JB =  h  cos  ui.i  cos  fis. i  sm  A  -r- — '-  •  (6) 

"*^Z2.8      '  ®*"*1.S 

Bei  der  weitem  Umformung  dieser  Gleichung  genügt  es,  zunächst  die 
i^kte  Seite    allein  zu   betrachten,   indem   beide    Seiten   durch  Ver- 
tauschung  von  ü  und  b,  Index   1  und  2,  u.  s.  t.  in  einander   über- 
geftllurt  werden  können. 
Wir  setzen  nun 

Zs.i«=xi.8  — n,  (7) 

wobei  Vb  den  Plächenwinkel  der  beiden   an  der  Sehne   h  liegenden 
Tertikaischnitte  bedeutet;  dann  ist: 
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b  sin  Ä  —. ^  =  k  sin  -4.  cos  n  —  b  sin  ^  sin  n  cot  xi.s.        (8) 

81^  Xl .  3 

Um  nun  für  xi.9  einen  Wert  zu  erhalten,  legen  wir  vom  Mittel- 
punkt Ml   des  dem   Sehnendreieck  (Fig.  12)  umschriebeneil  Kreises 

eine  Ebene  normal  zur  Sehne  b  und  kon- 
struieren in  derselben  ein  bei  M^  recht- 
winkliges Dreieck.  Die  Seiten  desselben 
sind  Jf,  Qy  ferner  eine  Normale  M^  M^  zu 
der  Sehnendreiecksebene  und  eine  Normale 
QM2  zur  Sehne  b,  welche  Normale  zugleich 
in  der  Vertikalebene  von  A  nach  C  liegt. 
Dann  ist  der  Winkel  bei  Q  gleich  180^— ;ki,3 
und 


Fig.  12. 


COSX1.3  =   — 


Für  Jtfj  Q  ist  -  b  cot  4  zu  setzen,  für  Q  M^  aber,  wenn  wir  statt  des 
Ellipsoids  uns  eine  Kugel  vom  Radius  a^  (1  +  Gl^)  durch  ABC  gelegt 
denken,  einfach  a^.  Hiermit  wird  allerdings  cos;ti.3  nicht  in  aller 
Strenge  erhalten,  jedenfalls  aber  bis  auf  ein  Glied  von  der  Ordnung  e*  - 

genau,  worin  k  eine  mittlere  Sehnenlänge  bezeichnet.  Denn  die  Nor- 
malen des  EUipsoids  und  der  passend  gewählten  Kugel  werden  nur 
höchstens  um  Glieder  dieser  Ordnung  von  einander  abweichen  (wie  die 
Betrachtung  des  Ausdrucks  für  den  Krümmungsradius  zeigt),  nur  um 
ebensoviel  aber  auch  die  Winkel  x  und  ihre  Cosinus  für  Ellipsoid 
und  Kugel.     Es  ist  also 


cos,.3=-'^^(l+Gg. 


(9) 


Führen  wir  für  cos  ^i.s  in  der  Gleichung  (8)  den  erhaltenen 
Wert  (9)  ein,  setzen  zugleich  nach  (2)  sin  ^  =  sin  31  sin  ;ti.s  sec  ^1.2, 
sowie  für  b  sin  31  den  gleichwertigen  Ausdruck  a  sin  Ä,  so  folgt: 

^  ^'^  ^  ßi^-^j"*^!«^^^  «öS  n+  2^  sinncos«sec/ti.2  +  01,^  (10) 

Die  Vertauschung  von  a  und  b,  der  Indices  1  und  2,  u.  s.  w. 
giebt  hieraus  für  die  linke  Seite  der  Gleichung  (6): 

.     -jj  ^^^  Xs  2  (  h  1 

X^.2  =Z2.3  —  Va^ 
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Die  Gleichung  (6)  läfst  sich  mit  Benutzung  vorstehender  Um- 
formungen  nunmehr  in  die  Form  bringen: 

alcos  ft2.i  cos  |[is.2  cos  v«  siu  JB  —  —  cos  fis.i  sin  n  cos  Ä  +  (rJg} 
=  b|cos  fti.2  cos  fia.i  cos  i/6  sin  -4  —  —  cos  fis.a  sin  Va  cos 31+  GZj|-(12) 

Hierin  ist  zu  setzen  nach  (4)  S.  188  und  mit  Bestimmung  der 
VorEeichen  nach  Mafsgabe  von  (7)  und  (11),  wobei  man  beachten 
kann,  dafs  das  Innere  des  Sehnendreiecks  (Fig.  12)  rechter  Hand 
liegt,  wenn  man  die  Peripherie  übt  durchläuft: 


V«  «=  —  ^"^(ö"^  COS*JBs  sin  2as.8  +^tin2Ä.ilna,.,\  -j- 


Gk 


in  Sek. 


Vb  =  +  p"*(5rr-  cos'Bg  sin.2a8.i  +  ^•toiÄ.iina...)  +  Gl^. 

in  Sek.  \^*^  ^  / 

Schreiben  wir  nun  die  Gleichung  (12)  wie  folgt: 


(13) 


^     ÄaA sini'^cosf»^  gsecft^  2^®^f^s.i^®cy^co8)X«|-6r{0     C0B(i^  ^cosfi^^  ^^osp^ 

*^  , 

ainB ^-sinv^cosfi^  jBec/^g  ^860^3  gseci'^coBÄ+Cria     ^^^sfij  ^cosfig^cosy^ 

80  können  wir  hierin  mit  Rücksicht  darauf,  dafs  im  Zähler  und 
Nenner  bereits  Glieder  6.  Ordnung  vernachlässigt  und  auch  i/«  und  n 
nur  bis  auf  Glieder  5.  Ordnung  entwickelt  sind,  für  cos  )2l,  welches 
gleich 

sin  fii.2  sin  fit.s  +  ^^^  f^i-2  ^^^  f^i-s  cos  Ä 

ist,  einfach  cos  Ä  setzen  und  entsprechend  für  cos  fi  einfach  cos  B, 
da  dies  nur  Fehler  6.  Ordnung  im  Zähler  und  Nenner  erzeugt.  Femer 
können  wir  mit  gleichem  Recht  die  Cosinus-  und  Secantenfaktoren 
von  cos  %  und  cos  4  gleich  1  und  ebenso  im  letzten  Teil  von  (14) 
cos  vj  a=  1  =  cos  Va  nehmen.  Hiermit  erhält  man  aus  dem  Ausdruck  (14) : 

^        sin  B-co8B.JLr,  +  <y?a   '""'*»•«   '""'*«•*' 

§  26.  Forteetznng.  Sinnssatz  zur  Vreiecksbereclinang.   Nach 
a  174  (1)  und  (2)  hat  man: 

sin  fis.i «  —  TTj  (l  +  e^  cos*^s  cos*as.i  +  |^  sin  2B^  cos az.i)  +  Gl^ 

oder  unter  Einführung  des  Erümmungsmafses  für  Punkt  C  mit  der 
geographischen  Breite  B^  nach  S.  59  §  15: 

Helmert,  mathem.  u.  phytikftl.  Theorieen  der  höh.'Oeodfttie.  13 


,(14) 
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■  sin^3.i=— >/^(l  +  |e*cos*.BsC08  2as.i  +  |^8in2B8C08a9.i)+6rZ5. 

Setzt  man  nun  vorstehenden  Ausdruck  für  sin/i3.i  in  die  Reihe 
cos  =  1  —  ~  sin*  —  ^  sin*-'-,  so  erhält  man  für  cos  us.i  nach  einiger 
Reduktion: 
cos  (ist  -  (l-  l^iT,  -  -^  Kl) 

1  —  g-j  co8*Bs  cos  2ös.i  —  g^  sin  2^3  cos  Os.ij  +  Gl^.    (1) 
Die  Vertauschung  der  Indices  1  and  2,  u.  s.  w.,  gieht  hieraus: 
I  cos  fi,.,  =  (l  ~  ^ir,  -  j|^  IT,') 

^  X  (l  -  ^*  cos« ^3  cos  2a3. 2  -  ^'  sin  2-Bs  cos  (h.f)  +  Gl^.    (2) 

Bestimmt  man  in  gleicher  Weise  cos  fis.i  und  cos  fii.s,  so  sieht  man 
leicht,  dafs 

008  tt«  o  #<  r^ 

— !^  =  1  -  ^  [cos* 5,  cos  2o,.,  —  cos»  JB,  cos  2a,.,]  +  Gl,.  (3) 

COS   ^a    I  ^^0 

Um  diese  Formel  zu  vereinfachen,  benutzen  wir  die  Relationen 
(23)  S.  186: 

cos  Bi  sin  ai.8  =  —  fos  jBj  sin  ai  .1 
—  cos  JBi  cos  ai.2  =       sin  B2  sin  ^  +  ^^s  Jffj  cos  oi.  1  cos  ö'. 

Hieraus  folgt  mit  RQcksicht  auf  S.  148  (6): 

cos  JB,  sin  ai.2  =  —  cos  B^  sin  02.1  +  öij , 

cos  i?i  cos  ai.2  =  —  cos  B^  cos  Oa.i sin  JSj  +  Gl^ 

und 

cos*  B^  cos  2ai.2  =  cos*  jBg  cos  2a2.i  H sin  25,  cos  02.1  +  Gl^,  (5) 

womit  (3)  übergeht  in: 

Zur  Umformung  des  aus  (1)  und  (2)  zu  bildenden  Quotienten 
betrachten  wir  zunächst  den  Quotienten: 


(4) 


1  —  -  k»  — L  j|4  _  . . . 


i "^^ '  W 

1  —  -Ü^ Ü* 

8      »  128     ^ 


worin  bj  und  a,  bezw.  bj/iCs :  Oq  und  üYK^  :  Aq  bezeichnen. 

Google 
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Die  Multiplikation  mit  (l  -| — *  —  ^  ""   M  im  Zähler  und  Nenner 

hieraus    mit    gleicher   Genauigkeit^    nämlich   bis    auf  Glieder 
6.  Ordnung: 

1  j.      «?rÜL?  -11  _  g?  +  2i^?-r?  . ,    .     ^ 

*  16  128  ^^  ~ 


~  16  128  >  "" 


(8) 


Es  ist  nun  ü]  —  kj  —  Cj  «=  —  2kiri  cos  31  oder,  wenn  man  sich  der 
Beziehung  von  cosÄ  zu  cos  J.  erinnert  (vergl.  S.  193): 

Hierin  setzen  wir  noch  zur  Abkürzung: 

i  k,f,  sin  ^(l +  !«?)-=  Ca.  (9) 

Es  wird  damit  (ohne  dafs  in  den  Gliedern  6.  Ordnung  bedenkliche 
Faktoren  auftreten): 

t]-b\-t] 4.,cot^(l-''+''/+'')-|b?C?  +  G^c 

oder 

,]-b\-C\ 4e.  cot Ä-lhlt]-  W-*'f-t?)(nn*'nt?)  ^  ^^^. 

Hiermit  ergiebt  sich  für  den  Zähler  von  (8): 
l-\e.coiÄ  +  ^^(-n\-h\  +  t\-a\b]-t\b])  +  Gk.  (10) 

Durch  Yertauschung  von  ü^  und  h^  folgt  aus  diesem  Ausdruck  der 
Nenner  gleich: 

l-{*»cotB  +  4(-«t-K+Cj-ttJI.J-Cj«?)  +  öie,     (11) 

wobei  gesetzt  ist: 

^fl,C.8ini?(l  +  |kj)  =  «».  (12) 

Man  bemerkt  leicht,  dafs  die  identischen  Glieder  4.  Ordnung  im 
Zähler  und  Nenner  weggelassen  werden  können  und  dafs  dafür 
fj(aj+kj — Cj):256  zugesetzt  werden  darf,  weil  dies  nur  einen  kleinen 
Fehler  6.  Ordnung  giebt.  Der  Ausdruck  (7)  bezw.  (8)  geht  alsdann 
über  m: 

1  ^  i  p  cot  4  fl  +  -?*_) 

i 7 72h  +  Gh'  (1^) 

1  —ia.  cot5  (1  +-^) 
4    '^  \    ^  16a.2/ 


n' 
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Es  läfst  sich  aber  auch  noch  zeigen^  dafs  Sa  und  et  bis  auf  Glieder 
6.  Ordnung  übereinstimmen.     Nach  (2)  S.  191  ist  nämlich  zunächst: 

sin  J.  s=  sin  ;3l  sin  xi.a  sec  fii.s  =  sin  31  sin  Xi.2  (l  +  g^  '^i)  "I"  ^^*' 

Hiermit  wird  erhalten  fiir  Ba  und  sodann  durch  gehörige  Yertauschung 

för  Sf,: 

«-  =  I  K^i  sin 31  (l  +  ?^4^)  sin  ;ci.2  +  Gl, 

*»  -*  J  «1^1  sii^ «  (l  +  ^^4^)  sin  Z2.1  +  6i,. 

Da  by  sin  31  =  fii  sin  4  ist,  stimmen   beide  Ausdrücke  bis  auf  sin  x 
überein.    Nun  ist,  wenn  Xi.i  "=  Xi.i  —  Vc  gesetzt  wird: 

sin  xi,i  =  sin  Xi.i  cos  Vc  +  cos  jj2.i  sin  Ve] 

der  Unterschied  der  ;(  erzeugt  daher  hauptsächlich  das  anscheinend 
die  5.  Ordnung  habende  Glied: 

2  1^1  ^i^c  sin  31  cos  Xft.u 

Setzt  man  aber  hierin  für  t^  sin  31  den  gleichen  Wert  a^  sin  C,  so 
ist  aus  (9)  S.  192  leicht  zu  entnehmen,  dafs  sin  C  cos  x^.i  nahe  gleich 

y—  ^  ti  cos  dj  wird  und   da  Ve  die   3.  Ordnung   hat,   ist   demnach 

auch  jener  Unterschied  von  der  6.  Ordnung. 

Somit  ist  zu  (13),  indem  wir  €a  und  s^  nunmehr  mit  £3  bezeichnen: 


in  Sek. 


Setzt  man  endlich  alles  in  die  Gleichung  (15)  des  vorigen  Para- 
graphen ein,  so  resultiert: 

Bin  ii  —  008  -4  1^  (1  +  7^)  +  2A-  •'a  )  +  Gh 
¥  = 77-7 i^rr 5 1 ^        (10) 


||2  US 

5— T  e*  cos'  Ä  cos  203. 2  —  ^^r  ^  cos*  JB.  cos  2a8  1 

a«  b*  c* 

+  5 — jt^tlnÄBiCOBa,.«— t-— Te*iin2fl,coia,.,+ - — -«»singÄßCOiOe  +  Olj 

OOo'  öOo"  OOo 


logJ'=Jlf 

■B.  =  4-(-Bi  +  -B2)     o.  =  |(oi.«  +  O2.i±180'') 


(16) 


wie  daioeiiig«  toh  coi  a,.^. 
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Multipliziert    man    die  rechte   Seite    von   (15)    im   Zähler   und 
Nenner  noch  mit  (l  —  öo^J)»  so  erhält  man  endlich: 


Ir 


-(^-T(^  +  r&)-ÄM+^'- 


.(B-ü(.+ 


So, 


»)+GI. 


(17) 


§  27.  Der  Sinussatz  lautet  nach  den  Entwicklungen  der  beiden 
letzten  Paragraphen^  wenn  man  noch  Glieder  5.  Ordnung  vernach- 
lässigt: 


(^-|0  +  r£?)  +  ^'w"^"^^"^''-l  + 


GL 


8in 


cos'J^o  Bin  2  a,  j 


]+oh 


F 


(1) 


das 


g^  cos* Bq  cos  2^8. »  —  g^  cos* JBo cos  2a3. 1  +  G^igj 

Hierin  ist  B^  eine  mittlere  Breite  des  Dreiecks  und  K^ :  a\ 
zugehörige  Erümmungsmafs.     Für  Os.s  und  03.1  kann  ein  mittleres 
Azimut  der  betreffenden  Seiten  eingeführt  werden. 

Man  hat  aufserdem  zu  beachten,  dafs  in  der  1.  Formel  (1)  die  in 
e*  multiplizierten  Glieider  das  Vorzeichen  -(-  für  die  von  links  nach 
rechts  im  Dreieckscontour  nachfolgende  Seite  a,  dagegen  —  für  die 
Torangehende  Seite  b  haben.  Dagegen  ist  es  nicht  notig,  wie  bisher 
angenommen,  sich  auf  Winkel  <  180^  zu  beschränken;  es  genügt 
vielmehr,  die  Winkel  allgemein  nach  (1)  S.  71  zu  bestimmen.  Dies 
ergiebt  sich  daraus,  dafs  die  (1)  oben  noch  denselben  Wert  für  das 
Verhältnis  ll:il  ergeben,  wenn  man  lt  als  die-b  vorangehende  Seite 
aufFafst  und  demgemäfs  A  und  B  mit  ihren  Supplementen  zu  360^ 
vertauscht.    In  log  F  korrespondieren  die  Vorzeichen  mit  log  a  —  log  fc. 

Die  Formeln  für  b :  C  und  t :  fi  gehen  aus  den  (1)  durch  cyUische 
Vertauschung  der  Stücke  des  Dreiecks  hervor,  dabei  behalten  B^,  Kq 
und  (wie  man  leicht  sieht)  auch  e  ihre  Werte. 

Setzt  man  6*  «»  null,  so  geht  die  (auf  b  und  t  bezogene) 
1.  Formel  (1)  in  die  Formel  (6)  S.  108  über.  Zugleich  bedeutet  alsdann 
i  den  sphärischen  Excefs  (eventuell  —  720^).  Die  Frage,  ob  auch 
jetzt  €  =  Ä  +  B  +  C  --  180«  (ejentuell  —  720«)  bis  auf  Glieder 
5.  Ordnung  ist,  bleibt  vorläufig  noch  eine  offene. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  den  Einflufs  von  e^  auf  den  Aus- 
druck für  a  :  b  zu  erörtern. 
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Zunächst  zeigt  sich^  dafs  die  von  ^  unabhängigen  Glieder 
4.  Ordnung  selbst  für  Dreiecksseiten  gleich  0,1  a^  gegen  die  von  e* 
abhängigen  Glieder  erheblich  zurücktreten. 

Von  den  in  e*  multiplizierten  Gliedern  nun  sind  die  mit  A  und  B 
kombinierten    am    einflufsreichsten,   sobald   cot  A  und  bezw.  cot  B 

gröfser  als  -r-  sind,  denn  alsdann  beträgt  der  Einfiufs  eines  dieser 

Glieder  auf  den  log  ^,  wenn  k  die  Sehnen  it  und  b  bezeichnet,  mehr 

als  M.  •  r-^  ^  und   dies   ist  augenscheinlich  das  Maximum  des  Ein- 

fiusses  eines  der  Glieder  mit  ^  in  log  F. 

Für  wohlgeformte  Dreiecke,  also  solche,  die  von  der  gleich- 
seitigen oder  rechtwinkligen  Form  nicht  erheblich  abweichen,  kann 
man  die  Cotangente  der  betrefifenden  Winkel  rund  gleich  1  setzen. 
Alsdann  ist  der  Einfiufs  eines  der  Glieder  4.  Ordnung,  welche  ^ 
enthalten,  im  Maximum  bei  k  «=  0,02 «^  gleich  3  Einheiten  der  7.  Deci- 
malstelle  des  Logarithmus  und  bei  ka»0,01ao  gleich  7  Einheiten 
der  8.  Decimalstelle.  Er  vermindert  sich  aber  sehr  für  den  Fall,  dafs 
das  Dreieck  entfernt  vom  Äquator  liegt. 

Der  Einfiufs  dieser  Glieder  ist  somit  nur  erheblich,  wenn  man 
die  Seiten  einer  Dreieckskette  von  durchschnittlich  64*^  Sehnenlänge 
einfach  nach  dem  (rncner^schen  Satze  mittelst  Sziffriger  Logarithmen 
ermittelt.  Die  Vernachlässigung  bewirkt,  dafs  die  von  einem  Anfangs- 
punkte aus  berechneten  geographischen  Positionen  auf  verschiedenen 
Wegen  durch  das  Sehnenpolygon  hindurch  in  der  4.  Decimale  der 
Sekunden  um  einige  Einheiten  verschieden  erhalten  werden. 

Hierbei  ist  der  Umstand  günstig,  dafs  l^ne  AtMiufung  der 
Glieder  entsteht  bei  der  successiven  Berechnung  von  u',  a",  ä'"  u.  s.  w. 
2  in  einer  Kette  von  der  Form  der  Fig.  13,  die  also  näherungs- 
weise sich  aus  Parallelogrammen  bildet,  —  weil  in  dem  Aus- 
druck (y  .  -rj  (^  •  5^)  •  •  •  <^ßr  Einfiufs  für  jede  Parenthese 

nahezu  null  wird.  Man  wird  dies  leicht  erkennen,  wenn 
man  die  1.  Parenthese,  die  zum  Viereck  1.  2.  3.  4  ge- 
hört, betrachtet  und  die  Formeln  (1)  darauf  anwendet, 
dabei  aber  erwägt,  dafs  nicht  nur  tt  und  k,  sondern 
auch  a'  und  k  von  links  nach  rechts  auf  einander  folgende 
Seiten  sind,  und  schliefslich  annimmt,  dafs  ti  und  a',  bezw. 
Fig.  13.   '  ^  ^^^  ^  nahezu  parallel  seien. 

(Die  in  den  v  und  F  enthaltenen  Glieder  5.  Ordnung 
kompensieren  sich  dagegen  bei  Berechnung  einer  Dreieckskette  im 
allgemeinen   nicht   wesentlich;   sie  sind  aber   für  mefsbare  Dreiecke 
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überaus  klein^  wie  leicht  za  ersehen^  sodafs  eine  Anhäufung  nicht  sobald 
merkbar  wird.) 

Die  Länge  der  ganzen  Kette  wird  nach  dem  Vorigen  in  ihrem 
Logarithmus  nur  gerade  so  viel  wie  die  t  oder  h  beeinflufst. 

Untersucht  man  nun  noch,  wie  sich  für  sehr  spitze  oder  stumpfe 

Dreiecke  der  Einflufs  der  in  Rede  stehenden  Glieder  auf  log  y  ge- 
staltet, so  ist  sofort  ersichtlich,  dafs  er  weit  mehr  als  für  wohl- 
geformte Dreiecke  ausmachen  kann.  Immerhin  ist  in  Sekunden  ge- 
nommen und  wenn  man  von  ungewöhnlich  grofsen  mefsbaren  Dreiecken 
absieht,  also  k  <  0,01^0  setzt,  der  Betrag  der  zu  Ä  und  B  tretenden, 
Yon  €^  abhängigen  Glieder  4.  Ordnung  nur  einige  Hundertstelsekunden, 
also  weit  geringer  als  derjenige  der  Beobachtungsfehler.  Da  man 
aber  dergleichen  Dreiecke  nur  anwendet  bei  der  Aufstellung  der 
Seitengleichungen*)  in  Verbindung  mit  wohlgeformten  Dreiecken 
behufs  Ausgleichung  der  Winkelmessungen,  so  wird  voraussichtlich 
auch  hier  der  schliefsliche  Einflufs  der  Glieder  auf  den  oben  be- 
rechneten Betrag  herabgedrückt    * 

Die  weitläufige  strenge  Untersuchung  darüber,  wie  sich  nach  er- 
folgter Ausgleichung  der  Einflufs  der  Glieder  gestaltet,  müssen  wir  uns 
hier  versagen.  Es  sei  nur  bemerkt,  dafs  in  Vierecken  von  nahezu  parallelo- 
grammformiger  Gestalt  wie  1.  2.  3.  4  Fig.  13  die  Seitengleichungen 
von  den  Gliedern  mit  e*  nicht  wesentlich  beeinflufst  werden.  Denn 
die  Seitengleichung  läuft  in  jeder  Form  auf  die  Gleichsetzung  der 
beiden  Werte  für  das  Verhältnis  ü :  ü'  hinaus,  welche  mit  Hilfe  der 
beiden  Diagonalen  sich  berechnen.  Für  jeden  dieser  Werte  ist  aber, 
wie  oben  bemerkt,  der  Einflufs  nahezu  null,  falls  ti  gleich  und 
parallel  ti'  ist. 

Nicht  onerw&hnt  wollen  wir  lassen ,  dafs  die'  Form  des  Ausdrncks  für 
ü  :  b  die  Unmöglichkeit  andeutet,  ein  Sehnendreieck  eines  Rotations- 
ellipsoids allgemein  als  Engelsehnendreieck  bei  gehöriger  Redaktion  der 
Horizontalwinkel  za  berechnen.  Dies  bestätigt  auch  der  Versuch,  wenn  man 
mittelst  der  Formel  cos  Ä=^  —  tan  ft^  ^  ^^  i'^i  s  "^  ^^^  ^i  s  ^^^  i'^i  s  ^^^  *^ 
zon&chst  cos  Ä  nach  Potenzen  von  e*  darstellt  und  als  Aasgangswerte  für 
1»^  2  ™^<^  f^i.8  Werte,  die  einer  Engel  mit  dem  Radius  {a^  :  VK^  )  ent- 
sprechen, einfahrt  Gehört  zu  diesen  Aasgangswerten  der  Horizontalwinkel 
A\  so  ist  es  eben  nicht  möglich,  ans  cos  Ä  —  cos  Ä  eine  allgemein  für 
jedes  A  gültige  Formel  abzuleiten,  welche  A  —  A'  giebt.  Ursache  ist, 
dafs  für  sehr  stumpfe  Dreiecke  der  Radius  des  umschriebenen  Ereises 
gröfser  als  {a^iyK^)  werden  kann.  Es  lälst  sich  dann  das  Dreieck  auf 
der  gewählten  Engel  gar  nicht  unterbringen. 

*)  Die  Seitengleichungen  heifsen  jetzt  besser  Sehnengleichungen,  Sie  bilden 
■ich  auf  dieselbe  Art  wie  in  sphärischen  Figuren.  Vergl.  dazu  Verfassers  Aus- 
gleidiungsrechnung  S.  323  u.  ff. 
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§  28.  Zahlenbeispiel  m.  Bremiker  leitet  in  seinen  Studien . . . 
S.  17  und  28  aus  den  geographischen  Positionen  dreier  Orte  die  nach- 
stehenden Horizontal  winke!  und  Sehnen  eines  Dreiecks  ab: 


Azimut  a. 


Horizontal  Winkel. 


log  k  in  Metern. 


Berlin 


K 
W 


(W 
Königsberg  |  ^ 


Wien 


B 
K 


239»  33'  0,9324" 
334  52  5,5837 
23  11  41,9353 
65  16  9,5806 
157  10  6,9817 
199  58  13,8865 


95»  19'  4,6513" 
42  4  27,6453 
42  48  6,9048 


log  JäT  TT  =5,8905264.742 


log  WB  =  5,7180944.366 


log  BK  •=  5,7241345.725 


Sununa  —  180^»  11'  39,2014' 


Geographische  Breite. 

Länge. 

Berlin 

52»    30'    16,7" 

0»    0'    0" 

Königsberg 

54     42     5p,6 

7      6     0 

»•tUoh 

Wien 

48     12     35,5 

2    59    6 

»•tUoh 

Biese  Zahlen  entsprechen  den  BremiJcerschen  Angaben  nicht  f&r 
die  Linie  BK,  wof&r  die  Angaben  des  Zahlenbeispiels  I  S.  158  ein- 
geführt wurden.  Aufserdem  ist  log  WB  gegen  Bremikers  Angabe 
um  28  Einheiten  der  10.  Stelle  vermindert.  Nachgerechnet  und  über- 
einstimmend gefunden  sind  log  K  W  und  die  Differenzen  der  End- 
aximute  für  jede  der  beiden  Linien   WB  und  KW. 

Indem  wir  die  Bezeichnungen  unsrer  Formeln  einführen,  setzen  wir: 


og  fl  =  5,7180944.4 

^  =  42»  4' 27,645" 

B,  =  54»  43' 

Königsb.  =  A 

og  b  =  5,7241345.7 

5  =  4248  6,905 

B,  =  48  13 

Wien       =B 

og  t  =  5,8905264.7 

C  =  9519  4,651 

B,  =  52  30 

BerUn      =  C 

«3.,  =  334»  52' 

log  8^  =  2,125-10 

Für 

„3,  =  239  33 

logg  =  8,927-20 

log-^'^==9,9bO-20 

F.inh 
der 

rt,.i  =  199  58 

log 

fg=  1,821-30 

1          J"^«'          Ol 

1*»8  8«^=3,1 

45—20 

T.Dec. 

Digitized  by 


Google 


§  28.    ZahlenbeiBpiel  III.  201 

Bei  der  Berechnung  von   log  -^   berücksichtigen  wir   auch   die 

hier  wegen  der  ungewöhnlichen  Gröfse  des  Dreiecks  sehr  merklichen 
Glieder  5.  Ordnung. 

Zunächst  ist  s  nach  Formel  (14)  8.  196  zu  berechnen.     Dazu 
hat  man  mittelst  log  W  fürs  Argument  B^  nach  (3)  S.  59  §  14: 

log  Jr3  =  9,999252— 10 

und  hieraus  mittelst  der  1.  Formel  (14): 

(log  (I  p"  ^  A3  sin  a)  =  2,844159 


log  «3  =  2,844524    s^  —  699,076". 

in  Sek. 

Dasselbe  giebt  die  Rechnung  mit  üt  nach  der  2.  Formel  (14).     Mit 
diesem  Wert  von  «3  wird  nun  y  =  174,769" 


+  5li^-  +  0>163j 


Man  hat  weiter  zur  Berechnung  der  von  va  und  Vb  abhängigen 
Glieder  nach  den  Formeln  (13)  S.  193: 

log  sin  203.2  =  9,886.-10 1  log  sin  «3. 2  =  9.628«  - 10  i  log  cos*  JB3  =  9,569- 10 
log  sin  2a9. 1  ="  9,941  — 10  \  log  sin  03. 1  =  9.936„  - 10  ^  log  sin  2B^  =  9,985— 10 

und  hieraus  zu  Formel  (17)  S.  197: 

+  (1^''  sin  2^3)  a»  sin  a,.  2  =  -  0,658"  —  0,039" 

-  2«;  ^*  ^  -  (1^  ^^«'  ^«)  ^'  «^  2a3.i 

-  (1 J"'  sin  2^3)  b«  sin  «3.1 0,768"  +  0,083". 

Es  ist  daher 

H   ^  ^in  (42°  4'  27,645"  —  2'  54,932"  —  0,697'')      ^ 
b   ™  ^in  (42°  48'~6,'9Ö5"  -  2'~54,932"  —  0,685")  ' 

und  also 

log  Ä  -  log  b  =  9,8257259.7  —  9,8317680.2  -f-  log  F. 
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Für  logF  hat  man  nach  Formd  (16)  S.  196: 


logcos2^3.2  =  9,806  —10 
logcos^oj.  i  =  9,687n— 10 


log  cos  as.  2=9,957  —10 
logcosa3.i=9,705n— 10 


logcosac    =9,969—10 
logsin2Bc =9,989— 10 


+  [y\    COS*Bs   j  tl*C0S  2a8.2  =  +      5.77  Elnh.  d.  7.  Dec 


cos»  ^3   )  b*  cos  208. 1  =  +     4.51 

+  (^' sin  2^3)0«  cos  03.2    -+    1.74 
-  (^  sin  2^3)  b^  cos  03.1    =  +    1.02 


sm 


cos  03.1 
t*  cos  Oc 


+    5.95 


hiermit  ist: 


logF=  +  19.0; 


log  a  —  log  b  =  9,9939598.5-10, 


bis  auf  1  Einheit  mit  den  Angaben  Bremikers  übereinstimmend. 

Vertauscht  man  in  den  Formeln  übt  mit  btü,  1.2.3  mit  2.3.1, 
u.  s.  f.,  so  erhält  man  die  Formeln  zur  Berechnung  von  b:r.  Die 
Rechnung  giebt  hier: 

A  =  sin  (42^  48'  6,906"  —  [2^  54,683''  +  0,078'']  +  [0,604"  +  0,086"])   „ 
t  sin  (95^  19'  4,661"  —  [2'  54,683"  +  0,073"]  —  [1,239"  +  0,1 16" j)  ^ 

log  b  -  log  c  =  9,8317715.5  -  9,9981609.9  +  log  F 

logF=  (-  5.43  — 12.42)  -f-  (0.78  -  5.69  —  1.79)  =  -  24.5 Binh.  a.  7.  Dec. , 

somit: 

log  b  -  log  c  =  9,8336081.1  —  10, 

das  ist  nur  um  1  Einheit  der  8.  Decimalstelle  zu  grofs  gegen  Bremikers 
Angabe;  eine  in  der  That  genügende  Übereinstimmung,  weil  die  ver- 
nachlässigten Glieder  6.  Ordnung  recht  wohl  die  8.  Decimale  ein 
wenig  beeinflussen  können. 

§  29.  Die  Summe  der  Horizontalwinkel  fiber  einem  Sehnen- 
dreieck. 

Wir  denken  uns  um  den  Mittelpunkt  des  Rotationsellipsoids  eine 
konzentrische  Kugel  gelegt  und  alle  Vertikalen  des  Ellipsoids  parallel 
in  den  Mittelpunkt  verschoben. 

Dann  entsprechen  den  3  Punkten  A,  B,  C  des  Ellipsoids  3 
Punkte  A'y  B",  C  der  Kugel  mit  denselben  geographischen  Breiten 
und  Längen. 


Digitized  by 


Google 


§  29.    Die  Summe  der  Horizontalwinkel  über  einem  Sehnendreieck.        203 

Bezeichnet  man  die  Azimute  der  Yertikalschnitte  auf  der  Kugel 
mit  einem  \  so  ist  nun  nach  S.  151  (4)  für  ein  Sehnendreieck, 
dessen  Seiten  im  Verhältnis  zu  a^  Gröfsen  1.  Ordnung  sind: 


«2.1  —  Ö1.2  ' 

öl. 3  —  ßs.i ' 

«3.«  —  «2.3 


«i.i  —  »1.2  +  Gl-i 
a'i.s  —  «8.1  +  G/j 

0^.2   —   «2.8  +  Giy. 


(1) 


A  =  «1.8  fl^l.2 

AI  =  a'i.3  —  «1.2 

^  =  Ö2.1  —  «2.3 

JB'  =  oi.i  —  oi.s 

(7=08.2  —  Os.l 

C  =«^.2  —  «3.1, 

Die  Glieder  7.  Ordnung  hängen  ab  von  der  4.  Potenz  der  Excen- 
tricitat  e  und  der  3.  Potenz  der  Entfernung  und  geben  für  Seiten- 
langen =  0,2 «0  erst  wenige  Tausendstelsekunden,  für  Seitenlängen 
=  0,laQ  aber  nur  wenige  Zehntausendstelsekunden. 

Addiert  man  die  (1)  Seite  für  Seite  und  bedenkt^  dafs  die  Hori- 
zontalwinkel auf  dem  Ellipsoid  und  der  Kugel  bestimmt  werden  durch 
die  Gleichungen: 


(2) 


so  ergiebt  sich  sofort  die  bemerkenswerte  Gleichung: 

^  +  £  +  C=  ^'  -f  J?'  +  G'  +  (^i^.  (3) 

Nennen  ^wir  (-4  +  JB  +  C  —  180^)  den  Bxcefs  der  Horizontalwinkel- 
summe des  Sehnendreiecks,  so  ist  mithin  innerhalb  der  angegebenen 
Grenzen  und  der  angegebenen  Genauigkeit: 

der   Excefs  der  HarizonMwinkelsumme  des  Sehnendreiecks  gleich 

dem  Excefs  des  Kttgeldreiecks. 

Der  Radius  der  Kugel  ist  hierbei  gleichgültig;  man  wird  aber 
aus  andern  Gründen  am  besten  dafür  a^  :  ]/^  nehmen,  wobei  Kq  zu 


^n 


{B,  +  B,  +  B,) 


gehört  und  nach  S.  59  aus  der  Formel  folgt: 

(1  —  e«  8in»B„)« 


Ko 


Wo* 


1  -«' 


(4) 


(5) 


Mit  Hilfe  dieses  Radius  und  der  in  den  §§  7  bis  11  dieses 
Kapitels  angegebenen  Formeln  kann  man  aus  den  Stücken  des  Sehnen- 
dreiecks auf  dem  Ellipsoid  diejenigen  des  Dreiecks  auf  der  Eugel  er- 
mitteln, d.  h.  ä',  V,  t'y  Ä\  B!j  C\  Es  genügt  dabei  vollkommen,  nur 
die  Glieder  bis  zur  5.  Ordnung  zu  berücksichtigen,  um  schliefslich 
den  Excefs  bis  auf  Glieder  6.  Ordnung  zu  erhalten. 
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Nach  §  10  S.  155  ist  insbesondere  für  die  Sehne  zwischen  B 
und  C: 

a  =  2sin  -"^lj-^=^iLr^:(l  _  c«  +  c*co8«B„co8*a<.+  Gij},  (6) 

-Ba  =  Y  (ß,  +  B,),  aa  =  ~  («,.,  +  «s.«  ±  180»),         (7) 

wobei  es  ■  gleichgültig  ist,  ob  man  rechter  Hand  mit  den  Azimuten 
auf  der  Kugel  oder  dem  Ellipsoid  rechnet,  weil  diese  nur  um  kleine 
Glieder  2.  Ordnung  von  einander  abweichen. 

Andrerseits  hat  man  für  die  Sehne  zwischen  B'  und  C: 


ff< 


2.3     a« 


a'  =  2sin-^-^  =  28in 


*4.3      ao/l 


2     Yx-         ""'"     2      l-c*8in«-Bo' 
und  es  ist  daher: 

oder  in  weiterer  Entwicklung: 

^  =  1  +  y  c«co8«£aCos2aa+  e*(8in*  JBo—  sin^-Ba)  +  Gl^.  (8) 

Es  ergiebt  sich  ferner  für  die  Horizontalwinkel^  insbesondere  den 
Winkel  B  aus  den  Relationen  (2):  , 

B  —  B  =  (oi.i  —  au.i)  —  (ai.3  —  02.3),  (9) 

und  hierfür  hat  man  nach  (2)  und  (3)  S.  157  u.  158: 

£'  —  jB  =  — -  e^cos  JBgIcos  B^  sin  2aa  —  cos  B^  sin  2acj+  Gl^^  (10) 
wenn  man  setzt: 

«0  =  1  («1.2  +  02.1+180«).  (11) 

Hiernach  lassen  sich  die  Seiten  und  die  Horizontalwinkel  des 
Kugeldreiecks  finden  (wobei  für  b  und  t  in  (8)  und  für  A  und  C  in 
(10)  selbstverständlich  die  gehörigen  Yer tauschungen  stattzufinden 
haben).  In  Bezug  auf  die  Bestimmung  des  Excesses  betrachten  wir 
nun  den  wichtigsten  Fall  der  Bestimmung  aus  2  Sehnen  und  dem 
Zwischenwinkel. 

§  30.  Excers  ans  2  Sehnen  nnd  dem  zwisehenliegenden 
HorizontalwlnkeL  Als  Sehnen  nehmen  wir  tC  und  tf,  dazu  als 
Winkel  B  und  erhalten  nach  (6)  S.  109  für  den  Excefs,  wobei  der- 
selbe negativ  gerechnet  ist,  falls  die  Horizontalwinkel  >  180®  sind: 
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§  30.   Ezcef«  aas  2  Sehnen  o.  dem  zwischenliegenden  Horizontal winkel.      205 
e^l^^K.sinB'il  +  ^K.  +  Gll  (1) 

Hierzu  ist  nach  (8)  des  vorigen  Paragraphen^  wenn  zugleich  ^  cos^  Ba 
mit  c*  cos  J?2  ^ös  ^8  vertauscht  wird,  was  nur  einen  Fehler  4.  Ord- 
nung giebt: 

^=l  +  yC«C08B8C08J?3C082aa  +  C*(c08*JBa— C08*B<,)  +  ÖZ^.    (2) 

Um  dies  weiter  zu  entwickeln,  betrachten  wir  zunächst  das  1.  Glied 
mit  ^  rechter  Hand.     Es  ist  identisch: 

cos2aa  =  —  co8(a2.s  +  «3.2)  «=»  (—  cos 02.8 cos «3. 2  +  sin 02.3 sin Os. 2). 

Nach  (4)  S.  194  hat  man  aber  bei  gehöriger  Vertauschung  der 
Indices  u.  s.  f: 


cos  jBj  sin  «3  2  =  —  cos  JB2  ^^^  ^«.  3  +  ^^^ 

cJös  JB3  cos  «8.2  =  —  cos  B^  cos  a2. 3 sin  B^  -f"  ^h\ 


(3) 


substituiert  man  dies  in  der  vorigen,  mit  cos  B^  cos  B^  multiplizierten 
Identität,  so  folgt: 

cos  JBj  cos  JB3  cos  2aa  —  cos*  JBg  cos  2a2 .3  +  ^  -  sin  2B2  cos  «2 .s  +  ß^ . 

Dies  setzen  wir  im  2.  Gliede  rechter  Hand  von  (2)  ein;  zugleich  aber 
im  3.  Gliede: 


cos*JBjj  =  cos^^o  —  sin  2^0  (^2  —  -Bo)  +  ^^^2 
sin  2JBj  —  sin  2J?o  +  (^h 

co8»JBa-co8«5^^?»  =  co8«5o-8in2£o(^4^-~-Bo)  +  Gi2, 
womit  sich  ergiebt: 

r—  «=  1  +  Y  ^  C08*J?<,  COS  202.  3 


(4) 


+  ye»8m2J5, 


Sa» 


cos  ih.t 


B,-B, 


(2  +  co8  2aj.s) 


+  ^*=^(l-co8  2a».s) 


+  Gl,.{b) 


Aus  Formel  (2)  S.  167  entnimmt  man  nun  leicht,  dafs  es  zulässig 
ist,  zu  setzen: 

(JBj  —  B^  cos  Bq  =»  —  cos  Bq  cos  a%.  1  +  Gl^ 


{B^  —  -Bj)  cos  ^0  =  —  ^ös  ^0  ^03  ^^.8  +  ^hi 


(6) 
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V  wobei  die  Glieder  2.  Ordnung  für  jede  geographische  Lage  der  Punkte 
kleine  Werte  haben.    Damit  wird  endlich: 

-—  =  1  +  -^  c*  cos*jBo  cos  20«  s 

+  ;^e^8in2jBo  |^co8as.a[-  — -cos2a2.8j— ^co8as.i[-+ -co82a2.3]}  +0^4  0) 
•  und  durch  Vertau8chung  von  Index  3  und  1^  u.  s.  f.;  hieraus: 
Y  =  1  +  Y  c*  co8*JBo  cos  202.1 

+  i^c^sin2JBo{^co8a2.i[-~|co82a2.i]— ^cos.a«.s[|  +  ~^  (8' 

Es  ist  nun   weiter   durch   Einführung  Yon  (10)   S.  204    in  die 
Identität  sin  ^  =  sin  jB  cos  (JB'  —  B)  +  cos  B  sin  (^  —  B): 

sin  JB'  =  sin  jB  +  cos  B  {B"  —  B)  +  GlA 

B  =  (h.l  —  «2.3,  j 

J3'  —  jB  =  -  ß*  cos  J?2  { cos  J?3  sin  2aa  —  cos  J?i  sin  2ac}  +  Gi^ . 

Die  Formeln  (3)  zeigen  aber^  dafs  man  setzen  kann: 

cos  jB,  cos  jBj  sin  2««  =  cos^^j  sin  20«.  3  +  g—  sin  2Bq  sin  02  s  +  ^hj 

wofür   man   mit   Rücksicht   auf  die    1.  Gleichung  (4)   und    die   (6) 
schreiben  darf: 

cos  jBj  cos  jB,  sin  2aa 

==cos*Bosin2a2.8  — sin2JBo!8in2a2.s[^    ^0802.3  +  3— C08a2.iJ— ö~~^"^^*}"^"^^2' 
Die  Vertauschung  der  Indices  1  und  3^  u.  s.  f.^  giebt  hieraus  zunächst: 

cos  jB,  cos  Bi  sin  2ac 

=cos*J?osin2a2.i  — sin2JBo{sin2a2.iU  -cosa2.3+3— cosa2.iJ— 0 — sina2.i}+Gij. 

Unter  Benutzung  der  letzten  beiden  Formeln  erhält  man  endlich  nach 
einiger  Reduktion: 

B'  —  B  =  Y  e*  cos*  Bq  (sin  2a2. 3  —  sin  2a2 .1) 

[— cosa2.s+3^cosa2.ij(8in2a2.i— sin2a2.8) 
+  [^sina2.3-2^sina2.,] 


+  ^e'sm2BA 


+  GI,.   (10) 
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+  GJ*. 


§.  30.   Excels  aus  2  Sehnen  u.  dem  swischenliegenden  Horiiontalwinkel.      207 
Die  Formeln  (7)  bis  (10)  geben  nun: 

l4-co8(a2.i  — Oj.s)  (sin  202.8— 8in2a2.i) 
-  I  ^  sin  2^0  [Ztr]  (4  ^^'  ^-^  +4'''''  "^^^ 
[^00802.8+  j— cos  02. ij sin (02.1—02.8) 

+[2^8ino2.3—  2^  sin  02.iJcos(o2.i— O2.8) 
Da  aber  identisch 

(cos  202.8  +  cos  202.1)  =  2cos  (02.8  +  ^.1)  cos  (02.8  —  (h.i) 
und  femer 

(sin2o2.s  —  sin  2o2.i)  =  2co8  (02.8  +  a«.i)  sin  (02.3  —  <h.i)f 

so  verschwindet  die  hierin  zweimal  auftretende  geschlungene  Parenthese. 
Im  letzten  allein  übrig  bleibenden  Teil  setzen  wir  für  die  grofse 
Parenthese: 

—  (cosa2.38in(a2.i— 02.3)  +  8ina2.8COs(o2.i— 02.8))+3^8ino2.8CosB 

+  ^(coso2.i8in(o2.i— 02  8)  — 8ino2.iC08(o2.i— a«.s))  — 3^8in02.iC08B, 
welcher  Ausdruck  sich  in  nachstehenden  zusammenziehen  läfst: 

—  Sm02.i  — 5^Sm02.8  +  yC08B^~8m02.3  — ~8mo2.ij. 

Hiermit  geht  (1)  über  in  die  Formel: 

E  =  -{-  -j^  ^ »in  2 Bo  I —  •Inot.i •in«ii+  2coifl    —  rino,., iina,.i   j  -}-  Ol^ 

Man  hat  für  diese  Formel  zu  beachten  ^  dafs  B  den  Horizontal- 
winkel zwischen  ü  und  t,  Bq  aber  die  mittlere  geographische  Breite 
bezeichnet. 

Diese  Formel  läfst  sich  aber  auch  noch  in  andere  Gestalt  bringen; 
da  nämlich  cos  ß  «»  sin  fi2.i  sin  fi2.3  4~  cos  fi2.i  cos  fi2.8  cos  B,  so  ist: 


(11) 


(12) 


cos  5  =  cos  «  +  ß^  —  -  -^--  +  ö'»  • 


int 


(13) 
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Mit   Einführung  dieses   Wertes    ergiebt  sich   für  die  runde^  in 
üt :  a]  multiplizierte  Parenthese  Yon  E  in  (12)  die  Relation: 

Hv  {-'-)  =  öä^  (^'  sin  02. 8  —  r'  sinoa.i  +  [t  sin  a«.i  —  a  sin  Oj.s]  k*)  +  Gl^.  (14j 

Wenn  wir  nun  ferner  die   2.  Gleichung  (1)  S.  166   anwenden, 
so  ist: 

cos  Bi  sin  L2.1  =  —sin  aj.i  +  Gl^'^        cos  B^  sin  Zg.a  =  —  sin «2.3  +  0^3; 


b  h 

cos  -B3  sin  Zi.s  =  —  sin  ai.s  +  Gl^]        cos  jBj  sin  Zys.i  =  —  sinaj.i  +  Gl^. 

Hiermit  giebt  die  Identität 

sin  Li. 3  =  sin  {L%.s  —  Li.i)  ="sin  2^2.3  cos  L2.1  —  sin  Z2.1  cos  Zj^.s 
nach  vorhergegangener  Multiplikation  mit  cos  f^  cos  £3: 

—  sin  02.3  cos  jBj  cos  L2.1 sino2.i  co&B^  cos  i^.3 

b  k 

—  —  sin  ai. 3  cos  B^  +  öij  «» sin  Os.i  cos  JB,  +  6ri3 . 

Mit  Rücksicht  auf  die  2.  Gleichung  (2)  S.  167   kann    man   hierfür 
schreiben: 


(15) 


( — sin  02.3 8ino2  i)cosJ?ft= — cosf^sin 


.   «i.s+«8.i±l80" 


■ff?,,  (16) 


wobei  das  Vorzeichen  des  Sinus  rechter  Hand  wie  dasjenige  von 
sin  Ol. 3  zu  nehmen  ist.  Dies  führen  wir  in  (14)  ein  und  reduzieren 
damit  (12).     Es  ergiebt  sich  dann  schliefslich: 


in  Sek.  ^^0  \  »«u  / 

4  I    un  a^  hat  mit 

«6  =  V  (^.l  +  ^13  +  180®);    {  iina..,  gleichet 

Durch  cyklische  Yertauschung  folgt  noch  hieraus: 

inSek.  ^»o  \  »tty  y 

t    ein  Of.  hat  mit 

a,  =  ^  (o,.2  +  02.1  +  180)®:     "»«.•*  «»•»««>" 

*  l      Vorseichen.       ^ 


(17) 


(18) 
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§  31.    Zablenbeispiel  III. 

I  /    lin  a^  hat  mit 

ff«=  -ö  («2.3  +  «3.2  +  180^);  {  «na,.,  gleiche« 
*  l     YoneicheiL. 

§  31.   Zahlenbeispiel  III,  vergl.  S.  200. 
log  /^  =  1,4041082- 10         log  K^  =  9,9993197—10 
Bo  =  51" 48',6  log  sin  2Bo  =  9,988—10 


209 


(19) 


log 


M 

Sag' 


=  2,1255-10 

f.£iiih.der7.Dec. 


a,.2=  23»  12' log  sin =9,595 -10 
Ol  .3=  65  16  9,958  -10 

os.,=199  58  9,533« -10 

as.s=157  10  9,589  —10 

as.,=239  33  9,936»— 10 

os.,=334  52  9,628.-10 


log  ^^^1^  =  9,929-20 

Ua = 156«  1'  log  sin = 9,609  —10 

06=242  25  9,947»-10 

ac=  21  35  9,566  —10 

^=.  42   4  logcos= 9,871  —10 

J5=  42  48  9,866  -10 

C=  95  19  8,967«— 10 


Die  Formel  (12)  S.  207  giebt  bezw.  fOr  die  Berechnung  mit  CA,  ab,  bti 

e  =  699,1825"  -  0,0156"  -  0,0264"  +  0,0260"  +  0,0341"=  699,2006" 

699,1798  —0,0134  +0,0269  +0,0051  —0,0025=699,1959 

699,1797  +0,0625  —0,0184  +0,0403  —0,0633=699,2008 

Mittel  =699,1991"! 

Dag^en  geben  die  Formeln  (17)  bis  (19)  S.  208  u.  209  bezw.: 

£  =  699,1825"  +  0,0119"  +  0,0344"  -  0,0283"  =  699,2005" 

699,1798   -0,0275   +0,0130  +0,0371   =699,2022 

699,1797   +0,0397   —0,0290   +0,0124  =699,2028 

Mittel  =  699,'2019". 

Der  genaue  Wert  ist  nach  S.  200  gleich  699,2014".  Mit  demselben 
stimmen  die  Mittel  aus  den  Berechnungen  beider  Art,  nämlich  die 
Werte  699,2006  , . .,  1992  . . .,  2018  im  allgemeinen  besser  überein, 
als  die  Ergebnisse  der  einzelnen  Berechnungen. 

§  32.  Sehlursbemerknngen.  Der  im  Vorstehenden  entwickelte 
Sinnssatz  und  die  Formel  für  s  bilden  die  Grundlagen  für  die  Aus- 
gleichung und  Berechnung  eines  Dreiecksnetzes.    Zur  Vollständigkeit 

Uelmsrt,  mathem.  n.  phytikkl.  Theorieen  der  ht)b.  Ooodiiie.  14 
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der  FormelBammlang  würde  aber  insbesondere  im  Hinblick  auf  die 
Berechnung  von  Polarkoordinaten  noch  die  Aufstellung  von  solcheu 
Formeln  wie  S.  109,  §  24  für  die  sphärische  Rechnung  gehören. 

(Der  Tangentensatz  würde  sich  wie  früher  aus  dem  Sinussatz 
ableiten  lassen,  während  die  Ableitung  einer  Formel,  die  t^  direkt 
aus  H;  b  und  C  giebt,  von  den  Formeln: 

r«  =  a*  +  k*  —  2Äk  cos  C, 

cos  C  ==  sin  fis.i  sin  fis.2  -}~  ^^  f^s.i  cos  fis.s  cos  C 

auszugehen  hätte.) 

Die  Ausführung  hierzu  mag  indes  unterbleiben,  weil  eine  An- 
wendung der  Formeln  nicht  in  Aussicht  steht.  Denn  die  schon  für 
rein  sphärische  Rechnung  mühsame  Berechnung  von  Sehnenpolar- 
koordinaten  (vergl.  S.  111)  kompliziert  sich  fürs  EUipsoid  offenbar  noch 
weit  mehr. 

Bei  Bearbeitung  eines  Dreiecksnetzes  mittelst  Sehnen  und  Horizontal- 
winkeln  wird  man  daher  am  zweckmäfsigsten  direkt  mittelst  der 
Sehnen,  die  im  beobachteten  Netze  vorkommen.  Breiten-  und  Längen- 
differenzen berechnen.  Da  hierbei  der  Grunertsche  Satz  (unter  An- 
wendung eines  besonderen  mittleren  Kq  für  jedes  Dreieck)  gerade 
noch  ausreicht  und  da  ferner  die  Berechnung  geographischer  Breiten- 
und  Längendifferenzen  mittelst  der  Sehnen,  falls  eine  Tafel  für  log  W 
vorliegt,  nicht  unbequem  ist,  wird  der  Rechnungsgang  für  diese 
Methode  recht  einÜEich.  Sie  verdient  daher  einige  Beachtung  in  allen 
Fällen,  wo  die  geographischen  Koordinaten  aMer  Netzpunkte  ein 
geeignetes  Ziel  der  Berechnungen  bilden,  wie  bei  grofsem  Landes- 
vermessungen. 

Bremiker  hat  in  seinen  Studien  ebenfalls  die  Berechnung  mit  Sehnen 
durchgeführt,  jedoch  in  der  Weise  (vergl.  §  9),  dals  jeder  Horicontal- 
winkel  auf  seinen  Sehnenwinkel  nach  einer  der  Formeln  reduziert  wird: 


.  .-4— 3C      n*  cos  2N     .^ 


n  cos  N=^  sin  —  sin 


2  2 

n  8\n  N=  cos    -  sm  • 


2  2 


Vsi"""     **"«   V 2 /     "'     "'*«   V 2 )    +•••' 

deren  zweite  eine  Näherungsformel  ist,  welche,  obgleich  sie  auf  Werte 
von  A  nahe  an  0^  oder  180^  nicht  angewandt  werden  darf,  für  wohl- 
geformte, meisbare  Dreiecke  in  der  Begel  ausreichen  wird.  Bb  sind  dies 
Formeln,  die  leicht  aus  der  Gleichung  , 

cos  jX  >=»  sin  ft|  2  ^^  f^i . 3  H~  ^^^  f^l .2^^^  f'i.S  ^^  A 
abgeleitet  werden  können. 
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Diese  Methode  ist  zur  Berechnung  von  Polarkoordinaten  wohl  noch  weniger 
wie  die  oben  angegebene  geeignet,  da  sie  eine  fortwährende  Hin-  und  Her- 
Bednktion  zwischen  Sehnen-  und  Horizontalwinkeln  erfordert  Denn 
Sehnenwinkel  entbehren  des  Vorteils  der  Horizontal  winkele  wenn  sie  den- 
selben Scheitel  haben,  auch  in  einer  Ebene  zu  liegen  und  deshalb  un- 
mittelbar addiert  uud  subtrahiert  werden  zu  können. 

Überdies  ist  die  Ausgleichung  und  Berechnung  eines  beobachteten  Drei- 
ecksnetzes  mittelst  Sehnen  und  Horizontalwinkeln,  wie  leicht  zu  erkennen, 
ungleich  einfacher  als  diejenige  mit  Sehnen  und  Sehnenwinkeln.  Wenn 
68  je  in  Frage  kommen  kann,  ob  mit  Sehnen  zu  rechnen  ist,  so  durfte 
sodann  die  weitere  Entscheidung,  ob  Horizontalwinkel  oder  Sehnenwinkel, 
nur  zu  Gunsten  der  ersteren  ausfallen. 

Was  die  Formeln  zur  Übertragung  geographischer  Koordinaten  und  zur 
Berechnung  von  Sehne  und  Azimut  aus  geographischen  PositioDen  anlangt, 
so  sind  unsere  Entwicklungen  nicht  wesentlich  von  denen  Bremikers  ver- 
schieden. In  dessen  Studien  fehlen  aber  die  wichtigen  Näherungsformeln 
für  kleine  Distanzen  in  Bezug  auf  die  letztgenannte  Aufgabe. 

Diese  Näherungsformeln  haben  auch^  abgesehen  von  der  Anwendung  der 
Sehne,  einen  Wert,  da  sie  ganz  geeignet  sind,  wie  sich  später  zeigen 
wird,  die  geodätische  Linie  zwischen  2  Pwnkten  aw«  deren  geographischen 
Positionen  zu  ermitteln.  Ein  Übergang  hierzu  ist  schon  gewonnen,  in- 
sofern die  Sehne  mit  der  Länge  der  yertikalen  Schnitte  in  Verbindung 
gebracht  ist. 

Sie  lehren  überdies  die  S.  203  angegebenen  einfachen  Beziehungen 
kennen,  welche  zwischen  den  Horizontalwinkeln  auf  dem  EUipsoid  und 
den  entsprechendeu  auf  der  Kugel  bei  gleichen  geographischen  Positionen 
der  Punkte  stattfinden.  Der  allgemeinen  Verwendung  der  Ahhüdung 
des  Eüipsoids  auf  einer  Kugel  ohne  Veränderung  der  geographischen 
Positionen  steht  aber  die  Gröfse  der  Azimut-Reduktionen  nach  S.  157  §  11 
(2)  und  (3)  entgegen. 

Dies  letztere  hängt  zusammen  mit  derjenigen  Eigentümlichkeit  unserer 
Losung  der  Aufgabe^  die  Azimute  der  Vertikalschnitte  aus  den  geograpLi- 
Bchen  Positionen  zu  finden,  nach  welcher  die  aus  der  Ellipticität  ent- 
springende Korrektion  der  sphärischen  Rechnung  nahezu  unabhängig  von 
der  Distanz  ist.  Nichtsdestoweniger  vereinfacht  sich  doch  die  Rechnung 
fCLr  kurze  Distanzen  sehr,  und  da  die  Formeln  überhaupt  einfach  sind,  so  ist 
jener  Umstand,  insoweit  nur  diese  Aufgabe  in  betracht  kommt,  kein  Mangel. 

Wollte  man  indes  Formeln  haben,  die  jene  £[orrektion  von  der  Ent- 
fernung abhängig  machen,  so  könnten  solche  leicht  aus  Betrachtungen, 
welche  Hansen  in  seinen  Geodätischen  Untersuchungen  zu  anderen  Zwecken 
anstellt,  (speziell  aus  denen  des  2.  Abschnitts)  entnommen  werden.  Handelt 
es  sich  insbesondere  um  2  Punkte  P^  und  P,,  so  reduziert  Hansen  die 
geographische  Breite  eines  der  Punkte,  also  etwa  diejenige  von  P,,  auf 
die  Linie  PiK\  (Fig.  8  S.  134),  so  dafs  es  möglich  ist,  K'^  als  Zentrum 
einer  Hilfskugel  zu  nehmen. 

Wir  müssen  hier  noch  erwähnen,  dafs  Delatnhre  1799  in  seinen  M6thodes 
anaHytiques  pour  la  Determination  d'wn  Are  du  MMdien  ebenfalls  (wie 
später  Bremiker)  die  Rechnung  mit  Sehnendreiecken  empfahl  und  Formeln 
zur  Übertragung  geographischer  Koordinaten  durch  Sehnen  aufstellte.  Zu- 
nächst giebt  er  sphärische  Formeln  und  zwar  Reihenentwicklungen,  die 

14* 
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noch  k^  berücksichtigen.  Er  wendet  dann  diese  auf  die  Kugel  mit  dem 
Zentrum  K\  an  (wie  später  Hansen  und  schon  früher  Legendre,  1787)  und 
ermittelt  die  Korrektionen  wegen  der  ellipsoidischen  Gestalt.  In  den 
Endformeln  berücksichtigt  er  nur  6*  xmd  k^  (S.  83  a.  a.  0.;  in  der  Formel 
für  d  ist  das  Vorzeichen  von  e^  umzukehren).  Diese  Endformeln  geben 
daher  nur  für  sehr  geringe  Sehnenlängen  eine  ausreichende  Genauigkeit. 

In  dem  Hauptwerke  der  englischen  Vermessung  Ordnance  Trigonometriccd 
Survey,  Princ^al  Tricmgtdatian  p.  228  —  258  finden  sich  Formeln  für 
eine  Geodäsie  mit  Horizontälwinkeln  und  Vertikälschnitten,  Wir  sind 
indes  der  Meinung,  dafs  die  Anwendung  der  letzteren  anstatt  der  Sehne 
nicht  zu  empfehlen  ist,  in  welcher  Meinung  uns  auch  die  Formeln  a.  a.  0. 
nicht  beirrt  haben. 

Einen  in  mehreren  Beziehungen  interessanten,  selbständigen  Beitrag  zur 
Geodäsie  ohne  Anwendung  der  geodätischen  Linie  gab  Sonderhof  in  der 
Zeitschr.  f.  Math.  u.  Physik.   Bd.  17.   1872.     S.  89  u.  177  u.  ff. 


5.  Kapitel. 
Fandamentalformeln  für  die  geodätiscbe  Linie. 

§  1.  Horizontale  Entfernung  und  geodätische  Linie  auf  dem 
Rotationsellipsoid.  Im  vorigen  Kapitel  ist  gezeigt  worden,  dafs  die 
gegenseitigen  Yertikalschnitte  zweier  Punkte  im  allgemeinen  von 
einander  abweichen.  Aber  der  Betrag  ist  nach  S.  189  für  Entfernungen 
bis  zu  64*^  so  gering,  dafs  er  in  der  Regel  praktisch  ohne  alle 
Bedeutung  bleibt;  wenn  also  bei  gegenseitiger  Sichtbarkeit  der 
Punkte  die  Yertikalschnitte  abgesteckt  werden,  so  werden  sie  nicht 
merkbar  von  einander  abweichen  und  es  wird  darum  auch  der  Geodät 
nicht  zweifelhaft  sein,  was  er  im  Sinne  der  geodätischen  Praxis  als 
gerade  Linie  und  als  horizontale  Entfernung  anzusehen  hat. 

Immerhin  existiert  eine  Unklarheit  für  kleine  Entfernungen  im 
Sinne  der  Mathematik,  für  grofsere  Entfernungen  aber  auch  im 
Sinne  der  Praxis.  Zunächst  in  Bezug  auf  letztere  läfst  sich  die- 
selbe aber  dadurch  beseitigen,  dafs  man  dem  in  der  Anmerkung  zu 
§  1,  S.  70  geschilderten  Vorgange  folgt.  Dabei  ist  der  Einfachheit 
halber  von  der  Verbindung  zweier  Punkte  zunächst  abgesehen  und 
nur  die  Eede  von  der  Absteckung  einer  Linie  von  einem  Punkt  Pq 
aus  in  gegebener  Richtung  : 

Man  geht  (Fig.  14)  von  Pq  aus  in  einer  dem  gegebenen  Azimut 
entsprechenden  Vertikalebene  bis  P^,  wobei  P^  so  nahe  an  P^  zu 
denken  ist,  dafs  die  Vertikalebene  von  P^  nach  P^  von  der  anderen, 
die  von  Pj  nach  P^  gelegt  werden  kann,  zwischen  P^  und  P^  nicht 
merklich  abweicht.     In  dieser  letzteren  Ebene  geht  man  nun  weiter 
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bis  J^2  ^^^  ^^^  ^^^^  ^^B  ^  ^^^  rückwärts  verlängerten  Yertikälebene 
von  Pg  nach  Pj  weiter  bis  Pg,  u.  s.  f.  Sind  die  Entfernungen  PoPj, 
Pj  Pj  gehörig  klein^  so  wird  die  in  der  beschriebenen  Weise  abgesteckte 
Linie  praktisch  als  kontinuierliche  •  Linie  auftreten  und  der  Geodät 
wird  sie  als  gerade  Linie  im  Sinne  der  Praxis  zwischen  irgend  zweien 
der  Punkte  P  auffassen. 

Um  nun  aber  die  kleinen  Brechungen  der  Linie  ganz  zu  be- 
seitigen, denkt  man  sich  die  Elemente  PqPi,  P1P2;  -P^Ps  u.  s.  f. 
unendlich  klein.  Nach  (25)  S.  187  sind  in  diesem  Falle  die  Brechungs- 
winkel unendlich  klein  von  der  2.  Ordnung ;  Nord, 
und  es  ergiebt  sich  daher  eine  kontinuier- 
liche Linie,  die  wir  nach  S.  70  als  geo- 
dätische Linie  auch  im  Sinne  der  strengen 
Anforderungen  der  Mathematik  bezeich- 
nen dürfen.  Für  diese  Linie  ist  es  gleich- 
gültig, in  welcher  Richtung  man  die 
Absteckung  beginnt,  denn  augenscheinlich 
bekommt  man  keine  andere  Linie,  wenn 
man  (Fig.  14)  von  P«  aus  rückwärts  sich 
die  Absteckung  wiederholt  denkt.  Als 
eindeutige  Verbindung  zweier  Punkte 
und  als  eine  dem  Vorgänge  der  geo- 
dätischen Praxis  bei  Absteckung  und  ^^ 
Verlängerung  gerader  Linien  ent- 
sprechende Verbindung  ist  die  geodätische  Linie  vorzüglich  geeignet, 
die  horizontale  Entfernung  zweier  Punkte  zu  bezeichnen. 

Weiterhin  werden  wir  sehen,  dafs  sie  zugleich  in  der  Regel  die 
kürzeste  Entfernung  angiebt  und  dafs  sie  zu  einem  verhältnismäfsig 
einfachen  Kalkül  führt. 

Hier  ist  nun  die  nächste  Aufgabe,  aus  der  geometrischen  Her- 
leitung der  geodätischen  Linie  eine  sie  definierende  Gleichung  her- 
zustellen. 

§  2.  Grnndgleichung  der  geodätischen  Linie  auf  dem  Rota- 
tionsellipsoid. S.  169  des  vorigen  Kapitels  fanden  wir  in  Formel  (12) 
für  zwei  durch  ihre  gegenseitigen  Vertikalscbnitte  verbundene  Punkte 
Pj  und  Pj  die  Beziehung: 

sin  ai.2  cos  ß^  cos  fti.2  *=  sin  (02.1  —  180®)  cos  ß^  cos  fi2.i.       (1) 

Hierin  sind  «1.2  und  02.1  die  Azimute  der  Vertikalschnitte  von  P^ 
nach  Pg  und  von  P^  nach  P^,  fti.2  und  /i2.i  die  Depressionswinkel 
der  Sehne  PiP2  in  P^  und  P2,  und  ß^  und  ß^  die  reduzierten  Breiten 
der  Punkte  Pj  und  P^. 
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lAese  Formel  wenden  wir  an  auf  die  Punkte  P^  und  P^,  P,  und  Pj, 
Pj  und  P3  u.  8.  f.  und  haben: 


sin  Oo.  1  cos  ß^  —  sin  (ar.o  —  180®)  cos  ßi 
sin  ai.2  cos  ß^  =  sin  (os.i  —  180®)  cos  /J2 
sin  02.3  cos  /Sj  «-=  sin  (as.a  —  180®)  cos  ß^ 


cos  ^01 

cos  fij  j 

cos  fl^  2 

<^8ft3  2 

cos  ^2  3 
U.    S.    f. 


(2) 


Da  nun  zugleich  ai.2  =  öi.o  —  180®,  02.3  =  (h.i  —  180®,  u.  s.  f.,  so 
ist  sin  «1.2  =  sin  (ai.o-~  180®),  sin  02.3  =  sin  (02.1  —  180®),  u.  s.  f. 
Multipliziert  man  daher  die  Gleichungen  (2)  Seite  für  Seite  und  geht 
bis  Pn,  so  wird  erhalten: 

.      ,  ^.  /cos  tt,    n  cos  ttg   -  cos  tt. r\ 

Bin  «0.  cos  ^,=  sm  («,..-- 1800)  cos /J.  (^;  ^-3^;  ...  ^-^-^^^ 

Dies  ist  bereits  die  Grundgleichung  der  geodätischen  Linie  und 
es  ist  nur  noch  zu  beweisen,  dafs  die  Klammer  bei  unendlich  kleinen 
Abständen  der  benachbarten  Punkte  P^,  P^,  P^ . . .  Pn  d.  h.  für  n  =  cx) 
genau  gleich  1  wird. 

Nun  kann  man  aber  nach  den  Formeln  (3)  S.  29  für  den  natür- 
lichen Logarithmus  von  cos  /x  setzen  —  y  *'**'  wobei  x  für  kleine  fi 

nahezu  gleich  1  ist.  Bezeichnet  man  die  Klammer  in  (3)  mit  P  und 
nimmt  darin  alle  Cosinus  in  den  Zähler  oder  Nenner,  so  wird  hiermit: 

Hierin  deutet  2^  die  Summierung  aller  Werte  xft'  mit  verschiedenen   . 
Lidices  an.    Setzt  man  nun  links  und  rechts  für  jedes  x  das  grofste 
derselben,  femer  für  je  einen  Faktor  ^  das  gröfste  aller  fi,   so  folgt 
weiter: 

-  y  ^mllm^ll  <  log  P  <  +  yX^fi^^^fi.  (5) 

Läfst  man  jetzt  die  Elemente  unendlich  klein  werden,  so  ist  doch 
Ufi  ein  endlicher  Winkel,  nämlich  derjenige,  den  die  Normale  be- 
schreibt, wenn  sie  von  Pq  bis  P„  entlang  der  geodätischen  Linie  gleitet 
Dagegen  ist  fim  alsdann  unendlich  klein,  d.  h.  es  wird  log  P  =  null, 
Pc=s  1.     Wir  haben  daher 

sin  «0  cos  j8o  =  sina«  cos  ßn,  (6) 

wobei  das  Azimut  Oo.i  der  wachsenden  Linie  in  Pq  mit  a^  und  das 
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Azimut  (a«.r^  -—  180")  in  P,  für  die  noch  weiter  wachsenden  Linie 
mit  an  bezeichnet  ist;  Fig.  15. 

Indem  nun  Pn  jeden  beliebigen  Punkt 
der  geodätischen  Linie ^  welche  Yon  P^  im 
Azimut  a^  ausgeht^  bezeichnen  kann,  be- 
deutet (6)  nichts  anderes  als: 

Es  ist  wia  cos  ß  für  äUe  Punkte  einer 
geodätischen  Linie  konstant 

Wenn  wir  den  genauen  Ausdruck  fdr  P  und 
^  berücksichtigen,  so  läfst  sich  angeben,  um 
wieviel  P  von  1  bei  endlichem  n  abweicht 
Diese  Rechnung  wollen  wir  noch  durchführen. 

Nach  Formel  (1)  S.  174  ist:  Fig.  is. 


kj  ,  Vi  -  e*sin«Bi     /  \ 

ßin  f*i.2 '■ ^ ^1  +  *  cos«Zi  jj 

k.  g  Vi  —  e«  sin«  B~  /  ,        \ 


nn  j». 


(7) 


worin  k^  ^  <^®  Sehne  P,  P,  und  Xi,i  deren  Neigungswinkel  zur  Rotations- 
axe  bezeichnet    Auf  die  Differenz  der  Quadrate  dieser  Werte: 


i»*k  2 

«  »1.2 


8in>g  1  -  sin  Vi  ,  =- -j~ 


(1  +  *  cos«  Xi .  g)  (Bin"  ^1  —  Bin"  J8,)       (8) 


läfst  sich  nun  der  Quotient  (cos  ft^  ^ :  cos  ft|  j)  leicht  zurückführen.     Es 
ist,  unter  log  den  natürlichen  Logarithmus  verstanden: 

cos  f*2  1  1  1 

«  -  ^  I  (sin  Vj  1—  sin  Vi .  2)+  g  (sin  Vg .  i"  »°  Vi .  2)  +  3  (»inS .  1—  sin  V^ .  g)  +  •  •  • }  • 

Hier  kanb  man  (sin'fi^j.i —  Bin'fi^  ,)  ^^  Faktor  ziehen,  und  es  geben 
dann  innerhalb  der  geschlungenen  Parenthese 

das  2.  Glied:      ^  (sin'f»,  ^  -{-  sin'/tij  2)» 

das  3.  Glied:      ~  (sinV,  ^  +  Bin«f*g  ^  Bin  Vi.  2  +  sinV^  g), 

u.  s.  f. 

Das  n.  Glied  giebt  — mal  einem  Aggregat  von  n  Sinuspotenzen  n.  Grades. 
Bezeichnet  nun  {t  einen  Wert,  der  gröfser  ist  als  fi^  ^  und  fi^  ^  der  aber 
für  k]  2  ™  0  ebenfalls  null  wird,  so  ergiebt  sich,  indem  man  für  ft^  1  ^^<1 
f»i  2  innerhalb  der  geschlungenen  Parenthese  einfach  fi  setzt: 
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cos  fftg  j  i 

^^»  7:^:r:r^  ^^"9  (»^iVa.i  —  9in>i.2)  (^  +  »i^" ^  +  »in* f*  H — ) « 

2  1  -  sin«  ft  "*' 

X  ein  positiver  echter  Brach.  Durch  Einführung  von  Formel  (8)  erhalten 
wir  hieraus: 

log  =  -— r (1  +  *  COS*  X^    9)  -. ^-5 (9) 

COS  ftj  2  8ao2  ^    ^  *i-2'  1  — sin«;*   ^  ^ 

Diese  Formel  können  wir  auf  (cos  i*^  ^  :  cos  ft^  j) ,  (cos /w-g  j  :  cos  f*^  g), 
(cos  ^(3  gscos  ftg  3)  u.  s.  f.  anwenden  und  die  Logarithmen  addieren.  Nehmen 
wir  dabei  die  rechte  Seite  immer  positiv,  setzen  femer  für 

(8in«"B,.  —  sin«B^_i),  t  =  1  bis  n, 

den  absolut  gröfsten  Wert  unter  diesen  Differenzen,  den  wir  mit  J  sin^J? 
bezeichnen,  setzen  endlich  noch  für  cos«;|r^  ^  und  x  einfach  1  und  für  (i 
in  (1  —  sin'fi)  das  gröfste  der  vorkommenden  ft,  so  folgt: 

Die  Summierung  der  k«  hat  sich  über  alle  Strecken  auszudehnen: 

Substituiert  man  aber  in  jedem  Teile  für  eines  der  k  einen  unter  allen  k 
vorkommenden  Maximalwert  k^,  so  ergiebt  sich: 

2:k»<k^2;k.  (11) 

Nimmt  man  nun  die  Anzahl  der  Strecken  unendlich  grols,  jede  einzelne 
aber  unendlich  klein,  so  ist  2k  selbstredend  ein  endlicher  Wert,  nämlich 
die  Länge  der  geodätischen  Linie,  dagegen  ist  k„^  unendlich  klein  und 
ebenso  J  sin«^.    Man  hat  daher  für  n  =>  cx)  wie  oben  log  P  =»  null 

Besteht  dagegen  die  Linie  PqP^  aus  einer  endlichen  Anzahl  nahezu 
gleich  langer  Strecken  und  beschränkt  man  sich  auf  Ausdehnungen,  inner- 
halb welcher  das  Azimut  a  nicht  sehr  erheblichen  Variationen  ausgesetzt 
ist,  so  kann  man  für  27 (sin*  J5^  —  fän^B^^^)  setzen  nmal  einen  mittleren 
Wert  von  sin*B^.  —  sin'5j._j,  d.  i.  angenähert 

n  l cos  cc  sin  2B)         oder  einfacher cos  a  sin  2J8, 

worin  u  ein  mittleres  Azimut,  B  eine  mittlere  geographische  Breite  und  8 
die  Länge  der  ganzen  Linie  PqP^  vorstellt.  Man  erhält  hiermit,  sowie 
mittelst  einiger  anderer,  leicht  ersichtlicher  Vernachlässigungen: 

log  (sin  Ufo  cos  (5o)  =•  log  (»i»  ««  ^^^  P») ""  äTT^»  cos  a  sin  25  H (12) 
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als  nähenmgs weise  Beziehung  för  den  Anfangspunkt  und  Endpunkt  einer 
in  n  gleich  langen,  kleinen  aber  endlichen  Strecken  abgesteckten  Linie  von 
der  Länge  8,  dem  mittleren  Azimut  a  und  der  mittleren  geographischen 
Breite  B, 

§  3.  Lauf  der  geodätiHchen  Linie«  Betrachtet  mau  das  Pro- 
dukt sin  a  cos  ß,  welches  für  eine  bestimmte  geodätische  Linie  glei- 
chen Wert  in  allen  ihren  Punkten  hat,  nach  der  relativen  Gröfse 
seiner  Faktoren,  so  ist  ersichtlich,  dafs  für  a  =  90^  ß  seinen  Maximal- 
wert erreicht.  Geht  nun  eine  geodätische  Linie  von  einem  Punkte 
Pj  mit  nördlicher  Breite  in  einem  Azimut  a^  zwischen  90^  und  180^ 
aus,  so  nimmt  zunächst  ß  zu  und  also  cos  ß  ab.  Mit  abnehmenden 
cos  ß  wächst  aber  sin  a,  so  dafs  also  anfangs  gleichzeitig  ß  zunimmt, 
a  abnimmt,  bis  endlich  a  gleich  90^  geworden  ist. 

Ist  dieser  Wert  von  a  und  damit  die  höchste  Breite  erreicht, 
so  nimmt  bei  weiterem  Verlaufe  ß  wieder  ab,  da  es  wegen  der  Konstanz 
des  Produkts  sin  a  cos  ß  nicht  mehr  wachsen  kann,  da  es  ferner  aber 
auch  nicht  konstant  bleiben  kann,  weil  ja  sonst  die  geodätische  Linie 
mit  dem  Parallelkreis  zusammenfiele.  (Dieser  ist  sicher  keine  geodä- 
tische Linie,  da  seine  Schmiegungsebene  schief  zur  Oberfläche  steht). 
Weil  nun  sin  a  bei  wachsendem  cos  ß  abnimmt,  hierbei  aber  a  <  90^ 
ist,  so  mufs  jetzt  a  kleiner  und  kleiner  werden.  Für  cos  /J  =  1,  d.  h.  im 
Äquator  tritt  ein  Minimum  ein.  Dieses  Minimum  yon  a  ergänzt  das 
Maximum  von  ß  zu  90^,  da  sein  Sinus  gleich  dessen  Cosinus  sein  mufs: 

«Min.+  ^M«.  =  90^  (1) 

Nach  Überschreitung  des  Äquators  nimmt  cos  ß  ab,  sin  a  zu,  und 
dies  geht  so  fort,  bis  wieder  a  =  90^  ist  und  ß  sein  negatives  Maxi- 
mum erreicht  hat.  Indem  a  alsdann  in  den  2.  Quadranten  übergeht, 
nimmt  sin  a  wieder  ab  und  cos  ß  zu,  bis  bei  erneuter  Durchkreuzung 
des  Äquators  a  ein  Maximum  im  2.  Quadranten  erreicht  und  von  hier 
aus  die  geodätische  Linie  wieder  in  die  nördliche  EUipsoidhälfte  ein- 
tritt    Zwischen  ama.  und  a^^,  findet  die  Beziehung  statt: 

«Min.  +  «M«.  =  180«.  (2) 

Hiemach  bewegt  sich  die  geodätische  Linie,  welche  an  irgend 
einer  Stelle  ein  Azimut  zwischen  0«  und  180«  hat,  stets  in  Azimuten 
vorwärts,  die  zwischen  zwei  Grenzwerten  «Min.  und  «mex.  liegen.  Diese 
Grenzwerte  sind  die  Azimute  bei  Durchkreuzung  des  Äquators. 

Ist  dagegen  auch  nur  in  einem  Punkte  das  Azimut  zwischen  180« 
und  360«  befindlich,  so  sind  alle  Azimute  >  180«  und  schwanken 
zwischen  zwei  im  3.  und  4.  Quadraten  gelegenen  Grenzwerten,  für 
welche  aber  auch  (bis  auf  einen  Fehler  von  360«)  die  Relation 
(2)  gilt. 
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Bei  der  yon  uns  angenommenen  Zählweise  der  Azimute  hat  im 
1.  Falle  die  geodätische  Linie  einen  westlichen  Lauf,  im  2.  Falle 
aber  einen  ostlichen  Lanf.  Ein  wesentlicher  Unterschied  ist  jedoch 
nicht  zwischen  beiden  Arten  Linien,  denn  beschreibt  man  zunächst 
eine  geodätische  Linie  in  westlicher  Richtung  und  nimmt  sodann  eine 
Rückwärtsbewegung  vor,  so  wächst  das  Azimut  der  Bewegungs- 
richtung um  180^,  und  man  beschreibt  in  ostlicher  Richtung  die 
frühere  Bahn. 

Eine  jede  geodätische  Linie  ist  in  ihrem  Laufe  auf  ein  Gebiet 
beschränkt,  welches  zwischen  zwei  in  gleichem  Abstände  nördlich 
und  südlich  vom  Äquator  befindlichen  Parallelkreisen  gelegen  ist.  Die 
Amplitude  in  Breite  hängt  v\)n  der  Konstanten  sin  «  cos  ß  ab. 

Ist  diese  null,  so  ist  entweder  a  jederzeit  null  oder  ß  jederzeit  90^ 
Der  1.  Fall  entspricht  den  Meridianen,  der  2.  Fall  giebt  keine  Linie. 

Ist  die  Konstante  gleich  +  1 ,  so  ist  a  =  90®  oder  270®  und 
j8  =  0.     Dies  entspricht  dem  Äquator. 

§  4  Länge  einer  geodätischen  Linie^  die  von  einem  ge- 
gebenen Punkte  in  bestimmter  Richtung  ausgeht.  Ist  ßi  die 
reduzierte  Breite  des  gegebenen  Punktes  P^  und  ai  das  Azimut  der 
geodätischen  Linie,  so  besteht  für  einen  beliebigen  Punkt  P  derselben, 
dessen  reduzierte  Breite  ß  ist,  die  Relation: 

sin  a  cos  j8  =  sin  a^  cos  ßi ,  (1) 

wenn  a  das  Azimut  der  wachsenden  geodätischen  Linie  bezeichnet. 

Unter  den  verschiedenen  Punkten 
heben  wir  nun  besonders  einen  der- 
jenigen Punkte  hervor,  wo  ß  sein  posi- 
tives Maximum  erreicht.  In  Fig.  16  ist 
derselbe  mit  Pq  bezeichnet.  Nennen 
vrir  die  maximale  reduzierte  Breite  ß^, 
so  ist 


sin  cc  cos  ß  s=  cos  ß^ 


(2) 


Die  Länge  der  geodätischen  Linie 
von  Pq  bis  zu  dem  beliebigen  Punkte 
P  nennen  wir  s  und  setzen  sie  vorläufig 
positiv  in  toestlicher  Richtung,  negatio 
in  östlicher  Richtung. 

Wächst  s  durch  Verschiebung  von 
P  nach  P'  um  ds,  wobei  die  reduzierte  Breite  ß  in  ß  -['  dß  übergeht, 
und  denkt  man  sich  aufserdem  P  ein  andermal  im  Meridian  nach  Q 
mit  der  reduzierten  Breite  ß  '\-  dß  verschoben,   so    sind  P*  und  Q 


Fig.  16. 
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Punkte   eines    und    desselben    Parallelkreises.     Man   kann   P'Q   als 
rechtwinklig  zum  Meridian  betrachten  und  setzen  (Fig.  16): 

ds  =  PQ  sec  a . 

Nach  S.  55  (1)  ist  aber  das  zu  dß  gehörige  Element  dM  des 
Meridianbogens  gleich 

ao^l  — e«cos«/8dj8; 

setzt  man  dies  für  PQ  ein  und  berücksichtigt,  dafs  bei  a  <  90®  dß 
negativ  ist,  ds  aber  positiv  genommen  werden  mufs,  so  folgt: 


ds  =  —  a^yi  —  e^  cos*/}  sec  «  dß .  (3) 

Diese  Formel  pafst  im  Vorzeichen  auch  auf  diejenigen  Teile  der 
Linien  für  welche  a  zwischen  90  und  180*^  liegt;  denn  alsdann  ist  dß 
positiv,  aber  sec  cc  negativ,  ds  mithin  positiv. 

Um  nun  s  durch  Integration  ermitteln  zu  können,  setzen  wir 
versuchsweise  nach  (2)  für  sec  a  den  Wert  +  1 :  j/l  —  cos*  ß^  sec*^ 
und  erhalten 


(4) 


wobei  das  obere  Vorzeichen  für  wachsende,  das  untere  für  abnehmende 
ß  gilt. 

Ehe  wir  integrieren,  erinnern  wir  uns  des  bekannten  Resultats, 
welches  für  c*  =  null,  also  den  Fall  der 
Kugel,  herauskommt.    Fig.  17  zeigt  die 
entsprechende    sphärische   Figur,    und 
zwar  auf  einer  Kugel  vom  Radius  1. 

Hier  tritt  an  Stelle  *von  s  der 
Bogen  q>,  und  es  ist  auf  der  Kugel  vom 
Radius  a^  5  «»  a^g)  und  ds  =  a^dtp, 
Formel  (4)  giebt  aber  für  e?  «snuU: 


rf5  =  +  l 


C09ßdß 


>VC08«JJ—  COb'Po 


man  sieht,  dafs  die  Einführung  der 
Variablen  tp  die  Rechnung  wesenüich 
vereinfacht,  denn  9  läfst  sich  aus  der 
sphärischen  Figur  ohne  Integration  nach 
bekannten  Formeln  berechnen.  pig.  n. 

Es  ist  nun  ein  günstiger  Umstand,  dafs  wir  die  Variable  q>  und 
die  zu  gründe  liegende  sphärische  Hilfsfigur  (Fig.  17)  auch  förs  EUip- 
soid  beibehalten  können.     Wählt  man   nämlich  auf  einer  Hilfskugel 
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vom  Radius  1  einen  Punkt  9t  als  Nordpol  und  nimmt  einen  Punkt 
Pq  in  der  Breite  /S^  an,  legt  darauf  rechtwinklig  zum  Meridian  den 
gröfsten  Kreis  |l|)o;  ^^  erhält  man  wieder  Fig.  17,  und  es  ist  in  dem 
sphärischen  Dreieck,  welches  die  Meridiane  von  Pq  und  |l  mit  dem 
gröfsten  Ereis  Iß^lß  bilden,  nach  dem  Sinussatz 

sin  a  cos  ^  =  cos  ^0 . 

Dies  ist  aber  Gleichung  (2),  d.  h.  hat  ein  Punkt  ]D  als  Breite 
die  reduzierte  Breite  ß  des  Punktes  P  der  geodätischen  Linie  Fig.  16, 
-so  hat  der  gröfste  Ereis  ]9|lo  in  |)  Fig.  17  gleiches  Azimut  mit  der 
geodätischen  Linie  in  P. 

Hiermit  ist  natürlich  noch  nicht  festgestellt,  welche  Beziehung 
im  übrigen  zwischen  den  Figuren  16  und  17  besteht.  Einstweilen 
bezeichnen  wir  die  Winkel  der  Meridiane  in  beiden  Figuren  ver- 
schieden und  in  der  That  werden  wir  finden,  dafs  die  geographischen 
Längenunterschiede  l  und  A  in  Fig.  16  und  17  verschieden  sind.*) 

Man  hat  nun  mittelst  des  bei  wachsenden  9  sich  bildenden 
differentialen  rechtwinkligen  Dreiecks  ]9]D'C!|}  (Fig.  17) 

d^  =  —  sec  a  dß  (5) 

und  hiermit  giebt  die  Formel  (3)  unter  Elimination  von  sec  a  sofort: 


ds  =  a^yi  —  e"  cos«  ß  dq> .  (6) 

Diese  Formel  hat  vor  (4)  nächst  der  Einfachheit  noch  den  Vor- 
zug, dafs  keine  Vorzeichenzweideutigkeit  besteht,  weil  ds  und  rfg? 
gleichzeitig  wachsen.  Behufs  Litegration  kann  man  aus  dem  sphäri- 
schen Dreieck  lt]9]9o  iiiittelst  des  Cosinussatzes  für  ß  die  Beziehung 
zu  9  entnehmen: 

sin  /3  =  sin  /3q  cos  9 . 

Führt  man  dies  in  (6)  ein  und  hebt  aus   der  Wurzel  zugleich  den 
Faktor  ]/l  —  e^  cos^/Sq  aus,  so  folgt: 


ds  =  a,yi-^cos'ß,yi  -  ^^^^'.p^  sinV  dq> .  (7) 

Etwas  eleganter  wird  diese  Formel,  wenn  man  die  zu  jS^  gehörige 
geographische  Breite  Bq  einführt.     Man  hat  nach  S.  40  (3)  und  (5) 


*)  Die  hier  eingeführte  Hilfskngel  ist  ganz  andrer  Art  als  die  im  vorigen 
Kapitel  S.  114  u.  ff.  benutzte,  insofern  sie  nicht  wie  jene  eine  Abbildung  des  ganzen 
Ellipsoids  Yorstellt.  Vielmehr  haben  jetzt  nur  die  Punkte  der  geodätischen  Linie 
und  des  grOfsten  Ereises  eine  Beziehung  zu  einander. 
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.    OT»  8in*Äo  9/,  008*^0 

sin'^o  = ¥-  Snr-j  cos* Po  = ^  .  ^p   , 

und  hiermit  geht  Formel  (7),  wemi  man  zur  Abkürzung  setzt 

k  =^e  sin  Bq,  (8) 

über  in: 


ds  =  «o]/j-Et1  1^1  —  *'  sin«9  d^) .  (9) 

§  5.  Fortsetzung.  Länge  der  geodätisehen  Linie.  Vergleichen 
wir  die  oben  gewonnene  Formel  (9)  für  das  Bogendiflferential  der 
geodätischen  Linie  mit  der  Formel  für  das  Bogendiflferential  dM  des 
Meridianbogens,  S.  55  (1),  so  zeigt  sich  eine  grofse  Ähnlichkeit. 
Unwesentlich  ist^  dafs  dort  der  Sinus,  hier  der  Cosinus  unter  dem 
Wurzelzeichen  vorkommt,  weil  der  Sinus  in  Cosinus  übergeht,  wenn 
man  anstatt  der  Variablen  ihr  Komplement  zu  90^  einführt.  Nun 
hing  das  Integral  für  den  Meridianbogen  (S.  55)  ab  von  Eoefficienten 
A^y  A^,  A^  u.  s.  f.,  welche  in  3  Formen  dargestellt  wurden  (S.  47): 


1.  als  Potenzreihen  von  c*, 

1  +  l/l  '^'~e' 


2.    „  „  „    »,  wobei  m  =   ^    ,  ^^^  __      , 


Es  fand  sich,  dafs  die  Anwendung  von  n  am  günstigsten  ist. 
Demgemäfs  nehmen  wir  jetzt  sogleich  die  entsprechende  Umwandlung 
wie  damals  vor,  wobei  dann  an  Stelle  von  1^  eine  neue  Hilfsgröfse 
Ic^  tritt,  die  mit  1^  durch  nachstehende  Relationen  zusammenhängt: 


h 

i-vr- 

1  +  /i - 

k* 

_       4*. 

-^ 

t*         *^    ,    5*^    ,    7*» 
4  ■•     8  "•     64   ■'    128  "• 

4*i-8iJ  +  12ÄJ  -  16*}  + 


(1) 


Die  hier  angegebenen  Reihen  sind  von  S.  37  entnommen  mittelst 
Vertauschung  von  e  und  k,  n  und  k^,  Ihre  Konvergenz  ist  aufser 
Frage,  da  Ä;  <  e  ist  und  bereits  fOr  e  kein  Zweifel  in  dieser  Hinsicht 
bestand.  Wir  setzen  nun  in  Formel  (9)  des  vorigen  Paragraphen  für 
sin^9>  den  Cosinus  des  doppelten  Winkels  uud  erhalten  bei  gleich- 
zeitiger Einführung  von  k^: 
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hiermit  aber  anstatt  (9): 


ds  —  ao  Y^nr  Vi  +  *?  +  2*1  cos  2^  dfp,  (2) 

Die  weitere  Entwicklung  ist  wie  S.  55.     Setzen  wir 

cos  2^  =  y  (£«•>  +  £-«'>), 

wobei   a   die   Basis   der   natürlichen   Logarithmen,   i   die  y — 1    be- 
deuten (S.  42),  so  ergiebt  sich  fiir  die  Wurzel  in  (2)  die  Formel: 


y\  +  h\  +  2*1  cos  2<p  =  (1  +  \s^^9)T  (1  +  \  £-«'>)T,      (3) 

Die  beiden  Faktoren  der  Wurzelgrofse  werden  multipliziert  und  das 

Imaginäre  'alsdann    mittelst   der    Relation    cos  u  =    -  (f'"  +  «"*") 

entfernt.  Nach  S.  56  ist  es  hierbei  überflüssig,  Tc\  zu  berücksichtigen, 
wenigstens  kann  man  sogleich  das  Glied  mit  sin  89  weglassen.  Dagegen 
soll  in  den  andern  Gliedern,  um  die  starke  Konvergenz  der  Eoefficienten- 
reihen  besser  übersehen  zu  können,  bis  h\  gegangen  werden.  Es  wird 

Dies  in  (2)  eingeführt  und  integriert,  wobei  zu  beachten,  dafs  für 
9>  -=  0  auch  s  =  0  ist,  giebt: 

-(Ä*'-Ä*'H--)«^'^9'  +  (r8*? )8m69....)..  (6) 


■  Hierin  setzen  wir  fiir  a^  }/l  —  e*  die  kleine  Halbaxe  6^  der  Meridian- 

ellipse.    Den   Faktor  von   q>   nehmen   wir   zugleich    vor   die   grofse 
\  Parenthese  und  erhalten  dann  ebenso  genau  wie  vorher: 


'  »  +  i*''+ä*.*  + 


\ -—l~l I^P  +  (y  *i  -  re  *?  +  •  •  •)  "°  29> 

Der  grofste  Wert  von  \  ist  n  d.  i.  nahezu  ^^^;  es  ist  daher 
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|i<  1:8000000000000  rund, 

and  man  darf  dieses  Glied  im  Faktor  vor  der  Parenthese  weglassen^ 
weil  es  selbst  für  eine  die  ganze  Erde  umkreisende  geodätische  Linie, 
wobei  fp  nahezu  2n  wird,  erst  ^^^  Millimeter  giebt.  Erst  recht  darf 
man  femer  das  Glied  mit  k\  im  Faktor  von  sin  4q>  vernachlässigen 
und  erhält  somit  für  die  Länge  der  Linie  PqP  die  Formel: 

1  +  -  -  *  * 

welche  Formel  noch  für  eine  die  ganze  Erde  umkreisende  Linie  in 
den  Hundertstelmillimetem  scharf  ist 

Kommt  es  aber  auf  5"*"*  nicht  an,  so  kann  man  auch  noch  k\ 
m  der  Parenthese  vernachlässigen. 

Denken  wir  uns  nun  Formel  (8)  auf  zwei  Punkte  P^  und  P^ 
angewandt,  für  welche  q>  die  Werte  9^  und  (p^  t**>  wobei  q)^  >  9^ 
sei,  80  folgt  aus  (8)  durch  Subtraktion: 


^i-Sl  =  ^ 


l  +  I*?  ((92  — 9i)+(2*i  — ^*?)(^^^^^2""^*°^9^») 


'  1-*. 


—  ~Ä;(sin49)2  — sin4g?,)  +  TrÄ;J(sin69J2— sin6g)i) 


48 


+  • 


oder. in  einfacherer  Schreibweise: 


Jq)  +  (ii  -"  T*i)  cös  29  sin  ^tp 


—  g^A;Jco849)sin2-J9+s7^Jcös^9'8i'*^'^9 
s  =  der  horizontalen  Entfernung  PiP^, 

9=^-^(91  +  9^),    ^9 


+ 


9i  —  9v 


(9) 


§  6.  Gegeben  die  Länge  s  einer  geodätischen  Linie,  die 
Lige  eines  der  Endpunkte  und  das  Azimut  daselbst,  gesucht 
die  reduzierte  Breite  und  das  Azimut  im  andern  Endpunlit. 

Der  gegebene  Punkt  werde  P^  genannt-,  seine  reduzierte  Breite  sei 
gleich  /}j  und  das  Azimut  der  Linie  daselbst  gleich  a^.  In  Bezug 
auf  dieses  fügen  wir  vorläufig  die  Bedingung  hinzu,  dafs  «j  <  180^ 
sei,  damit  im  Anschlufs  an  das  Vorige,  insbesondere  an  Fig.  16,  die 
Entfernung  des  gesuchten  Punktes  P^  vom  gegebenen  Punkte  P^  eine 
positive  Grofse  werde.     Vergl.  Fig.  18  und  19  auf  S.  225. 

Das   rechtwinklige  Dreieck  ItPoPi    gieht   zunächst  /S^,    woraus 
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k  und  \  folgen;  dann  giebt  es  ferner  q>^j  und  hiermit  giebt  Formel 
(8)  des  vorigen  Paragraphen  sofort  s^. 

Addiert  man  zu  s^  die  gegebene  Länge  Sy  so  folgt  s^^  und  nunmehr 
ist  die  auf  ^^   ^^^^  ^2  angewandte  Formel  (8)  nach  tp^  aufzulösen. 

Hierbei  verfahren  wir  ganz  ebenso  wie  S.  53  §  10,  Wir  be- 
zeichnen zunächst  zur  Abkürzung 

%  ^^  ~i'\  ^^^  ^1  ^^^  -**^-^^-^^  mit  6^  (1) 


und  setzen  demgemäfs: 


(Tg  —  (Tl  =  J6.  (2) 


h  (1  +  {  ^i) 

Formel  (8)  giebt  nun,  wenn  der  Faktor  von  (p^  nach  links  dividiert  wird: 
<^2  =  92  +  ([  *i  -  i^e  *')  ^'^  ^"^2  -  -^  *f  sin  49, 

+  l-h^^mQq>^ .  (3) 

Der  aus  dieser  Formel  ersichtliche  Unterschied  von  6^  und  ip,  ist 
aber  stets  eine  kleine  Gröfse,  im  Maximum  nur  etwa  gleich  ^-^^ 
oder  in  Sekunden  gleich  206265 :  1200  d.  i.  noch  nicht  200".  Es 
stöfst  daher  die  folgende  Entwicklung  auf  keine  Bedenken. 

Mit  Vernachlässigung  kleiner  Glieder  mit  der  3.  und  mit  höheren 
Potenzen  von  \  folgt  aus  (3): 

sin  20^  =  sin  2fp^  cos  Vk^  sin  2q>^  —  -g-  h'^  sin  4^2  +  '  •  •  f 

+  cos  2^2  siii  I  ^1  sin  2^2  —  g"  ^1^  ^^  ^92  +••*}• 

Indem  wir  die  Reihen  für  Cosinus  und  Sinus  beachten,  imd  kon- 
sequent die  kleinen  Glieder,  welche  in  Zrf  u.  s.  f.  multipliziert  sind, 
vernachlässigen,  erhalten  wir  hieraus: 

sin  2(^2  =  sin  2^2  +  ^1  sin  2q)2  cos  2^2  —  y  ^y  sin*  2^2 

—  -g-  h^  cos  29>2  sin  49>2  +  •  •  • . 

Wir  setzen  nun  im  Vorstehenden: 
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3  1 

sin*  2q>^  =  ^  sin  2(p^  —  —  sin  69)^ 


sin  2^2  cos  2fp^ 


sin  4q>^ , 


cos  2(p^  sin  4^2  =  »,  sin  69),  +  ---  sin  2g)^ 
und  erhalten  damit: 
8in2<y,«(l ^  A^'^)  8in29>2  +  ~ii  sin 49>2  +  ^*f  sinGy,  +  ••• .  (4) 


Fig.  18.     EUipsoid. 


Fig.  19.    Kugel. 


Mit  Hilfe  dieser   Gleichung  eliminieren  wir  sin  2^2   ^us  (3)^    indem 

wir  sie  mit  ( y  *i tt  Jen  :  ( 1 —  Jc^j  multiplizieren  und  alsdann 

Ton  (3)  subtrahieren;  wir  erhalten: 

<f2  —  (y  h  +  -3V  *f)  sin  2a^ 


=  92  — TS-*'8in4g)2 


96 


Äf  sin  692  + 


(5) 


Diese  Formel  yemachlässigt  ebenso  wie  (3)  alle  Glieder  mit  höheren 
Potenzen  als  k^y  und  es  bleibt  bei  einiger  Beachtung  der  höheren 
Glieder  kein  Zweifel^  dafs  sie  auch  numerisch  noch  ungefähr  ebenso 
genau  ist,  als  jene. 

yftt  setzen  weiter  mittelst  (3): 

8m4<y2  =  8in4<)p2  cos(2Aji sin292 H )  +  cos 4^2  si» {2Jci  sin 292  H ) 

oder  unter  Vernachlässigung  kleiner  in  k^  u.  s.  f.  multiplizierter 
Glieder: 


Helm  er  t,  mathem.  o.  physikal.  Theorieen  der  höh.  Geodäsie. 


15 
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sin  4(^2  =  sin  4^2  +  ^K  si^  ^^i  cos  4g)2  +  •  •  •, 
oder 

sin  4(^2  =  sin  Aq)^  +  ^^(sin  ß^g  —  ™  ^9^i)  +  *  *  *  •  (ß) 

Indem    wir    (6)    mit     —  k^     multiplizieren    und    zu    (5)    addieren, 
findet  sieh: 

^2  —  (y  *i  +  "32  *')  ^'^  ^^2  +  -^  *,'  ^^  4<fg 
=  9>8  +  Je  *'  sin  692  —  Yq  *'  sm  29,  H .  (7) 

Jetzt  aber  kann  man  die  in  k^  multiplizierten  Glieder  nach  links 
nehmen  und  dabei  für  9)2  einfach  6^  setzen,  was  wieder  nur  kleine 
Fehler  der  Ordnung  k*  erzeugt     Somit  ergiebt  sich  endlich: 

^2  =  ^2-  (1*1  -  aV*?)  ^^  2(^2  +  -~kf  sin  4(^2 

--g-Ä>in6(y2  +  .--  .  (8) 

Vergleicht  man  diese  Formel  mit  (3),  so  hat  es  den  Anschein, 
als  ob  (8)  weniger  stark  convergiere  als  (3).  Obgleich  nun  in  der 
That  Formel  (8)  etwas  weniger  genau  als  (3)  ist,  so  genügt  sie 
doch  noch  für  alle  Fälle;  dies  erkennt  man,  wenn  man  bedenkt, 
dafs  k*  im  Maximum  rund  1 :  130000000000  ist  und  die  vernach- 
lässigten Glieder  diesen  Betrag  keinesfalls  erreichen,  dafs  indes  auch 
jeuer  Wert  nur  einen  Einflufs  von  a^  :  130000000000  oder  0,05"^ 
auf  $2  haben  würde.  Kommt  es  auf  10"*^  nicht  an,  so  kann  man 
auch  noch  k^  in  Formel  (8)  vernachlässigen. 

Nachdem  aus  (8)  92  ermittelt  ist,  giebt  das  sphärische  Dreieck 
^PoP2  unzweideutig  aus  2  Seiten  und  dem  eingeschlossenen  rechten 
Winkel  sofort  ß^  und  «2-  ^^e  dabei  anzuwendenden  Formeln,  welche 
nichts  Neues  bieten,  übergehen  wir  einstweilen;  später  stellen  wir 
alles  Zusammengehörige  in  ein  Berechnungsschema  zusammen.  Da- 
gegen mufs  gleich  hier  noch  darauf  hingewiesen  werden,  dafs  es  in 
der  Regel  wegen  des  verhältnismäfsig  kleinen  Betrages  der  Ent- 
fernung PiP2  =  5  vorteilhaft  ist,  nicht  direkt  (p^,  sondern  ^dg)  zu 
berechnen.  Vertauscht  man  demgemäfs  in  (8)  q)^  mit  91  und  6^  mit 
0^  und  subtrahiert  die  neue  Formel  Seite  für  Seite  von  (8),  so  folgt: 


^^s=  Jö  —  Ucj^  —    -  kn  cos  2<y  sin  Jö  +  'g  ^i  eos  4<y  sin  2z/<f 


29 

-  --   k^  cos  ßö  sin  3^0  -|-  .  . . 

2tf  =  (^2  +  (Tj  =  20^  -f  z/<y, 

9>2  =  9>i  +  ^9- 


(9) 
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Hierzu  liefert  Formel  (2)  ^0  direkt  aus  s,  Formel  (3)  aber 
giebt  nach  Yertauschung  von  02  ^^^  ^i  ^^^  9^2  ^^^  9i- 

20^  =  2q>i  +  k^  sin  2^1 ^  k^  sin  Afp^  -\ ,  (10) 

wobei  es  ausreicht,  wie  angenommen,  nur  ij  und  k^  zu  berück- 
sichtigen, weil  die  trigonometrischen  Funktionen  von  0,  zu  dessen 
Berechnung  einzig  und.  allein  0^  gebraucht  wird,  in  (9)  nur  mit  k^^ 
k^  und  k^  multipliziert  vorkommen  und  somit  die  vernachlässigten 
Glieder  der  Formel  (10)  in  Formel  (9)  nur  kleine  Fehler  der  Ordnung 
i*  erzeugen.  ' 

§  7.  Berechnung  yon  k^  nnd  der  yon  k^  abhängenden  Koeffi- 
cienten, Nach  S.  221  (8)  ist  k  =  e  sin  -B^  =  e  sin  ß^  :  yV-^e^cos^ß^ 
und  hiermit 

also  auch,  da  d  =      —  ^  : 

i,=  (}/r+"*7in«*/3,  -  1)  :  (/iT  *  sin^^o  +  O- 
Setzen  wir  nun 

tan  E  =  |/d  sin  ß^,  (1) 

so  folgt; 

2 


*,  =  tan^-f.  (2) 


Hiermit  ist  die  Berechnung  von  k^  sehr  vereinfacht.    Nächstdem 
bedürfen  wir  des  Ausdrucks: 

i 

1  +  i  *?  » +  4  *? + ä  *.* + •  • 

i-fe.      oder  gBUB-rxei -—^^ , 

wobei  fßr  den  Zähler  bereits  die  Zulässigkeit  der  Vernachlässigung- 
von  k*  nachgewiesen  ist.     Man  hat  aber 

uud  ersieht  hieraus,    dafs   es    durchaus    zulässig   ist,   dafQr   einfach 
^Mh^  zu  setzen.     Ferner  ist 

1  —  All  =  1  —  tan*  —  =  cos  jB  sec*  —  ; 
man  hat  daher  endlich  mit  einer  stets  ausreichenden  Genauigkeit: 


lö"» 
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1  +  ^  *?  +  •  ■  p  , 

log i  .-  ^- 21og  cos  2  -  logcos  J?  +  1  Jlf  *,'  +  ••  .  (3) 

Indessen  ist  diese  Form  noch  nicht  die  beste;  es  läfst  sich  die 
rechte  Seite  vielmehr  auf  2  Glieder  reduzieren.  Man  hat  nämlich 
nach  S.  29  (3): 

logcos£ Jtf(i.^.+  .;^.i;*+    L£e^._g_£8  +  ..) 

und  alsO;  indem  man  für  E  einfach  -  -  E  setzt: 

41ogcos-f Jtf(l£.  +  ^£«  +  -^A^-£«  +  ^Jl^^  £«  +  ..) 

Hieraus  folgt  durch  Subtraktion: 
logcosf;  =  41ogcos|-Jlf(jL£*  +  ^£«  +  ^^^<'+..). 

Nun  ist  aber  nach  (2): 

Daher  wird,  wie  leicht  zu  finden: 

log  cos  ^  =  41og  cos  ^  -  Mk^  -  {-  Mk* .  (4) 

Hiermit  geht  (3)  Ober  in: 

log ^-:_|* 21ogcos|  +  4-jif/,.+  ?ljfi.4....(5) 

Das  in  k*  multiplizierte  Glied  ist  nun  bei  Rechnung  mit  zehn- 
ziffrigen  Logarithmen  ganz  unmerkbar;  auch  ist  sein  Einflufs  in 
Formel  (9)  S.  223  selbst  für  eine  die  ganze  Erde  umkreisende  Linie 
nur  0,2"*"*.     Man  kann  daher  für  alle  Fälle  setzen: 

log       >-_.  -  _  =  _  21og  cos  f  +  I  Mk^  +  . . .        (5*) 
Zu  (9)  des  vorigen  Paragraphen  hat  man  noch: 

^og(h-~,k^)-'\ogk,-^^Mk^  +  ...,  (6) 

ebeufallä   mit  einer  jederzeit  völlig  ausreichenden  Genauigkeit^  weil 


Digitized  by 


Google 


§  8.    Bestimmung  des  geographischen  Längenunterschieds.  229 

die  vernachlässigten  Glieder  der  logarithmischen  Entwicklung  in  der 
genannten  Formel  selbst  nur  Glieder  mit  k^  als  Fehler  geben. 

§  8.    Bestünmimg  des  geographischen  Längenunterschieds. 

Bezeichnet  x  den  normalen  Abstand  eines  Punktes  P  von  der  Rota- 
tionsaxe^  so  giebt  das  an  P  angrenzende  di£ferentiale  Dreieck  in 
Fig.  16  S.  218: 

xdl  =  rfs  .  sin  «  . 

Nach  S.  39  (1)  ist  x  =  %  cos  ß,  daher  wird  xdl  gleich 

aQ  cos  ß  dl  =  sin  ads.  (1) 

Substituiert  man  hier  für  ds  seinen  Wert  a^Yl  —  ^*  cos^jS  dg> 
und  für  sin  a  nach  S.  218  (2)  den  Wert  cos  ß^  :  cos  /},  so  folgt  weiter: 

'^^  =  cSäf  y^^"^  ^««*^  ^"f  ■  (^) 

Bei  der  Integration  dieser  Gleichung  erinnern  wir  uns,  dafs  bis- 
her die  Einführung  der  Elemente  der  sphärischen  Figur  17,  welche 
der  Fig.  16  auf  dem  EUipsoid  zugeordnet  ist,  von  Nutzen  war.  Fig.  17 
zeigt  nun,  dafs  die  zu  dip  gehörige  Änderung  des  geographischen 
Längenonterschieds  auf  der  Kugel  gleich  ist 

,-         dq)  .  sin  a  cos  ß«  j  /.>\ 

dl  =  —^ s-   = ri  dw  .  (.3) 

cos  ß  cos*^     ^  -  ^  ^ 

Man  hat  daher  durch  Subtraktion  dieser  Gleichung  von  (2)  Seit«  fiir  Seite: 


dl  =  dX  -  cos  ß,  {^^zy}^^'?-)  d<p  .  (4) 

Es  ist  jetzt  der  in  Parenthese  gestellte  Faktor  von  dq>  durch  q) 
auszudrücken.  S.  220  wurde  aber  beim  Übergang  von  (6)  zu  (9) 
gefunden,  dafs 

yr—~?~cos^~ß  =  yi~^  7~co8*7oyi^  *' si^9,       (&) 

7,2  __       g'ain'Po 

'^  1   -C*C08»^o 

Hiermit  wird: 

Aus  der  soeben  mit  aufgeführten  Gleichung  für  k^  folgt  nun  weiter 
durch  Auflosung  nach  e*,  dafs  e*  =  A* :  (sin^^^  +  k^  cos^/J^)  ^^^  ^^^ 
hiermit  findet  sich  leicht: 

Digitized  by  VjOOQIC 


dl 


230  5.  Kapitel.    Fandamentalfonnelii  für  die  geodätische  Linie. 

Dies  setzen  wir  in  die  Gleichung  (6)  innerhalb  der  Parenthese  ein, 
womit  alsdann  (4)  auf  nachstehende  Form  gebracht  werden  kann: 

äi-u-^ »y\--^-Hi' K !£E^^.=^i!!5 ä^ .  (8) 

Entwickelt  man  die  Wurzelgröfsen  rechter  Hand,  so  ist  sofort 
ersichtlich,  dafs  die  einzelnen  zu  k\  k^  u.  s.  f.  gehörigen  Glieder  ihrer 
Differenz  allesamt  durch  (cot^ßQ  +  sin^g?)  teilbar  sind.  Der  Nenner 
(1  —  sin^/Jo  cos*  9?)  aber  läfst  sich  schreiben  (cot^/J^  +  sin*  9)  sin*^o> 
womit  der  Quotient  übergeht  in  ^ 

-2H^%  (^  +  ^'  ('^"'9'  -  *^°*''^«) 

+  y  (sinV  —  sin*  fp  cot^/J^  +  cot^/J^)  H j  . 

Die  hierbei  vernachlässigten  Glieder  geben,  da  k  cot  ß  ebenso  wie  k 
ein  kleines  Glied  gleicher  Ordnung  mit  e  ist,  im  Resultat  nur  kleine 
Glieder  der  Ordnung  i®.     Setzen  wir  nun  im  Vorstehenden 

sin* 9?  =  2 2  '^^^  ^^  ^^^  sin* 9?  = YC0s2y +  -g^  cos  49? , 

so  wird  schlief slich  für  Gleichung  (8)  erhalten: 

Diese  Gleichung  kann  nunmehr  integriert  werden.  Zuvor  jedoch 
vereinfachen  wir  die  Eoefiicienten  durch  Einführung  von  \  und  n. 
Zunächst  folgt  aus  i*  =  c*  sin*/?^  :  (1  —  e*  cos*/Jo)  leicht,  indem  man 
im  Nenner  für  1  setzt  (sin*/?^  -}-  cos*^^): 

Ä*  cot*/3,  =  (e*  -  Ä*)  :  (1  ~  c*)  .  (10) 

Da  aber  nach  S.  221  (1)  für  i*  gesetzt  werden  kann  Ak^  :(1  +  fcj)* 
und  da  ferner  c*  =  4«  :  (1  +  w)*,  so  ist  auch 

Ä*cot*^,  =  4ij--^^^^^^^^  • 

Äj*  =  4fci  —  8*f  H .  J 

Man  hat  ferner  aus  der  oben  benutzten  Relation  für  k^  sofort 
weiter  die  Beziehung  Ä*  (1  —  e*  cos*/?^)  =  6*  sin^/^^  und  hiermit: 


8in=»jJo  ~  >/r=r^^'cös9, 


Ko 


^^^___^  =  e*  1/1  +  Ä*  cot*/}o  , 
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also  endlich: 


I^yi^^k.  =  c«  (1  +  2(»-Äj  +  2{n-k,y  +  ...).  (12) 

Dieses  letztere  setzen  wir  in  Gleichung  (9)  im  Faktor  vor  der 
Parenthese  ein,  die  (11)  aber  innerhalb  der  Parenthese.  Dann  ergiebt 
sich  ohne  Mühe: 

dl^dX  -  |c»co8/Jo{(l  +  n  -  I  *i  -\jcf  +  . .) 

—  Y  Äi  cos  2g?  +  -  k^  cos4q>  -\ 1 rfg? .  (13) 

Die  Formel  (13)  berücksichtigt  innerhalb  der  Parenthese  alle  Glieder 
bis  zur  Ordnung  n^  excl.^  was  mit  Bücksicht  darauf^  dafs  im  Faktor 
Yon  cos  2q)  1c]  nicht  auftritt;  besonders  hervorgehoben  werden  mufs. 
Die  grofsten  vernachlässigten  Glieder^  welche  die  Ordnung  n^  bezw. 
k*  haben ;  sind  jedenfalls  ganz  unerheblich.  Durch  die  Integration 
aber  wird  die  Konvergenz  der  Reihe  noch  verstärkt. 

Integriert  man  von  l^  bis  l^  und  nennt  den  Längenunterschied 
von  Pi  bis  Pj  Li,i,  so  folgt  unter  Zusammenziehung  der  in  sin  2^^ 
und  sin  2q)^,  sowie  der  in  sin  4q>i  und  sin  4<p^  multiplizierten  Glieder 
(vergL  auch  Fig.  18  und  19  S.  225): 

\—'-^kiCos2q)Bm^q)'{-  -g-Ä'  cos  4^  sin  2-^y  +  ..] 

Li,%  =  ig  —  ?i         ^X  =  X^  —  Xi 

9  =  Y  (9^1  +  9«)  ^q>  =  q>i  —  q>i. 

Wenn  wir  die  Abplattung  ü  einfahren^  so  läfst  sich  der  Koef- 
ficient  von  Jq>  noch  in  eine  für  kleine  Entfernungen  vorteilhafte 
Gestalt  bringen.    Nach  S.  37  ist 

e*  =  4n  :  (1  +  w)*  =  2fl  :  (1  +  n) 

und  hiermit  hat  man  für  den  Koefficienten  von  J<p  in  (14)^  ebenso 
genau  wie  bisher,  die  Formel: 

=  «  co8^„  (l  -  4- 1,  -  lif  +  \  ak,  +  ■).  (15) 

Sobald  man  aber  Glieder  der  Ordnung  k^   in  der  Parenthese  rechter 


(14) 
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Hand  y ernachlässigen  kann^  geht  der  Koefficient  in  die  einfacha 
Form  ü  cos  /J^  (1  —  y  Jc^)  über. 

Die  Formel  (14)  giebt  selbst  für  eine  die  ganze  Erde  umkreisende 
Linie  kaum  eine  geringe  Unsicherheit  in  den  Hunderttausendstelsekun- 
den von  Li,2y  wie  man  leicht  unter  der  jedenfalls  annähernd  zu- 
treffenden Annahme  findet,  dafs  der  Koefficient  von  ^dg)  noch  nicht 
um  n*  fehlerhaft  sei. 

§  9.  Zusammenstellung  der  Formeln  zur  Übertragrang  der 
geograpUschen  Breite  und  Länge  mittelst  einer  geodätischen 
Linie  Ton  bekannter  Länge  und  mit  bekanntem  Anfangsazimut. 

Die  horizontale  Entfernung  P^P2'^  s  kann  beliebig  grofs  sein. 

Zunächst  ist,  falls  nicht  die  Dimensionen  des  Erdellipsoids  nach 
Bessel  zur  Anwendung  gelangen,  zu  berechnen: 

c«  =  2a- a*      yi  —  €*  =  1  -  a 


^  1/1  -  e* 


K  =  a,yi^e', 


N. 


//\    - 


Ai 


West 


Ost. 


Süd. 

Fig.  20.    EUipsoid.  Fig.  Sl.    KngeL 

Die  geographische  Breite  von  P^  sei  JB, ,  so  ist  nun  die  reduzierte 
Breite  ßi  mittelst  der  Formel  aufzusuchen: 

tan  ft  =  yr^^  tan  B, ;  log  YT^^^  —  9,9985458.202  —  10 .  (1) 
Die  Anwendung  dieser  Formel  von  S.  40  erscheint  hier  am  ge- 
eignetsten, da  tan  ß^  sofort  gebraucht  wird.  Es  ist  nämlich  dem- 
nächst das  sphärische  Dreieck  9t)9o)''i  (^^S-  ^^)  aufzulösen,  wozu 
die  Formeln  (1)  S.  76  (för  A  =  90®  u.  s.  f.)  dienen: 

sin  ß^  cos  g?,  —  sin  ß^ 

sin  ß^  sin  g)^  «»  cos  ßi  cos  «i.»  [  (2) 

cos  ß^  »=  cos  ßi  sin  «1.2 
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cos  ßi  COS  A|  SS  cos  ffi  cos  /)q    I 
cos  ßi  sin  A^  «=  sin  g?^ .  j 


(3) 


Die  Auflösung  der  Formeln  (2)  und  (3)  ist  eine  möglichst  scharfe 
und  auch  ganz  bestimmte^  insofern  wir  wie  bisher  ß^  positiv  nehmen. 

Es  ist  nunmehr  zu  berechnen  nach  S.  227  (1)  und  (2);  sowie 
nach  S.  224  (2)  und  S.  228  (5): 


tan  E  =  "j/d  sin  ß^        log  /d  =  8,9136593.9- 10 
log  Ä-i  =  2  logtan  ^  E ; 


(4) 


Ja 

in  Sek. 


1  +  T*? 


(5) 


log  -i-_j! 21og  cos  |-  -  l  Mh^  + 

log(~ilf)=    6,73469 

^*         '  niBiiili.d«r7.I>eo. 

log  p"  =  5,3144251.332 
log  -^  =  8,5112358.493-10. 


Hierauf  ist  nach  den  Formeln  (9)  u.  (10)  S.  226  u.  227  weiter  zu 
berechnen : 


2«,  «=  2^,  +  a'\  sin  2yi-4-?"*i'iii>4». 

inSsk.       inS.k. 

log  p"  =  5,31443 


(6) 


wobei  es  ausreicht,  2  tf^  auf  Hundertstelsekunden  anzugeben,  wenn  man 
weiterhin  nur  noch  Hundertausendstelsekunden  in  Rechnung  ziehen 
will;  femer,  mit  Rücksicht  auf  (6)  S.  228: 

J9  =  ^tf  +  %  cos2a  sinz/a  +  4cos4(T  sin2  J6  +  « co«6a  «ins^o-i-. 

inSek.      in  Sek. 

26  =  2(^1  +  z/<y 


log3l=log(-p")+logÄ;,-,>v+... 
=5,3144251.3« +logÄ;. -16,888]  V+-- 

log«  =log  (I  p"V+-)  -  5,11031  +  21ogÄi  +  • 

log««log(-^j"t,>+.-)=i6,096«+Slog*,  +  .... 


(7) 
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(8) 
(9) 


Hiermit  erhält  man    q>2  =  ^^  -{-  ^(p  und  nunmehr   durch  Auf- 
lösung des  rechtwinkligen  Dreiecks  1il|lo|l^  nach  den  Formeln 

sin  ft  =  +  sin  /Jq  cos  q>^ 
cos  ^2  cos  «2.1  =  —  sin  ß^  sin  q)^ 
cos  /Sg  sin  «8.1  =  —  cos  ß^ 

cos  ß^  cos  ^2  =  cos  (p2  cos  ß^ 

cos  ß^  sin  ^2  »»  sin  (p^ 

ß^,  «2.1  und  Aj.  Diese  Formeln  gehen  aus  (2)  und  (3)  durch  Ver- 
tauschung von  /Jj,  «1.2  und  X^  mit  ß^  bezw.  «».i  —  180®  und  X^  hervor. 
(«2.1  ist  das  Azimut  der  Linie  PjPj  in  Pg,  vergl.  Fig.  20  und  21.) 
Da  cos  ß^  positiv  sein  mufS;  so  ist  die  Auflösung  von  (8)  und  (9) 
ganz  bestimmt. 

Aus  ß^  folgt  nunmehr  die  geographische  Breite  für  Punkt  P^ 
mittelst  der  Formel 


tan  Po  =  --zz^zz  -  tan  /S, , 


log  -_^=-  =  0,0014541.798,    (10) 

wozu  tan  ß^  bereits  aus  (8)  bekannt  ist 

Zur  Berechnung  des  geographischen  Längenunterschieds  Z1.2 
haben  die  Formeln  (3)  und  (9)  bereits  X^  und  X2  gegeben.  Man  hat 
nun  weiter  nach  (14)  und  (15)  S.  231:  ^ 

Xi. 25=^^2  —  ^1 — COS^o  {3l'2^9>+Ä'cOs29)sin^9)-f-«'coB49)Bln2^9-f ...} ' 
in  Sek.  in  Sek.  in  Sek. 

29?  =  9?i  -f  92 

logX«loga-iitf  (l-ya)Ä,  -|Afv+... 


=  7,5241069.0—10  -  [6,33603]Ä*i  -  ce,2i2]*.»+  • 

fflr£inh.d.7.Doo. 


(U) 


logr-=  log(-  \  Q'e%  +  •• .)  =  2,53678n+ logi-,  -f ... 

^"^^'^  ih  c'"''*^'+")  =  *»»«* + «iog*.+--  • .  *) 

Wenn  man  nicht  mit  Bessds  ü  rechnet,  so  ändern  sich  in  den 
(11)   auch   die   für  log  ü'  und  log  C    angegebenen   Zahlen   etwas, 

streng   genommen   aufserdem    der   Koefficient    -  M  (l  "■  v^)  ^^^  ^1 

in  log  X.  Jedoch  vnrd  man  diesen  meist  beibehalten  können.  Die 
Änderung  für  log  t>  und  log  C  ermittelt  sich  mit  Rücksicht  darauf, 
dafs  jetzt  darin  log  e*  =  7,82441—10  gesetzt  ist. 

*)  Behufs   teilwßiser  Benutzung   der  Bechnung  von  (7)  setze  man   in   der 
1.  Formel  (11): 

|-i-|  =  XJfp  +  Ä'co8  2cj  sin^a  +.3^co8  4ff  8in2^a  -\ 
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Bei  der  Entwicklung  vorstehender  Formeln  ist  «1.2  <  180®  voraus- 
gesetzt;  damit  die  horizontale  Entfernung  s  positiv  werde.  Man  darf 
sich  der  Formeln  aber  ohne  weiteres  für  jeden  Wert  von  «1.2  bedienen 
und  doch  s  immer  positiv  setzen.  Da  nun  aber  für  ai.2>  180®  cos/S^ 
negativ  wird,  was  nach  der  ursprünglichen  geometrischen  Bedeutung 
70D  ß^  als  geographische  Breite  ausgeschlossen  ist,  so  mufs  man  von 
dieser  Bedeutung  ganz  absehen,  und  es  ist  nachzuweisen,  dafs  die 
Formeln  als  solche  auch  für  cci  .2  >  180®  gelten. 

Sie  gelten  aber  jedenfalls,  wenn  gleichzeitig  ein  östliches  X  positiv, 
ein  südostliches  ai.2  positiv  und  q>  nach  Osten  hin  positiv  gerechnet 
werden.  Denn  dies  entspricht  Figuren,  die  zu  den  bisher  angewandten 
Figuren  16  bis  21  symmetrisch  auf  der  andern  Seite  des  Meridians 
von  Pq  liegen.  Bezeichnen  wir  nun  jene  Gröfsen  und  die  zugehörigen 
ß  mit  Strichen,  so  ist  u.  a.  aus  (2)  und  (3): 


sin  ßo  cos  q>\  =  sin  ß^i 
sin  ßi)  sin  q>i  =  cos  ß\  cos  «i  .2 
cos  ßlo  =  cos  j3i  sin  «i  .2 

cos  j3l  cos  X\  ==  cos  (p\  cos  ßfo 
cos  /Jl  sin  Ai  =  sin  yl. 

Da  aber  /3i  ==  ß^  und  ai.2  =  360®  —  ai.2  ist,  so  wird  hieraus: 

sin  ßlo  cos  q)[  =       sin  ß^ 
sin  ß^o  sin  q>'i  =       cos  ß^  cos  ai.2 
cos  /So  =  —  cos  ßi  sin  «1.2 

cos  ßi  cos  A'i  «s       cos  q)[  cos  ß^o 
cos  ßi  sin  A'i  =       sin  q)[. 

Setzen  wir  nun  anstatt  ßo  die  neue  Hilfsgröfse  %  —  ß^  und  anstatt 
A'i  die  Gröfse  180®  —  A^,  schreiben  femer  für  g?i  einfach  g?i,  so  folgt: 

sin  ß^  cos  g?i  =  sin  ß^ 
sin  ß^  sin  (p^  =  cos  ß^  cos  «1.2 
cos  /}q  =  cos  ß^  sin  «1.2 

cos  ß^  cos  A^  =  cos  9)1  cos  /So 
cos  /Jj  sin  Ai  ==  sin  tp^ . 

Diese  Formeln  stimmen  mit  den  (2)  und  (3)  überein.  Ebenso 
gelten  auch  die  (8)  und  (9)  wieder.  Auch  die  Formeln  (4)  bis  (7) 
behalten  ihre  Geltung,  da  sin  ß^  sich  nicht  ändert  und  9)'  »=  ^  ist. 

Was  endlich  den  Ausdruck  für  ii.2  nach  (11)  anbetriflFt,  so  nimmt 
die  mit  oberen   Indices  an  ^,  ^^   und  q>  geschriebene  rechte  Seite; 
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da  ^'5=  180^  —  A  und  cos  /Si=  —  cos  ß^  ist,  den  entgegengesetzten  Wert 
an.  Die  Formel  giebt  aber  den  ostlichen  Längenunterschied  Z/1.29 
welcher  gleich  dem  negativen  westlichen  liLngenunterschied  Li, 2  ist. 
Somit  bleibt  auch  diese  Formel  für  den  westlichen  Längenunterschied 
bestehen. 

§  10.  Abkürzung  der  Formeln.  In  den  meisten  Fällen  wird 
es  ausreichen,  in  vorstehenden  Formeln  die  klein  gedruckten  Glieder 
wegzulassen.  Es  erzeugt  dies  in  der  Position  von  P2  höchstens  Fehler, 
die  einer  Verschiebung  von  0,001  bis  0,002  Aquatorsekunden,  oder 
0,03  bis  0,06"*  entsprechen.  Für  kleine  Distanzen  ist  der  Fehler  aber 
erheblich  geringer. 

Betrachten  wir  in  dieser  Hinsicht  zunächst  die  Formeln  (7)  für 
^q>  und  berücksichtigen  auch  das  in  Formel  (6)  für  2^]  weggelassene 
Glied,  so  findet  sich  als  Einflufs  der  kleingedruckten  Glieder  der 
Betrag : 


9  \ 


1       .  .  .  9 

-  IJ sin2<ysin ^6  sin49i  -|-     ifcj  cos  2<y  sin  Jö 

29, 


48 


ÄJcos6<y  sin3z/<y . 


(1) 


Die  ungünstigste  Voraussetzung  ist,  dafs  die  3  Teile  hiervon  sich 
absolut  genommen  summieren.   Im  Maximum  giebt  dies,  t^  =  n  gesetzt: 

q'  Ig-  n«    d.  i.    0,0012". 

Der  wirkliche  Maximalwert  beträgt  etwas  weniger.  Ist  ^0  klein, 
so  können  wir  (pi  mit  ö  sowie  sin  ^(T  und  sin3z/<y  mit  ^0  bezw.  3^6 
vertauschen  und  erhalten  anstatt  (1) 

^  q'.Jc^J0  cos  2ö  (7  cos*  26  -  ^^),  (2) 

dessen  Maximalwert  nahezu  gleich  ist 

+  2Q'n^Jö        d.  i.         +  0,002"  Jö. 

Für  Jö  =  0,2  giebt  dies  nur  0,0004",  welcher  Betrag  einem  Fehler  in 
s  von  etwa  0,013"*  entspricht. 

Noch  besser  erkennt  man  die  Geringfügigkeit  von  (2),  wenn 
man  den  Einflufs  auf  log  z/g?  ermittelt.  Dieser  beträgt  ftir  den 
Maximalwert  0,002"  2^  (^  nur  4  Einheiten  der  9.  Decimalstelle,  da 
0,002  Jf:  p"  =  0,0000000.04  ist. 

Was  nun  die  kleingedruckten  Glieder  in  (11)  anlangt,  so  ist  deren 
Betrag  gleich 

g  (f'tih^  cos ß^  (3-^9?  —  cos 49  sin 22^9).  (3) 
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Setzt  man  f&r  k^  den  Näherungswert  n  sin^^o  und  beachtet ,  dafs  das 
Maximum  von  sin^/^^  cos^^  nahezu  0,3  beträgt,  so  folgt  als  gröfster 
Betrag  von  (3)  für  eine  die  Erde  umkreisende  Linie  0,0013".  Nimmt 
man  aber  /Jip  klein  an,  so  geht  (3)  über  in 

\  q" n»  sin*/3o  cos  /S^  -^ 9>  (3  —  2  cos  4 9)) .  (4) 

Der  Maximalwert  hiervon  ist  nahezu  gleich 

0,4p" w«^9)         d.  i.        0,0004" ^9 

und  dies  giebt  för  ^9)  =  0,2  nur  0,0001".  Der  Einflufs  der  klein- 
gedruckten Glieder  in  (11)  ist  also  geringer  als  wie  in  (7). 

Nächstdem  wird  Z1.2  noch  von  den  Vernachlässigungen  in  9? 
und  ^9  beeinflufst,  jedoch  nur  in  dem  Gliede  X^  in  merklicher 
Weise  und  zwar  in  dem  Mafse,  wie  sich  bei  sphärischer  Beziehung 
ein  kleiner  Fehler  in  der  Distanz  auf  geographische  Länge  überträgt 

Die  sphärische  Rechnung  kann  för  mäfsige  Werte  der  Distanz 
5  in  der  Weise  modificiert  werden,  dafs  man  nicht  9,  und  k^  mittelst 
der  Auf  losung  des  rechtwinkligen  Dreiecks  )t|lo|l2  sucht  und  daraus 
/Ifp  und  Jk  ableitet,  sondern  diese  direkt  durch  Auflösung  des 
schiefwinkligen  Dreiecks  )t|l]|l2  bestinimt.  Man  erspart  dann  eine 
Decimale  der  Logarithmen.  Die  hierzu  erforderlichen  Formeln  gehen 
aus  den  (9)  8.  126  hervor,  wenn  anstatt  B  und  6  gesetzt  wird  ß 
bezw.  <|p.  Sie  hierher  zu  stellen,  scheint  überflüssig,  da  wir  weiter- 
hin für  den  Fall  kleiner  s  besondere  Formeln  entwickeln  werden,  die 
oben  gegebenen  Formeln  aber  geographische  Breite  und  Länge  bei 
Anwendung  Szifiriger  Logarithmen  auch  schon  bis  auf  0,002"  genau 
und  bei  Anwendung  7ziffi:iger  Logarithmen  mit  Ansetzen  der  8.  Stelle 
aus  den  Proportionalteilen  meistens  in  den  Hundertstelsekunden  richtig 
ergeben. 

Es  mag  hier  aber  noch  eine  Formel  für  z/A  =  Ag  —  X^  Platz  finden, 
die  bei  kleinen  s  in  der  Regel  zur  Kontrolle  dienen  kann. 

Das  schiefwinklige  Dreieck  H  |I|  fl^  giebt '  nämlich  nach  dem 
Sinussatz  sofort: 


8ina, 


1.2  .        oiii«2   1 


sin  ^A  =  sin  d^  -^^^ sin  ^(p  -^-^,  (5) 

welche  Formel  nur  für  Lagen  von  s  nahe  dem  Pole  unbrauchbar  wird. 
Zur  Erleichterung  der  Rechnung  können  die  als  Funktionen  von 
\  auftretenden  Koefficienten  31,  31'  u.  s.  f.  in  Tafeln  gebracht  wer- 
den. Als  Argument  würde  dabei  log  tan  E  zu  nehmen  sein.  Diese 
Tafeln  würden  nicht  nur  für  Bessels  Dimensionen  des  Erdellipsoids, 
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sondern  för  jede  Werte  derselben  brauchbar  sein,  wenn  bei  den 
Logarithmen  von  31',  Ä'  und  C  bezw.  loga  und  löge*  abgetrennt 
werden.  Für  das  aufserdem  in  log  31'  vorkommende  kleine  Glied  ük^ 
reicht  ein  konstanter  Wert  von  ü  jedenfalls  aus,  da  sein  Maximal- 
betrag nur  0,0004"  2^  9?  ist  (z/g?  als  Arcus  genommen). 

Indes  ist  auch  ohne  Tafeln  die  Rechnung  verhältnismäfsig  bequem. 

Sehr  bequeme  Tafeln  finden  sich  bei  Älhrecht  S.  207  u.  ff.  Dieselben  geben 
die  Eoefficienten  der  von  Bessel  1826  aufgestellten  Formeln  (vergl.  Engel- 
mann^  Äbhdlgn.  von  Bessel^  Bd.  3  S.  6  u.  ff.)  und  zwar  zum  Teil  in  engerem 
Intervall  des  Arguments  als  die  ursprünglichen  Bessehchen  Tafeln.  Diese 
Tafeln  gelten  für  jede  beliebige  Abplattung. 

Bessels  Formeln  unterscheiden  sich  von  den  oben  mitgeteilten  haupt- 
sächlich in  zwei  Beziehungen.  Einesteils  darin,  dals  Jtp  durch  successive 
Annäherung  aus  Formel  (9)  S.  223  abgeleitet  wird,  andernteils  in  der 
Bildung  der  Eoefficienten  der  Reihe  für  L^  2^  Für  diese  haben  wir  eine 
weniger  künstliche  Ableitung  gegeben. 

Wenn  es  sich  um  groise  Distanzen  oder  um  grofse  BechnungsscUbfe 
handelt,  dürfte  die  Rechnung  nach  unsem  Formeln  derjenigen  nach  Bessel 
vorzuziehen  sein,  weil  dann  seine  Tafeln  nicht  ausreichen.  Für  mSXsige 
Distanzen  jedoch  und  0,001"  Schärfe  ist  unter  Anwendung  seiner  Tafeln 
die  Rechnung  sehr  bequem.  Die  indirekte  Ermittlung  von  J(p  ist  hier 
nicht  nur  nicht  unbequemer  als  die  direkte  mittelst  Ja  (denn  die  2.  Au- 
^näherung  führt  schon  zum  Ziele),  sondern  bietet  auch  den  Vorteil,  daik 
dabei  für  die  Berechnung  von  L^^  bereits  einige  Logarithmen  (nämlich 
für  sin  ^9  u.  s.  f.)  bekannt  "werden. 

Hansen  gab  1866  in  seinen  Geodätischen  üntersiichungen  (Abh.  der  math.- 
phys.  Elasse  der  Egl.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Leipzig,  Bd.  8)  eine  sehr 
eingehende  Bearbeitung  des  Problems,  die  jedoch  wenigstens  für  beliebige 
grofse  Distanzen  immer  noch  eine  indirekte  Rechnung  von  J(p  erfordert  und 
in  der  Entwicklung  von  L^  ^  vielleicht  nicht  ganz  glücklich  gewählt  isl 

In  ersterer  Beziehung  ist  es  wesentlich,  nicht  voib  einer  Formel  fSr 
P^P^  =  8,  sondern  von  einer  solchen  für  pQpy  also  von  der  vom  Scheitel 
der  geodätischen  Linie  abgerechneten  Distanz  auszugehen.  Durch  Beachtung 
diese»  Umstandes  ist  es  gelungen,  eine  direkte  Formel  für  ^9  zu  erhalten. 

Unsere  Formeln  schliefsen  sich  insofern  und  in  Betreff  der  Einführung 
von  a  im  Ausdruck  für  L^  ^  ^'^  diejenigen  von  Winterherg  an,  die  in 
Bd.  89  der  Astronom.  Nachr,  Nr.  2119  u.  2120  gegeben  sind.  Nur  läfst 
Winterberg  alle  Glieder  weg,  welche  den  hier  klein  gedruckten  entsprechen. 
Der  genannte  Autor  fufst  seinerseits  auf  den  von  Jcicobi  mit  Hilfe  der 
elliptischen  Funktionen  gegebenen  Reihenentwicklungen  (CreUes  Journal 
Bd.  53;  Astronom.  Nachr.  Bd.  41,  Nr.  974  u.  1006). 

Abgesehen  von  der  interessanten  Lösung  der  Aufgabe,  welche  Jacchi 
mittelst  Thetafuuktionen  in  geschlossener  Form  gab,  ist  es  aber  nicht  not- 
wendig (wie  unsere  Entwicklungen  zeigen)  über  die  Elemente  der  Analysis 
hinauszugehen,  um  zu  den  Resultaten  in  Reihenform  zu  gelangen.  Denn 
die  Endresultate  enthalten  nur  Reihen,  die  nach  Vielfachen  von  tp  und  «r, 
zwei  ganz  elementar  zu  erlangenden  Funktionen,  fortschreiten.    Die  ein- 
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sige  Reminiscenz  an  die  ellipÜBohen  Funktionen  ist  bei  Winterberg  ein  in 
den  KoefEoienien  auftretender  Modul  q^  für  welchen,  abgesehen  von  Gliedern 
der  Ordnung  q^  und  höher,  die  Relation  besteht: 

==  i_  \^  Vi  —  ^'        1_  /*!    I    *^'    I   21**   I        \ 
^  "   2   ;_^  ^—    ^,  ="  T  U  +  ¥  +  -256  +"7  • 

Die  Vergleichung  mit  S.  221  (1)  seigt,  daüs  4g  und  ki  nur  um  ^i^k^  von 
einander  abweichen,  mithin  um  eine  Grdfse,  die  nicht  mehr  von  Bedeutung 
ist.    Setzt  man  in  unseren  Formeln 

k,  «42-163»  +  ..., 

so  wird  man  einerseits  keine  Verstärkung  der  Konvergenz  der  Eoefficienten- 
reihen  bemerken,  während  andrerseits  die  Formeln  mit  denen  von  Winter- 
berg  gegebenen  bei  Vernachlässigung  von  q^  identisch  werden  (abgesehen 
von  hierbei  unwesentlichen  Modifikationen,  die  uns  in  anderer  Beziehung 
wünschenswert  schienen).  Man  vergleiche  unsere  ausführlichere  Darlegung 
in  den  Astronom,  Nachr.   Bd.  94,  Nr.  2262,  S.  814;  1879. 

Hansen  führte  in  seinen  Reihenentwicklungen  ebenfalls  q  ein,  während 
Bessel  k^  benutzte  (von  ihm  e  genannt). 

Wir  erwähnen  noch  die  Bearbeitung  des  Problems  durch  Baeyer  (vergl.  Bas 
Messen  auf  der  sphäroidiscken  Erdoberfläche,  Berlin  1862  S.  62  u.  ff.  und 
besonders  das  3.  Heft  der  als  Manuskript  gedruckten  Wissenschaftlichen 
Begründung  der  Bechnungsmethoden  des  Zentralbureaus  der  Europäischen 
Gradmessung,  mit  Tafeln).  Die  Ausdrücke  Baeyers  für  s  und  L^  2 
setzen  sich  aus  der  Differenz  je  zweier  Reihen  zusammen,  die  für  s  nach 
Potenzen  von  sin'ft  bezw.  sin^ft,  für  L^  ^  ^^^^  denen  von  cos'ft  bezw. 
cos'^,  fortschreiten.  Die  Tafeln  geben  die  Koefficienten  nicht  in  loga- 
rithmischer Form  und  sind  nur  brauchbar  für  Bessels  Excentricität  des 
Erdellipsoids.  Eine  direkte  Berechnung  der  Koefficienten  (oder  ihrer 
Logarithmen)  dürfte  weniger  bequem  sein,  wie  bei  den  andern  erwähnten 
Losungen.  Es  gilt  die  Lösung  aber  auch  wie  bei  den  andern  Autoren 
ohne  Rücksicht  auf  die  GrOfse  von  s. 

In  mehrerer  Beziehung  interessant  ist  die  Schrift:  Die  Kürzeste  auf  dem 
Erdsphäroid  von  Badhoven  von  Eckt,  1866.  Hier  wird  direkt  mit  der 
geographischen  Breite  gerechnet,  anstatt  mit  der  reduzierten,  worin  wir 
aber  keinen  Vorteil  erblicken  können,  da  die  Reihenkonvergenz  abnimmt, 
wie  für  die  lineare  Länge  im  speziellen  Falle  des  Meridianbogens  schon 
gezeigt  worden  ist,  und  da  im  übrigen  die  Rechnung  nicht  einfacher  wird. 
Verfasser  untersucht  namentlich  auch  den  Lauf  der  geodätischen  Linie, 
auf  welchen  wir  in  einem  der  nächsten  Kapitel  eingehen.      % 

Zuerst  wohl  hat  Legendre  die  geodätische  Linie  zur  Übertragung  geo- 
graphischer Koordinaten  benutzt^  und  zwar  gab  er  1806  i^  einer  Abhandlung 
in  den  Memoiren  der  franz.  Akademie  sowohl  allgemein  gültige  Formeln 
wie  Reihen  für  kurze  Distanzen  (nach  Trepied,  vergl.  weiterhin  das  6.  Kap.). 
Dagegen  benutzt  er  noch  1799  S.  14  u.  ff.  des  Werkes:  Delambre,  Meihodes 
andlytiques  pour  la  I>e'terminati<m  d'un  Are  du  Meridien  für  letzteren 
Zweck  sphärische  Distanzen.  Die  Einführung  der  Hilfsgröfse  9  wird  all- 
gemein Legendre  zugeschrieben  unter  Hinweis  auf  seine  TMorie  des 
fonctians  dUptiques,  1826. 
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Nach  Soldner  (Die  bayerische  Landesvermessung.  1873;  S.  538)  haben 
schon  Euter  {Mim,  de  VAc.  de  Berlin  1763)  und  du  S4jour  vorgeschlagen, 
die  terrestrischen  Distanzen  als  kürzeste  Linien  zu  betrachten,  und  dem> 
gemäTd  die  Übertragung  geographischer  Koordinaten  durchgeführt 

Nach  Todhunter,  History  of  Ättraction  etc,  Bd.  1;  S.  83  u.  118,  hat  auch 
schon  Clairaut  in  den  Memoiren  der  Pariser  Akademie  fflr  1733  (publiziert 
1735)  die  geodätische  Linie  auf  Rotationsflächen  behandelt  und  zwar  aus- 
gehend von  ihrer  (weiterhin  zu  betrachtenden)  Eigenschaft  als  kürzeste  Linie. 
Er  fand,  dafs  für  jeden  Punkt  der  Abstand  von  der  Rotationsaze  mal  sin  a 
(d.  i.  beim  ElHpsoid  cos  ß  sin  a,  S.  215)  eine  Konstante  ist  und  bemerkt, 
dafs  die  Linie  nur  auf  der  Kugel  eine  ebene  Kurve  wird.  Zu  dieser  Unter- 
suchung wurde  er  durch  Cassinis  Vorgehen  (vergl.  jene  Memoiren  f.  1734), 
Dreieckspunkte  durch  Perpendikel  auf  einen  Hauptmeridian  zu  beziehen, 
yeranlafst,  und  wies  nach,  dafs  diese  Perpendikel  streng  genommen  kürzeste 
Linien  seien. 

§  11.  Zahlenbeispiel  lY.  Wir  wählen  ein  Beispiel,  das  von 
Baeyer  (Rechnungsmethoden,  3.  Heft  ä.  22)  scharf  berechnet  ist 
und  auch  von  Winterberg,  Hansen  und  Albrecht  behandelt  wurde. 
Gegeben : 

B,  =  55<>  45'      log  s  =  7,1495432.083      a, .2  =  83<»  23'  51,200". 

Die  Formeln  des  §  9  S.  232  u.  ff.  geben  nun  der  Reihe  nach*): 

log  tan  JB,  =  0,1669321.238 

9,9985458.202  ~  10 

log  tan  ß,  =  0,1654779.440 
log  sin  ft  =  9,9168283.498  —  10     log  sin  «1.2  «-  9,9971101.048  -  10 
log  cos  /S,  =  9,7513504.058  —  10     log  cos  «1.2  =  9,0606205.339  —  10 

sin  ß^  cos  q),  =  [9,9168283.498  —  10] 
sin  /So  sin  q>i  =«  [8,8119709.397  —  10] 
cos  /Jo  =  [9,7484605.106  -  10]  i 

cos  ß^  cos  Aj  ==  [9,7471248.284  ~  10] 
cos  /Ji  sin  kl  =  [8,8938069.077  —  10] 

Hiernach  ist 

log  tan  <pi  =  8,8951425.899  —  10    und    9,  =  4«  29'  28,76702" 

log  sin  w,  =^  8,8938069.077  —  10  ) 

log  cos  ;;  =  9;9a86643.178  -  10  )  '"«  «'"  ^^  =  9,9181640.320  -  10, 

log  cos  ^  =  9,9957744.226  "  10  j  .  ,^  46,75088". 

log  sin  A,  =  9,1424565.019  -  10  j    * 

*)  Zur  Vergleichnng  mit  der  Rechnung  nach  anderen  Formeln  sind  alle  Zahlen 
angesetzt,  die  im  Verlaufe  der  Rechnung  entstehen,  abgesehen  von  denen  für  die 
Interpolation  der  Logarithmen  und  solchen ,  die  im  Kopfe  behalten  werden  kOnnen. 
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log  sin  ß^  und  log  cos  ß^,   ebenso  wie   log  cos  Aj   und   log  sin  1,   ge- 
hören innerhalb  der  Genauigkeit  der  Tafeln  zu  demselben  Winkel. 
Zur  Berechnung  von  ki  und  ^6  ist  weiter: 

log  Yd       =  8,9136593.9  -  10 

log  sin  /J„   =  9,9181640.3  -  10 

log  tan  i?  =  8,8318234.2  -  10 

log  tan  ^  =  8,5302938.5  —  10 
log  *!  =  7,0605877.0  -  10; 
log  s     =  7,1495432.083 
log  f-  =  8,5112358.493  —  10 

( 21og  cos  f  =  9,9995009.748  —  10 


.£=3»  53'   2,429" 

JE 

i 


1   56  31,2145 


( log  (-5-J|f)=  6,73469 
Ulog*!     ■=4,12118-  10 
Summa  =  0,85587 

num.  =  7.176 


Summa  =  5,6602800.324 

log  2ta  =  5,6602793.148 

in  Sek. 

Ja  =  457382,25862"  =  127»  3'  2,25862' 
Die  Berechnung  von  2tfi  ergiebt: 

log  q"  =  5,31443  I  ^°8  (-  8  ^")  =  4,41 1 

log  Äj  =  7,06059  -  10 
log  sin  29?!  =  9,19350  —  10 


21og  h^  =  4,121  -  10 

log  sin  49i     =  9,489  —  10 


Summa  =  8,021,  — 10 


Summa  <»  1,56852 

29,  =  8»  58'  57,534 

[1,56852]  =       -f  37,027 

[8,021,  —  10]  =       -    0,010 

Hieraas  hat  man  folgende  Rechnung  fQr  Jtp  und  9),: 

log(-p")  =  5,3144251.3, 


201 
20 


&>  59'  34,551" 
136     2  36,810. 


log  {^Mj  =  6,388 
21og  ij  =  4,121  -  10 
Summa  =  0,509 

[log(|9")  =  5,110 
Ulog^i     =4,121-10 
log  Ü  =  9,231  -  10 


log  Ä,         =  7,0605877.0  -  10 
-  [0.509]  =  -  3.2 


log  7i  =  2,3750125.1« 

f  log  (- 

29       „\ 

=  5,096, 

31ogÄ;i 

=  1,182  - 

-10 

löge 

»  hsh.  Qeod«ü«. 

=  6,278,- 

16 

-  10 

D 
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log  31  =  2,3750125.1, 
log  cos  2tf  =  9,8572526.9«  — 10 
log  sin  Ja  =  9,9020591.7  —10 


log«  =9,231  —10 

log  cos  Ao  =  8,561  —  10 

log  sin  2 z/ff  =  9,983»  —  10 


Summa  =  2,1343243.7  Summa  =  7,775»  —  10 

log«  — 6,278»-  10 

log  cos  6ff  =  9,825  —  10 

log  sin  3.Jff=.  9,557  —  10 

Summa  =  5,660«—  10 

J«  =  127«  3'  2,25862" 
[2,1343243.7]  =+     2  ie;24620 
[7,775«  -  10]  =  -  596 

l  [5,660»  -  10]  =  —  5 


J<p  =  127«  5'  18,49881" 
=  457518,49881". 

Zur  numerischen  Prüfung  der  Formeln  wurde  (z/y  —  Jo)  auch 
nach  Formel  (9)  S.  223  berechnet  Es  fand  sich  hierbei  derselbe 
Wert  wie  vorher,  nämlich: 

2'  16,24140"  —  0,00122"  +  0,00000"  =  2'  16,24018". 

Man  hat  nun  weiter 
^^j  9,  =  131»  34'  47,26583" 

log  sin  9,  =  9,8739202.704  —  10,    log  cos  g>,  =  9,8219472.649»  —  10. 

Ferner: 

sin  ft  =  [9,7401112.969»-  10] 

cos  /3j  cos  «2.1  =  [9,7920843.024,  —  10] 

cos  /Jj  sin  a,.i  =  [9,7484605.106«—  10] 

cos  ft  cos  Aj    =  [9,5704077.755»  —  10] 

cos  ßi  sin  Aj     =  [9,8739202.704  —  10] 

Damit  wird: 

log  tan  «,.,  =  9,9563762.082  —  10     a«.i  =  222»   7'  37,98543" 
log  tan  A,    =  0,3035124.949,  X^  =  116''26'    3,37617" 

log  sin  «2.1  =  9,8265794.683»  — 10     log  sin  A,  =  9,9520392.280  —10 

log  cos  «2 . 1  =  9,8702032.601»  — 10     log  cos  A,  =  9,6485267.332»  — 10, 

und  hieraus  folgt  mittelst  obiger  Gleichungen 
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log  cos  jS,  =  9,9218810.423  —  10 , 

dreimal  übereinstimmend  and  einmal  mit  4  anstatt  3  in  der  10.  Deci- 
malstelle.  Dieser  Wert  für  log  cos  ßf  gehört  innerhalb  der  Genauigkeit 
der  Tafeln  demselben  ß^  an,  wie  der  oben  angegebene  log  sin  ß^. 

Es  ist  weiter: 
i  log  tan  ft  =  9,8182302.546,  -  10 


—  log^l  —  e*  =  0,0014541.798 

log  tan  Bg  =  9,8196844.344,^^10;    £,  =  -  33»  26'  0,00002". 

Man  hat  endlich  noch  zur  Berechnung  von  Lt.»: 
^A  =  A,  -  Ai  =  108"  27'  16,62534". 


Ferner: 


log  {4-  -»f  (l  -  Y  «  )}  •=  6,33603 

log  *!  =  7,06059  —  10 


log(|M)=  6,212 

2  log*,      —4,121  —  10 


Summa  ==  3,39662                   Summa  =  0,333 

.             log  a  =  7,5241069.0  -  10 

-  [3,39662]  -=     -  2492.4 
-[0,333]     =     -        2.2 

log  X  =  7,5238574.4  —  10 

log(- 

- 1  9"<»)  =  2,53678«                  ( log(^ q"^)  -  1,935 

log  *,  =  7,06059  — 10         1           21og  h^  =  4,121  - 

-10 

log  r  =  9,59737»  - 10                      log  «'  =  6,056  - 

•  10 

1  log  cos  /Jo  =  9,7484605.1  -  10 

log  %'    =  7,5238574.4  -  10 

log  ^9  =  5,6604086.6 

Summa  =  2,9327266.1 


log  cos  /Jo   =  9,74846  —  10 

logr         «=9,59737«-  10 

log  cos  2g>  =  9,85745»  —  10 

l  log  sin  ^^9=  9,90184  —  10 

Summa  =  9,10512  —  10 


log  cos /So  =  9,748  —  10 

log  r      =  6,056  —  10 

log  cos  4  9   =8,572  —  10 

log  sin  2  ^  9  =  9,983«  --  10 


Summa  =  4,36«  —  10 

16* 
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Es  ist  daher  für  Xi.»: 

Ag  —  A,  =  108«  27'  16,62534" 
-  [2,9327266.1]  =  -     14  16,49848 

-  [9,10512  —  10]  = 0,12739 

+  [4,36  -  10]  =       *  0 


=  9,9770715.292  —  10 


ii.2  =  108»  12'  59,99947". 

Die  Berechnung  von  Jk  aas  der  1.  Gleichung  (5)  S.  237  giebt 
9,9018424.667  -  10 
log  sin  z/A  =     9,9971101.048  —  10 
0,0781189.577 

mit  ^l  =  108«  27'  16,6254".  Die  Bestimmung  ist  aus  leicht  ersicht- 
lichem Grunde  nicht  sehr  scharf  und  auf  0,0001"  unsicher.  Übrigens 
pafst  der  Wert  gut  mit  dem  oben  gefundenen.     Die 

«,.,=,    222«  7' 37,98543"    »7,98«" 

Resultate:       5,=  — 33«26'    0,00002"     o,ooo' 

Li.t=    108«  12' 59,99947"    «0.000 " 

stimmen  mit  den  neben  angeschriebenen  Ei^ebnissen  von  Baeyers 
Rechnung,  bei  welcher  zwar  zehuziffirige  Logarithmen  benutzt,  aber 
die  Ergebnisse  der  logarithmischen  Rechnung  nur  bis  zu  den  Tausendstel- 
sekunden incl.  angeschrieben  sind,  völlig  flberein,  soweit  dies  er- 
wartet werden  kann.  Baeyers  wie  auch  Bessds  Tafeln  genügen  im 
vorliegenden  Falle  wegen  der  Grofse  von  s  nicht  zu  einer  Genauigkeit 
auf  Hunderttausendstelsekunden;  nun  gestatten  allerdings  die  Formeln 
beider  jede  wünschenswerte  Genauigkeit  zu  erreichen,  aber  die  direkte 
Berechnung  der  Eoefficienten  ist,  wie  bemerkt,  mühsamer  als  oben. 

§  12.    Zahlenbeispiel  I.    Gegeben: 

5,  =  52«  30'  16,7"       s  ^  529979,5784'"      ai.«  =  239«  33'  0,68921". 

S.  43  ist  bereits  ß^  berechnet,   sodafs  wir  es  hier  nicht  noch- 
mals aus  der  Tangente  zu  berechnen  brauchen: 

|3,==  52«  24' 43,01137". 

log  sin  /Sj  =  9,8989537.053  —  10    log  sin  01.«  =  9,9355442.631,  —  10 

log  cos /Ji  =  9,7853155.518  —  10    log  cosai.s  =  9,7048223.603«  -  10. 

Die  Formeln  S.  232  u.  ff.  geben  nun: 

sin  /?„  cos  (pi  =  [9,8989537.053  —  10] 
sin  /Jo  sin  9,  =  [9,4901379.121»—  10] 
cos  /J«  =  [9,7208598. 149«  —  10] . 
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Hieraus  folgt: 

log  tan  f>,  =  9,591 1842.068«  -  10      9,  =  —  2 1»  1 8'  40,05 148" 
logsinf»,  =  9,5604233.251,—  10      log  cos  9,  =  9,9692391.183  —  10 
log  sin  /So  =  9,9297145.870  —  10. 
Ferner  ist: 

cos  ^1  cos  A,  =  [9,6900989.332,-  10] 
cos  ft  sin  A,  =  [9,5604233.251,  -  10] 
und  hiernach: 


log  cos  A,  =  9,9047833.814,—  10 
log  sin  Aj  =  9,7751077.733,-  10 

Es  ist  nun  weiter: 


}  A,  =  2160  34'  13^42302". 


log  ys  -=  8,9136593.9  -  10 
log  sin  /Jo  =  9,9297145.9  -  10 

log  tan  ^  =  8,8433739.8  -  10  £  =  3«  59'  18,097" 

log  tan  ^  =  8,5418171    —  10  ^  =  ^"  ^^'  39,0485" 
log  kl  =  7,0836342  —  10 

log  s  =  5,7242591.353  j  log  (  ^  3f)  =  6,73469 

log  1-  =  8,5112358.493 -10  j^,^^,^      ==4,16727-10 


E 


21og  cos  ^  =  9,9994737.942  -  10  Summa  =  0,90196 


Summa  =  4,2349687.788  num.  =  7.979 

log  J6  =  4,2349679.809 

in  Sek. 

z/<y  =  17177,81736"  —  4«  46'  17,81736". 
Die  Berechnung  von  26^  giebt: 

(2q>, 42<>  37'  20,10" 
q'\  sin  29i  =  —  2  49,34 

—  g- Q"k\  sin4 9i  =  +  0,04 

"7  2tf^  ~  42M0~~9,4Ö^ 

2tf  =  ^  37  53  51,58. 
Die  Berechnung  von  Jq)  giebt: 
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log  sin  Ja    =  8,9200407  —  10 

logco8  2tf     =9,8971371  -10 

log  sin  2^tf  =  9,21959  —  10 

log  cos  4  tf     =9,38985  —10 

log  sin  3^tf  =  9,393  —  10 

log  cos  6tf    =  9,604«  —  10 


log3l  =  2,3980589. 
log  H  =  9,27758  —  10 
logC  =  6,35i.      —  10 


^0  =.         4»  46'  17,81736" 
Ä  cos  2tf  sin  ^tf    =  —  16,41484 

6  cos  4ö  sin  2J<s  =  +  0,00771 


d  cos  6(T  sin  3^<f 
1716^1025""^  J^ 

9,  =  _  ISO  55'  39"; 


-f 
+ 


4«  46'    1,41025" 
9>, 21   18  40,05148 


log  sin  9,  =  9,4544678.545»- 


9, 16»  32'  38,64123" 

10    log  cos  9,  =  9,9816378.827 


-10. 


Hiermit  erhält  man  weiter: 

sin  ft  =  [9,9113524.697  —  10] 

cos  /S,  cos  «8.1  =  [9,3841824.415  —  10] 

cos  ß,  sin  aj,i  =  [9,7208598.149  —  10] 


cos  ft  cos  A,     =  [9,7024976.976,  —  10] 
[9,4544678.545.  —  10]. 


cos  ß^  sin  Xg 
Dies  giebt: 

log  tan  «2.1  =  0,3366773.734  a,.i==   65«  16'    9,36534" 

log  tan  A,    =9,7519701.569   -10  A,  =  209«  27' 43,28944" 

log  sin  a, .  1  =  9,9582216.230   -  10  log  sin  A,  =  9,6918296.627.-10 

log  cos  a».  1  =  9,6215442.496  —  10  log  cos  A,  =  9,9398595.058.-10 , 
und  es  wird 

log  cos /J,  =9,7626381.919   —10    bezw.  .918  je  2mal; 

log  tan  Ä  =0,1487142.779 

log  tan  Bt  =  0,1501684.577  5  5,  =  54«  42'  50,60000". 

Femer  ist  ^A  =  A,  —  A,  =  —  7«  6'  30,13358".  Zu  weiterer  Kon- 
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trolle  kann  man  dieses  nochmals  mittelst  des  Sinussatzes  aus  Jtp  be- 
rechnen, vergl.  S.  237  (5),  und  erhält  mit  log  sin  ^g>  =  8,9196266.655 
— 10  aus  ai.2  sowohl  wie  aus  «2.1.* 

log  sin  z/A  =  9,0925327.367n- 10;     Jl=-V  &  30,13350". 

Dieser  Wert  ist  als  der  genauere  beizubehalten.  Bei  Berechnung 
von  Lt. 2  findet  sich  nun  weiter: 

log  J(p  =  4,2345530  log  X  =  7,5238439  --  10 
log  cos  29  =  9,8974  -  10  log  «'  =  9,6204»  —  10 
log  sin  Jq>  =  8,9196  -  10    log  €  =  6,10  —  10 


z/A 7«  6'  30,13350" 

-  cos  /Jo  .  X  zf  9  =  +  30,14788 

—  cos  /Jq  .  tf  cos  2g>  sin  jd(p  =  —  0,01440 

—  cos  jSq.C  cos  4fp  sin  2  ^g>  =  0 

Li.«=- 7^6'    o'oÖOÖsr 
Man  hat  somit  als 


Die  Berechnung 
des  3.  und  4. 
Oliedei  mit  a 

ergiebt  dieselben 
Werte. 


Resultat: 


I   -Bjj  =  540  42^  50,60000" 
Li. 2=    V    6'    0,00002"ö.tiich 
aj.i  =  65M6'    9,36534". 


§  13.  Bestimmung  der  geodätischen  Linie  aus  der  geo- 
graphischen Lage  zweier  Punkte.  Diese  Aufgabe  ist,  abgesehen 
vom  Falle  eines  kleinen  Abstandes  beider  Punkte  (der  in  einem  spätem 
Kapitel  behandelt  werden  wird)  noch  nicht  direkt  gelöst  worden. 

Man  lost  aber  dieselbe  indirekt  dadurch,  dafs  man  aus  dem 
schiefwinkligen  sphärischen  Dreieck  HPiPs  Fig.  21  S.  248  mittelst  der 

Seiten  ^  —  ßi   ^"^ ß^  sowie    mit   Hilfe   des    Zwischenwinkels 

z/A  =  Aj  —  Ai,  wofür  man  in  1.  Annäherung  X1.2  setzt,  «i.g,  «2.1  und 
z/9>  bestimmt  Nun  lassen  sich  vorläufige  Werte  von  (p^,  (p^,  j3q,  k^ 
ermitteln,  worauf  die  Gleichung  zwischen  Li, 2  und  z/A  den  Unter- 
schied beider  angiebt. 

Man  erhält  dadurch  einen  bessern  Wert  für  z/A,  womit  eine 
neue  Auflösung  des  schiefwinkligen  Dreiecks  erfolgt  u.  s.  f.,  bis  der 
Unterschied  Li.i  —  ^X  konstant  bleibt. 

Zur  Auflösung  des  schiefwinjcligen  Dreiecks  HPi^Da  benutzen  wir 
die  Gatt/sischen  Gleichungen  (vergl.  S.  131): 
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.      «21  +«1.2 


Sin 


2 


•     -^v  •     fc  —  ßl 

8>^-2     =~'^"*         2 


COS 


dl 


(1) 


«2.1 +  «1.2     .      Jq>  P,  +ft      .      ^A 

COS 2 sm  -^  =  —  cos  ^*  -^  ^  sin  -g- 

.      «2.1 —  «1.2  Z/qp  ,  ßi  —  ßl  ^i 

Sm 2 ^^^  "2    ""  +  *^^®         2         ^^^    2 

«2.1  —  «1.2  -:^qP  ,       -      ß^  +  ßi      •     ^^ 

COS     — 2 cos     2     ^  +  ^*"         2         ^^'^  T  J 

und  beschränken   uns  bei  der  Auflosung  auf  die  Annahme  Jtp  <  n. 


'  I 


West 


^»./(^    «. 


08t. 


Süd. 

Fig.  20.    ElUpsoid. 


Flg.  21.    KugeL 


Zur   Berechnung  von  ß^  und  ß^  aus  B^  und  B^  ist  die  Formel 
anzuwenden: 


tan  ß  =  yi  —  e^  tan  i?;  log  |/l  —  c^  =  9,9985458.202  -  10;    (2) 
zur  Bestimmung  von  z/A  aus  Li. 2  aber  führen  die  Formeln: 
z/A=Zi.2+cos/Jo{3l'^9)  +  Ä'cos29?8in^g)  +  «'co«iy»in2^9)-j —  J  ^ 

in  Sek.      in  Sek.  in  Sek. 

log3l'=  log  a  _  I M (1  -  I  fl)  k,  - 1  ir*.«+ . . . 
=  7,5241069.0  -  10  -  [6,33603]  Ar,  - 16,«»]  *.'+.••  )  (3) 

für  Binh.  der  7.  Deo. 

logÄ'=  log  (-  i-^'Vi,  +  •   .)  =  2,53678«  +  log  äj,  +  •  •  • 

log  «•  =.  log  (i  q" «»*,'  +  ...)=  1,1135  +  2  log  Ar,  -h  ...  ; 


sin  ß^^  cos  (pi  =  sin  ßi 

sin  /3q  sin  (p^  =  cos  ß^  cos  ai .  2 

cos  ß^  =  cos  ßj^  sin  «i .  2 


oder 
auch 


sin  ß^  cos  9^2  =  +  sin  /52 

sin  ß^  sin  9?g  =  —  cos  /S,  cos  ag .  1  (4) 

cos  /3q  =  —  cos  /S,  sin a«. i 
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tsLnE  =  ydBmßo]        log}/*  =  8,9136593.9—10  l  ^gx 

JE 
log  k^  =  2  log  tan—  • 

Bei  einer  ersten  Berechnung  von  ^dX  wird  man  die  Glieder  mit 
ii  weglassen.  Wie  im  übrigen  der  Gang  der  Rechnung  ist,  lassen 
am  besten  die  folgenden  Beispiele  erkennen. 

Hier  ist  zunächst  noch  hervorzuheben,  dafs  für  Aletne  Entfernungen 
ein  Tom  vorigen  etwas  abweichendes  Verfahren  sich  empfiehlt,  bei 
welchem  mau  in  1.  Annäherung  in  die  (1)  nicht  fQr  ^X  einfach  Z1.2 
einfahrt,  sondern  besser  (wie  AJbrecht  S.  80  angiebt)  einen  Wert,  den 
die  Anwendung  der  folgenden  beiden  Formeln  liefert: 


j^k^  =  Z/1.2  +  (>"ä  cos  /Jj  cos  ß^  sin  Z1.2 

in  Sek.         in  Sek. 

/dk  =  ii.2  +  ^"ä  COS  /}j  COS  /Jg  sin  Jk^  + 

in  Sek.  in  Sek. 


(6) 


Zu  diesen  Formeln  gelangt  man  sofort,  wenn  man  in  der  1.  Glei* 
chung  (3)  alle  Glieder  mit  \  vernachlässigt,  also  X<»lt  setzt,  aufser- 
dem  aber  fär  /Iq)  sin^^^  schreibt  und  nun  beachtet^  dafs  in  Strenge 
ist  (vergl.  die  3.  Gleichung  (4)  oben  und  S.  237  (5)): 

cos  jSq  sin  ^ip  e=  cos  ß^  sin  «i. 2  sin  .^9  =  cos  ß^  cos  ß^  sin  Jk. 

Es  wird  sich  weiterhin  zeigen,  dafs  bei  kleinen  Distanzen  die 
(6)  den  Wert  von  jdk  auf  Tausendstelsekunden  genau  geben  und  dann 
ist  die  ganze  Rechnung,  insofern  man  sich  mit  dieser  Genauigkeit 
begnügt,  als  eine  direkte  zu  betrachten.  [Vergl.  noch  S.  264  (3).] 

Wenn  nun  bei  fortgesetzter  Annäherungsrechnung  ^k  sich  nicht 
mehr  ändert,  so  kann  dann  s  aus  z/9  abgeleitet  werden  nach  den 
Formeln  (vergl.  S.  223  (9)  und  S.  233  (4)  u.  (5)): 


1  — Ä-, 


-4,-  ^^(p  +  fe  —  8  ^'0  cos  2(p  sin  jä(p 

q'   inSek.        \  «        / 

— Q  fe^cos  4flp  sin  2jä(p 

o 


I  -4-  —*i'00869»8in3/:/ (/>  +  ••  • 

log  h-  =  1,4887641.507      log  (-  g^)  =  5,90010, 
log  60  =  6,8031892.8 


log 


24 


5,423 


i  +  T*'* 


log    ^  _\.—  =  2  log  sec  —  4-  -J  M\*  H 

log  (-7-  M\  =  6,73469     und    log{—^u\  =6,aiS«  fürEiiih.d8r7.DM. 


(7) 
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Die  Fonneln  des  §  9  und  des  §  13  dieses  Kapitels  gestatten  die  Lösung 
aller  Aufgaben,  die  sich  auf  die  Lage  von  2  Punkten  beziehen.  (Vergl. 
hierzu  die  ausführliche  Darstellung  von  Winterberg,  Astronom.  Nachr. 
Bd.  95.  Nr.  2271  u.  ff.  8.  223  u.  ff.,  auch  Hansen,  Geodät,  Untersuchungen.) 
Mit  Hilfe  des  in  den  genannten  Paragraphen  Gegebenen  lassen  sich 
u.  a.  ohne  weiteres  die  wichtigsten  Aufgaben  über  beliebig  grofse  geo- 
dätische Breiecke  lOsen,  insbesondere  diejenige  seiner  Bestimmung  aus 
2  Seiten  und  dem  Zwischenwinkel,  wenn  die  geographische  Lage  und  die 
Azimute  im  Scheitel  des  letzteren  gegeben  sind. 

§  14.    ZahlenbelspleMY.    Gegeben: 

B,  =  55U5',        B^  =  —  33^26',        X1.2  ==  108M3'. 

Wir  rechnen  mit   Tziffrigen  Logarithmen   (Tafein   y.  Bruhns)  unter 
Mitführung  der  8.  Decimalstelle  aus  den  Proportionalteilen. 
Zunächst  ist  nach  Formel  (2)  S.  248: 


riog  VT^=^=9,9985458.2  — 10  |log]/I^^=  9,9985458.2  — 10 

1    logtanJ5,^-04669321  _  |_log tan B,  — 9,8196844«    _ 

logtan/3i=0,1654779;2—  lÖ  log  tan  ^2  =  9,8 182302.2«—  10 

ß^  =55«39'38,500"  A  =  -  33^20' 42,642" 

logsin/Jj  =9,9168283.4-10  logsin/Jj= 9,7401 112.6«- 10 

logcos/Jj =9,7513504.2— 10  log  co8ft= 9,92188 10.5  —10. 

Die  Formeln  (1)  S.  248  geben  hiermit: 
sin  "^t'^U  sin  ij^  =cos  ^  [9,8456844.2  - 10]  =  [9,6138  -  10] 
cos  -*iiil!!iJ  gin  ::^  „  sin  4^  [9,9917124.5« -  10]  =  [9,9003,— 10] 
sin  "-^-Ll  cos  ^J  =  cos  ^  [9,8532202.1  -  10]  =  [9,6213  — 10] 

2  2  a 

cos  "l^lZ^Ll  cos  -  '  =  sin  'l-  [9,2867058.0  — 10]  =  [9,1953—10] . 

Die  äufsersten  rechten  Seiten  beziehen  sich  auf  die  Annahme 

^A=  108n3'. 
Es  folgt  damit: 

Jq>  =  126"5r,        ^<p  =  457020",        log  Jtp  =  5,6599; 

«1.2  =  83^3',        a2.i  =  222«r 

und  nach  den  3.  Gleichungen  (4)  S.  248  übereinstimmend: 

log  cos  /So  =  9,7484  —  10. 
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§  14.    Zahleabeispiel  IV.  251 

Hiermit  ergiebt  sieh  nunmehr  in  2.  Annäherung  aus  Fottnel  (3)  S.  248: 

^X^Li.2  +  [9,7484 — 10  4-7,5241  -  10  +  5,6599]  =  108«  27'  16". 

Mit  diesem  Werte  von  ^X   erhält   man  aus  dem  obigen  Glei- 
chungssystem: 


.        ''2.1  + «1.2      .       Jq> 

sin ^ sm  -^ 

cos ^ sm-g- 


sm 


cos 


"2.1- 


^1.2  ^<P 


.  [9,612522  - 10] 
.  [9,900916»- lOJ 
=  [9,620058  —10] 


'».t     "1.» 

"  2 


COS  ^  =  [9,195910 


10]; 


^q>  =  127»5'18,1",    «,.,  =  83«23'51,0",    a,.i  =  222«7'37,8" 

Das  1.  System  (4)  S.  248  giebt  jetzt: 

sin  ß^  cos  91  =  [9,916828  —  10]  ' 
sin  ßa  sin  9>,  =  [8,811974  —  10] 
cos  ßo  =  [9,748460  -  10],  i 

9>,  =  4»29'28,9",        logsin  ß^  =-=  9,918164  —  10; 

die  beiden  Werte  von  ß^  aus  cos  ß^  und  sin  /3g  stimmen  hinlänglich 
mit  einander  flberein. 

Man  hat  nun  zur  Berechnung  von  Jk  aus  Li.t  in  3.  Annäherung 
nach  den  Formeln  (5)  S.  249  und  (3)  S.  248: 

2^1  =  8»58'57,8",    2<p  =  136»4'  16",    ^tp  =  457518,1" ; 
f  log]/*  =  8,913659-  10 
llogsin/J„  =  9,918164  —  10 


logtani;=  8,831823  —  10 

logtanJ=  8,530293  -  10 

log  Äj  =  7,060586  -  10 
log  X  =  7,5241069 


^=3053'  2,4" 

f  =  1«56'31,2" 

log  r=  9,597.      -10 
10  -  2492  =  7,523858  -  10, 


£inb.d.7.Dec. 

wobei  in  logX  die  Glieder  mit  k^^  weggelassen  sind.    Es  ist  ferner: 

log  cos  ßo  =  9,748  —  10 
log  cos  /Jo  =  9,748460  - 
logX    =7,523858 
logz/^)  =  5,660408 
Summa  =  2,932726 


-10 

log«'       =9,597«- 10 

-10 

log  cos  2  g)  =  9,857»— 10 

log  sin  ^9  =  9,902  —  10 

Summa  =  9,104  —  10 
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252  5.  Kapitel.    Fundamentalformeln  für  die  geodäfciBcbe  Linie, 

ii.2  =  losns'  0" 

[2,932726]  «=  +  .  14' 16,497" 
[9,104-10]=+  0,127" 


zfA  =  108^27' 16,624". 

Hiermit  erhält  man  weiter  aus    dem  oben  mehrfach  benutzten 
Gleichungssystem : 

sin  ""'-'t"''  sin  ^  =  [9,6125217.6  -  10] 


cos 


sm 


2.1+«1. 


2 

dtp 


«2.1-'^ 


1.2 


COS 


sin  ^  =  [9,9009166.8«—  10] 
cos^  =  [9,6200575.5  -  10] 
[9,1959100.3  -  10]; 


cos 


2 
dtp 


^<p  =  127« 5' 18,47",    .ai.2  =  83«23'51,18",    ag.i  =  222«r38,00". 

Dies  weicht  so  wenig  von  den  vorher  erhaltenen  Werten  ab,  dafs 
durch  eine  neue  Rechnung  ^k  höchstens  ein  wenig  in  den  Tausendstel- 
sekunden geändert  werden  würde.  Wir  bleiben  daher  bei  den  bis 
jetzt  erhaltenen  Resultaten  stehen  und  ermitteln  s. 

Hierzu  geben  die  Formeln  (7)  S.  249  mit 


und 

der  Reihe  nach: 


^<p  =  457518,47" 
2y=  136U'16,3", 

jlogz/g)  =  5,6604086.5 
j  log  A.  =  1,4887641.5 
"Summa  =  7,1491728.0 


log  \  =  6,803189 
log  Je,  ==  7,060586  ~  10 
log  cos  29?  =  9,857455n-  10 
log  sin  J(p  =  9,901842  —  10 
Summa  =  3,623072n 


log  (-g")  =  5,900« 

21og  Äi        =  4,121  -  10 

log  cos  49  =  8,572  —  10 

logsin2z/9  =  9,983«—  10 

Summa  =  8,576  —  10 
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§  16.    Zahlenbeispiel  V.  253 

log  (^  m)      «=  6,735  j  2  logsec  ^  =  0,0004990.4 

21ogifci  =  4,121  -  10    I  [0,856]       =      +      7.2 


log  (4  JfV)  -  0,856  i  +  W 

log  ^-    E 0,0004997.6 . 

Dies  wird  den  vorher  gefundenen  drei  Logarithmensummen  zugefQgt 
und  so  erhalten: 

s  =  14114729,3  -  4203,2  +  0,0  =  14110526,1 . 

log  s  =  7,1495432.0     ...«i.i 

Die  Resultate:       a,.,=   83"23'51,18"      6i,w 

«».1=222    7  38,00       57.99 

stimmen  mit  den  Angaben  auf  8.  240  u.  244,  die  rechter  Hand  bei- 
gefügt sind,  in  völlig  genügender  Weise  überein. 

§  15.   Zahlenbeispiel  Y.    Gegeben: 

5,  =  5in2',      B^  —  51»55',      i,.,  —  69«3'. 

Wir  rechnen  wieder   mit    7zi£Frigen   Logarithmen   (Tafeln   von 
Bruhns)  wie  im  vorigen  Beispiel. 

Die  Formel  (2)  S.  248  giebt  zuerst: 


l logYi-e'^  9,9985458.2 -  10  | log VT^^  =  9,9985458.2 - 10 

llogtanB,    =0,0947328  llogtanB,    =0,1058886 

logtan/3i     =  0,0932786.2  logtan/)^     =  0,1044344.2 

/},     =  51«6'22,603"  ß,     =  51»49'24,545" 

logsinft     =9,8911537.2-10  logsin/J,     =9,8954835.0—10 

logcosft     =9,7978751.1—10  logcosft     =9,7910490.7-10. 
Die  Gleichungen  (1)  S.  248  fahren  hierauf  zu: 

„:_  "«.i  +  «i.*  „:_  ^«P  =cog  ^  [7,7964889,— lOJ  =  [7,71235»- 10] 
=  sin  -^  [9,7944840.  - 10]  =  [9,54789.  — 10] 
=  cos  ^  [9,9999915.0- 10]  =  [9,91585- 10] 
=  8in  4-  [9,8933325.1-10]  =  [9,64674— 10]. 


91U 

2 

DIU 

2 

COS 

^ 

2 

-  sin 

"2 

sin 

«^ 

"2 

-  cos 

dtp 
~2~ 

cos 

«2. 

2 

-cos 

djp 
2 
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2&4  6.  Kapitel.    FondameDtalformeln  für  die  geodätische  Linie. 

Di«    äufsersten   rechten    Seiten   beziehen    sich   auf  Jk  =  69^3'.     Es 
folgt  leicht: 

J^  =  4P2r30"=  148890";        log  =  5,17287; 
«2.1  =  242^33' 4",        «1.2  =  119n'20". 
Die  3.  Gleichungen  (4)  S.  248  geben  übereinstimmend: 

log  cos  /»o  =  9,73918  —  10. 
Hiermit  findet  sich  in  2.  Annäherung  aus  Formel  (3)  S.  248: 
^;i  =  i,.2  +  [9,73918- 10+7,52411  — 10  +  5,17287]=69^r  33,00". 
Mit  diesem  Werte  giebt  das  obige  Gleichungssystem: 


8in  "»'  +  "'•'  sin  ^/ -[7,7121545, 

-10] 

cos  °'''^"''  sin  --f  —  [9,5483051.  ■ 

-10] 

sin  "*'"""  cos  ^  =  [9,9156570.7 

-10] 

cos  "''T"'-'  cos  -„'?^=  [9,6471536.0  ■ 

-10] 

8 

^9  =  41»23'57,2",     «2.,  =  242030' 57,26",     «,.,  —  119«9'18,26''. 
Hiermit  erhält  man  mittelst  des  1.  Systems  (4)  S.  248: 

sin  ßo  cos  9>i  —  [9,891154  —10] 
sin  /J,  sin  <pi  =  [9,485560.  — 10] 
cos/Jo  =[9,739040-10]; 

9>,  —  -  2P27'  19,5",         log  sin  /J,  =  9,922344. 

die  Werte  von  ß^  ans  cos  ß^  und  sin  ^g    stimmen  hinlänglich   mit 
äiu  ander  überein. 

Man  hat  nun  zur  Berechnung  von  ^l  aus  Li.j  in  3.  Annäherung 
aus  den  Formdn  (5)  S.  249  und  (3)  S.  248: 

'2(p,n=  —  42054'39,0",     2<p  ==  -  1»30'41,8",    ^(p  =  149037,2"; 
log  tan  jB  =  8,836003—10  E  •=  3»55'  17,2" 

log  tan  ^  —  8,534464- 10  y  =  1«57' 38,6" 

log  \  =  7,068928  - 10      log  «'  =  9,606.-10 
log  Ti'  =  7,5241069—10  —  2541  Ki«h.  a.  t.  d«.  =  7,523853—10, 
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§  15.    Zahlenbeispiel  V.  255 

wobei  in  log  TL'  die  Glieder  mit  k^  weggelassen  sind.    Femer  ist: 

log  cos /So  =  9,739  —10 
log  cos  /»o  =  9,739040- 10  log  ^        ==  9,606»— 10 

log  31'       =7,523853-10  log  cos  29?  ==  0,000 

log  zf  9      =  5,173295  [  log  sin  jd(p  =  9,820  — 10 

Summa  =  2,436188  Summa  =  9,165i,  — 10 

Li,2  =  69^S'   0" 
[2,436188]  =  +  4'  33,016" 

[9,165„— 10] 0,146" 

JX  =  69«  r  32,870". 

Dies  weicht  Ton  der  2.  Annäherung  so  wenig  ab,  dafs  jetzt  in 
3.  Annäherung  ^g>,  aa.i  und  ai.g  kaum  in  den  Zehntelsekunden 
Änderungen  erleiden  werden  und  för  7ziffirige  Rechnung  jedenfalls 
die  folgenden  Werte  als  definitiv  anzusehen  sind. 

Es  wird: 


Jl 


ii^  =  34^33' 46,435"; 


JX 


log  sin  -     =  9,7538208.9-10 


log  cos 


JX 


9,9156656.7-10; 


sm 


cos 


sin 


«2.1  +  «i.s 


sin 


J(p 


[7,7121546.-10] 


dtp 


«2.1  +  «1.2 

-  sm 
*1.2 dtp 


sin  ^  =  [9,5483049« -10] 


«2.1-«« 


flfo     ,     «1 


cos 


cos  Y  =  [9,9156571.7-10] 
cos  -^  =  [9,6471534.0-10]; 


zi9  =  41«  23'  57,34",    a^.i  =  242«  30'  57,32",    «i.^  =  119«  9'  18,20". 

Zur  Berechnung  Ton  s  geben  nun  die  Formeln  (7)  S.  249  mit 

z/9  =  149037,34"  und  29  =  -  1«  30'  41,8" 

der  Reihe  nach: 

t\ogjd(p  —5,1732950.6 

jlog^     =1,4887641.5 
Summa  =  6,6620592.1 
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256  5.  Kapitel.    Fnndamentalfornieln  für  die  geod&tische  Linie. 


log  6,  =  6,80319 
logÄ;i  =  7,06893-10, 
log  cos  2tf)  =  9,99985—10 
llog  sin  J^  ■=  9,82040—10 


log  (_^)  =  5,90« 

21ogÄ;i       =4,14-10 
log  cos  4^»  =  0,00 
Uog8in2z/9=  0,00 


Snmma  °=  3,69237  Snmma  °>-  0,04. 

j log  (J-  m)  =  6,735         1 21og  sec  ^  =  0,0005087.2 

l21ogÄ,       =4,138— 10 1  [0,873]         =       +      7.5 

log  (iMkA  =  0,873- 10  1  +  i  *? 

^*        '  log    ^    *     =  0,0005094,7 

Dies  wird  den  vorhergefundeneu  3  Logarithmensummen  hinzu- 
gefügt und  so  erhalten: 

s  =  4597996,6  +  4930,4  -  1,1  =-  4602925,9"». 
I  log  s  -=  6,6630340 
Resultat:         ci.,  =  119»  9' 18,20" 
l    «8,  =  242  30  57,32 

Hansen,  der  dasselbe  Beispiel  in  seinen  Greodät.  Untersuchungen  be- 
handelt, hat  a.  a.  0.  S.47  und  S.  88  für  a,.i  57,30"  und  57,27";  ai.»  und 
log  s  (auf  Meter  reduziert)  stimmen  mit  den  hier  erhaltenen  Resultaten. 

§  16.    Zahlenbeispiel  I.    Gegeben: 

Königsberg  .B,  =  54«  42-  50,6")  .  ,   „«  ., 


Berlin  JB,  =  52  30  16,7 

Es  ist  zunächst  nach  früheren  Rechnimgen: 

/}j  =  54»  37'  24,75639"  (S.  171)    ß^  —  52«'  24'  43,01137"  (S.  43) . 

Hiermit  hat  man  bei  Anwendung  7ziffriger  Logarithmen  (Tafeln  von 
Bruhns)  unter  Beibehaltung  der  8.  ZifPer  aus  den  Proportionalteilen 
nach  den  Gleichungen  (1)  S.  248: 

sin"*-- ^"^*  sin  ^  =  18,2855261.9  -10Jcos^  =  [8,28470  -10] 
cos"^'^  "»•?  sin  ^2'  =  [9,7742057.3,—10]8in^^  =  [8,56604,-10] 
sin  ~  i-7-"*  *  cos  -7  =  [9,9999191.0  - 10] cos^-  =  [9.99909  -10] 
cos"^'~"'*  cos  1*^  =  [9,9052782.2  —lOJsin-^^^  [8,69711  -10] 
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§  16.    Zahlenbeispiel  I.  257 

Die  äufsersten  rechten  Seiten  beziehen  sich  auf  JX  =  7®  6'  0". 
Es  wird: 

«12  =  65^  14'  \r    «2.1  —  239«  31'  33" 

^q>  =  4«  45'  46"  =  17146"     log  Jip  -=  4,23416 . 

Die  3.  Gleichungen  (4)  S.  248  geben  nun  in  guter  Übereinstim- 
mung: 

log  cos  /Jo  =  9,72075—10  . 

Hiermit  aber  folgt  in  2.  Annäherung  aus  Formel  (3)  S.  248: 
^A  =  Lu2  +  [9,72075—10  +  7,52411—10  +  4,23416] 

JX  =  V  6'  30,131"      4^  =  3«  33'  15,066" 
log  sin  4^  =  8,7923388.3-10    log  cos  -^  =  9,9991638.9-10 . 

Im  Torliegenden  Beispiel  erlangt  man  diesen  Wert  etwas  rascher 
nach  den  Formeln  (6)  S.  249.    Diese  gehen: 

log  ((."«)   =2,83853 
log  cos  ßi  =  9,78532—10 
log  cos  /Jj  =  9,76264—10 
y  log  sin  7"  6'  =  9,09202-10 
Summa  -=  1,47851 
^A  =  7» 6' 30,10".' 

Mit  log  sin  7«  6'  30,10"  =  9,09253—10  anstatt  der  4.  Zeile  folgt  als 
Sninme  1,47902  und  damit 

^X  =  7»  6'  30,131". 

Jetzt  wird  mit  dem  2.  Näherungswert  f(ir  ^l  (man  mag  denselben 
aof  die  eine  oder  andere  Art  ermittelt  haben): 

si»  "'^t"''  *™  ^  =[8,2846900.8  -10] 
cos  "'■''^"'■^  sin  ^  =  [8,5665445.6.-10] 
sin  "'•'""""  cos  i,'  =  [9,9990829.9  - 10] 


2 


cos  "'•'  ^  ""  cos  ^  =  [8,6976170.5  -10] 


und  hieraus: 


Jy  =  4»  46'  1,410"    «2.1  =  239"  33'  0,67"    «,.»  =  65»  16'  9,34". 

HftlmeTt,  inathem.  u.  physikal.  Theorieen  der  hOh.  Geodäsie.  17 
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258  6-  Kapitel.    Fandamentalformeln  ffir  die  geodätische  Linie. 

Das  1.  System  (4)  S.  248  fübrt  nun  zu: 

sin  /Jo  cos  9>i  =  [9,9113525—10] 
sin  /»o  sin  ip^  =  [9,3841825—10] 
cos/Jo  =[9,^208598-10] 

9>i  —  16«  32^  38,64"    log  sin  ß^  =  9,9297146-10 , 

welcher  letztere  Wert  mit  cos  ß^  zu  demselben  Winkel  gebort,  wie 
es  sein  mufs. 

Man  hat  jetzt  zu  den  Formeln  (5)  und  (3)  S.  249  u.  248  in  3.  An- 
näherung, wenn  wir  zum  Zwecke  einer  anderweiten  Benutzung  anstatt 
mit  6ziffrigen  (wie  hier  genügend  ist)  mit  Tziffiigen  Logarithmen  rechnen: 

2g?i  =  33«  5'  17,28"    2(p  =  37«  51'  18,69"     Jtp  =  17161,410" 
log  tan  E  —  8,8433740-10  JS  =  3«  59'  18,097" 

log  tan  ^  =  8,5418171-10  v  =  1  59  39,048 

log  k,  =  7,0836342—10  log  «'  =  9,6204«-10 

log  X  «.  7,5241069-10  -  (2628  +  2)  Bi«h.  d.  7.  Dec.  =  7,5238439-10 


log  cos  /Jo  =  9,7208598—10 
logX  =7,5238439-10 
log  Jip  =  4,2345530 


log  cos /Jo  =  9;7209  —10 

log«'        =9,6204« -10 

log  cos  2  g?  =  9,8974  —10 

l  log  sin  z/ip  —  8,9196  —10 


Summa  =  1,4792567  Summa  =  8,1583«— 10 

Li.g  =  7«6'    0,00000" 
[1,4792567]  =  +     30,14788" 

[8,1583«  - 10] 0,01440" 

^X  =  r  &  30,13348"  . 

Von  dem  vorstehenden  Wert  weicht  aber  der  in  2.  Annäherang 
erhaltene  nur  in  der  3.  Decimale  der  Sekunden  um  2  Einheiten  ab. 
Man  kann  daher  für  die  Rechnung  mit  7ziffrigen  Logarithmen  bei 
den  bisherigen  Resultaten  ai.g,  as.i  und  ^ip  stehen  bleiben.  Man 
hätte  sogar  die  letzte  Berechnung  von  z/A  ganz  weglassen  können, 
wenn  zum  voraus  bekannt  gewesen  wäre,  dafs  z/A  in  2.  Annäherung 
bis  auf  0,002"  richtig  sei.  In  dieser  Beziehung  wird  der  folgende 
Paragraph  Aufschlufs  geben. 

Zur  Berechnung  von  s  erhält  man  jetzt  nach  den  Farmdn  (7) 
S.  249  mit 
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§  16.    Zahlenbeispiel  I. 

/lif,  = 

=  11161,410" 

und  2<p  —  37»  51' 

18,69' 

der  Reihe  nach: 

log  ^<p 

—  4,2345529.7 

1  log  f 

=  1,4887641.5 

259 


S' 


lunma  - 


log  \  ^  6,80319 
log  jfc,  =  7,08363-10 
log  cos  29»  =  9,89739—10 
l  log  sin  dq»  =  8,91963—10 
Summa  =  2,70384 


5,7233171.2 

log  (--1^)  =  5,90, 

21ogi-,        =4,17  -10 

log  cos  Afp  =  9,39  —10 

,  log  sin  2J<p  =  9,22  — 10 

Summa  =  8,68«— 10 


log  (|-  Jlf)  =  6,735         j  21og  sec  y  =  0,0005262.0 
21og*,        =  4,167-10 1  [0,902]         =  +8.0 


log(|lfi»)    =0,902 


log   ,      .     =  0,0005270.0 . 

1  «1 


Dies  wird  den  Yorhergefuudenen  3  Logarithmensummen  hinzugefügt 
und  so  erhalten: 


s  =  529473,32  +  506,26  —  0,04  =  529979,54»»  . 


Die 


Resultate 


s  =  529979,54"» 
«1,,=    65M6'9,34" 
«2.1  =  239«  33' 0,67" 

stimmen  befriedigend  mit  der  Rechnung  8.  244  u.  ff.  überein. 


Um  eine  noch  gröfsere  Genauigkeit  zu  erhalten,  wenden  wir  nun 
im  Folgenden  lOzifirige  Logarithmen  an. 

Es  ist  mittelst  des  oben  gefundenen  Wertes  für  ^A: 


JX 


^  =  3«  33' 15,06674" 


log  sin  ~  =  8,7923388.593^10 

JX 


log  cos  ^  =  9,9991638.814-10 

und  indem  wir  wie  oben  setzen: 

ß^  =  54«  37'  24,75639"        ft  =  52«  24'  43,01 137" , 

17* 
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nach  den  Gleichungen  (1)  S.  248: 

«2.1  +  «1.2 


sin 


cos 


2  2 

«2.1  +  «1.2       .      Jfp 


sin  ^  —  [8,2846900.557  -10] 


2 


sin  Y  =  [8,5665446.196»— 10] 


«•  1  —  « 


sin 


2.1         •*1,2 


COS 


COS 


«2.1  —  «1.2 


2- 


[9,9990829.928  -10] 


COS  ^«=[8,6976170.810  -10] 


2  2 

a«.  1  =  239«  33'  0,68891"        «1.2  =  65«  16'  9,36499' 


log  sin  4?  —  8,6189725.722-10 


2 

"2" 


log  COS  ^  =  9,9996240.975-10  "    ^ 


^'^=.2<>  23' 0,70512" 


z/g?  =  4«  46'  1,41024"  =  17161,41024"  . 

Für  E  und  A^i ,    sowie  2(p  können  die  Werte  der  früheren  Rechnung 
beibehalten  werden. 


Zur  Berechnung  von  s  ist: 


—   Mh*  =  2  Binh.  d.  7.  D«c. 


log  b^  —  6,8031893 
log  (i,  -  -|-  jfc,»)  =  7,0836340-10 

log  cos  2<p     =  9,8973875—10 

log  sin  2^9  =  8,9196266—10 

Summa  ■=  2,7038374 


log  J<p  '-'  4,2345529.731 

log  -V  =  1,4887641.507 

Summa  <»  5,7233171.238 

log  {-  ^)  —  5,9001, 

21ogÄ;,        -.4,1673—10 

log  cos  4<p  —  9,3924  —10 

log  sin  2.^9»  -=.  9,2191  — 10 

Summa  —  8,6789.  — 10 


j  log  (jM)  —  6,73469 
|21og*,       =4,16727-10 
log  (j-  Mk*)  =  0,90196  1  +  X  *« ' 


21og  sec  ^  —     0,0005262.058 
[0,90196]     =  +  7.979 


0,0005270.037 
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[5,7238441.275]        —  529473,3769 

[2,7043644]              =  +  506,2493 

[8,6794» -10] 0,0478 

Glied  mit  sin  3  ^9  «»  0 


Resultat: 


s  =       529979,5784 

s  =  529979,5784 
log  5  =  5,7242591.353 
«1.2=    65M6' 9,36499" 
«,.1  —  239«  33' 0,68891". 


Diese  Zahlen  sind  nicht  in  völliger  Obereinstimmung  mit  der 
Rechnung  S.  244  u.ff.,  weil  dort  «i.a  um  0,0003"  tu  grofs  angenommen 
ist.  Zunächst  ist  dort  auch  «9.1  entsprechend  grörser  um  0,0003^'. 
Dem  grofsem  Azimut  daselbst  gehört  femer  eine  Verkleinerung  von 
B^  um  0,00002"  und  eine  Vergröfserung  des  absoluten  Betrags  der 
Langendifferenz  unn  0,00002"  zu,  welche  letztere  wenigstens  in  der 
That  nach  8.  247  vorhanden  ist. 

§  17.  Die  Konrergenz  der  Annäherungsrechnungen  bei 
Losnng  der  Aufgabe  des  §  13.  Wir  betrachten  zunächst  die 
Methode  der  ausschliefslichen  Anwendung  der  Crau/sischen  Gleichun- 
gen. Dieselbe  setzt  in  1.  Annäherung  Xi.s  fUr  ^X  und  hierauf  in 
2.  Annäherung  ^A  =■  Zri.j  +  a  cos  ßf^  ^(p\  wobei  cos  ß^^  -J9?'  das  Er-  ! 

gebnis  der  1.  Annäherungsrechnung  für  ooa  ß^^^  bezeichnet.    Sub- 
trahiert man  nun  diesen  2.  Näherungswert  von  dem  strengen  Wert 

Li,i  +  Ä  cos  /)o|^9'  (1  ""  Y  *i)  "~  Y  *i  c^^  ^V  ^^^  ^V  +  '  •}  ; 

in  welchem  Ausdruck  wir  in  der  Parenthese  hi*  vernachlässigt  haben,  so 
folgt  als  Fehler  des  2.  Näherungswertes  im  Sinne  einer  Verbesserung: 

Ä  {(cos^jjzf^D  —  cosß^Q^ip)  —  YÄiCOS/Jo(z/g?-4-8inz/g?cos2g?)  +  ••  |  •  (1) 

Indem  wir  uns  jetzt  auf  kleine  Distanzen  beschränken,  können 
wir  im  1.  Teil  von  (1)   für  ^q>  und  J(p   die  Sinus  dieser  Winkel, 
im  2.  Teil   aber   für   sin  ^(p   einfach    z/g)   setzen.     Da  nun  (vergl. 
S.  249  die  Entwicklung  zu  (6)): 
coB  ß^  sin  ^ip  —  cos  ß^^  sin  ^(p'  =  cos  ß^  cos  ft  (sin  z/A  —  sin  Zri.2) 

ist,  da  femer   wegen   ii.2  =  -^A  '—  ü  cos  /J^  J(p  +  •  •  •   für   kleine 
Distanzen  in  hinreichender  Annäherung 

sin  ^X  —  sin  Li.^  =  ü  cos  /J^  cos  ^X  jdq>  -)-  •  •  i 
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gesetzt  werden  kann,  überdies  aber  mit  Rücksicht  auf  die  1.  Glei- 
chungen (4)  S.  248  und  die  Relation  1  +  cos  2  9?  =  2  cos*  9),  eben- 
falls ausreichend  genau 

Y  ii  cos  /Jq  J^>  (1  +  cos  2g?)  =  y  a  cos  ß^  sin  ß^  sin  j8,  /lq>  +  . . . 

wird;  so  läfst  sich  (1)  für  kleine  Distanzen  auf  die  Form  bringen  : 

Ä*  cos  /Jo  ^^>  (cos  ß^  cos  /J2  cos  JX  —  Y  sin  /J^  sin  /Jg]  +  •  •  • .  (2) 

Beachtet  man  endlich  noch,  dafs  cos /}|  cos  jS^  cos  ^A  4' sin /}|  sin /S, 
e=  cos  Jfp  ist,  so  folgt  einfacher: 

t?  cos  /Jq  J^>  (cos  /ig)  —  Y  sia  A  siö  AJ  +  ' 
log  a«  =  5,048-10. 

Bei  der  Ableitung  dieser  Formel  sind  aufser  Gliedern  mit  t?  ins- 
besondere solche  mit  ^ Jfp^  vernachlässigt,  und  es  wäre  daher  kox^ 
sequent,  auch  noch  für  cos  z/9  einfach  1  zu  setzen.  Indessen  ge- 
winnt durch  Beibehaltung  von  cos  zi/g?  die  Schärfe  des  Ausdrucks, 
namentlich  in  hohem  Breiten,  weil  hier  die  bisher  vernachlässigten 
Glieder  der  Ordnung  a'zfg?'  sich  erheblich  verkleinem.*) 

Man  erkennt  aus  der  Gestalt  des  Ausdrucks  (3),  dafs  die  Kon- 
vergenz der  Annäherungsrechnung  hauptsächlich  von  dem  Betn^e 
der  reduzierten  Breite  bedingt  ist.  Setzt  man,  um  dies  weiter  zu 
verfolgen,  cos  /3q  »  cos  j3  sin  a  -| — ,  worin  ß  das  arithmetische  Mittel 
von  /3i  und  /),,  und  a  das  arithmetische  Mittel  ^on  a\,%  und  a%,\ — 180^ 
bedeutet,  setzt  man  aufserdem  cos  ^9  =  1 ,  so  geht  (3)  über  in 

a*  idKp  sin  a  .  cos  /)  (1  —  -^  sin*  j8 j  +  •  • .  (4) 

Der  Faktor  cos  /J  (l  —  y  ^^  ß)  ^s*  ^^^  ß  =  ^  Bleich  1 ,  fttr 
sin  /J  =  +  ]/-|   d.  i.   für   /J  =  +  bö^   und   ebenso   für   /J  =  +  90® 

gleich  null  und  hat  fiir  /J  =  0,  sowie  für  sin  /J  =  +  y}/2  d.  i.  für 
ß  =  ±10^  Maxima. 

Das  letztere,  kleinere  Maximum  beträgt  —  y  •     ^^^  ß  "^  ^8®  ist 

der  Faktor  +  y  • 


*)   Diese  Glieder  lassen  sich  in  nachstehenden  Ausdruck   zusammenziehen, 
Jq>  als  Arcus  genommen: 

—  p"ä" cos ßo^9>^    jcos» |5  (1  —  6 sin «i.g sin a,  j)  —  1 1 • 
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Es  ist  daher  nur  für  die  Zonen  nördlich  von  /)  »»  48^  und  südlich 
wnß  ^==  — 4S^  bis  gu  den  Polen  die  Konvergenz  der  Annäherungsrechnung 
eine  ungeunihnlich  starkCf  indem  hier  der  Fehler  des  2,  Näherungswertes 
von  AX  kleiner  als  Jtp :  800000  bleibt. 

Im  allgemeinen  geht  aber  der  Fehler  bis  Afp  i  90000^  sodafs  er 
selbst  f&r  sehr  kleine  Entfernungen  nicht  zu  vernachlässigen  sein  wird. 

Der  Ausdruck  (3)  kann  jedoch  dann  dazu  dienen^  den  2.  Nähe- 
rungswert für  /4X  sofort  in  einen  in  der  Regel  als  definitiv  zu  be- 
trachtenden Wert  überzuführen« 

Zahlenbeispiel  T  8.  253  giebt  zu  dem  Ausdruck  (3): 

cos  ^ip  —  0,750  y  sin  ß^  sin  ft  =  0,918 

log  Jip  =  5,173  log  cos  /Jo  =  9,739  —  10 

Verbesserung  von  (z/A  =  69®  T  33,00")  gleich  —  0,15". 

Der  genaue  Wert  ist  —  0,13";  die  Formel  (3)  pafst  hiernach  trotz 
der  6r5fse  der  Distanz  noch  ganz  leidlich. 

Zahlenbeispiel  I  S.  256  giebt  zu  dem  Ausdruck  (3): 

cos  z/  9?  =  0,997  Y  sin  jS^  sin  ft  =  0,969 

log  Afp  —  4,234  log  cos  ß^  =«  9,721  —  10 

Verbesserung  von  (JX  =  V  &  30,131")  gleich  +  0,0029". 

Rechnet  man  aber  8.  256  u.  257  in  1.  Annäherung  7ziffrig  anstatt 
öziffrig,  so  folgt  als  2.  Näherungswert  für  JX  7^  6'  30,1307";  dazu 
0,0029",  giebt  bis  auf  0,0001"  den  strengen  Wert  von  8.  258. 

§  18.  Fortsetzung:  2.  Methode«  Wenden  wir  bei  Beginn  der 
Annäherungsrechnungen  die  Formeln  (6)  8.  249  an,  so  entspricht  der 
2.  Näherungswert  für  /JX  bis  auf  eilten  unerheblichen  Fehler  der 
Gleichung 

zJX  ==s  Li.j  4^a  cos  ßi  cos  ^si  sin  AX. 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  oben  angegebenen  strengen  Wert, 
so  ergiebt  sich  als  Fehler  dieses  Näherungswertes   im  Sinne  einer 


acos/J^j!  Jq> — -k^(^<p'{'Qin^tpcos2q))] — acos/JiCos/J2  8in^A|+-.(l) 
Setzen  wir  hierin 

cos  ßQ^q>  =  cos  /Jo  sin  J(p  +  y  cos  /J^  sin'z/^)  -f-  •  •  • 

=  cos  /?!  cos  /Jj  sin^A  +  --  cos  /Jq  Jq>  sin'z/g?  +  •  •  • 
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und  schreiben  für  k^Jq)  im  2.  Teile  der  geschlungenen  Parenthese 
h^  sin  ^(pf  so  geht  (1)  nach  weiterer  Reduktion  über  in: 

II  cos  ßo^fp  (y  sin*  J(p  —  Y  II  sin  ft  sin  j8,j  +  •  • '  •  (2) 

Die    Vergleichung    dieses    Ausdrucks    mit    (3)    auf   Seite    262 

spricht  für  Jfp  <-=■  cos  ß  zu  Gunsten  der  2.  Methode.    Überschreitet 

aber  Jq>  diesen  Betrag,  so  wächst  der  Ausdruck  (2)  weit  rascher 
als  jener  Ausdruck  (3). 

Für  nicht  kleine  Distanzen  ist  daher  die  1.  Methode  (Anwendung 
der  6au/äischen  Gleichungen)  der  2.  Methode  vorzuziehen. 

In  der  That  ist  im  Falle  des  Beispiels  V  S.  253  der  nach  der 
letzteren  bestimmte  2.  Näherungswert  für  ^A  um  23"  fehlerhaft, 
nämlich  gleich  69<>  T  10",  0  anstatt  32",  9. 

Für  Seiten    fpiefsbarer  Dreiecke  kann   nach   Formel   (2),   indem 

—  sin'  2dq>  gegen  -^  ^  ^^^  ßi  ^^  ß^  zurücktritt,  eine  stärkere  Annäherung 

als  durch  (6)  S.  249  dadurch  erzielt  werden,  dafs  man  Jl  aus  der  Gleichung 

JX  =  Li, 2  +  p"ä  cos  /?!  cos  /Jj  sin  ^A  (l  —  —  II  sin  ß^  sin  /J,)    (3) 

in  Sek.      in  Sek.  \  Z  / 

bestimmt.  Dieser  Wert  ist  sodann  in  die  Formeln  (1)  S.  248  einzuführen. 

AWrecht  hat  in  Nr.  2294  der  Astronom.  Nachr.  Bd.  96  S.  211  (1880) 
seine  Methode  ausführlich  behandelt  und  den  Grad  ihrer  Annäherung 
bestimmt. 

§  19.  Die  Aufgabe  des  §  13  im  allgemeinen.  Im  §  13  S.  248 
wurde  vorausgesetzt,  dafs  z/9  <  sr  sei  und  dafs  die  Annäherungs- 
rechnung auch  unbedingt  zur  Losung  führen  müsse.  Allein  das 
erstere  ist  eine  Beschränkung  und  das  letztere  tritt  nicht  immer  ein. 

Zunächst  sieht  man  sofort,  dafs  die  Gleichungen  (1)  S.  248  aufser 
von  einem  Wert  -Jg?  <  ä,  den  wir  mit  Jq>  bezeichnen  wollen,  noch 
von  unendlich  vielen  anderen  Werten,  die  zwischen  n  und  23r,  2n 
und  3}r,  u.  s.  f.  liegen,  befriedigt  werden.  Jedem  derselben  entspricht 
je  eine  besondere  geodätische  Linie.  Die  kürzeste  Verbindung 
gehört  aber  zu  Jip,  was  für  mäfsig  grofse  Distanzen  unmittelbar 
klar  ist,  aber  sich  auch  als  allgemein  gültig  im  7.  Kitpitel  bei  der 
Untersuchung  des  Laufes  der  geodätischen  Linien  erweisen  wird. 

An  dieser  Stelle  findet  auch  derjenige  Fall  seine  Erledigung,  für 
welchen  die  Methoden  des  §  13  mehr  oder  weniger  versagen.  Es 
tritt  dies  nämlich  ein  bei  nahezu  diametraler  Lage  der  Punkte.  Wenn 
man  hier  in  1.  Annäherung  Li,%  für  Jk  setzt,  so  begeht  man  nahezu 
den  Fehler  180"  a  cos  ß^  d.  i.  0,6®  cos  /J^,  indem  ^9?  in  Gradmafs 
nahezu   180®  beträgt     Es  läfst  sich  aber  leicht   und   zwar    am   be- 
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• 
quemsfcen  geometrisch  erkenueD,  dafs  bei  nahezu  diametraler  Lage  der 

Hilfspunkte  fl}  und  JÜ^  ^^^  ^^^  Kugel  (wenn  insbesondere  ß^  -\-  ß^  von 
der  Ordnung  0^6^  cos  ß^  ist)  eine  geringe  Verschiebung  des  einen  der- 
selben in  geographischer  Länge  die  Lage  des  sie  verbindenden  gröfsten 
Kreises  d.  h.  den  aus  der  x\nnähcrungsrecbnung  hervorgehenden  Wert 
cos  ß^  stark  beeinflufst.  In  extremen  Fällen,  wie  z.  B.  für  /J^  =  /Jg  =  null, 
kann  sogar  von  einer  successiven  Annäherung  fortgesetzter  Rechnungen 
nicht  mehr  die  Rede  sein. 

Wie  man  nun  hier  im  allgemeinen  einen  wirklichen  1.  Näherungs- 
wert fQr  z/A  ableitet,  wird  a.  a.  0.  gezeigt.  Mit  Benutzung  dieses 
letztem  kann  dann  nach  §  13  weiter  gerechnet  werden. 

Hansen  hat  im  2.  Abschnitt  seiner  Geodätischen  Untersuchungen  die 
Aufgabe  des  §  13  S.  247  (wie  zahlreiche  andere)  mit  Hilfe  des  vertikalen 
Schnitts  gelöst,  der  von  einem  der  beiden  Punkte  nach  dem  andern  geführt 
werden  kann.  Es  erscheint  uns  diese  Methode  aber  als  keine  besonders 
vorteilhafte. 

Eine  direkte  ist  sie  insofern  nicht,  als  bei  grofsen  Distanzen  die  Resultate, 
welche  aus  der  Reduktion  der  Angaben  für  den  vertikalen  Schnitt  auf 
solche  für  die  geodätische  Linie  hervorgehen,' immer  noch  durch  Differential- 
formeln korrigiert  werden  müssen. 

Aufserdem  werden  die  Formeln  unbrauchbar  für  nahezu  diametrale 
Punkte,  wie  die  Betrachtung  der  (52)  S.  60  a.  a.  0.  unter  Voraussetzung 
von  %  nahezu  180°  zeigt  (Nur  irrtümlich  ist  daselbst  von  Hansen  die  All- 
gemeingültigkeit der  aus  Reihenentwicklungen  abgeleiteten  Formeln  be- 
hauptet) 

Endlich  ist  der  Formelapparat  bei  Hansen  weniger  einfach^  als  der  hier  in 
§  13  gegebene,  der  noch  den  andern  auch  nicht  zu  unterschätzenden  Vorteil 
hat,  sich  wenig  von  dem  für  die  Aufgabe  des  g  9  S.  232  zu  unterscheiden. 

Zur  Vergleichung  können  die  Beispiele  IV  und  V  S.  250  u.  253  dienen, 
die  Hamen  S.  87  u.  ff.  a.  a.  0.  behandelt. 


6.  Kapitel. 

PiffereBtialformelii  und  ReihenentwicklaBgeii  für  die 
geodätische  Linie. 

§  1.  Drehung  einer  geodätischen  Linie  P^P^  um  einen  ihrer 

Endpunkte.     Wir  denken  uns  die  Linie  P^P^  von  der  konstante^ 
Länge  s  um  den  Punkt  P^  gedreht.     Nach  S.  220  (6)  hat  man 


ajvi^ 


^  COS*  ß  d(p^  (1) 

wobei  ß  als  Funktion  von  g)  mit  Rücksicht  auf  die  feste  Lage  von 
Pi  durch  die  Formeln  gegeben  ist; 

sin  /)  »>  sin  ß^  cos  (p        cos  ß^  ««  cos  /)i  sin  ai. a .  (2) 
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Ändert  sich  cci.s  um  den  differentialen  Betrag  dai,^^  so  ändert  sich^ 
wie  die  (2)  zeigen,  ß^  und  infolge  dessen  bei  konstantem  Werte  von 
q>  auch  ß,  aufserdem  aber  g)^,  weil  ß^  konstant  bleibt  Diese 
Änderungen  haben  endlich  noch  nach  Mafsgabe  von  (1)  eine  Änderung 
von  (p^  zur  Folge. 


Ost. 


Sikd. 

Fig.  20.    Elliptoid. 


Fig.  21.    KngeL 


Bezeichnen  wir  die  Änderungen  durch  Vorsetzen  eines  S  an  die 
betreffende  Variable  und  beachten^  dafs  d^  «»  null  sein  soll^  so  giebt  (1): 


9i 


(3) 


wobei  wie  früher  w  im  allgemeinen  zur  Abkürzung  für  y^l  —  e^  cos*  ß 
dient.  8ß  ist  in  Bezug  auf  konstanten  Wert  von  tp  zu  verstehen. 
Hierzu  geben  die  (2): 

8ß  «»       sec  ß  cos  /3q  cos  <p  Sß^ 

SßQ  =  —  CSC  /Jq  cos  /Ji  cos  «1.2  ^«1.2. 

Betrachtet  man  nun  die  Relationen  der  sphärischen  Fig.  21  [vergl. 
8.  248  (4)]^  so  findet  sich  aus  Vorstehendem: 

Sß^  t=B  —  sin  fpxSai,% 
^/}  BS  —  sec  ß  cos  /Jo  cos 


i*ai.2  I 

I  9  sin  (Pi8ai,2,l 


(4) 


Dies  führen  wir  in  (3)  ein  und  erhalten,  da  auch  sin  /)  =»  sin  /J^  cos  <p  ist: 


fttr 


d^(p  =  Äqpj  —  dq)i 


(5) 
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und 

J-f^ä^'  (6) 

Drückt  man  in  (5)  d(pi  durch  dai,i  aus^  so  giebt  diese  Gleichung 
ein  Mittel  zur  Bestimmung  von  d^(p,  und  man  kann  weiterhin  mittelst 
des  sphärischen  Dreiecks  ll)Pi)p2  Fig.  21  die  zu  S^q>  und  dai.2 
gehörigen  Änderungen  von  ß^,  Li. 2  und  a^.t  finden.  Zunächst  folgt 
aus  sin  /S^  =  sin  ß^  cos  (p^  durch  Di£ferentiation  und  mit  Rücksicht  auf 
die  1.  Gleichung  (4): 


oder 


sin  /3o  sin  fpidfpi  =       cos  /Sq  cos  9>i  JjSo; 
,  J  g)j  CS  —  cot  /Jq  c^s  Vi  ^^1  • « • 

Hiermit  giebt  die  1.  Gleichung  (5): 

dJq)  =  |(«^8  —  tVi)  cot  /Jq  cos  9)1  +  c*  sin  /J^  cos  ß^  sin  9?^  j|  — —-  (7) 

Zur  Bestimmung  von  Sß^  und  Jz/A  hat  man  _ 

aus    der   sphärischen    Fig.   22,  in    welcher  ^ 

^'^2  «=  sin  ^tpa  dai.8  und  ^2'^^  "=  ^^9 
ist,  direkt  durch  Projektion  von  fl,'  auf  ll|ls: 

*A  =  J'«^'^  (8) 

==  cos  a2.\6Jq>  —  sin  zfy  sin  «2.1^^1.3 
und 

cos  ß^dJk  -=  |ls'<5  (9) 

=  —  sinaz.i  Jz/qp  —  sin  /i^jcoscts.i^^i.a* 

Führen  wir  (7)  in  (8)  und  (9)  ein,   so  er- 
giebt  sich: 


FUr.  89. 


u'gCcot/SoCos  g^^cosag.  1  —  8in/:/9)sina8. 1) 


«;iCot/JoCOS9iCosa8.i  +  e'sin/JoCOS^osiDyiCosag.ie/"     ^^ 


und 
8JX  = 


—  w^  (cot/J^j  cos  9i  sin  «2.  i  +  sin  -^9?  cosag.  1) 
+  ic^j  cot/J^jCOB  9?!  sin  «2.1  —  c*  sin/Jß  cos  /J^  sin  y^  sin  «a .  1 J 


Multipliziert  man  die  Formel  für  d/),  mit  tan  /S^  sin  q>^  tan  ag.i?  d.  i. 
wegen  tan  ^^  sin  9?,^=»  cot  «2.1  soviel  wie  1,  so  geht  sie  über  in: 


Digitized  by 


Google 


268    6.  Kapitel.   Differentialfoi'meln  u.  Reihenentwicklungen  f.  d.  geodäi  Linie. 

tu  sin  «9  ,  ,     ^ 

wobei  gesetzt  ist: 

Wl  =  ttQ  (w^  cos  9?i  sin  (p^  —  w^  sin  y^  cos  y^  —  e^  sin*  /Jq  sin  ^^  sin  9?a  e7).  (1 2) 

Zur  Bestimmung  von  SLi,2  hat  man  zunächst  die  aus  (2)  und 
(3)  S.  229  folgende  Gleichung  zu  beachten: 

Li,2  =  (yi  -e^cos^ßdX.  (13) 


=  /  ]/l  —  6*  cos* 


Hierzu  ist  /)  als  Funktion  von  X  mit  Rücksicht  auf  die  feste  Lage 
von  Pj  durch  die  Relationen  gegeben: 

tan  ß  =  tan  ß^  cos  l        cos  /3g  =  cos  |3,  sin  «1.2.  (14) 

Die  Differentiation  von  (13)  führt  zu: 


(JXi.ü  =  «;,«A,  -  w,dk,  +  eWW-^i*i  dA, 


(15) 


wobei  d^  in  Bezug  auf  konstanten  Wert  von  A  zu  verstehen  ist  %  Es 
wird  hiermit  nach  (14)  und  mit  Rücksicht  auf  die  1.  Formel  (4), 
welche  auch  hier  gilt: 

Sß  =  cos*^  sec*^o  cos  lÖß^  =  —  cos*/?  sec*^Q  cos  A  sin  91^^1.2. 

Dies  setzen  wir  in  (15)  ein  und  transformieren  zugleich  das  Integral 
mittelst  der  Relationen: 

dX  a=  cos  ß^  sec*/J  dip     cos  X  =  tan  ß  cot  ß^    sin  ß  =  sin  ß^  cos  q>, 

sodafs  es  wieder  auf  qp  als  Variable  bezogen  wird.  Damit  ergiebt  sich: 

dLi.i  =  w^dJX  +  {w^  —  w^  dX^  —  e*  sin  ß^  sin  ^iJdai.g.   (16) 

Für  dX^  folgt  aus  tan  ß^  =  tan  ß^  cos  Aj  ohne  Schwierigkeit  nach 
und  nach: 

tan  j8q  sin  X^dXj^  =  sec*/?^  cos  X^Sß^  =  —  sec*/?^  cos  X^  sin  ^xdcci.s, 

dA^  =  —  cos  g?i  CSC  /Jo^Äi.s  • 

Wir  führen  dies,  sowie  dz/A  aus  (10)  in  (16)  ein  und  erhalten  nach 
einiger  Reduktion^  wobei  die  Formeln: 

cot  ßQ  =  tan  CK2. 1  sin  (p^   und    cos  ^2  ^ob  «s.  1  =v  —  sin  /S^  sin  9^2 

Digitized  by  VjOOQIC 


§  S.    Die  reduzierte  L&nge  und  der  geodätische  Kreis.  269 

ansrawenden  sind^  schlief  Blich: 

SLi,2  = sec  /Jj  cos  a2.idai.2.  (17) 

«0 

§  2.  Die  reduzierte  Länge  und  der  geodätische  Kreis.  Nennt 
man  das  yon  P^  bei  der  Drehung  der  Linie  PiP^  beschriebene  Bogen- 
differential  för  den  Augenblick  u  und  sein  Azimut  %}  <30  ist 

w  cos  X  =  —  »0  ^i^ßt  ^^^  w  sin  X  =  »o  ^^^  ßi  *^i.«>  (1) 

weil  das  Element  des  Meridianbogens  allgemein  nach  (1)  S.  55 
gleich  a^wäß  ist  und  der  Radius  des  Parallelkreises  für  P,  gleich 
Oo  cos  ß^  wird^  S.  40. 

Führt  man  (11)  und  (17)  des  vorigen  Paragraphen  ein,  so  geben 
die  (1): 

«  cos  X  =  +  W  sin  a2.idai.2  *=  Wdai.2  •  cos  («2.1  —  90^) 

«  sinx  =  —  W  cos  a2.idai.2  =  Uldai.«  •  sin  («2.1  —  90^)? 

woraus  man  erkennt^  dafs 

u  =  mäa,.,       1  (2) 

Hiemach  steht  das  von  P^  beschriebene  Bogendifferential  ntdai.2 
nomkü  zur  geodätischen  Linie  PiP^' 

Man  nennt  die  von  P^  beschriebene  Kurve  einen  geodätischen  Kreis 
und  m  die  reduzierte  Länge  der  geodätischen  Linie  P1P2. 

Diese  Bezeichnungen  ffihrt  Christo ffel  S.  130  n.  131  seiner  Schrift:  ^127- 
gemeine  Theorie  der  geodäUschen  Dreiecke  ein  (Abh.  der  Egl.  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Berlin  186S).  Zu  dem  Satze  selbst  aber,  welcher  der  Be- 
zeichnung geodätischer  Kreis^zn  gründe  liegt,  und  zwar  als  für  jede  krumme 
Flache  gültig,  wurde  Gaufs  in  seinen  Disquisitiones  generdUs  circa  super- 
ficies curvas  1828  geföhrt. 

Nach  dem  Vorstehenden  lassen  sich  mittelst  geodätischer  Linien 
und  geodätischer  Kreise  Systeme  von  Polar- 
koordincUen  konstruieren.  Ist  A  Zentrum 
eines  solchen  Systems,  auf  welches  eine 
Kurve  bezogen  wird,  und  ist  ds  ein  Bogen- 
dement  PP  derselben,  so  hat  man  ähnlich 
wie  bei  ebenen  Polarkoordinaten 

rfs*  =  dr*  +  mr^dtt^,  (3)  Fig.  M. 

wenn  r  den  geodätischen  Radiusvektor  AP^  VXr  dessen  reduzierte 
Länge  und  da^  den  Winkel  zwischen  r  und  r  -j-  dr  bezeichnen. 
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§  3.  Geometrische  Teranschaullchniig  zu  dem  Satze  rom 
geodätisehen  Kreis.  In  Fig.  24  bedeutet  P^P^  zunächst  eine  nach 
beliebigem  Gesetz  gebildete  Kurve  und  PiPi  eine  unendlicb  benach- 
■gg  barte^  die  aus  jener  durch  Drehung  um  P^  hervorge- 
gangen ist.  In  zwei  unendlich  benachbarten  Punkten 
P  und  Q  ziehen  wir  Linienelemente  normal  zu 
PiP^  bis  an  die  Kurve  P1P2*.  Dadurch  entsteht 
ein  unendlich  kleines  Viereck  PQP^Qf,  welches 
wir  als  eben  behandeln  dürfen ,  weil  seine  Pro- 
jektion auf  eine  mittlere  Taugentialebene  der 
Fläche  PQP'Q'  sich  von  dem  Viereck  selbst  in 
Seiten  und  Winkeln  nur  um  unendlich  kleine  Be- 
träge von  der  3.  bezw.  der  2.  Ordnung  unter- 
scheidet, wie  aus  der  Gröfsenordnung  der  Neigung 
der  Teile  des  Vierecks  gegen  die  Tangentialebene 
hervorgeht 

Es  ist  nun  wichtig  zu  beachten,  dafs  PP  und 
Q(j[  im  allgemeinen  ebensowenig  wie  PQ  und  P^Q' 
parallel  sind,  sondern  wie  diese  eine  unendlich 
kleine  Neigung  gegen  einander  haben.  Die  un- 
endlich kleine  Krümmung  des  Linienelements  PQ 
hat  zwar  auf  seine  Länge  keinen  merklichen  Ein- 
flufs,  wohl  aber  äufsert  sie  sich  darin,  dafs  in  P 
und  Q  die  Richtungen  der  Kurve  PxP^  unendlich  wenig  verschieden 
sind;  mithin  werden  auch  PP^  und  QQ[  voi  allgemeinen  vom  Paral- 
lelismus abweichen. 

Ist  nun  Q(j['  parallel  zu  PP  und  denkt  man  sieb  von  P  und  P' 
Normalen  zu  QQ['  gelegt,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Figur: 

pq[  =  pq['  +  q'Q'  =  pq  cos  ^  sec  ^'  +  e^.« . 

Wendet  man  diese  Formel  auf  alle  Linienelemente  von  P^  bis  P^ 
die  wir  uns  gleich  grofs  genommen  denken,  an,  so  folgt,  wenn  P^ 
den  Punkt  auf  P^Pi  bedeutet,  welcher  in  der  von  P,  aus  normal  zu 
P^P^  gezogenen  Linie  liegt: 

P^Pi'^  P^P^  .  cos  i>m  Bec  *'«  +  S{Qq.  ö). 

Hierin  ist  ^m  ein  Durchschnittswert  aller  ^  und  ^^  ein  solcher  aller  i). 
Da  nun  die  ^  unendlich  klein  sind,  weichen  cos  ^m  und  sec  ^m  nur 
um  unendlich  kleine  Grofsen  der  2.  Ordnung  von  der  Einheit  ab,  und 
es  ist  P^P^ .  cos  ^m  sec  ^m  =  PiPg  bis  auf  eine  im  Verhältnis  zu  P^P^ 
unendlich  kleine  Gröfse  der  2.  Ordnung. 

Was  nun  2^{QQf .  m)  anlangt,  so  kann  es  nicht  zweifelhaft  sein^ 


Fig.  U. 
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dafs  dies  im  allgemeinen  eine  Summe  unendlich  kleiner  Grofsen 
2.  Ordnung  und  daher  unendlich  klein  von  der  1.  Ordnung  sein 
wird.  Es  steht  nämlich  die  Schmiegungsebene  einer  Curve  PiP^  im 
allgemeinen  schief  zur  Oberfläche;  daher  geht^  wie  man  leicht  er- 
kennen kann,  ein  endlicher  Teil  der  Krümmung  des  Linienelements 
PC  in  Divei^nz  von  PP'  und  QQf  über,  sodafs  cd  unendlich  klein 
Yon  der  1.  Ordnung  ist  und  nur  dann,  wenn  die  Schmiegungs- 
ebene normal  zur  Oberfläche  ist,  wird  cd  null  oder  doch  unendlich 
klein  von  höherer  als  der  1.  Ordnung. 

Hieraus  geht  hervor,  dafs  nur  bei  der  geodätischen  Linie  in 
allen  Fällen  jene  Summe  weniger  als  eine  unendlich  kleine  Grofse 
1.  Ordnung  beträgt  und  dafs  daher  nur  allgemein  bei  der  geodä- 
tischen Linie  bis  auf  unendlich  kleine  Grofsen  von  höherer  als  der 
1.  Ordnung  P^P^  «=  PiA'  gesetzt  werden  kann.  Bei  anderen  Linien 
wird  jene  Summe  nur  in  einzelnen  Fällen  null  sein  können,  indem 
streckenweise  die  Produkte  QQf  .m  sich  aufheben. 

Man  darf  nun  hieraus  weiter  in  der  Regel  den  Schlufs  ziehen, 
dafs  bei  der  Drehung  einer  geodätischen  Linie  PiP^  um  den  einen 
Endpunkt  P,  der  andere  Endpunkt  P,  eine  zu  P1P2  normale  Bahn 
beschreibt.  Denn  wenn  bei  der  unendlich  kleinen  Drehung  P^ 
nach  Pj'  gelangt,  so  weicht  P,'  von  P,'  nur  um  eine  unendlich 
kleine  Gröfse  höherer  Ordnung  ab,  welche  gegen  die  unei|dlich  kleinen 
Grofsen  1.  Ordnung  P8P2'  und  P2P2'  nicht  in  betracht  kommt  — 
oder  mit  anderen  Worten:  In  dem  unendlich  kleinen  geradlinigen 
Dreieck  P2P2'P2'  ist  der  Winkel  bei  P,  unendlich  klein. 

Es  kann  allerdings  der  Fall  eintreten,  dafs  P2P2'  selbst  nur  von 
höherer  als  der  1.  Ordnung  ist,  obgleich  der  Drehungswinkel  bei  Pj 
und  die  Verschiebungen  der  Punkte  P  zwischen  P^  und  P,  im  all- 
gemeinen von  der  1.  Ordnung  sind.  Alsdann  ist  m  =»  0  und  es 
steht  der  geodätische  Kreis  an  der  betreffenden  Stelle  nicht  mehr 
notwendig  normal  zur  geodätischen  Linie.  Jedoch  ist  die  Ausdehnung 
einer  solchen  Stelle  eben  unendlich  klein,  sodafs  sie  im  Endlichen 
keine  Ausnahme  bildet 

§  4.  Die  geodätisehe  Linie  ist  die  Kürzeste.  Wie  früher 
auf  der  Eugel  Fig.  3  S.  69  gebildet  wurde,  ebenso  können  wir  jetzt 
auf  dem  Rotationsellipsoid  eine  Figur  in  der  Weise  bilden,  dafs  wir 
eine  geodätische  Linie  PoPn  um  einen  ihrer  Endpunkte  drehen  und 
dabei  von  Zwischenpunkten  unendlich  benachbarte  geodätische  Kreise 
beschreiben  lassen.  Wie  früher  sieht  man  sofort,  dafs  eine  beliebige 
Linie  PqP^'P^'  . . .  P«  länger  als  die  geodätische  Linie  P^P^P^ . . .  Pn^ 
sein  mufs.  ^ 
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Die  Beweisführung  ist  dieselbe  wie  S.  69  für  die  Eugel  im  An- 
schlufs  an  Fig.  3.  Nur  bedeuten  die  kleinen  Eugelkreise  hier  geodä- 
tische Kreise. 

Sie  gilt  aber  nur  unter  der  Voraussetzung ,  dafs  der  geodätische 
Kreis  des  Endpunktes  P»  in  seinem  ganzen  Verlaufe  keine  geodä- 
tischen Kreise  schneidet^  welche  mit  einem  kleineren  Abstand  vom 
Zentrum  Pq  beschrieben  sind.  Denn  nur  a}sdann  kann  man  sicher  keine 
Linien  ziehen,  die  kürzer  als  die  betrachtete  geodätische  sind. 

Solche  Durchschnitte  entstehen  auf  dem  Rotationsellipsoid,  so- 
bald die  Länge  der  geodätischen  Linie  so  bedeutend  wird,  dafs  sie 
um  die  Oberfläche  mehr  als  halb  herumreicht.  Die  hier  stattfindenden 
Verhältnisse  werden  im  7.  Kapitel  untersucht  werden. 

Dafs  die  geodätische  Linie  nicht  notwendig  auch  die  kürzeste 
Verbindung  der  Endpunkte  ist,  folgt  überdies  schon  aus  den  An- 
gaben S.  264,  wonach  zwischen  2  Punkten  unendlich  viele  geodä- 
tische Verbindungen  existieren.  Nicht  alle  aber  können  kürzeste 
Linien  sein:  In  der  Regel  existiert  nur  eine  Kürzeste;  in  manchen 
Fällen  sind  mehrere  gleichlange  Kürzeste  vorhanden. 

Dagegen  ist  jede  Kürzeste  eine  geodätische  Linie;  denn  man 
kann  jede  Kürzeste  auf  verschiedene  Art  in  so  kleine  Teile  teilen, 
dafs  für  jeden  einzelnen  derselben  das  Zusammenfallen  mit  der 
kürzesten  geodätischen  Linie  zwischen  den  Endpunkten  des  betreffenden 
Teils  zweifellos  ist  —  bei  gehöriger  Beschränkung  der  Länge  blieb 
ja  in  der  Beweisführung  mit  Fig.  3  kein  Zweifel ,  dafs  die  geodätische 
Linie  zugleich  kürzeste  Linie  ist,  was  denn  auch  notwendig  umgekehrt 
gilt.  Läfst  man  nun  die  Teile  über  einander  greifen,  so  zeigt  sich 
evident,  dafs  alle  einzelnen  geodätischen  Teillinien  derselben  geodä- 
tischen Linie  angehören  müssen  und  die  Kürzeste  also  eine  geodätische 
Linie  ist.    (Vergl.  auch  Zeitschr.  f.  Vermessungswesen  1880  Augustheft) 

Um  ZQ  zeigen,  dafs  die  Kürzeste  und  die  kürzeste  Geodätische  zwischen 
2  Punkten  zusammenfallen,  bedient  man  sich  in  der  Regel  der  Rechnung^ 
indem  man  mittelst  des  Variationskalküls  die  Gleichung  der  Kürzesten 
hersteUt  und  sie  mit  der  Gleichung  der  Geodätischen^  die  man  mittelst 
der  Bedingung  Schmiegungsebene  normal  zur  Fläche  ableiten  kann,  vergleicht 

In  Bezug  auf  die  Kürzeste  lehrt  die  Variationsrechnung  zugleich  die 
Existenz  der  geodätischen  Kreise  {Chrtstoffel  a.  a.  0.).  Man  kann  aber 
auch  rein  geometrisch  zeigen,  dafs  der  Endpunkt  einer  sich  drehenden 
Kürzesten  eine  Bahn  normal  zu  ihr  beschreibt  Diesen  Weg  betrat  Gaufa 
(a.  a.  0.  Art.  15). 

Folgendes  dürfte  im  letztem  Falle  ebenfalls  genügen:  Denkt  man  sich 
um  einen  Punkt  herum  unendlich  dicht  Linien  gleichen  kürzesten  Ab* 
Standes  gezogen,  welche  Linien  die  ganze  geschlossene  Oberfläche  bedecken, 
ohne  sich  zu  schneiden,  so  gelangt  man  auf  kürzestem  Wege  vom  Zentrum 
nach  auTaen  nur  normal  zu  jenen  Linien. 
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§  5.    Die  reduzierte  Länge.     Nach  S.  268  (12)  und  S.  267 
(6)  ist  die  reduzierte  Länge  m  gegeben  durch  die  Formeln: 

Ul = fl^  (tt?j  cos  9i  sin  9^2 — ^2  siö  tp^  cos  9?2 "~  ^  ^i^^ßo  ^^^  Vi  ^^^  9$  ^)} 


/    COfl'l 


difj        W  =^yi  —  C*  C08*/J  , 


(1) 


Zufolge  der  Entwicklung  gilt  nt  für  Drehung  um  P^;  allein  man 
sieht  leicht;  dafs  es  auch  für  Drehung  um  P,  gültig  ist.  Vertauscht 
man  nämlich  die  Punkte,  so  ergiebt  die  entsprechende  Yertauschung 
der  Lidices  in  der  1.  Gleichung  (1)  zunächst  für  m  einen  Vor- 
zeichenwechsel.  Allein  die  Gleichungen  (4)  S.  248  zeigen,  dafs  bei 
der  Yertauschung  q>^  und  (p^  bezw.  nicht  in  97,  und  q)^,  sondern  in 
—  9>,  und  —  9|  übergehen.  Mit  Berücksichtigung  dessen  behält  m 
seinen  Wert: 

Die  redußierte  Länge  m  hat  gleichen  Betrag  für  Drehungen  um 
jeden  der  beiden  Endpunkte  der  geodätischen  Linie. 

Wir  entwickeln  nun  den  Ausdruck  (1)  für  Ut  in  ähnlicher  Weise 
wie  früher  s^  ohne  jedoch  h^  anzuwenden,  sondern  der  Einfachheit 
wegen  unter  Beibehaltung  von  F. 

Nach  §  4  S.  220  und  221  ist: 


yi^^co^^ß^yi^yi 


*« 


siu^9?, 


1— «■ 


.»sin«^o  =  **T^ 


(2) 


Man  hat  daher: 


—  V  Y  iZjfc«    /  (^^^*  9  +  Y  **  <508* 9?  sin*  tp  '\ J  dtp. 

Setzt  man  eos*^  ~  v  +  y  ^^^  ^9?  und  cos*  9  sin*  y  =  -—  — -  -—  cos49> 
und  integriert,  so  folgt: 

e»ain*^,J«**|/i^{|^9(l  +  |Ä;*+ 

—  ^  **(8in  49?,  -  sin  49?i)  H j  •       (3) 

Andrerseits  ist  mit  Bücksicht  auf  die  1.  Formel  (2)  und  mittelst 
Reihenentwicklung  von  j/jT— Ä*  sin*  9  nach  leichter  Reduktion: 

H«lm»rt,  mathem.  n.  phyiikal.  Theoiieen  der  bOh.  Geodftsie.  18 
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Wi  COS  (pi  sin  92  —  u^2  ^^  ?i  <^B  9>% 

=  1/    ~  !f ,   |8in^9>  +  i*siinPisin9?2L~(8in292  —  siD29?i) 

+  —  i*  (cos  9>2 8m'9>2  ""  cos^i  sin^9?j)  -] J 1  •     (4) 

Substituiert  man  (3)  und  (4)  in  (1)  so  erhält  man  die  für  jeden 
Wert  der  Länge  s  gültige  Formel: 

W  =   yYZ:^i  j»'^  ^9>  —  Y  ^  sin  9i  «»  9t  l^] }  ; 

[F]  =  [^9>  (l  +  i-Ä«  +  ...)  --1*2^08  29  sin  ^ip  +  . . .]; 

^y  —  9?2  —  9i         29  =  92  +  9i- 


(5) 


Diese  Formel  zeigt;  dafs  Hl  bei  wachsender  Lauge  der  Linie 
anfangs  wächst,  dann  aber  wieder  abnimmt,  bis  /J^  nahezu  gleich  sr 
geworden  ist,  wo  ein  Verschwinden  eintritt,  jedoch  nicht  für  ^9  ».  ^^ 
sondern  ffir  einen  etwas  gröfseren  Betrag.  Hiervon  ist  die  Ursache, 
dafs  m  ein  Glied  mit  ^^9  selbst  enthält.  Ist  Ul  durch  null  gegangen, 
so  wird  es  negativ,  erreicht  ein  negatives  \  Maximum,  nimmt  dann 
absolut  genommen  wieder  ab  u.  s.  f. 

Für  die  Geodäsie  hat  es  ein  besonderes  Interesse,  m  nach  Potenzen 
von  s  zu  entwickeln.  Zu  dem  Zwecke  suchen  wir  die  Differential- 
quotienteu  von  m  nach  s  auf,  um  schliefslich  Taylors  Satz  anzuwenden. 
Dieses  Verfahren  ist,  wenn  nicht  einfacher,  so  doch  in  einiger  Hin- 
sicht interessanter  als  die  Entwicklung  mittelst  Substitution  von  s 
.als  Funktion  von  9  in  (5). 

§  6.  Die  Differentialqnotienten  Ton  m  nach  s.  Wir  be- 
trachten im  Folgenden  stets  P^  als  den  festen  Punkt.  Dies  hervor- 
zuheben ist  wichtig,  weil  die  Differentialquotienten  von  tu  andere 
Werte  erlangen  für  P^  als  Drehungszentrum. 

Die  Differentiation  von  m  (vergl.  Formel  (1)  auf  voriger  Seite) 
nach  92  giebt: 

—  ,  —  '=tViCoaipiCosq>^'\-w^BinfpiBmq>^ — 6'sin9|C0892Cos^2^i^/'s;r~J^'~ 
—  e'3in*^osin9|COS92  J — —  e*sin*^^8in9i  sin92C08'92 . 

Aus  einer  sphärischen  Figur  analog  Fig.  22  S.  267  entnimmt  mau 
nun  ohne  Mühe,  dafs 

dft  =  cos  «i.  1^92;  (1) 
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§  7.    Entwicklang  yon  K^  als  Fanktion  von  f.  '  275 

setzt  man  dies  in  Vorstehendes  ein  und  eliminiert  J  zugleich  mittelst 
der  Formel  für  m^  so  folgt  mit  Beachtung  der  (4)  S.  248: 

-^  =  lltcot^,  +  a„t..4^J;-.  (2) 

Nun  ist^  wenn  man  sich  s  über  P^  hinaus  verlängert  denkt: 

dm  ^  jäm_  tfy, 
ds  dtpi     ds    ' 


nach  (6)  S.  220  aber  femer: 


d(p% 


(3) 


ds  a^tr, 

Mao  hat  daher 

dVH            «coty,      I      Bin  y,  -                                     ^ .  v 

ds              a^w,       **     sin,  qpj  ^                                     ^  ^ 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (4)  S.  248: 

dm         coaPt  cosai.g VI  tan  p, ,-v 

ds    "^         cos  ^2  cos  c, .,  «^  t(7,  cos  a, .  I   *  ^  -^ 

Aus  (4)  erhalt  man  weiter  durch  erneute  Differentiation: 

ä^m coty,  dm        m  csc'y,  dy,  siny,  cosy,  <iy, 

ds^  a^tTj    ds  OoWj       ds  sin'y,         ds 


-  ^  i:'^-  ^osft  s'^^A 


1.0«/, 


^  dy,   da 


Reduzieren   wir  dies  mittelst  der  Formeln  (1),   (3)  und  (4)  und  be- 
achten auch  die  (4)  S.  248,  so  geht  es  über  in: 

d'W        _      tu      U  __  e»8in»p,\ 

Hieraus  folgt  aber: 

d^m            m  1  -  «•  ^  K^  f^. 

ds^ ^^~w7~ "^  V'  W 

wobei  ir,:^!^'  nach  S.  59  (3)  das  Erümmungsmafs  in  P^  (dem  be- 
weglichen Punkte)  bedeutet 

d*m 
Die   Gleichung  -j-^  sa  —  w.  (KrammtmgimAfi)  gilt  für  geodätische  Linien 

jeder  krammen  Fl&che.  Sie  wnrde  zuerst  von  Gaufs  1888  in  den  Dis- 
quisitumes  generaUs  circa  superficies  curvas  Art.  19  (G.  Werke  Bd.  4  8.  244), 
später  von  Christoffel  anch  auf  andere  Art  aus  den  Integrabilit&ts- 
bedingungen  für  die  Differentialformeln  geodätischer  Dreiecke  (1868,  All- 
gemeine Theorie  der  geodätischen  Dreiecke  S.  141)  abgeleitet. 

§  7.  Entwieklung  von  K^  als  Fanktion  TOn  «•    Es  ist  mit 
Benutzung  der  1.  Formel  (2)  S.  273: 


(1  -  e»  cos'p)*         (1  —  ««)  (1  —  k*  8in»> ' 

18* 


Digitized  by 


(1) 
Google 


276  6.  Kapitel.  Dififerentialformeln  u.  Reiheaentwicklangeii  f.  d.  geodäi.  Linie. 
Man  hat  daher: 

Hieraus  folgt  unter  Vernachlässigung  yon  h^  u.  s.  f.  ohne  Schwierigkeit: 
jKj  —  Zi  (l  +  Ä:*  [cos  29?i  —  cos  {2tp^  +  2^9?)]  +  •  •  •)•      (3) 

Nach  (9)  S.  223  weicht  aber  ^tp  von  sia^  nur  um  Glieder  der 
Ordnung  e^s  :  a^  ab.  Aufserdem  ist  Ä*  =  e*  8in*/Jo  +  Grh-  Beachtet 
man  nun  noch,  dafs  nach  (4)  S.  248 

sin*/Jo  cos  29?!«=  sin*/Ji  —  cos^/Jj  cos*ai  2    1 

und  (4) 

sin*/Jo  sin  29>i  =  sin  2ß^  cos  «i.j  ) 

ist;  so  findet  sich  aus  (3): 

jBr2==Z'J  l  +  e^^sin— sin2/JiCOsai.2H-28in*— (sin^/J^  ~co8*/J4Cos*ai.2)J+«--|  •   i5) 

Diese  Formel  giebt  K^  bis  auf  Glieder  der  Ordnung  e*  genau, 
so  lange  sie  nur  auf  Distanzen  Anwendung  findet,  ftir  welche 

sin  2^(p  —  sin  —  und  sin  ^9?!  —  sin  — 

Gröfsen  der  Ordnung  e^  sind,  was  für  beliebige  Distanzen  statthat, 
insofern  man  sich  auf  kürzeste  Linien  beschränkt. 

Nimmt  man  sia^  als  Gröfse  1.  Ordnung  wie  e,  so  folgt: 

K^  =  kJi-{-  2^  sin  2ft  cos  «1.2  -  +  Gl,)  -  (6) 

§  8.  Die  reduzierte  L&nge  als  Funktion  yon  9.  Da  sich  der 
2.  Differentialquotient  von  m  nach  s  so  sehr  einfach  gestaltet,  so  liegt 
der  Gedanke  nahe,  anstatt  mittelst  Taylors  Satz  nach  vorher  erfolgter 
Bestimmung  des  3.  und  höherer  Differentialquotienten,  direkt  durch 
Integration  der  Gleichung'  (6)  auf  voriger  Seite  nt  als  Funktion  von 
s  herzustellen.     Setzen  wir: 

iT,  =  Z,  (1  +  c,  sin  ^  +  c,  sin*  ^ +  ...),  (1) 

Ci=B(^  8m2^i  cos  «!.», 


wobei  Ci  und  C2  auch  mit  der  geographischen  anstatt  der  reduzierten 
Breite  berechnet  werden  dürfen,  so  folgt  aus  (6): 


?  +  m  |i  (1  +  c,  sin  ^i  +  c,  siu*^  +•••)  =  0.  (3) 

Google 


Digitized  by  ^ 


§  8.    Die  reduzierte  Länge  als  Funktion  von  8. 


277 


Diese  Gleichung  vernachlässigt  alle  höheren  Potenzen  von  e*,  enthält 
aber  die  Glieder  mit  6*  vollständig.  Sie  läfst  sich  streng  integrieren, 
insoweit  es  sich  um  Konservierung  der  Glieder  mit  ^  allein  handelt. 

Setzen  wir  c.  und  Co  null,  so  folirt  m  =  -%r  sin  ^      \  wie  man 

daraus  erkennt,  dafs  in  diesem  Falle  m  die  reduzierte  Länge  auf  der 
Kngel  vom  Radius  a^:}/^  wird. 
Im  allgemeinen  setzen  wir 

""  vi '"^-^ +  "»'*• 

Zweimalige  Differentiation  liefert  hieraus: 


(4) 


- — ^~  sm  -^ — ^  +  »0  -j-T  • 


Dies  substituieren  wir  in  (3)  und  vernachlässigen  dabei  die  Produkte 
lic^  und  iiC2f  indem  wir  annehmen,  dafs  sie  den  Faktor  e^  haben, 
weil  voraussichtlich  (i  den  Faktor  e^  enthält.     Es  folgt: 


dV 


oder  mit  konsequenter  Vernachlässigung  von  e*: 


«0  jp  +  ;»  +  Ci  "A-  sin  -  +  c,  sin»-  + 


«0  *  % 

Man  hat  fQr  ft  noch  die  Nebenbedingungen 


0. 


0  und  4^  =  0    für    s  =  0. 


(5) 


(6) 


Diese  ergeben  sich  aus  der  Bedingung ,  dafs  für  s  gleich  null  nt  die 
reduzierte  Länge  für  die  Ebene  wird,   dafs  also,  da  hier  VX  =  s  ist: 

dm 


m 


0, 


d8 


=  1     für    s  =  0 


sein  mufs.    f^ührt  man  d^n  Ausdruck  (4)  ein,  so  erhält  man  die  (6). 
Zum  Zweck  der  Integration  schreiben  wir  (5)  wie  folgt: 

Vt!;*+'*+^'(«««i--«iO+i«.(3"-i-«-^)+—0     •  (7) 

und  setzen  nun  versuchsweise  (wobei  zum  Teil  Reihenentwicklungen 
einen  Fingerzeig  geben): 


■a. 


I  —  cos sm  — )  +  6,  —  sm  — 

+  a,(coBL«_co8^)  +  63(8in^-38in^). 


(8) 
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Die  zweimalige  Differentiation  von  (8)  ergiebt: 

—  a,  (    sin— +  —  C08~) +  6i  (2co8— ^sin— ) 

— a.(9cos cos— )  —  6o  (9sin Ssin— )• 


^0  d«"       ^ 


Substituieren   wir   dies   sowie  (8)   in  (7)^   so    geht   diese  Gleiqbung 
über  in: 


(26,  +  i- c.)  cos  ^  -  (2a,  -  {  c.)  8ÜI  ^ 
-  (Soj  +  Y  c,)  cos ^  —  (86,  + -i^  c,)  sin  ?j? 


0, 


welche  identisch  verschwinden  mufs.    Es  wird  also  anzunehmen  sein: 


«.  =  + 


«8 


3 

1 

16 '^t 


(9) 


Setzt  man  diese  Eoefficientenwerte  in  (8)  ein  und  den  für  ft 
erhaltenen  Wert  in  (4),  so  findet  sich  für  nt  der  folgende,  die  Glieder 
mit  e^  vollständig  enthaltende  Ausdruck: 


m« 


1-  sm  -^ — -  —  7  Ci58in 7.  c^a^  I  ( 

^._c,^sco8--a„8m--j 

1  /    .       3«  Q      •         «\      I 


35  s 

cos  —  —  COS  — 


:)1 


(10) 


Für  C]  und  c^  gelten  die  unter  (2)  angegebenen  Werte.  Der  Aus- 
druck (10)  giebt  nt  bis  auf  Gröfsen  der  Ordnung  a^e^  für  beliebige 
kürzeste  Distanzen  s  (vergl.  Schlufs  des  §  7  S.  276). 

Wendet  man  Reihenentwicklungen  an,  indem  man  s\a^  als  Grofse 
1.  Ordnung  betrachtet,  so  folgt: 


m  «=»  -7^  sm  -^ — - 


^««o($-^£-*+^'•)-S)^«•(£i■*-^'')+«•^'••al) 


Dafs  der  Rest  ein  Bruchteil  der  8.  Ordnung  von  a^  ist,  zeigt  die 
Einführung  vorstehenden  Ausdrucks  in  die  strenge  Gleichung  (6) 
S.  275,  welche  bis  auf  Glieder  c*5*  befriedigt  wird. 

Berücksichtigt  man  bei  der  Entwicklnng  von  ÜT,  auch  e^,  so  wird  für 
kleine  Diatanzen  erhalten: 
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'%  9.    Diffeientialformeln  für  die  geodätische  Linie  n.  8.  w. 

c\  :•  e*  8m2p|  008«!  3  (^  +  -^  *'  *^**  Pi) 
c',  »  2e*  (  8in^ft  —  C08*(J,  co8*«i  ,  j 
+  «*  Uin*  2Pi  I  1  +  ^  cos^«!  jj  —  4  co8*ft  008*  «jJ 


279 

(12) 

(13) 


§  9.  Differentialformeln  fßr  die  geodätisehe  Linie  bei  Ter- 
Schiebungen  eines  Endpunktes.  Wir  beziehen  uns  auf  die  Linie 
PiPg,  Fig.  20  S.  266  und  betrachten  nach  einander  eine  Verschiebung 
Ton  P,  im  Sinne  wachsender  Länge  s  nm  ds  sowie  eine  Drehung 
um  Pi  im  Betrage  von  dai,^. 

1.  Verschiebung  ds  van  P,.  Nach  (3)  S.  219  und  (1)  S.  229  bat 
man  zunächst,  indem  daselbst  fär  a,  ß  und  dl  bezw.  «a.i  —  180^,  ^3 
und  dLi,%  zu  setzen  sind: 


68 


cos  at.i 


9Li.%  = sec  ^2  sin  «t.i. 


(1) 


Um  dag.i   zu  finden,   beachten  wir  die  Eonstanz  des  Produkts 
cos /},  sin  fts.i  bei  der  Verschiebung  von  P^,  zufolge  welcher 

cos  /Jj  sin  «2.1  =  cos  (/Jg  +  d/J,)  sin  («j.i  +  *aa.i). 
Hiemach  ist 

cos  ß^  cos  at^iiai.i  »»  sin  ß^  sin  a^.idß^ 

und  mit  Rücksicht  auf  die  1.  Formel  (1): 

äa 


das.i  =-^^  *»»  A  sin  ««.i. 


(2) 


2.    DrcÄiiWflr  von  P^P,  um  P^.    Nach  (11)  S.  268  und  (17)  S.  269 
ist  hierbei: 


*ft  =  - 


«oW, 


sin  as.i  dai.a 


dii  j  SS sec  /Jj  cos  «2.i*ai.2. 


(3) 


Die  Fundamentalgleichung^  angewandt  auf  P^  und  P,  tiocft  erfolgter 
Drehung,  liefert  nun  weiter: 

•     cos  /Ji  sin  («1.«  +  *«!.«)  +  cos  (jS,  +  dß^)  sin  («2.1  +  dors.i)  =  0. 
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Wegen 

cos  ßi  sin  «1.2  +  cos  ß^  sin  a«.i  ==  0 

geht  dies  über  in: 

cos  ß^  cos  as.idcKs.i  =  sin  ß^  sin  a%,i8ß^  —  cos  ß^  cos  ai,idai,2y 

wobei  dß^  aus  der  1.  Formel  (3)  zu  entnehmen  ist    Damit  folgt: 

{C0B|)|C08a|  2            m  ) 
: tanftsinaj.itanaj  ild«i.«- 
008^,008«,  I      OqW,       '^^        ■•*         "M       '•' 

Hieraus  eliminieren  wir  mit  Hilfe  der  Gleichung  (5)  S.  275  das  erste 
Glied  rechter  Hand  und  erhalten: 

Am 

Für  den  Differentialquotienten  -,—  ist  zu  erinnern^  dafs  er  sich  auf 

eine  Verschiebung  von  P,  im  Sinne  einer  Längenänderung  von  s  bei 
konstantem  Azimut  cci,%  bezieht. 

3.  Verschiebung  und  Drehung.  Wenn  die  geodätische  Linie  P^P^ 
sich  um  Pj  im  Betrage  dai.s  dreht  und  dabei  zugleich  um  ds  wächst, 
so  sind  die  totalen  Änderungen  von  ß^y  Li.%  und  a%,i  die  Summen 
der  bezüglichen  Ausdrücke  (1)  bis  (4). 

Indem  wir  die  Summation  ausführen,  substituieren  wir  zugleich 
nach  S.  40  und  41  (2),  (3)  und  (6): 


-z^^fttrJi.,    FisecJB,  für  sec/J,, 


}/r^e«tanJB,  für  tan^,,    iB^  ^^^^  ^^  *A 
und  gelangen  damit  zu  den  Formeln  fOr  die  totalen  Änderungen: 

*/>i.s«=» TrjSecJBjSina2.i TTjSecJBjCOsaj.idai.j 

*  «2 . 1  =      ^  TTjtan  JBj  sinag .  i  +  |  /-^\ + ^  TTjtanBjCOsaa .  1 1  d«i . « . 


(5) 


(6) 


dm 


Hierin  ist    TTj  «=  }^1  —  c*  sin  jBg  und   der  Index    1 . 2  an  -j—  deutet 

die  Richtung  vom  festen  nach  dem  beweglichen  Punkt  an,  im  Sinne 
der  obigen  Bemerkung  zu  (4)  am  Schlüsse  des  2.  Absatz. 

4.    Änderung  der  geographischen  Koordinaten  von  P,.    Die  Werte 
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§  10.   Verschiebang  beider  Endpunkte  der  geod&tisclien  Linie.        281 

ds  und  dai,iy  die  zu  dJS^  und  dLi.%  gehören,  ergeben  sich  aus  den 
ersten  beiden  Gleichungen  (6)  durch  Elimination  von  dai.s  bezw.  is. 
Führt  man  die  erhaltenen  Resultate  in  den  Ausdruck  für  dcxa.i  ein 
und  reduziert  ihn  teilweise  mittelst  der  Formel  (5)  S.  275,  welche 
bei  Einführung  der  Substitutionen  (5)  lautet: 


(dm 
\  ds 


)- 


W^  cos  B,  cos  «^  g  w^m  tan^, 

W^  cos  B^  cos  «2  j  a^  cos  «g  j 


SO  ist  djuin  auch  dieses  da^.i  Funktion  von  iB^  und  9Li,i, 
Ergebnisse  sind: 


(7) 
Die 


1-«« 


8s     =     aQ^rj-coscCi,idB2  —  y^coBB2smcc2,i9Li,s 
*«!.«=— —^^sinaai^-Bj—ij^  cos  JBjCOsaj.iJii.« 
*a«.i  =  — ^i^  (^)sina2.i*-B2  +  :jj^cosjB,  cosai.jdZ 


(8) 


Es  ist  noch  zu  bemerken,  dafs  im  vorstehenden  Paragraphen 
die  8B,  iL  und  da  als  Arcus  zu  verstehen  sind. 

§  10.  Yerschiebnng  beider  Endpunkte  der  geodätischen  Linie. 
In  allen  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  dürfen  wir  die  Indices 
yertauschen,  wenn  wir  zugleich  P,  als  fest  und  P^  als  beweglich 
annehmen.    Die  (8)  geben  damit: 


is     =     ÜQ  ^a  COS «1.2 dJBi  +^ cos B^ sin ai,%iL\,2 
d««.i  =  — ~-^8inai.2dP4  +  :jj^C08  5iC0sai.2dii.2 
dai.2  — ^-^  (■^)sinai.2dPi  —  ■jj^cosP2COsa2.idI'i.s 


(l) 


Diese  Änderungen  in  5,  «1.2  nnd  «2.1  entsprechen  also  einer  Verschiebung 
von  P|  bei  festem  P^.     Da  man  nun  setzen  kann 


L\,%  =  L^  —  Lly 


(2) 


wenn  L  allgemein  die  westliche  Länge  in  Bezug  auf  einen  beliebigen 
ersten  Meridian  ist,  so  hat  man  auch: 

djLi.2=«  +  dZg  bei  festem  Pj,    für  (8)  des  vor.  Paragraphen, 
dZfi.2  «=  —  dl»!  bei  festem  Pj,    für  (1)  dieses  Paragraphen. 


}(3) 


Durch    Addition   der   bezüglichen  Werte    nach  (8)   des  vorigen 
Paragraphen    und    nach   (1)    dieses    Paragraphen    erhalten   wir    die 


Digitized  by 


Google 


-'S 

i  Sek. 


(4) 


282    6.  Kapitel.   Differentialfonneln  u.  Reihenentwicklungen  f.  d.  geod&t.  Linie. 

Änderungen  der  Länge  und  der  Azimute,  welche  beliebigen  differen- 
tialen  Verschiebungen  heider  Endpunkte  entsprechen: 

"^1  in  Sek.  "^t  in  Sek. 

+  ^  COS  Ba  sin  «2.  i  (ßL.  —  dLa) 

"^«  in  Sek. 

in  Sek.  W     ^1        ^»«^2.1  iaSeV       «    ^t  in  Sek. 

+  'i^w^  COS  JB«  cos  «9. 1  (ÄZi  —  dL«) 

•"  '^^i  in  Sek. 

oa8.i  =  — -^-^g  smai.sdB,  — -^  __   (-^j  sina,.i  oJBj 

inSek.  •»     ^^i  in  Sek.        "*     ^J         ^««^1.«  in  Sei 

—  -j^-  COS  JS|COsai.s(d£|  —  dZ,) . 

Für  die  Reduktion  der  1.  dieser  Gleichungen  wurde  die  Be- 
ziehung COS  /Jj  sin  ag.i  +  cos  /J^  sin  ofi.«  «=  0,  d.  i. 

-r^  COS  JBg  sin  «2.1  +  -|y.-  cos  B^  sin  «i.j  =»  0  (5) 

benutzt.    Mit  Rücksicht  auf  diese  letztere  ist  auch  zu  ersehen,  dafs 
die  (4)  symmetrisch  zu  beiden  Punkten  P^  und  P^  geformt  sind. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dafs  nicht  die  Änderungen  der  geographi- 
schen Koordinaten  beider  Punkte  gegeben  sind,  sondern  nur  die- 
jenigen Ton  Pj,  aufserdem  aber  ds  und  dai.s,  so  ist  aus  den  ersten 
beiden  (4)  einmal  dX^,  sodann  öB^  zu  eliminieren  und  auf  dB^  bezw. 
dZg  zu  reduzieren.     Setzt  man  zugleich 

«2.1  —  «1.2  —  180^  =  Ja  ,  (6) 

so  findet  sich: 

Gegeben:  dBi^  6Lh  d«,  ^«1.«; 


dB,' 

In  Sek. 


inStk. 


lde^\9   cosa2.i  — —  ~8in«2.i  dai.jj 
?j|cosz^a+  [l  — (^-jjj  Jsinai.jsinai.i  jd^i 

dZj  —  W^secB^  \  p"sina2.  i 1 cos  «2.  i  dai.  2 } 

—    ~^ ,  *  secjBj,  I  sin  ^/a  —  j^l  —  [~)^  J  sin  ai.«  cos  «g.i  |  öBi 


(7) 


(8) 
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Diese  Ausdrücke  fahren  wir  endlich   noch  in   die  3.  Gleichung  (4) 
ein  und  erhalten  nach  gehöriger  Reduktion  mittelst  (7)  S.  281: 


^«2.1  = 

in  Sek. 


«  TF,» 


sin'^a 


Bina^j 


+  [i-(S),.J  [i-(S),.J«°*«»'«°«»« 


dB,. 


(9) 


In  den  Formeln  (7)  bis  (9)  sind  die  dB ,  iL  und  da  als  Sekunden- 
werte zu  verstehen,  wie  auch  zum  Teil  angedeutet  ist. 

§  11.   Bereehnnng  der  Koefflcienten  der  Differentialformeln. 

Bei  beliebig  grofsen  kürzesten  Distanzen  s  wird  in  vorstehenden 
Differentialformeln  für  m  der  Ausdruck  (10)  S.  278  anzuwenden  sein; 
er  vernachlässigt  zwar  e^,  ist  aber  wohl  meist  ausreichend. 

Für  kleinere  Distanzen  ist  der  bequemere  Ausdruck  (11)  S.  278 
vorzuziehen;  meistens  aber  dürfte  es  vollkommen  genügen,  zu  setzen: 


m 


VK 


sin 


sVK 

«0 


+ ^^(l-6&^+^^*)'  (1) 


worin  K  irgend  ein  mittlerer  Wert  der  Gröfse  K,  vergl.  (3)  S.  59, 
in  Bezug  auf  die  Endpunkte  der  Linie  s  ist.     Man  hat  noch: 


1-2^^+^^- 


(2) 


und  in  logarithmischer  Form: 


M 


log  w  =  log  s  -  g^  s»  isr+  Gl^ 


2a„ 


dazu  ist  aufserdem: 


[1 -S-iS- '+«'•• 


(8) 


Die  Einfuhrung  dieser  Werte  vereinfacht  namentlich  die  etwas 
komplizierten  Formeln  (7)  bis  (9)  des  vorigen  Paragraphen  erheblich, 
während  die  (4)  überhaupt  einfach  sind. 

Für  Seiten  direkt  mefsbarer  Dreiecke  wird  es  in  der  Regel  zulässig 
sein,  die  eckigen  Parenthesen  in  (7)  und  (8),  in  (9)  aber  wenigstens 
das  3.  Glied  des  Koefflcienten  von  dB^  zu  vernachlässigen. 

Sphärische  Berechnung  der  Koefficienten,  Kommt  es  auf  Bruch- 
teile der  Ordnung  ^  in  den  Koefficienten  der  Dijfferentialformeln  nicht 
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an,  Bo  kann  man  sie  so  berechnen;   als  wäre  das  Dreieck  zwischen 
Nor(}pol  Pj  und  P^  ein  sphärisches. 

Man  hat  zunächst  für  diese  Voraussetzung: 


^  .     8         dm  8 

W  —  flu  sin  — ,      tj-  =  cos  — 


(4) 


und  nun  durch  leicht  ersichtliche  Reduktionen^  insbesondere  durch 
Auflosung  von  sin  z/a  und  cos  ^Ja,  für  einige  der  kompliziertesten 
Eoeilcienten  in  (7)  bis  (9)  des  vorigen  Paragraphen: 


cos 


z/a  +  1^1  —  {'^)^  J  sin  «1.2  sin  «».i 


—  cos  «1.2  cos  «2  1  —  cos  —  sm  «1.2  sm  «2  1, 
sin  Ja  —    1  "~  VT'/        ^^  ^^-^  ^^  ^*-^ 


=  —  cos  «1.2  sin  «2.1  +  cos   -  sin  «1.2  cos  «2.1, 

«0 


(5) 


(6) 


i-j-)      H Wa  tan  JBo  cos  «2  1  =  cos f-  sin  —  tan  B^  cos  «2. 1, (7) 

b  -  (S)... + 1  -  i^i.]  <=««  ^« «'"  «»•' 


ein'  z/a 


*i.» 


l+['-("U[i-(a..]  •'»■«■■■"■■«. 

2cos  —  cos  «1.2  cos  «2.1  lAn  «2.1 


—  sin  «1.2  cos* «2.1  —  cos*  «1.2 


—  sm* —  sin'«2.i  sm  «1 .2 

**0 


sin'a^^ 


Bin  a 


i.s 


(«) 


Nach  den  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  ist  aber: 

—  cos  «1  2  cos  «2. 1  —  cos  —  sin  «1  2  sin «2.1  ==  cos  Li. 2  (5*) 

cos  «1,2  sin «2.1 —  cos  —  sin  «1.2  cos  «2.1  =  sin  Z1.2  sin  B^^  (6*) 
womit  sich  (5)  und  (6)  unmittelbar  vereinfachen.    Ferner  ist: 
cos  —  =  sin  Bt  sin  B^  +  cos  B*  cos  B^  cos  Z1.2 
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sin  —  cos  «2.1  =  —  sin  JBji  cos  B^  +  cos  B^  sin  Bg  cos  Li  ,2 
und  daher  f&r  (7): 

cos f-  sin  —  tan  B^  cos  «2.1  =  cos  ii  .2  cos  B^  sec  B^ .      (7*) 

Zur  Reduktion   von   (8)   ist   nach    dem   Cotangentensatz   (oder 
nach  Formel  (5)  S.  275): 

tan  JB,  sin  —  =  cot  cc%  1  sin  «12  —  cos  —  cos  «1.2. 

Quadriert  man  dies  und  multipliziert  mit  sin^  «2.1 :  sin  «1.2 >  so  gelangt 
man  zu  der  Relation: 

i?C08  —  cos  ai.2  cos  «2.1  sm  «2.1  —  sin  «1.2  cos*a2.i  —  cos*ai.2  — 


1.9 


sin*—  (sin*«!  .2  —  sec*BJ 


sinttj  2  ' 

mit   Hilfe    welcher   sich  die  rechte  Seite  von  (8)  in  den  Ausdruck 

vereinfacht: 

g  ain'ttg  j  g 

sin*—  sec*  JBi  ^.^^  '     d.  i.  —  sin  —  sin  Zi  .2  sec  ^ .      (8*) 


8ina 


1.2 


Die  Differentialformeln  (4)  und  (7)  bis  (9)  des  §  10  lassen  sich 
nunmehr  ohne  Schwierigkeiten  in  nachstehende  Formeln  überführen^ 
in  denen  dB ,  iL  und  d«  Sekundenwerte  bedeuten: 

p"?f  =  COS«i  2dSl  +  COSa2.idJB2  +  (  oder  .uch  )(di.— dL«) 

^  y—  008  Bi  sin  »i  2/ 

"  sin  «1  9     _         sin  ff«  1  cos  B^  cos  a»  , 

8a, .^ L«  8B, ^  *JB,  + '—j^^  {iL,  -  iL,) , 

tan  —  sin  —  sin  —  1  v  / 


^«2.  1  = 

dB^ 


«0  ^0  <*0 

K,  9     _.         sin  «9  ,  cos  B,  cos  a,  9 

-i;-*  iB, '-^  iB,  -  /^  (iL,  -  iL,) 

—  tan  —  sin  — 

q"  cos  «2.1  —  +  sin  Za .  2  cos  B^  d«i  .2 


+  cos  Zi.2  dJBi 


ds 


dL^=*dLi  —  9''secB2sin«2.i sinZi.2Csc«i.2C08«2.idai.2 


+  sin  Li, 2  tan  JBg  dBi 


d«2.1' 


as 


q"  tan J3^  sin  «2. 1 f-  cos  Li .2  cos  B^  sec  B^8ai,2 

—  sin  L1.2  sec  ^2  d£i . 


(10) 
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Es  ist  selbstverständlich^  dafs  man  diese  Formeln  auch  direkt 
und  weit  einfacher  als  oben  durch  Differentiation  der  Formeln  der 
sphärischen  Trigonometrie  erhält.  Der  hier  eingeschlagene  Weg  zeigt 
aber  deutlich  die  Vernachlässigungen;  die  übrigens  nicht,  wie  ein- 
gangs erwähnt^  durchaus  Bruchteile  der  Eoefficienten  von  der  Ordnung 
e*  sind,  sondern  in  der  1.  und  3.  Formel  (10)  im  Eoefficienten  von 
dB^^  bezw.  dai.2  nur  Bruchteile  der  Ordnung  e*s  :  %  Da  diese  beiden 
Eoefficienten  nahezu  gleich  1  sind,  verdient  der  erwähnte  Umstand 
Beachtung. 

Der  Eoefificient  von  Sai,i  in  der  2.  Formel  (10)  kann  auch  wie 
folgt  geschrieben  werden: 

—  sin  —  sec  B^  cos  a«.  i ,  (lö*) 

welcher  Ausdruck  jedoch  weniger  bequem  als  der  oben  benutzte  ist 
Für  die  Formeln  (9)  kann  man  sin  —  event.  mittelst  einer  der 

Relationen 

g         sin  Zr.  2  CDS  B^  sin  L.  «  cos  £| 

sin  —  = ^ = ~ (9*) 

«^  sin  ttj   2  ^"^  ^8.1 

berechnen  und  zu  log  sin  —  unmittelbar  log  tan  —  aufschlagen. 

§  12.  Differentialformeln  fAr  «,  cci,2  und  £^.i  bei  gegebe- 
nen geographischen  Positionen  in  Bezng  anf  Anderangen  tod 

Uq  und  e^. 

Wir  betrachten  vorerst  das  sphärische  Hilfsdreieck  H^H^IIg.  Auf 
dieses  können  wir  sofort  die  (9)  des  vorigen  Paragraphen  anwenden, 

wenn  wir  für  — ,  JB  und  Li, 2  schreiben  bezw.  Atp,  ß  und  ^k,    Da- 

••0 

mit  ergiebt  sich,  die  dß  und  d^l  als  Arcus  genommen  und  wegen 
cos  ß^  sin  ai.2  SS  cos  ß^ : 

djtp  «=  cos  «1.2  dßi  +  cos  «2.1  */Sg  -f  cos  /Jq  äjJX  (1) 

und 

sin-^9Äai.2= — cosz/9>sinai.2Ä/Ji  —  Qina^.iiß^ — cos/J2Cosa2.id-i^A.(2) 

Die  Formel  für  ^«2.1  kann  wegbleiben,  da  sie  schliefslich  am  be- 
quemsten aus  derjenigen  für  ^«1.2  durch  Indicesvertauschung  er- 
halten wird. 

Für  d/Jj  und  d/J,  hat  man  aus  der  Beziehung  tan  /Je=")/1  —  e'  tan  B 
durch  Differentiation: 

dß i^BcoB'ß^^.  =  -\sm2ß-^,         (3) 
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und  hiermit  gehen    (1)  und  (2)  mit  Rücksicht  auf  die   (4)  S.  248 
über  in: 

i/jtp=^—     ^  ,  8in*^o  (si^  Vs  ^^s  V«  —  ^^^  9i  ^^^  Vi)  +  cos  /J^  8Jk    (4) 

*  1     *«'       .     /,  /,      .  ,     ein  Po  sin  qPj  •>  ^ ,  /r\ 

»«1.2  =  Y Y^r?  8"^  /^o  COS  /Jo  sm  9i  +     ^[^j^^  S^^'  (5) 

Zur  Bestimmung  von  dJX  knüpfen  wir  an  die  Gleichung  (13) 
S.  268  an: 

Li .  2  =  fVl  —  ^  co8«/J  rf A  ,  (6) 

wobei 

tan  ß  s=  tan  jSq  cos  l        cos  ^^  <=>  cos  /S^  sin  ai.t .  (7) 

Es  ist  durch  Differentiation^  da  dLi,i  gleich  null  ist^  vergleiche 
S.  268  (15): 

Sß  c=»  cos*/J  sec*/Jo  cos  A  d/8o; 

sin  ^0  ößfi  =  sin  ß^  sin  «i.«  d/Jj  —  cos  ßi  cos  «1.2  »«1.2  •         (9) 

Setzt  man  dß  nach  der  2.  Formel  (8)  in  das  vorhergehende 
Integral  und  reduziert  mittelst  der  Formeln: 

dl  =  cos  ^0  sec'^  dipf    cos  k  =^  tan  ß  cot  ß^,    sin  ^  «=»  gin  ß^  cos  9^ 
wie  S.  268,  so  geht  die  1.  Gleichung  (8)  über  in: 
0  «  (w,  —  Wi)  *A,  +  w,  *2/A  —  Y  cos  ß^H8^  +  ^  sin  /JoJ */8o>  (10) 

worin  J  die  durch  (6)  S.  267  definierte  Bedeutung  hat  und  H  durch 
die  Gleichung  gegeben  ist: 

Es  ist  nun  noch  8X^  zu  ermitteln.  Hierzu  führt  die  Differentiation 
der  Gleichung  cot  X^  =  sin  ß^  tan  «1.2,  wodurch  sich  findet: 

*Ai  =  —  sin^Ai  cos  ß^  tan  «1.2  Sßx  —  sin^Aj  sin  ß^  sec*ai,2  ^«1.2. 

Setzen  wir  hier,  sowie  in  (9)-^ie  Werte  von  dß^  und  ^«1.2  nach 
(3)  und  (5)  ein,  so  erhalten  wir  mit  Beachtung  der  (2)  und  (3) 
S.  232  und  233: 
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(12) 


1  Bin  dtp 


*A  =  —  Y  j—?  81»  ßo  COS  ßo  —  sin  ßo      ^j^^^  *^^. 

Dies  in  (10)  eingesetzt  und  nach  dz/A  aufgelöst^   giebt   unter 
Einführung  von  W,  S.  273  (1): 

d^A-^lj^-^ja-Og+^sin^feJ^I^'^'V"''"''   (13) 
Nun  ist  aber 


—o/Vl- 


und  identisch 


VI    e*  COS*/J    «=    ^  -r:r^. 

Vi  —  «»  cob'P 

Setzt  man  hier  sin  /}  =  sin  /S^  cos  tp  und  beachtet  die  Werte  H  und  «T 
nach  (11)  S.  287  und  (6)  S.  267,  so  folgt: 

s  =  a,({l-^H+e^  Biu'ß,j) ,  (14) 

womit  (13)  übergeht  in: 

äjdX  =  Y  ^-zr^  ^  ^^  ßo  8"*  ^9'  (15) 

Ehe  wir  diese  Formel  in  (4)  und  (5)  substituieren,  differenzieren 
wir  vorerst  noch  die  Gleichung  fär  s,  wozu  (1)  und  (2)  S.  265  zu 
vergleichen  ist.  '  Es  wird: 

8ß  «a  secß  cos/)q  cos9>  dß^, 

mit  dß^  entsprechend  der  2.  Formel  (12).    Führt  man  es  hiernach 
ein  und  setzt  im  1.  Integral  cos^/S  s»  1  _  gin^  ß^  cos^ %  so  ergiebt  sich: 

-  ^Jsin'ß,  C08/J.  -55|Ä  i^i,  (16) 


Digitized  by 


Google 


§  13.    Bereohnang  von  S. 


289 


Um  dies  weiter  zu  yereinfachen,  murs  noch  dq>i  bestimmt  werden.   Zu 
dem  Zwecke  giebt  die  Differentiation  der  Gleichung  tan  9^ »»  cot  ß^  cos  ai .  2 : 

8(p^  = /^J'  cos  «1.2  dßi  —  cot  ßi  cos*9,  sin  ai. 2^^1.2 . 

Hierin  ist  dß^  nach  (3)^  dai.2  nach  (5)  einzufOhren,  womit  erhalten 
wird: 

^*'       •    «  a      -^         coa  qp,  sin  qp. 


^9i  =  Y  r=r?  ^^"  Ä  81»  SPi  cos  9i  — 


sin  ^qp 


cosß^dJl,  (17) 


Die  Einfahrung  von  (4)  und  (17)  in  (16)  giebt  ohne  Schwierig- 
keit mit  Rücksicht  auf  (1)  S.  273: 


a«         a^    Oo     '    Oo  Bin  dq> 


+  Y  j-^  { — IT,  sin^/JoSi  n  ^icos  9i +m;8  sin^/J^sin  9?2COS  9g — ^+/sin*/Jo(  ^ 

Die  Substitution   des    Wertes  äJ'X   nach   (15)   und   die   Restitution 
des  Wertes  von  s  nach  (14)  führt  endlich  zu  der  Formel: 


(18) 


$  =  aoSin»/Jo(YWi8in29?i~yf^2sin2<3()2  +  (l  — 6*)J?^ 

Aufserdem  ist  nach  (5)  und  (15): 

*«!.  2  =  q"  y  j4^,  sin  /Jo  cos  ft  (sin  Vi  -f  ^f  sin  9J        (20) 


ia  S«k. 


s« 


und  hiernach  durch  Vertausehung  der  Indices  mit  Rücksicht  auf  die 
(4)  S.  248: 

da^  1  =  q'  y  ^~t  sin  ß^  cos  ß^  (sin  9>2  +  i  «in  9i) '      (21) 

in  Sek.  s    x  c  \  hi  / 

§  13.  BereehniiDg  YOn  $.  Wenn  es  sich  darum  handelte,  eine 
in  allen  Fällen  brauchbare  Formel  abzuleiten^  so  würde  man  für  obige 
Formel  (19)  das  Integral  entwickeln  wie  früher  dasjenige  filr  s.  Wir 
begnügen  uns  indessen,  eine  einfachere  Behandlung  vorzunehmen,  die 
alle  Glieder  von  der  Ordnung  e^  ab  vernachlässigt 

Mit  Rücksicht  auf  (2)  S.  273  geht  zunächst  (19)  über  in: 

-(sin29?|  —  8in29)2)  — j*^  (sin^y^  sin  2(pi  —  sin^^s  sin  29^) 
+  (1  -*0j  (sin^  +  yÄ*sinV)rf9>+-- 


Vi 
Helmer t,  maihem.  u.  phytlkal.  Theorieen  der  höh.  GeodAaie. 
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Da  nun  sin^y  =  y  —  ^  cos  297,    sin* 9?  =  sin*^ 8  "^  T  ^^^  ^^ 

und 

sin^9  sin  2q)  =  --  sin  2q>  —  —  sin  4q) , 

so  gelangt  man  leicht  zu  der  Formel: 

Ul  -^^JcAjq>^  ^-(3-*«)(8in29,-sin29j 
$=aoSm*/JoJ/rir]t^ 


""  54  *'  (^^°  *9'2  -  sin  4q>,)  +    .. 
und  hieraus  zu  der   in  der  Regel  völlig  hinreichenden  Entwicklung 
Y  (1  —  ^  Ä*)  z/9  —  Y  (1  +  y  Jc^j  cos  2g>  sin  ^^9? 


S  =  6osin*/So 


—  -  Ä^  cos  4<p  sin  2^/9  + 


S2 


(1) 


Für  kleine  Distanzen  ist  es  zweckmärsiger,  $  direkt  als  Funktion 
von  s  darzustellen.  Wir  betrachten  hierbei  s  als  Gröfse  1.  Ordnung. 
Nach  (9)  S.  223  ist  nun: 

a^=  &^(l  -f  1 Ä«  +  Gl^  (^fp  +  \  k^  cos  2<p  sin  ^q>  +  Gl^) 

und  hiermit^  da  man  sin  ^<p  mit  ^tp  im  letzten  Gliede  rechter  Hand 
vertauschen  darf: 


z/9>  =  -;-(l-4-A;«co8>  +  G/,). 


(2) 


Setzt  man  dies  in  (1)  ein,  zugleich  aber  Jq>  f  1  —  -^  ^^}  ^^  ^^  "^^ 

und  2J^  für  sin  2d%  so  ergiebt  sich,  indem  die  in  X;'  multiplizierten 
Glieder  verschwinden: 


«  =  1  s  sin»^„  j  1  _  3  cos  29  [1  -  ;  1^]  +  G/4 1 


(3) 


Beachtet  man,  dafs  2g)  =  91  +9^2   ist   und   führt  mittelst   der  (4) 
S.  248  die  Breiten  der  Endpunkte  ein,  so  folgt: 


$  =  i 


1  —  cos*/3i  sin^ai.2  —  3  sin  /},  sin  ßA\ r-  — 5J 

—  3  cos  ß^  cos  ß^  cos  «1 . 2  cos  a2 .1  [1  —  -r  — ,J  +  ^h 
Man  kann  hierin  für  cos^/3]  sin^ai.2  auch  cos^/S^^in^a^.i  schreiben. 


(4) 
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§  14.  Formeln  fOr  kleine  Distanzen.  Wir  führen  hier  die 
geographische  Breite  ein  und  erhalten  aus  den  Formeln  (19),  (20) 
und  (21)  des  §  12  und  aus  (4)  des  §  13: 


ds 


-^-««  .  -  ' 


de^ 


2     1  -e 


T  ^> 


(1) 


s= 


3 


in  Sek. 


1  — f-j^T-y^  eos*Bi8in*ai.2  ©der  -^^^-^  cos^B^sin^aiA) 
sinJ5isinB2[l— c^] 

+  cos  J?!  cos  jBg  cos  «1 . 2  cos  «2 . 1 

—imft  cos*  ijj  sin  «1 . 2  cos  «1 . 2 


w,  w. 


[1-07^]  +  ^'^ 


;(2) 


,,  1      de* 
1-e* 


in  Sek.  ^     1        e 


+  -Ti7T  — -cos* JBo  sin «2.1  cos «2.1 

-jjrr  -jjT  cos^JBi  8inai.2  cosai.2 


.(3) 


(4) 


-j — «rä-  co8*jB2  sin  «2.1  cos  «g.i 

io8[l-l|^] W^^  +  G^.;  logi  =  l|^^  +  ö;..  (5) 

Man  kann  auch  noch  die  mittlere  Breite  und  das  mittlere  Azimut 
einführen;  wir  finden  dies  aber  nicht  vorteilhaft,  sobald  die  Glieder 
mit  s^  berücksichtigt  werden  müssen.  Darf  man  diese  jedoch  noch 
weglassen,  was  für  Seiten  mefsbarer  Dreiecke  in  der  Regel  der  Fall 
sein  wird,  so  kann  man  einfacher  schreiben: 


dOr, 


de^ 


2    1  —  c 


^  S, 


» 


W 


r  (ßcos^B  cos««  -  [1  -  e«]  sin^JB  -{ ); 


d«i.2  =  ^«2.1  =  V   I    ^-zr  -&t  (2cos*i?  sin  «  cos  «  +  •  •  •); 

in  Sek.  in  Sek.  ^      1  —  C        n 

180^ 


(6) 


2  '  2 

ir  mit  Argument  B . 

In  den  Parenthesen  sind  hier  also   die  Glieder  mit  s^ :  a^^  ver- 
nachlässigt, (?  aber  ist  berücksichtigt. 

§  15.   Differentialformeln  fUr  den  Endpunkt  P^  einer  geodä- 
tischen Linie  in' Bezug  auf  Änderungen  Yon  a^  und  e^.    Diese 


19* 
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kann  man  aus  denen  des  §  12  herleiten^  indem  man  nach  erfolgter 
Änderung  von  a^^  und  e^  unter  Annahme  konstanter  geographischer 
Positionen  sich  s  und  «1.2  uro  die  negativen  Werte  der  vorher  er- 
littenen Änderungen  wieder  geändert  denkt  und  nach  S.  280  (5) 
und  (6)  die  eintretenden  Änderungen  von  /Jg,  Li. 2  und  «2.1  ermittelt. 
Kehren  wir  also  in  den  letztgenannten  Formeln  (6)  die  Vorzeichen 
um  und  behalten  die  reduzierte  Breite  bei^  so  ergiebt  sich  zunächst: 

dß^  =  —  -z-~r-  cosa2.i+  TTTT  sin  «2.1  *«!.« 


«0«^» 


«0«^. 


tfLi.2  =  -i secß2S\na2.i'\-     -  8ec/JgCosa2.i  dai.2 

Sa,,, -if_tan^,sina2.i-{(^^';)^^ 

Hierin  aber  setzen  wir  für  8s  und  ^«1.2   die  Werte  (18)   und  (20) 
S.  289  und  fOgen  zu  Sa^,,  noch  den  Ausdruck  nach  (21)  S.  289  bei. 
Dies  Verfahren  giebt: 


öP2  =  — 9 

in  Sek. 


da^        8 


«oW'i 


COS  «2.1 


+  p   — = { —  COS  «2.1  A sm  «2.1  r 

SLi.2-=^  +  q' -^  J~  sec  ß,  sin  «2.1 

in  Sek.  "o      »o 

+  ^    2  7^6*^1      ^  sec/32Sin«2.i+— sec/3iCosa2.ij 
tfflcjj  j  =  — p"    '*'>_^tan/32sina2.i 

in  Sek.  *o      «o«'2 

+  (>''YTi^  J7  lao  *^^''«®^^"*''""  -^  tan/}2Cos«2.i+«l«i;2) 
3;  =  (nt  sin  9i  +  s  sin  q>^  sin  ß^  cos  ß^ 


(1) 


(2) 


(3) 


«  = 


—  (sin  9)j  —  sin  9,)  [^  —  l] 


siu/JoCOSjSo. 


(4) 


Hierzu  sind  filr  m  und  35  die  Ausdrücke  (5)  S.  274  und  (1) 
S.  290  zu  beachten,  wenn  es  sich  um  beliebig  grofse  Distanzen  handelt. 

Ist  s  :  Qq  eine  Gröfse  1.  Ordnung,  so  genügt  die  Formel  (4)  S.  290 
für  35  und  der  Ausdruck  s  (l  —  -^  -^  +  Gl^  fürm,  vergl.  §  11  S.283. 

\  O      ort  ' 
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Yorstehende  Formeln  lassen  sich  in  eine  wesentlich  andere 
Gestalt  bringen,  indem  man  die  vollständigen  Ausdrücke  für  $,  11t 
nnd  s  nach   (19)    S.  289,   (1)  S.  273  und  (14)  S.  288  substituiert. 

Zu  derselben  Modifikation  gelangt  man  auch  durch  direkte  Ent- 
iw'icklung  der  Differentialformeln,  wie  sich  bei  einer  zur  Kontrolle 
angestellten  Rechnung  ergab.     Die  Formeln  lauten: 

ff  düQ 


in  Sek. 


Oo    öo«;, 


cosag.i 


9 


„  1     *e»     1    ( — Ä  (sin /J,  sin /Jj  cos  «2.1  + cos  |Sj  cos  ^2  COS  «1.2) 


"2   !-«•  ir,   \       4-(ä  — [1— *C08*j8oCOsV]<l)c08«2., 


(5) 


iiiS«k. 


9     ;,    —  secftsmaa.i 

'•0     '*o 


1     de* 


,     ,,  .    uc  ^    .  f  Äsin/Jisin/Ja— «sin^ft 

^  *     «  [  +  (l  +  *8m*^ism*9g)(j 


(6) 


in  Sek. 


^«0 !._ 


tan /3^  sin  «2. 


1      Se* 


,     ff  .     ».  ^    .  1   I        —  3lsin/3i+«sin/3sj 

+  (^  Y  l-::e»^^^^^«"^"--^Tl-[l-dcos«^oCOsVJ«sinA 
%  =  w^  sin  z/^) 

iS  =  (1  —  e*)  H-{-  (w^  —  w^)  sin  (p^  cos  y^ 
C=(l-e«)j8in«/3o. 
d  hat  in  den  Parenthesen  rechts  die  frühere  Bedeutung  als  e^  :  (1 


(7) 

(8) 

(9) 
(10) 

im  übrigen  aber  bezeichnet  es  die  Differentiation.  J  und  H  sind 
die  früher  eingeführten  Integrale: 

Ersteres  ist  bereits  S.  273  (3)  entwickelt;  letzteres  setzt  sich  aus 
J  und  dem  für  $  S.  290  entwickelten  Integral  zusammen.  Behandelt 
man  überhaupt  4  und  (L  wie  $,  so  wird  erhalten: 


«=|/l-e« 


«=}/l— e«sin»/3o 


(1  — -r^) ^9^  — ±  Ä*cos  29  sin ^9 
4-x^  ^^^  2^1 8in29?  sin  ^q>  +  •  •  • 
y(1— y**)^y  +  Y(l— YA;*)co82g)sin^9 
— —Ä*cos49?  sin  2^/9  +  •••. 


(9*) 


(10*) 
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§  16.    Yorstehende   Formeln   für   kleine  Distanzen.     Wir 

führen  hier  die  geographische  Breite  ein  und  erhalten  aus  den  Formeln 
(1)  bis  (3)  des   vorigen  Paragraphen   mit  Beachtung  der  Relationen 

(6)  S.  280: 

in  Sek.  **"     ""    *■  —  ^ 


^0       "0 

1      de^       W,^    (  SB 


in  Sek. 


Tr2secjB2sin«2.i 


+  Q  YT^^     2 1  — —  secS28i^«2.i  +  --sec^2Cos«2.ij , 


d«2.i  =  -— (>"  Tr2tan  J5j8in«2.i 

in  Sek.  "o      ^o 


H-(>"v  Y_rg'-'  ^^2  {  —  tanjBasinwg.i—  -  tanjBoCoscf2.i+-^Ä}- 


(1) 


Nuch  (2)  S.  291  ist  für  den  Fall,  dafs  s  :  a^  eine  Gröfse  1.  Ordnung  ist: 


^=YM 


3 


1  s* 


f[^-KJ+^^- 


\}[ri  COS'^  jBi  Sin^  «1.2    o<ler      ^^^  ^  COS*  JS2  siu^  «g 

sin^j  sin  2^2  [1  —ß^] 
+  cos  Bi  COS  JBg  cos  «1.2  cos  «2 . 1 

Es  wird  ferner  mit   m  =  s(l  — y ^-f  Cf/^j  erhalten: 
-yy-r  cos^iyiCos«i.2  8m«i.2  [1  —  ^  -^J 
+  -T^  8  COS'* 2^2  cö^  ^2  1  sin  «2. 1  +  Gl^ 
Ä=^^^®—  ^3  siu2?^cosjB,  siu«,.2  +  6rZ4 


.)   1 


(2) 


®==6' 


(3) 


(4) 


Handelt  es  sich  um  Seiten  mefsbarer  Dreiecke,  so  wird  man  in 
dün  geschlungenen  Parenthesen  der  beiden  ersten  Formeln  (1)  die 
Glieder  mit  s^ :  a^  und  in  der  3.  Formel  (1)  bereits  solche  mit  s^ia^^ 
vernachlässigen  können.     Dann  wird  einfacher: 


\ 
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in  S«k.  ^        ^'o 


8      TT  * 


"  L    ^g'    ±_    ^i     TT,» 
'^     2    l-e«   Oo    1-c*     Tf'* 


*il.2  =  +  C>" 


in  Sek. 


COS*  ^  COS  «1.2 

—  (1— [2— c*]8in*^)cosa2.i+. 
— 2-  —  \Y  sec  JSo  sin  «8.1 


1  ^e'      g    secJ?,    TT,'^ 

2  1  — e»  ao      TT,       TT» 


^Öf2.i  =  — (>'   — 

in  Sek.  ^     *o 


co8*-B8inai,2 
+  (l-[2-e^]8in»JS)sin«8.i  +  - 


+P' 


1      ^e«      «    tanB,     TT,« 


Wg  tan^g  sin  «2.1 


cos*jBsin«i.2 


2   l-e»  Oo      TT, 


TT» 


[  +  (l-[2-62]siii«-B)sin«2.i+- 


(5) 


B  =  Y  (^1  +  JSg)  ;        ^  "^^  Argument  J?. 

In  den  geschlungenen  Parenthesen  der  beiden  ersten  Formeln 
sind  die  Glieder  mit  ^\a^  vernachlässigt^  in  der  Formel  für  d«2.i 
bereits  solche  mit  s :  a^. 

Differentialformeln,  die  den  (5),  (6)  und  (7)  des  vorigen  Paragraphen 
entsprechen,  entwickelte  Beisd  1837  in  den  Astronom.  Nachr.  Bd.  14 
S.  269  u.  ff.,  \AhharkdL%mgtn  Bd.  3  S.  34  (27)].  Er  ging  zum  Teil  anders 
vor,  wie  wir  (abgesehen  davon,  dafs  wir  hier  überhaupt  die  direkte  Ab- 
leitung nicht  mitgeteilt  haben),  insofern  er  nämlich  in  den  Integralen  nicht 
9  und  il,  sondern  dt^  und  dX  als  Variable  betrachtete.  Doch  ist  das  nicht 
vorteilhaft. 

Unsere  strengen  Formeln  für  d^^  und  ^^^^^  stimmen  mit  den  seinigen 
nach  gehöriger  Umformung,  ^-2^1,2  dagegen  nicht.  Es  ist^esse^  hier  ein 
Milsverständnis  passiert.  Differenziert  man  nämlich  die  Integrale  für  s 
und  I/|  21  so  entsteht  in  beiden  ein  ^^  (vergl.  z.  B.  S.  266  u.  268).  Diese 
sind  aber  verschieden,  denn  während  das  eine  konst-antes  9  (bei  Besstl 
J(p),  das  andere  konstantes  l  (bei  Bessel  JX)  voraussetzt,  nimmt  Bessd 
in  beiden  Fällen  den  ersteren  Wert.  Zufolge  dieses  Umstandes  wird  bei 
ihm  in  ^i^i  2  der  Koef&cient  von  de^  um  ein  in  e'  multipliziertes  Glied 
fehlerhaft  (der  2.  Teil  seines  P'  mufs  nämlich^  um  richtig  zu  werden,  unter 
dem  Integralzeichen  mit  cos  u  sec  u  cos  <r  sec  m  multipliziert  werden).  Es 
nimmt  auch  dieser  Eoefßcient  bei  der  Reihenentwicklung  nur  infolge  des 
Versehens  eine  sehr  komplizierte  Form  an,  doch  werden  die  Resultate  der 
numerischen  Rechnung  nicht  erheblich  beeinflufst. 

Aufserdem  ist  im  1.  Glied  rechter  Hand  der  2.  Formel  (27)  S.  34  bei 
Bessd  das  eine  der  beiden  r  des  Nenners  zu  streichen. 

[Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dafs  a.  a.  0.  S.  36  1.  Spalte  u.  in  der  zu 
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einer  andern  Entwicklung  dienenden  Formel  für  da  das  von  Sa  abb&ngige 
'  Glied  fehlt,  was  indes  nur  die  Glieder  mit  e'  beeinflufst.] 

Jordan  giebt  Bd.  2  S.  441  seines  Handbuchs  der  Vermessungshunde  ab- 
gekürzte Differentialformeln,  welche  auDser  s  nicht  a^  ^  ^^^  ^u  sondern 
das  arithmische  Mittel  der  Breiten  und  Azimute  als  gegeben  yoraussetzen. 

§  17.  Beihenentwicklungen  f.  d.  Übertragung  geographischer 
Koordinaten  nach  Potenzen  von  9.  Man  hat  im  allgemeinen  nach 
Taylors  Satz: 

-»2=^1     +\-df),'T+\'d?),'T:2+\ 

«.— ..■+'80'+(4r).T+(^),Ä+(^),rrf+- 

wobei  der  Index  1  an  den  Differentialquotienten  bedeutet,  dafs  nach 
erfolgter  Differentiation  die  Werte  von  B,  L  und  a  für  Punkt  P, 
einzuführen  sind,  a  ist  so  zu  verstehen^  dafs  es  das  Azimut  der  yon 
Pi  in  Richtung  nach  Pg  wachsenden  Linie  anzeigt. 

Setzt  man  in  den  Formeln  (6)  S.  280  dai.2  =  null^  so  erhält 
man  ohne  Schwierigkeit,  wenn  für^d  als  Zeichen  der  Differentiation 
jetzt  d  geschrieben  und  der  Iudex  2  unterdrückt  wird: 

dB^^_    W^cosa  ^         W^{i  +  d)coacc 
ds    ^        ao(l— c*)  Oo 

-^  =  +  —  sec  JB  sm  «  }  (2) 

da               ^  1^     T)    ' 
-j —  = tan  xj  sm  a. 

ds  a^ 

Das  hier  noch  auftretende  ö  ist  die  früher  schon  benutzte  Gröfse 
6* :  (1  —  €^)f  deren  Einführung  hier  vorteilhaft  ist  Man  hat  nun 
weiter: 

W=yi-^Bin^B,  (3) 

dW         dW    dB  c«8in2B    dB         j^  TT«     .     « ^  ... 

-dT^-dB-sr^ 2w — 57=*-2a;«"^25^««  (*) 

und 


d*B 

ds* 


=--^(i  +  *){3co8«-^  -  '^"^«-srl 

-^  =  — secB  [sina-^  +  T^tan^sina-^  +  ^^^««-^7} 
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tan  B  sina  —3 \-  Waec^B  8in  «  -3— 

ds       '  da 


+  TTtan  ^  cos  a 


da 
da 


Substituiert  man  hier  die  (2)  und  (4)  und  beachtet  auch  die  Relation 


so  folgt: 

d^B  _ 
da'  "" 
d'L 


Tr«(l  +  <J)  =  1  +  dcos^B, 


-^  (1  +  «)  [  tan  B  ain^a  +  ~  *  sin  2B  cos««  ) 


W 


da*  Oo 


j-  tan  ^  sec  £  sin  2  a 


(5) 


(6) 


da' 


:+  -^  sin  2«  {  1  +  2tan«-B  +  ö  gos^B  ] 


Die  nochmalige  Differentiation  giebt: 

+  [1  —  lOsin^BJsin*«)  -  3*^[68in*I? -  l]cos*I?co8«a} 


da'  a. 


d'L 


-^-^  =  — 3-  sec  B  sin  «  { [1  +  3tan*-B]  cos«« 

—  tan* 2?  sin*«  +  ^cos^^cos*«  } 


d^'a 


W 


8-  tan  B  sin  «  { —  [5  +  6  tan*B]  cos*« 


(7) 


ds*  a,' 

+  [l+2tan^5j8in*a— *co8*£co82a-f-4**cos*Bco8*a } . 

Bei   der  Bildung   noch   höherer  Differentialquotienten    vernach- 
lässigen wir  e?  und  d  und  erhalten: 

^  =  ^  tan  B  sin*a  {  -  4  [2  +  3  tan'Bj  co8»a 

+  [1  +  3  tan*B]  8in»a  H } 

_—  =  — j  tan  B  sec  B  cos  «  sin  «  {  —  [2  +  3  tan*jBJ  cos*« 


+  [l+3tan»5]8in»a+   ••} 

'**"  =;^  cos  ß  sin  a  { [5  +  28  tan'B  +  24  tan*5]  co8*a 

[1  +  20  tan»B  +  24  tan*B]8in»a  +  ••  • }  J 

d*B 

■=■  — i  cos  u  am-  u  \ 

—  [1  -f  30  tan*B  +  45tan*B]  sin*«  +  •  ••} 

^  -3  — ,  sec  B  sin  « { [2  +  15  tan»5  +  15  tan*B]  cos*a 

—  [1  +  20  tan»B  +  30  tan*B]  sin*«  cos*« 
+  [1  +  3  tan*B]  tan»B  sin*«  ^ } 


(8) 


^-y  ^  -i  cos  «  sin* «  { [8  +  60  tan»B  +  60  tan*5J  cos*« 


(9) 
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^,=j-,  tan  B  sin  a  {  -  [61  +  180  tan*5  +  120  tan*B]  cos*a 

+  [58  +  280  tan«^  +  240  tan*  J5]  sin«  cos««  1(9) 
—  [1+20  tan*B  +  24  tan* -B]  sin*  a  +  ...}. 


Bezeichnen  wir 


^1 


s  cos  «1 . 9   mit   u 


— -  s  sm  «1  3   mit   V 


tan  B^ 


mit   ^, 


(10) 


so  findet  sich  mittelst  der  entwickelten  Differentialquotieuten  aus  den 
Reihenentwicklungen  (1): 


in  Sek.  in  Sek. 


i[l  +  3n^t;*-4[2  +  15e«+15nnV 


24 


30 1 


Lg  =  Zfi  +  p"  sec  ^1 

in  Sek.    in  Sek. 


+  liö  [1+30**  +  45^]  M«*  +|d  8in25,tt* 
-d{lcoa2By+  i  [5co82Bi— 4]ttt)*)+  G^, 
■ »  —  <Mt>  +  4[1  +  3<«]  M*r  -  I  <V 

-  ]■  [2  +  3<»]  <»»i;  +  {  [1  +  3<»]  <Mt;» 
+  ^[l+3n«V+^[2-|-  15<»+15<*J«*t> 

-  :^[1 +20<*+ 30<*]MV+|dco8*Bi«»t;+ öi. 
^f-  I  [1  +  2<*J  UV  -  I  [1  +  2<»]  «t;» 

+ 1  [5  +  6t^  tu^v  -  2i  [5  +  28<»  +  24<*]  a»« 

+  ^[1  +  20««  +  24^]  MV» 

+  j^  [61  +  180<*  +  120  f*]  tu*v 

-  j^^  [58  +  280<»  +  240^]  <««»» 

+  j^  [1  +  20<«  +  24«*]  tv^-^d co8«B, UV 

+  ^d8in2Bi  («*-»»)  t;  +  Gi,. 

Setzt   man   hierin   6«   und  d   gleich   null,    so    gelangt   man   zu 
Formeln;  die  sich  aus  den  Entwicklungen  S.  126  u.  ff.  ableiten  lassen. 


(11) 


(12) 


ai.i  =  «i.»  +  180<»-p" 

In  Eck.       in  Sek. 


(13) 
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Für  «1.,  — 0^  bezw.  90^  erhält  man  aus  (11),  (12)  und  (13) 
Formeln^  die  zur  Übertragung  von  Breite,  Länge  und  Azimut  dienen, 
sobald  die  recJUtvinkligen  geodätischen  Koordinaten  x  und  y  Ton  Pg  in 
Bezug  auf  P^  und  seinen  Meridian  gegeben  sind,  s  geht  nämlich 
in  X  über  für  ai.2  =  0®,  in  y  für  «1.2  =  90®.  Der  Fufspunkt  der 
Ordinate  y  dient;  wie  leicht  zu  sehen ,  als  Zwischenpunkt  für  die 
Übertragung  der  geographischen  Breite. 

Bei  Angabe  der  Ordnung  der  vernachlässigten  Glieder  in  (11) 
bis  (13)  ist  vorausgesetzt;  dafs  die  Gröfse  t  =  tan  B^^  welche  im  all- 
gemeinen in  irgend  einem  Gliede  in  derselben  Potenz  auftritt;  wie  s, 
nicht  die  Einheit  so  sehr  überschreitet;  dafs  dadurch  der  Charakter 
der  Gröfsenordnung  wesentlich  verändert  wird.  Zur  raschen  Kon- 
vergenz gehört  unbedingt   ein  geringer  Betrag  nicht  allein  von  — ; 

sondern  auch  von  —  tan  -B,. 

Um  in  jedem  Falle  eine  Vorstellung  von  der  Genauigkeit  zu 
gewinnen;  hat  mau  den  Rest  nach  S.  25  (1)  mittelst  des  ersten  der 
vernachlässigten  Differeutialquotienten  zu  bildeU;  oder  nach  (2)  mittelst 
des  höchsten  der  berücksichtigten  DiflFerentialquotienteu.  Im  letztern 
Falle  wird  mau  diejenige  Änderung  der  höchsten  angesetzten  Glieder 
prüfen;  welche  durch  Anwendung  der  Werte  von  B  und  a  für 
einen  Punkt  zwischen  P^  und  Pg  (anstatt  derjenigen  für  P,)  im  Maxi- 
mum entstehen  kann. 

Es  läfst  sich  leicht  erkennen^  dafs  für  s^^Oyla^  die  Formeln 
bei  einigem  Abstand  vom  Äquator  B^,  L^  und  a^.i  um  Zehntel- 
sekunden fehlerhaft  geben  können;  dafs  aber  andrerseits  bei  ab- 
nehmendem Werte  von  s  die  Genauigkeit  sich  rasch  steigert.  Bei 
s  =:  0;05ao  werden  in  mäfsigen  Breiten  die  Hundertstelsekunden  sicher 
erhalten. 

Die  Anwendung  der  Formeln  (11);  (12)  und  (13)  kann  nur  dann 
von  Nutzen  sein,  wenn  von  einem  Punkte  nicht  eine,  sondern  mehrere 
Linien  ausgehen;  für  welche  die  Übertragung  der  geographischen 
Koordinaten  auszuführen  ist.  Dies  trifft  zu  für  P^  als  Zentrum  von 
PolarkoordinateU;  auch  einigermafsen  für  Stationen  dichter  Dreiecks- 
uetze.  In  diesen  Fällen  tritt  die  mühsame  Arbeit  der  Berechnung 
der  vielen  Funktionen  von  B^^  zurück;  weil  sie  sich  gewissermafsen 
auf  mehrere  Linien  verteilt. 

Ist  s  eine  Linie  von  der  Länge  der  Seiten  mefsbarer  Dreiecke; 
also  etwa  <0;01ao,  so  wird  man  in  obigen  Formeln  in  der  Regel 
noch  die  höchsten  angesetzten  Glieder  ohne  Gefährdung  der  4.  Decimal- 
stelle  der  Sekunden  von  B^,  L^  und  aa.i  weglassen  können. 

Die  genauere  Untersuchung  läfst  sich  ohne  Weitläufigkeit  nicht 
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allgemein  erledigen.  Da  man  sie  in  einem  bestimmten  Falle  aber  leicht 
erledigen  kann  und  auch  nicht  entbehren  wollen  wird,  so  haben  wir  um 
so  mehr  Ursache,  auf  eine  solche  nicht  einzugehen. 

Auf  die  Bedeutung  der  Formelu  (11)  bis  (13)  für  den  Fall,  dafa  P^ 
Zentrum  von  Polarkoordinaten  ist,  wurde  Verfasser  durch  das  Werk:  Die 
bayerische  Landesvermessung  n.  s.  w.  1873  S.  517  u.  ff.  aufmerksam.  Darin 
ist  zunächst  eine  Abhandlung  Soldners  von  1810  (vergl.  a.  a.  0.  S.  262) 
abgedruckt,  welche  mit  einer  Aufstellung  allgemein  gültiger  Formeln  zur 
Übertragung  geographischer  Koordinaten  beginnt,  wobei  aber  nur  die 
1.  Potenz  der  Abplattung  berücksichtigt  ist.  Hieran  schliefst  Soldner 
Reihenentwicklungen,  geht  jedoch  nur  bis  s^.  Weiterhin  folgt  eine  Ab- 
handlung von  C.  V,  Orffy  die  mit  Umgehimg  der  allgemeinen  Formeln  direkt 
an  die  Differentialformeln  anknüpft  und  noch  s^  (ausgenommen  in  a,  ^)  be- 
rücksichtigt. Unsere  Formeln  stimmen  bis  auf  eine  Abweichung  im 
5.  Differentialquotient  von  B^  nach  s  mit  den  Orffachen  Resultaten  über- 
ein; in  der  Entwicklung  haben  wir  indes  anstatt  e'  zur  Vereinfachung  ^ 
benutzt  und  anstatt  der  drei  Gröfsen  «,  cos  a^  ^  und  sin  or^  ^  ^^^  ^*'^ 
Gröfsen  u  und  v  eingeführt.  (Orff  führt  noch  rechtwinklige  Koordinaten 
ein,  auf  deren  Vei'wendcng  zur  Übertragung  geographischer  Koordinaten 
wir  an  späterer  Stelle  gelangen.) 

Im  80.  Bd.  der  Comptes  rendus  der  franz.  Akademie  der  Wiss.  giebt 
1875  auf  S.  36  u.  ff.  Trcpied  Formeln,  welche  unseren  Formeln  (11)  bis  (13) 
entsprechen,  ohne  jedoch  die  Glieder  mit  s^  zu  enthalten  und  in  die  ein- 
fachste Form  durch  Einführung  von  9  und  u,  v  gebracht  zu  sein.  Diese 
Formeln  sind  hervorgegangen  aus  einer  Ergänzung  der  1806  in  den  Memoiren 
der  Akademie  von  Legendre  gegebenen  Formeln,  welche  s*  und  e*8^  be- 
rücksichtigen. Sie  sind  aber  nicht  völlig  korrekt.  In  der  Formel  für  B^ 
mufs  im  Gliede  mit  «'  der  Nenner  qN  anstatt  q*  angebracht  werden. 
Aufserdem  sind  die  Glieder  in  e*  irrig.  Dies  zeigt  auch  eine  Entwicklung 
von  Levret  im  76.  Bde.  der  Cofnptes  rendus  S.  410  u.  ff.,  welche  die  Glieder 
bis  8*  incL  vollständig  giebt  und  mit  der  wir  (nach  Berichtigung  eines 
Druckfehlers  im  Gliede  mit  s^  in  der  Azimutformel)  übereinstimmen. 

§  18.    Zahlenl)eispiel  L    Gegeben:  B,  =  52?  30'  16,7"  (Berlin) 
s  =  529979,58"*    «i .,  =  239«  33'  0,689". 

Wir  rechnen  mit  7ziffrigen  Logarithmen  und  setzen  die  8.  Decimal- 
stelle  nach  den  Proportionalteilen  an.  Mau  hat  zunächst,  abgesehen 
von  den  speziellen  Werten  für  s  und  ai.s: 

log  F;  =  9,9990857.5  —  10 

log  ^  =  3,1944422.9  —  10 

log  (1  +  d)  =  0,0029083.6 

log  p"  =  5,3144251.3 

log*   =7,82732—10 
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log/ =  0,1150923.1 
t*  =  1,69897 
<♦  =  2.886 
1  +  2<«  =  4,39794  =  [0,643249] 

1  +  3<*  =-  6,09691  =  [0,785110] 

2  +  3«»  =  7,0969    =  [0,85107] 
5  +  6«*  =  15,1938  =  [1,18167] 

2  +  \bt*  +  \bt*  =  70,78  =  [1,8499] 
5  +  28<*  +  24<*  =  121,83  =  [2,0858] 
1  _(_  30<«  +  45^  ■=  181,85  =  [2,2597] 
1  +  20^  +  30^  =  121,56  -=  [2,0848] 
1  +  20/«  +  24/*  =  104,24  =  [2,0180] 
58  +  280/«  +  240/*  =  1226,4  =  [3,0886] 
61  +  180/*  +  120/*  =    713,1    ==  [2,8532] 

log  cos  B,    -=  9,7844012.8  -  10 

log  cos*  B,   =9,5688    -  10 

log  sin  2J?,  =  9,9849    —  10 

log  cos  2B,  =  9,4133«  —  10 

log  [5  cos  2  J?,  —  4]  =  0,7239, . 

Hiermit  findet  sich  aus  den  Formeln  (11),  (12)  und  (13)  S.  298: 
B,  =  52«  30'  16,7"  +  [5,3155049.9.]  «  +  [5,1295673,]  t* 

in  8«k. 

+  [5,322464]  ur*  +  [5,50352,]  «*«*  +  [4,8355]»* 
+  [5,6883]  uW  +  [5,4960,]  «»*  +  [3,0028,]  u* 

+  [2,2551,]  M»  +  [3,0885,]  «»*  H 

ij  -=  L,  +  [5,5300238.5]  v  +  [5,6451162,]  uv 

in  Sek.    In  Sek. 

+  [5,838013]  «*»  +  [5,283088,]  »»  +  [6,01906,]  m»v 
+  [5,95310]  ui^  +  [5,3692]  ^  +  [6,2038]  u*v 
-\-  [6,4387,]  M*»»  +  [2,4490]  m*w  +.  •  •  • 
«8.1  =  «I.»  +  180»  +  [5,4295174.4,]  v  +  [5,656644]  uv 

in  Sek.        in  Sek. 

+  [5,294615]  tr"  +  [5,83304,]  m*w  +  [6,0200]  «»» 
+  [5,9522,]  uv^  +  [6,2035,]  «*v  +  [6,4389]  ««r» 
+  [5,3683,]  «»  +  [2,4095]  uv  +  [2,4074,]  («*  -  v*)  v  +  •  •  • 
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Mit  den  speziellen  Werten  von  s  und  ai.t  hat  man  jetzt: 

log  s  =  5,7242591.6 
log  cos  «1.»  =  9,7048223.3,  —  10 
log  Bin  «1,  =  9,9355442.5»  —  10 


log  «  =  8,6235237.8,  -  10 
log  V  =  8,8542457.0,  —  10. 


i5.= 

L,-L 

l  — 

«2.1  = 

52»  30'  16,7" 

— 

6»  43'  45,32" 

59»  33' 

0,69" 

+    2  24  50,18 

— 

22 

7,05 

+ 

5  20  20,43 

—         11  28,74 



1 

26,961 

+ 

22  42,74 

-              45,13 

+ 

1 

10,12/ 

— 

1 

12,001 

-                2,88 

— 

5,541 

+ 

1 

25,97) 

+                1,79 

+ 

13,78/ 

+ 

5,561 

0,191 

— 

0,44 

_-. 

13,75/ 

+                0,34/ 

— 

0,36 

+ 

0,36 

—                •1,78 

+ 

1,77 

+ 

+ 

1,77 

+               0,01 1 

0,04 

0,44 

+                0,26/ 

0,77 

— — 

65»  16' 

0,03 

54»  42'  50,56" 

— 

7»    6' 

0,04' 

9,41" 

«•utt  50,60 

anttatt   0,00 

«»utt  9,37  . 

Fflr  die  genauen  Angaben  ist  S.  247  zu  vergleichen.  Was  den 
1.  Horizontalstrich  in  obigen  3  Kolonnen  betrifft,  so  ist  zu  erwähnen, 
dars  unterhalb  desselben  die  von  S  abhängigen  Glieder  sich  befinden. 

§  19.    Zahleniteispiel  U.    Gegeben:  B^  =  57» 

s=  120000»     «,.,  =  315». 

Wir  rechnen  hier  mit  Logarithmen  bis  zu  9  richtigen  Decimalen. 
Es  ist  zunächst: 

log  Wi  =  9,9989781.93  -  10 


log 


W, 


3,1943347.29  -  10 


log  (1  +  d)  =  0,0029083.60 
log  9"  =  5,3144251.33 
log  d   =  7,82732  -  10 
log  t    =  0,1874826.38 

<*  =  2,371184 

«*  =  5,6225 
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1  +  2<*  =  5,742368  —  [0,7590910] 
1  +  3<»  =  8,113552  =  [0,909211] 
2 +  3<«  =  9,11355    =[0,9597] 
5  +  6^*  =  19,22710  -=  [1,283914] 
2  +  16t*  +  15<*  —  121,91  —  [2,086] 
5  _)_  28^»  +  24/*  =  206,33  —  [2,3146] 
1  -I-  30<«  +  45/*  =  325,2    =  [2,512] 
1  +  20<«  +  30/*  =  217,1    =  [2,337] 
1  H-  20/*  +  24/*  =  183,36  -=  [2,2633] 
58  +  280/«  +  240/*  =  2071     =  [3,316] 
61  +  180/«  +  120/*  =  1163    =  [3,065] 
log  cos  5,    =  9,7361087.65  —  10 
log  cos«  5,  =  9,47222  -  10 
log  sin  2B^  =  9,96073  —  10 
log  cos  2Bi  =  9,609»    —  10 
log  [5  cos  25,  —  4]  =  0,7806. . 

Hiermit  geben  die  Formeln  (11)  bis  (13)  S.  298: 

B^  =  57"  0'  0"  +  [5,3152898.79,]  «  +  [5,2017425,]  »« 

ia  SA.  , 

+  [5,446350]  Mt>«  +  [5,6843,]  m«»«  +  [5,0318]  v* 
+  [5,924]  «»««  +  [5,748,]  uv*  +  [2,97840,]  u« 
+  [2,450,]  ««  +  [3,1450,]  mv«  H 

L,  =L,   +[5,5783163.68]» +  [5,7657990.1,]«» 

isBek.      in  Sek. 

+  [6,010406]«»»  +  [5,47616,]»»  +  [6,2484,]«»» 
+  [6,1979]«»»  +  [5,686]»»  +  [6,488]«*»  +  [6,739,]««»» 
+  [2,40074]««»  + ••• 
«i.i  =  «i.j  +  180»  +  [5,5019077.71,] »  +  [5,7724861]«» 

ttStk.     inSak. 

+  [5,482848]»»  +  [6,007670,]««»  +  [6,2488]«»» 

+  [6,1975,]«»»  +  [6,487,]«*»  +  [6,738]««»» 

+  [5,685,]»»  +  [2,31294]«»  +  [2,023,]  (««—»«)»  +  •  •  -. 

Mit  den  speziellen' Werten  von  s  und  «1.2  hat  man  jetzt: 

logs  =  5,D791812.46 
log  cos  «1 .,  =  9,8494850.02  — 10 
logsin  «1.  j  =  9,8494850.02,— 10 


«  =  8,1230009.77  — 10 
»  =  8,1230009.77,-10 
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B,= 

57»  0^  0" 

—  ' 

45  43,41088 

— 

28,03783 

+ 

0,65366 



0,01501| 
0,00334) 

+ 

+ 

0,00035 1 
0,00023) 

— 

0,16765 
0,00066 1 
0,00327) 


56n3' 49.02 182" 


A- 

-Z,= 

«8.1  = 

—  1»  23'  47,09792" 

135«  0'  0" 

+    1 

42,75453 

+ 

1  10  16,07908 



2,39557» 
0,70010) 

— 

1  44,34892 

+ 

— 

0,71097 
2,38053 

+ 

0,055001 
0,04897) 

+ 

— 

— 

0,05506 
0,04892 

— - 

0,00020 

+ 



0,00127 

+ 

;   0,00127 

+ 

0,00226 

+ 

0,00225 
0,00020 

— 

0,00059 

0,03622 

0,00000 

—  1"  22' 

6,03263' 

/ 

136«  8' 33,35658" 

Diese  Werte  müssen  in  der  4.  Decimalstelle  der  Sekunden  noch  richtig 
sein,  was  in  der  That  sich  später  durch  Anwendung  anderer  Formeln 
bestätigen  wird. 

§  20.  Formeln  mit  mittleren  Werten  der  geographischen 
Breite  nnd  des  Azimuts.  Die  Formeln  des  §  17  enthalten  B^  und 
ai.2  als  Ausgangswerte.  Für  manche  Zwecke  sind  aber  Formeln  mit 
mittleren  Werten  von  S  und  a  für  beide  Endpunkte  P^  nnd  P^ 
erwünscht  Um  solche  zu  gewinnen,  knüpfen  wir  am  besten  «n  die 
allgemeinen  Formeln  des  vorigen  Kapitels  an. 

Nach  S.  248  (1)  ist  zunächst: 


tan 


jß 


—  tan 


d€p 


COS 


coaa 
2' 


(1) 


wobei  zum  Teil  von  den  Abkürzungen: 


ß,-ß,  =  ^ß  Äjt.ft-  =  i8 


•'i.»  +  «».i 


90«  +a 


«2.1  =  a,.8  +  180»  +  ^« 


(2) 


Gebrauch  gemacht  worden  ist  In  die  Formel  (1)  führen  wir  nun 
anstatt  ^q)  und  ^ß  die  linearen  Längen  s  und  M  ein,  letzteres  in 
der  Bedeutung  als  Meridianbogen  für   die  Breitendi£ferenz  B^  —  B^. 
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Nach  S.  223  (9)  ist  aber  für  kleine  Entfernungen,  indem  wir  — 
ebenso  wie  e  als  Grofse  1.  Ordnung  ansehen: 

*+i*'*f  1  ) 

5=60  —^^—  \^q)-\-kiCos2(p8m^g)  —  -ki^cos4g)Bin2 jd^p-j-Gl^i   (3) 
und  hieraus  durch  Entwicklung  von  sin  ^9)  und  sin  2^9)  in  Reihen: 

worin  wir  nun  nach  S.  220  u.  221  substituieren: 

Gleichzeitig    setzen    wir  cos  4^)  «==  2cos^29)  —  1    und  reduzieren  auf 
^97;  es  ergiebt  sich  dann  nach  einfacher  Rechnung: 


^,p=_. 


1  —  jC*(l+e*)8m%(l+cos295)+ ^c»^9)»8in*^oC082<p| 
+  Jc«8m«^o(l  +  co829.)«  +  GZ,. 


(4) 


Rechter  Hand  ist  noch  ß^  und  {p  zu  eliminieren   und  durch   /3j ,  ß^ 
und  die  Azimute  ai.2  und  «2.1  auszudrücken. 

Man  hat  aber  wegen  2^)  »»  9>|  -{~  9^2  ^^^  ™^^  Rücksicht  auf  die 
(4)  S.  248: 

sin*  jS^  ( 1 4"  cos  2  qp)  ==  sin*  ß^  +  sin*  /S^  cos  {q>^  +  9^«) 

=  1  — -  (coB*/Si sin*«! . 2  +  cos* /8g sin* «2 . 1) 

-)- sin /3^  sin /Sg -f- cos /^i  cos  i^2  c^^  ^i  •  8  c^^  ^s .  1  • 

Setzt  man  für  sin* «  den  gleichen  Wert  1  —  cos*  a,  so  hat  man  nach 
einiger  Reduktion  weiter: 


sin* /S^,  ( 1  +  cos  2  qp)  = 


1  ~  cos(i8i  -f  ß^)  —  2  (coBßi  ~  cos/3 J* 
-f  -  (cos /8j cos «1.2  + cos /Sg cos «2. l)*« 


(5) 


Es    ist  nun    nach    bekannten  Formeln    und    mit  Rücksicht  auf  das 
sphärische  Hilfsdreieck  Fig.  21.  S.  248: 

cos  /3j  —  cos  /3j  =       2  sin  -^  sin  Ä^-?* 

—  —  2  sm  -  -  sin  ^^^  —  sm r sec  - - 


2   —       2 

Helme rt,  mathem.  u.  physikml.  Theorieen  der  höh.  Oeodäsie. 
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und   wenn    wir    die    Abkürzungen    (2)  einführen,   sowie    sin  -^  und 
sec  —  in  Reihen  auf  losen: 

cos  /Sj  —  cos  /Sg  =  —  d^  sin  /8  cos  a  -f  Gh  •  (6) 

Man  hat  ferner  mit  Rücksicht  auf  die  (4)  S.  248: 
cos  /3,  cos  «1.2  +  cos  ß^  cos  «2.1  *=       sin  ß^  (sin  tp^  —  sin  fp^ 

28m  -^  sin  ß^  cos  ^^^ ■ 

Hiernach  ist  aber: 

cos  ß^  cos  «1.2  +  cos  ß^  cos  «2.1  "=  —  ^ q>  sin  ß  +  Gl^]         (7) 

denn  man  hat  durch    Addition   der   beiden   ersten   Gleichungen   (4) 
S.  248  die  Relation: 

sin  ß^  cos  ^-?^  =  sin  ß  cos  ^-^  sec  ^^^ 
=  sin  /3  +  Gl^ . 
In  gleicher  Weise  findet  sich  noch  die  Beziehung: 

sin^/^Q  cos  2^)  =»  sin  ß^  sin  ß2  -{-  cos  ß^  cos  ß^  cos  «1.2  cos  «2.1 


oder 


sin*/8o  cos  2q>  =  sin*/8  —  cos*/8  cos*«  +  Gl^- 


(8) 


Substituiert  man  jetzt  (.7)  und  (6)  in  (5),  sodann   (5)  und  (8) 
in  (4),  so  findet  sich  ohne  Schwierigkeit: 


^<P  =  T- 


1  — y  e»(lH-e*)8in*/}H- |-c«8in*/J 
+  ^c»^9)*(cos«a[48in*/J-l]-2sin«/3)+ö?j. 


(9) 


Setzt  man  hierin  «  =  180**,  so  bezieht  sich  diese  Formel  auf  den 
Meridianbogen  M  von  ßi  bis  ß^,  und  es  geht  ^tp  in  Jß  über.  Man 
hat  daher 

1  -  |-  c«(l  +  e«)  sin^/S  +  |-  c*  siu^/S 


^^ 


+  l^z/i8«(2sin«^-l)  +  G?, 


24 


(10) 


Dividieren   wir  dies  Seite  für  Seite  in  Gleichung  (9)  und  beachten 
dabei^  dafs  aus  (1)  folgt: 

^ß  =  —  ^(p  cos  «  +  (rtj, 
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um   damit    dß    aus    der    Parenthese    vou    (10)    zu    elimiuieren,    so 
findet  sich: 


^  =  ff  (l  -h^^v'  sin«  18  sin««  +  Gl^ 


(11) 


Wir  kehren  nun  zurück  zu  Formel  (1),  verwandeln  rechter  Hand 
tan  -^  in  eine  Reihe  und  gehen  dann  von  tan  --  zu  -^  über  mittelst 

der  2.  Reihe  (2)  S.  29.     Schreiben  wir  für  den  Augenblick  zur  Ab- 
kürzung: 

tan^ 
so  wird 


Q  tan  4«^, 


tan  f  =  4- ö^y  (l  +  j^  ^9,*  +  ^  ^y*  +  G^) 


und 


Hierin  ist  für  Q^  zu  setzen  cos^a  :  cos*  — ,  womit  sich  aufserdem  findet: 


^         ^o  sin*«  ,      i  Ja 

C08'    — 


(13) 


Führt  man  auch  dies  in  (12)  ein  und  verbindet  dann  diese  Gleichung  durch 
Multiplikation  entsprechender  Seiten  mit  (11),  so  entsteht  die  Formel: 


lf=-5- 


C08 


Ja 


+h^^'  f- -^  -tan«  f )  -le«^y«8m«|8  sin«« 
+  «in  ^<P*sia*a{2  -  3cos«a)  +  Gi, . 


(14) 


Bei  diesen  Entwicklungen  für  (12)  und  (14)  ist  Voraussetzung,  dafs 
nicht  nur  s :  %,  sondern  auch  z/a  eine  kleine  Gröfse  1.  Ordnung  ist; 
mit  Rücksicht  auf  die  4.  Gleichung  (1)  S.  24B  ergiebt  sich  hieraus 
die  gleiche  Bedingung  für  Zi.^. 

Die  2.  und  4.  Gleichung  (1)  S.  248  geben  nun  ohne  Schwierigkeit: 

da  ,        Jtp  ,       ^    . 

sm  —5—  a=  —  tan  — ~-  tan  p  sin  a, 


und  hieraus  erhält  man  sofort: 

^a  =  —  ^g)  tan  /3  sin  a  +  ÖZ3. 


(15) 


Dies  führen  wir  in  (14)  ein,  aufserdem  für  z/^)  nach  (9)  den  Ausdruck: 

20* 
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wir  setzen  ferner  im  2.  Gliede  der  geschlungenen  Parenthese 

1  :  cos«  -f^^  =  1  +  sin*  -^  -  +  Gl, 

nnd  vertauschen   schliefslich  in  den  kleinsten  Gliedern  ß  mit  B.    So 
findet  sich: 


j|f=— s 


cosa 
Ja 


^  +  i^»^'^'"(^  +  '''^'*'') 


1      *« 


a  = 


i.*  +  «2.i  -  180« 


,  z/a  =  «g.i  —  «i. 


180». 


(16) 


(17) 


Diese  Formel  stimmt  nach  gehöriger  Redaktion  mit  derjenigen  überein, 
welche  Bessel  1837  im  14.  Bd.  der  Astronom.  Nachr.  No.  331  S.  310  ge- 
geben hat  {ÄbhandliMgen  Bd.  3,  S.  40). 

§  21.    Fortsetzung:   LäiigendilTerenz.    Nach  S.  231  ist 

Hieraus   folgt   durch    Entwicklung    von    sin  J(p  in   eine   Reihe  und 
unter  Substitution  der  Werte 

k,  =  ~  e"  sin«  ßo  +  Gl,,        n  =  |  e^  +  Gl, 
ohne  Schwierigkeit: 

ii  j=^A~  y  e^cos/Jo  (l  +  ^c«  [1  -  sin^/JoCosV]  +  Gl,)  dip.     (2) 
Man  hat  nun  nach  den  Gleichungen  (4)  S.  248: 

cos  /3q  =  —  (cos  /Sj  sin  «1.2  —  cos  ß^  sin  ag.i). 
Hierin  setzen  wir 
^.  =  \  (ft  +  ßd-T  iß^  -  ßi)  «nJ  A  =  l-  CA  +  A)  +  4  (Z's-'äi) 


sowie 


«1.2  =  y  («2.1  +  «1.2)  —  Y  (^*-^  "  ^^'^^ 


Digitized  by 


Google 


§  21.    Fortsetzung:  Längendifferenz.  309 

und 

«2.1  *=  Y  («2.1  +  «1.2)  +    2"  (^2   1  ~  "l«)- 

£s  wird  dann  mit  Rücksicht  auf  die  Abkürzungen  (2)  S.  304  erhalten: 


ü  Q     •  fe— <?!     •      *'2.1-«1.2 

cos  Po  =    cos  p  sin  «  cos  ~  \r-  sin _ 

+  sin  p  cos  a  sin  '^^     '^'  cos (3) 

Zur  weitern  Umformung  dieses  Ausdrucks  geben  die  (1)  S.  248  sofort: 
sin   ^^      ^^    s=  —  —  z/qp  cos  a  +  GJ^ 

*^2   1  —  *'^1  2  1 

COS  — '—^ — '—  =       Y  J^>  tan  /S  sin  a  +  6r?8> 
womit  sich  auch  findet: 

cos  -^^^  =  1  ~  i  ^9)^  cos^a  +  Gi^ 

sin  ^-T^A  =  1  _  ^  ^a>Han«/Jsin«a  +  (?Z,. 

Mittelst  dieser  Formeln  gestaltet  sich  Ausdruck  (3)  für  cos  /J^  wie 
folgt: 
cos  /80  «=  cos  /J  sin  a  ^1  —  -g-  ^^^  sec*/3  [sin*/8  +  cos^a]  +  G^^i)-    (4) 

Dieser  Wert  ist  in  (2)  einzuführen  und  zugleich  mit  Rücksicht  auf 
die  beiden  ersten  Gleichungen  (4)  S.  248  zu  setzen: 

sin  /Jq  cos  9  ==  sin  /?  +  G?2 • 
Man  erhält  damit: 

Iji,%  =^  JX  —  Y  6*  cos  /8  sin  a  { 1  +  4  ^*  cos*/8 

-  Y  Jq>^  sec*/3  [sin*/S  +  cos^a]  +  Gl^  \  dq>.        (5) 
Für  ^X  giebt  die  2.  Gleichung  (1)  S.  248  die  Relation: 
sin  —  dk  =  sin  —  dw  sec  ß  sin  a. 

Wir   verwandeln  siuY-^^'    in    eine    Reihe   und    leiten  sodann    aus 
sin-l-^A  mittelst  der  1.  Reihe  (2)  S.  29   \dk  ab.    Es  folgt: 
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JX  =  Jq>  sec  /J  sin  «  1 1  —  —  Jtp^  (1  —  sec^/J  sin*«) 

+  ^  Jtp^l  —  sec*/3  sin««)  (1  —  9  sec«/S  sin««)  +  GlA  (6) 

und  zwar   unter   der  Voraussetzung ,   dafs  nicht  nur  sia^,  sondern 
auch  £i.2  von  der  1.  Ordnung  ist.    (5)  und  (6)  geben  nun  zusammen: 

1  -  Y  6*  co8*/S;  (l  +  {  ^  cos^/S) 
+  ~  (?Jq>^  (sin*/S  +  cos««) 
—  24  ^^*  (^  —  sec«/8  sin««) 
+  Tg^  5Z/9*(1— sec«/Jsin««)(l  — 98ec«/Jsin««)  +  C?Z6. 


Xi.2a»^9sec/3  sin«  < 


(7; 


Für  /ifp  führen  wir  hier  die  Reihe  (9)  S.  306  ein,  nachdem  wir  darin 
für  6o  den  gleichen  Wert  a^  y\  —  6«  substituiert  haben,  womit  Jtp  in 

Jfp=^  (l  +  _Lc«cos«/3+-|-e*co8*/S 

+  ^e«zf9)«(cos««[4sin«i8-l]  -2sin«/S)  +  C??6  j     (8) 
übergeht   Für  (7)  findet  sich  nun: 

^"~  i~  ^.(l-~sec«/Ssin««-e«[sin«/J+(4sin«/J— l)cos««]) 


ii.2=^sec/Jsin« 


1        8' 


+  rQWif^(l-«^^'^«i°'«)(l-98ec«^8in««)  +  (??e. 


(9; 


Hierin   führen   wir   noch    die    mittlere   geographische   Breite   B  ein. 
Nach  S.  42  ist  aber: 

Bi  =  A  +  n  sin  2ß^  +  y  w«  sin  4/3,  +  Gl^ 
S2  =  ß2  +  w  sin  2/S,  +  -l-  n«  sin  4ß^  +  GZ^, 


daher 


B  =  ß  +  nsm2ß  cos  ^/3  +  ^  n*  sin  4/3  +  GJ. . 


(10) 


Hieraus  ergiebt   sich    leicht  nach  und  nach    folgende  Rechnung,   bei 
welcher  w  =  -j-  e«  +  g^  +  G^^e  gesetzt  ist: 

cos  B  ==  cos  ß  cos  (w  sin  2/3  cos  ^ß  +  0^4) 

—  sin  ß  sin  (n  sin  2^  cos  Jß  +  o  ^**  ^in  4/3  +  GQ 
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oder 


cos  B  BS  cos  ß 


1  —  ~  e*  sin^/J  cos  Jß  —  -  -  e*  sin^/S 


andrerseits  ist: 

l:l/l-e»8in2~J5  =  l  +  ^e«8inV+^e*sin«/S— ^  ^sin^/S+GZß,  (11) 
daher 


yr 


_^^Lg,-.  ^cos  jS  A  +  4-  ^  8in«j8  sm»^/S  +  G^e  V 


Nach  (9)  und  (12)  S.  306  u.  307  ist  nun  zl/J  —  —  —  cos  a  +  Gl^,  womit 
diese  Formel  endlich  noch  in  nachstehende  Gestalt  gebracht  werden  kann: 

,    '^''^^       =  cos  /3  A  +  ^  e«  -^  8in«/8  cos^a  +  Gl^) .        (12) 
1/1- ««sin«  jB  ^\    ^   4        Oo*  '^  /  ^     ^ 

Hiermit  giebt  (0): 


Lii^g"—  IFsecBsin«^ 

iaSek.  «0  * 


1    s» 


1 — —    -,  (  H^[l  —  sec*5sin*a]  -««[10  büi'ä-i]  oot»«  ) 

+  ~£i(l~tec»Ätin*a)(l-9wc«Ätin»a)  -f-  GIq. 


Die  Bedeutung  von  £  und  a  ist  durch  die  (17)  S.  308  definiert. 
Aufserdem  ist  wie  früher   W=yi  —  ^  ain^B. 

§  22.    Fortsetzung:  AzimutdifFerenz.  Die  2.  und  4.  der  Glei- 
chungen (1)  S.  248  geben: 


sm 


Ja 


—  tan  —^  tan  /S  sin  a . 


(1) 


Wir  verwandeln  tan   y-  in  eine  Reihe  und  gehen  dann  mittelst 


Ja 


der  1.  Reihe  (2)  S.  29  zu  ~  über.    Es  wird 


Ja=  — ^^tanjSsina 


1  +  ^  z/y«  (2  +  tan«/J  sin^c) 
16  +  20  tan«/S  8in«a> 
+  9  tan* /J  sin* 
Für  z/^  setzen  wir  jetzt  den  Ausdruck  (8)  8.  310  und  erhalten: 


+ 


,  /16  +  20tan»/J8in*a\ 

\     +9  tan*  p  sm*  a     / 
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.     «      tan  ß  sin  a 


■        ijl/  2+tan«|88m*«  V 

"•■24  ao»\^+e«[i_38ia»/j8in«a+sin*a]y 

_i_^/l6  +  20tan*/J8ia»a\ 
+  1920V\^  +9tan*/Jsm«a    y  +  *'*« 


(2) 


Aus  (12)  S.  311  leiten  wir  aber  leicht  ab: 

cos  ß  =  — ^J.^^  (l  -  ^e^~  8in«£cos«a  +  GlA 


und  hieraus: 


sin  ß  =  -^^'^£  A  +  ^e^-'^  cos^Bcos^«  +  G?e  V 
womit  sich  ergiebt: 

yr~-^^  tan  B  =  tan  /S  (l  -  ~^^cos^a  +  Gl^  ),  (3) 

während  aus  (11)  S.  311  noch  folgt: 


.P^r^  =  1/1-6«  cos*^  +  GZ« .  (4) 

Indem  wir  dies  in  (2)  substituieren,  erhalten  wir  die  Formel: 


s 


^a= — q'—  TT  tan  B  sin« 

in  Sek.  ^0 


1  8«/        2  +  tan*J?8in2a        V 

24  tto  *\  _^  «»[7— <5-f  Un'Ä  -f  38in'Ä)Bin»a3  / 
+  192Ö  V  \^    +9Un*Ä8in-«    ^  +  ^^6  • 


(5) 


Diese    Formel   setzt,   wie  (16)  S.   308   u.  (13)   S.  311    voraus,   dafs 
nicht  nur  s  :  a^,  sondern  auch  Li, 2  eine  kleine  Grofse  1.  Ordnung  sei. 

Drückt  man  in  (16)  S.  308  den  Meridianbogen  M  durch  B  nnd  JB 
ans  und  reduziert  auf  JB^  so  erhält  man  damit  sowie  in  den  xwei  Formeln 
(13)  S.  311  und  (5)  oben  ein  Mittel  zur  indirekten  Berechnung  von  B^, 
Li. 2  und  «2.1  aus  B^,  8  und  «i.a,  welches  zu  rascher  Rechnung  sehr  ge- 
eignet ist,  falls  die  gesuchten  Gröfäen  schon  näherungsweise  bekannt  sind. 

Derartige  Formeln  gab  1847  Gaufs  in  seinen  Untersuchungen  über  Gegen- 
stände der  höhern  Geodäsie  2.  Teil  S.  26  u.  fp.,  wobei  er  aber  nur  die  Glieder 
bis  mit  s',  diese  jedoch  vollständig,  entwickelte.  Der  von  ihm  ein- 
geschlagene Weg  ist  ein  anderer  als  der  unsrige,  indem  er  nämlich  direkt 
an  die  Diflferentialformeln  (11)  bis  (13)  S.  298  anknüpft  und  sie  auf  einen 
in  der  halben  Länge  zwischen  Pj  und  P^  liegenden  Punkt  als  Ausgangs- 
punkt, sowie  Pj  und  P,  als  Endpunkte  anwendet.  Aus  den  6  bo  ent- 
stehenden Gleichungen  eliminiert  er  dann  die  Werte  von  By  L  und  a  des 
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erwähnten  mittleren  Punktes.  —  Für  unsere  Zwecke  schien  aber  der 
hier  eingeschlagene  Weg,  welcher  allerdings  die  Anwendung  der  all- 
gemeinen  Formeln  bedingt,  einfacher,  insofern  er  die  Formel  (16)  S.  308 
direkt  in  die  für  eine  spätere  Anwendung  geeignetste  Gestalt  bringt. 

§  23.  Entfernung  und  Azimute  aus  geographischen  Posi- 
tionen. Die  Formeln  (16)  S.  308  und  (13)  S.  311  geben  ohne 
Schwierigkeit:  • 


5co8a  =  — Jfcos 


da 


1    s' 


720  a 


^8in2«([15tan^J?+3]co82a~sin«a)+Gi, 


,(1) 


SB\na=P 


1  + 1^  ~  (  VP[co8*c — tan^Bsin*«] — e*[108in»S-  l]co8*a) 


1    «■ 


+  -"-  j-,  {coa*a-taa^Bam*a)(7+nsec*BBm*a)+Glt 


,(2) 


wobei  P  den  Parallelbogen  für  den  Längenunterschied  Li, 2  in  der 
geographischen  Breite  B  bedeutet: 


-^1.2*«»  s«k-  cosB 


W 


Tf^mit  Argument  B 


(■B.  +  S,) 


(3) 


und  M  nach  S.  50  (3)  und  S.  44  (2)   sich  mittelst  der  Formel  be- 
rechnet: 

dB  in  Sek.    1  —  e*\ 


1         TLT         1         /       ^J5  in  Sek.    1  —  «*\     •      1„,     ,         ^„  /JBinSvk.X*     .     ^,       /^x 
log  Jtf  =  log  [a^ -,. ^3-j  +    g  Med.  e«  CO«  2B  (-  -  ^,, ^     +  Gl^  .  (4) 


Aufserdem  ist  durch  Einführung  von  (2)  und  (3)  in  die  Formel 
(5)  des  vorigen  Paragraphen: 


^1a= — Zi.ssinJ^ 


1+ 


1 ._«« 

'2*   V  1- 


3co8*a  +  2sin^a  ] 

e*[(ll8in«£-8)co8»a+(4sin«5— 2)8in''a]) 


j     g4  |75co8*«+140co8*asin*a  +  48sin^aj 
6760 a,*  j  _j_[60cos»a8m«a+ 168in«a]taii«iJ  j  "^     * 


(5) 


Die  Berechnung  wird  nach  diesen  Formeln  teilweise  eine  in- 
direkte. Zuerst  werden  P  und  M  definitiv  aus  (3)  und  (4)  bestimmt. 
Dieses  sind  zugleich  die  Werte  von  s  cos  a  und  s  sin  a  mit  Vernach- 
lässigung von  Gliedern  3.  Ordnung.  Hiermit  giebt  (5)  den  Wert  von 
^a  bis  auf  Glieder  5.  Ordnung^  jedoch  kann  man  die  von  e^s^  ab- 
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hängigea  Glieder  der  Parenthese  bereits  berücksichtigen.  Nnn  Ussen 
sich  mittelst  (1)  und  (2)  s  cos  a  und  5  sin  «  genauer  berechnen  und 
zwar  ebenfalls  bis  auf  Glieder  5.  Ordnung,  aber  mit  Berücksichtigung 
der  Glieder  e*s^  der  Parenthesen.  Eine  folgende  Annäherung  giebt 
die  Glieder  5.  Ordnung  vollständig. 

Zum  praktischen  Gebrauch  empfiehlt  sich  nun  die  logarithmische 
Form  für  (1),  (2)  und  (5),  welche  wir  daher  noch  ableiten.  Aufser- 
dem  setzen  wir  diejenigen  Formeln  her,  welche  sich  durch  die  ange- 
gebenen Operationen  mit  den  allgemeinen  Symbolen  und  insbesondere 
für  s  cos  a  dnrch  Benutzung  der  Reihe 

log  cos  ~  =  -  Mod.  (1  Ja'  +  i^  Ja'  +  Gl,) 

nach  S.  29  (3)  ergeben. 

Endlich  schreiben  wir  auch  die  Formeln  (2)  und  (4)  etwas  anders, 
so  wie  es  im  Hinblick  auf  die  Gesamtheit  aller  am  besten  erscheint. 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  folgende  Formeln,  zu  direkter 
Rechnung: 

*      T>'  •''1.2  *»  Sek.  cos  B  «,  z/Bin  Sek.  1  - «' 

^ ^       w  ^~ — ^ W^ 

JB  =  B,-B,  B^liB,  +  B,) 

W  sum  Argument  B 

P  =  a^P'      log  M  =  log  (a^M')  +  ^  Mod.  m'*^  [s-e  .in'Ä]  +  Gl, 
log  Ja  =  log  ( —  Li .  2  sin  B) 


(6) 


(7) 


1  (P''(2  +  .*[2-4.in*B])l 

log(scosa)  =  log(-ilf)-  ^Mod  ^  '\+Gl,(8) 

^^  I    +  3  F»Tf  Uan«B    ) 

+  GI,.    (9) 


log  {s  sin  a)  «=  log  P  +  iTT  Mod 


24 


Hierin  sind  die  von  e'  unabhängigen  Glieder  4.  Ordnung  yernachlässigt. 
Ist  eine  noch  gröfsere  Genauigkeit  wünschenswert^  so  läfst  die- 
selbe sich  erzielen,  indem  man  vorstehendeu  Werten  für  die  Loga- 
rithmen von  Ja,  s  cos  a  und  5  sin  a  nachstehende  Ausdrücke  bezw. 
hinzufügt : 

+  2^Mod  {l6Ar*4-14P'*-[«Pi''*i'»+l«P*)Un»l?}  (7*) 
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-h-^Mod  |  — 8ir»P'»  — 14P'*  — [30ir»J^»4-40P'*]Un«Ä— ISP'^Un«/?]  (8*) 

^^Mod  (jf'«  — 8Jf'»P'»— [80Jlf'»P'»-4-W*'*Jt*n«B  — P'«Un*Ä}  ,  (9*) 

wodurch  die  Vernachlässigungen  in  den  Logarithmen  auf  Gl^  herab- 
sinken.   Zn  diesen  Formeln  gelangt  man  leicht,  indem  man  in  (5),  (1) 

und  (2)  rechter  Hand  s  cos  «  =  -  Jf  ( 1  -  y  P'*  tan«  B--^^P^  +  GQ 

und  5  sin  a  =  P(l  +  ~  M'»  -  ~  P'«  tan^B  +  Gl,)  setzt  und  dann 
logarithmiert. 

Schliefslich  hat  man  noch 


«1.2  =  a  —    2 


dcc 

(10) 


«2.i-«  +  ^2^+180^j 

Für  vorstehende  Formeln  besteht  ebenso  wie  für  diejenigen  der  vor- 
hergehenden Paragraphen,  aus  welchen  sie  hervorgegangen  sind,  die 
Voraussetzung,  dafs  nicht  nur  siOq,  sondern  auch  £1.2  eine  Gröfse 
1.  Ordnung  ist. 

Dieselben  lassen  sich  auch  noch  in  andere  Gestalt  bringen,  wozu 
die  rein  sphärischen  Formeln  S.  132  u.  ff.  Fingerzeige  geben.  Es  giebt 
u.  a.  die  Differenz  der  Formeln  (8)  und  (9)  genau  die  Formel  (1) 
a.  a.  O.  bis  auf  die  in  e^  multiplizierten  Glieder;  ebenso  läfst  sich  (7) 
auf  die  Form  von  (2)  ebenda  hinführen.  Wir  bleiben  indessen  bei 
den  obigen,  für  gleichzeitige  Berechnung  von  s  und  a  sehr  bequemen 
und  scharfen  Formeln  stehen;  die  kleinen  Glieder  derselben  berechnen 
sich  um  80  leichter,  als  in  verschiedenen  Formeln  dieselben  Terme 
auftreten« 

Für   Seiten    mefsbarer   Dreiecke   wird   es   oftmals   ausreichen,   in    den 

Logarithmen  des  Systems  (6)  bis  (9)  die  Glieder  4.  Ordnung  wegzulassen. 

Dann  aber  hat  man  rein  sphUrische  Formeln  vor  sich,  mit  der  Modifikation, 

dals  für  Li. 2  und  JB  verschiedene  Krümmungsradien  angewandt  sind. 

Diese   Verschiedenheit   verschwindet    durch   Kinführung   der    reduzierten 

1  —  c* 
Breitendifferenz  dB  — ^^~ ,  und  man  überzeugt  sich  nun  leicht,  dafs  man 

innerhalb  der  angegebenen  Genauigkeit  durch  sphärische  Behandlung  von 
Li. 2  und  der  reduzierten  Breitendifferenz  mittelst  des  Krümmungsradius 
Oq  :  W  (d.  i.  die  Normale  in  mittlerer  Breite)  zu  obigen  Formeln  zurück- 
kommt. Man  kann  hiemach  überhaupt  alle  auf  eine  hinreichend  kleine 
geodätische  Linie  bezuglichen  Rechnungen  rein  sphärisch  ausführen.  Das 
ist  ja  auch  geometrisch  unmittelbar  klar,  nur  fehlt  dabei  die  Angabe  der 
Vernachlässigungen.    [Vergl.  auch  Jordan,  Handbuch  Bd.  2,  8.  236.] 


Digitized  by 


Google 


316     6.  Kapitel.   Di£fereDiialforme]n  u.  B^ihenentwicklungen  f.  d.  geod&i  Linie. 

§  24.    Zahlenbeispiel  L    Gegeben: 
Bi  =  54«  42'  50,6" 
B^  =  52  30  16; 

Man  hat  zunächst: 


5,7   j 


70  6'  0" 


B  =-      53»  36'  33,65 
JB=^  —  7953,9" 
Zi.»  =       25560,0" 

5,2575731 


,      Mod 


IogS=  3,17839 


2880 
log  6* 


für  Einh. 
der  7.  Dec. 


log  TT   =  9,9990587.89  -  10 
log  dB  =  3,9005801.27« 
log  Z,.2  =  4,4075608.50 
log  a„      ==  6,8046434.64 
log  tan»J?  =  0,2650511 
log  8m«.B  =  9,81158-  10 


7,82441  —  10 

log(>"    =5,3144251.33 
log  ^  =  8,5861549.94» 


10 


Iogf:»J  =  9,0931357.17 
9 


10 

log  sin  B  =  9,9057908.07  —  10 
log  cos  .B  =9,7732652.48  —10 
log(l  —  c*)  =  9,9970916.40  -  10 
log  M'         =  8,5860702.67»  —  10 


24 


24 


2880 


logKJr)  = 

5,3907137.31» 

log 

P           = 

8,8673421.76  —10 

log 

P            = 

5,6719856.40 

• 

Mod 

.M'* 

=    268.976 

77 

P* 

=    982.330 

Einh. 

der  7.  Dm 

77  ' 

F»TF*tan*£ 

'=1800.637 

Mod 

.  e*3f'» 

=  1.7952 

7> 

^M'*  sin 

'B 

=  1.1634 

' 

?7 

e'P'» 

=  6.5564 

77 

?» 

e^F*  sin« 

B 

=  4.2486  , 

Müd 

.M'* 

=  0.0033  ' 

77 

p'4 

=  0.0444 

77 

w 

j^'äjy* 

=  0.0122 
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^  Mod  .  Jf '«P'«  tfox'B  —  0.022401 


P'*tan*i? 


.  0.08183 
0.15065J 


Blnh.  der  7.  Deo. 


Hiermit  ergiebt  sich  nun  folgende  Zusammenstellung: 

log(— ii.ssinB)        =       4,3133516.57, 


+   ^   Mod.31f'» 


+ 
+ 


11  8in*5 


+   ^   Mod.2P'« 


+   ^   Mod.e«P'*.2 


=  + 
=  + 


+ 


2880 
+  « 


Mod  .  15Jtf'* 
14F* 


4  sin*B      =  — 
=  + 


60 3f'*P'*  tan*B 

12P'*tan«B  =  - 


806.928 

14.362 
12.797 
1964.660) 

13.1 13 1 

I6.994J 

0.050 

0.622 
1.344 

0.982 


wicd 

unten 

gebraucht 


log  ^a 

=       4,3136284.19, 

^a  =  -  20588,6760" 

5»  43'  8,6760". 

log(-aoM') 

=       5,3907137.31 

+    ^   Mod.c«Jlf*.3 

=  +                5.386 

ilt  log  M 

—          „             „       6  8in«B 

=  -                6.980 

^   Mod.P'*(2  +  c»[2- 

4  8in*5]) 

==  —                1960.779    .ieheoben 

—    ^   Mod  .  SF»  TT*  tan*5 

=  —          5401.911 

-di«Mod.8Jlf-P'» 

=  —                0.098 

-          „        14P'* 

«=  —                         0.622    «teheoben 

30Jlf '*P'«  tan«.B 

=  —                       0.672   »ieheoben 

—         „        40P'*  tan»JB 

==  —                3.273 

—         „        15P'«  tan*P 

2.260 

log  (s  cos  0:) 


5,3899766.10 
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log  P  =       5,6719856.40 

Mod  .  jir*  =  + 

Mod.e*Jf'M  =  + 

„  ,.11  ain^B=  — 


+ 
+ 


24 
24 


-    JL   Mod  .  FMF«  tan*B    = 


268.976 
1.795 

12.797    •ieheoben 

1800.637 


+  ^  Mod  .  M- 


=  + 


9) 
}) 
)} 


SM'^P'*  

30Jlf' »P'«  tan*£ 

12P'«  tan».B 

P'*  tan*P 


0.003 

0.098  •ich«  oben 

0.672  •isheob«n 

0.982  «ieheoben 
0.151 


log  (s  sin  a)  =       5,671831 1.84 

Ans  log  (s  cos  a)  und  log  (s  sin  a)  erhält  man: 
a  =  62»  24'  35,029", 
und  hifmiit  ergeben  sich  för  s,  «i.g  und  a».i  folgende 

log  8  =  5,7242591.34 
Resultate:  |  ai.2=    65«  16' 9,367 
«2.1  =  239  33  0,691 


anaUtt 
.35 

,365 


nach 
S.  261. 


Die  Scharfe  der  Rechnung  ist  befriedigend^  wie  die  Vergleiehung  mit 
der  strengeren  Rechnung  S.  261  zeigt,  jdcc  pafst  sogar  bis  auf  0,0001". 


§  25.    Zahlenbeispiel  II.    Gegeben: 
L\  =  57« 
JA,  =  56M3' 49,02186' 

Man  hat  zunächst: 

Ji  =       56«  36'  54,51093" 

j^B 2770,97814" 

Xi.a^ 4926,03270" 

5,25757 


Li, 2=  1«  22' 6,03270"ö.tuch. 


log  ^7-  = 


24 

.       Mod 
^""^  2S8Ö  = 

log  e^  = 


f.  Einh. 
der  7.  Dec. 


3,17839 

7,82441  -  10 

log  q"  =  5,3144251.33 
log  (1  -  e*)  =  9,9970916.40  —  10 


log  TF=  9,9989871.55   -10 
log  ^1^  =  3,4426331.00. 
log  Z,.2  =  3,6924972.90. 
log  o„  =  6,8046434.64 
log  tan«  .B  =  0,36223 
log  sin*  £  =  9,8434—  10 
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log^  =  8,1282079,67«  —  10 
log  ^>;?  =  8,3780721.57«  —  10 

9 

log  sin  B    =  9,9216829.98   —  10 
log  cos  B    =  9,7405680.15    —  10 
log  M'        =  8,1283381.42«  -  10 
log  («0  M')  =  4,9329816.06« 
log  F  =  8,1196530.17«  —  10 

log  P  =  4,9242964.81« 


24 


Mod  .  M'*  ==  32.678 

P"  —  31.396 

P'*  TT«  tan«  5=71.958 


Einh.  der  7.  De«. 


24 


Mod .  e«Jlf' * 


=  0.2181 


1 

2880 


9) 


(?M'*am^B    =0.1521 
e*F«  =  0.2096 

c*P'*8in«B    =0.1461 

Mod.Jlf'*  =    0.0000 

P'*  =   0.0000 

Jtf'«P'»  =    0.0000^ 

^  Mod  .  M''P^  tan*  B  =  0.0001 1 

P'*taii*5       =0.00011  " 

P'*tan*B       =0.00024^ 
Hiermit  ergiebt  sich  folgende  Zusammenstellung: 

log  (—Li.»  sin  B)        =       3,6141802.88 

+  ^  Mod  .  3Jlf'«  =  +  98.034 

=  +  1.745 

llsin*£  =  — 


+  -^  Mod  .  e'M'^ .  8 


+ 

,>od 

.2P'» 

= 

+ 

+ 

^Mod 

.^P" 

.2 

= 

+ 

— 

>> 

n 

4sm* 

B 

= 

— 

die  GU«d«T  (7*) 

S.  314 

= 

— 

1.673 
62.792] 

I      wird 
I     später 
0.419  I  DoohmalB 
I  gebraucht 

0.584  j 
0.008 


log  Ja  =       3,6141963.61 
Ja  —  4113,35659"  =  1»  8'  33,35659". 
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log 

(-  OoM') 

4,9329816.06 

+  ^  Mod  .  ^M*.  3                               =  + 

0.654 

-       „            „      6sin*£                     =- 

0.913 

-  ^  Mod  .  F*  (2  +  c*  [2  -  4  sin*B])  ^ 

G2.627  eiehe  oben 

—  Jj  Mod  .  3P'  F*  tan*P                      

215.874 

Dia  Glieder  (8*)  8.  315                                         =  —                        0.011 

log  (s  COS  a)  =  4,9329537.29 

log  P                              = 

4,9242964.81« 

+  ^  Mod  .  M'*                      =  + 

32.678 

+  y  Mod  .  e«Jlif'«  .1               =  + 

0.218 

-       „            „       ll8in»5  =  - 

1.673  «ehe  oben 

—  ^Mod.F*TF»tan*B 

71.968 

Die  Glieder  (9>)  S.  !)15                 ss  — 

7 

log  (s  sin  «)  =       4,9242924.07« 
Aus  log  (s  cos  a)  und  log  (s  sin  cc)  erhält  mau: 
a  =  315«  34'  16,6775", 
und  hiermit  ergeben  sich  für  5,  «1.2  und  «2.1  folgende 

flog  5  =  5,0791812.47 
«,.2  =  314«  59' 59,9992" 
«2.1  =  136     8  33,3558", 
welche  ebenso  wie  auch  z/a  noch  in  den  letzten  angesetzten  Ziffern 
so  genau  sein  müssen,  als  die  Unsicherheit  der  Zahlenrechnung  zuläfst. 
Vernachlässigt   man    die   Glieder    4.   Ordnung    der   Logarithmen 
gänzlich,  so  wird  erhalten: 


log  Jcc  =  3,6141963.7 
log  (5  cos  «)  =  4,9329536.4 
log  (s  sin  «)  =  4,9242925.2«, 


woraus  mit  7ziffr.  Log.  folgt: 
Ja=      1«    8' 33,3568" 
a  =  315«  34'  16,63" 
dog  5  =  5,0791812.8 
-    «1.2  =  314«  59' 59,95" 
«2.1  =  135     8  33,31. 
Man  erkennt,  dafs  für  Seiten  mefsbarer  Dreiecke  bei  Anwendung 
7ziffriger  Logarithmen    die  Glieder  4.   Ordnung   in   der  Regel  ohne 
Einflufs  bleiben. 
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7.  Kapitel 

Der  Lauf  der  geodätisciien  Linie. 

§  1.  Die  Form  der  geodätischen  Kreise  in  der  Nähe  des^  dem 
Drehpunkt  einer  geodätischen  Linie  auf  dem  Rotationsellipsoid 
gegenftberliegenden  Punktes.  In  Ergänzung  des  S.  217  über  den 
Lauf  der  geodätischen  Linie  Gesagten  interessiert  zunächst  das  Ver- 
halten der  in  der  Überschrift  dieses  Paragraphen  genannten  geodätischen 
Kreise.  Wir  gehen  bei  Untersuchung  derselben  nur  bis  zu  Gliedern 
mit  ^  und  Yemachlässigen  e^  und  höhere  Potenzen  der  Excentricität  e 
der  Meridianellipse.  Nach  S.  223  hat  man  alsdann  für  die  Länge 
der  geodätischen  Linie  zwischen  den  Funkten  P^  und  P^^  6  als  Gröfse 
1.  Ordnung  betrachtet: 

s  =  6o  j(l  +  K)  ^9  +  I  *i  (am  2^2  -  »in  29,)  +  Gl^\,     (1) 
worin  mit  Beibehaltung  der  angeführten  Genauigkeit 

*i  =  1  **  + T  «^°*''«  + T  «  "'^'/'o  +  •  •  •         (2) 

genommen  werden  darf.  /J^  ist  die  grofste  reduzierte  Breite^  welche 
die  durch  P^  und  P^  bestimmte  geodätische  Linie  in  ihrem  ganzen 
Laufe  erreichen  kann. 

Für  geodätische  Kreise  ist  s  konstant.  Nehmen  wir  femer  an, 
dafs  jdfp  mit  %  bis  auf  einen  Bruchteil  der  2.  Ordnung  übereinstimmt, 
sodafs  in  der  Gleichung 

^9>  =  9^2  —  9>i  =  ^  +  Z  (3) 

%  die  2.  Ordnung  hat,  so  geht  der  Faktor  von  \  in  Gleichung  (1) 
über  in: 

Ä  +  Y  ÄÄ  sin*/Jo  +  %  +  Grl^' 

Es  ist  daher,  wenn  %^  eine  Konstante  bezeichnet,  s  konstant,  falls 

Z  =  «o-|««BmU  +  Gi,  (4) 

genommen  wird. 

Diese  Bedingungsgleichung  für  die  geodätischen  Kreise  ist  nun- 
mehr anzuwenden  auf  das  sphärische  Hilfsdreieck,  Fig.  21  S.  232. 
Mit  Rücksicht  auf  (3)  erhält  man: 


sin  /Sj  =  —  sin  ^j  cos  %  +  cos  /Jj  sin  %  cos  a\ .  s 

Helmert,  m»th«m:  n.  phyiikal.  Theorieen  der  höh.  Oeodätle.  21 
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und  hieraus: 

ß2  =  --  ßl+X  COS  «1.2  +  0^4. 

Diese  Relation  vemacblässigt^  wie  angemerkt^  nur  Glieder  4.  Ordnung, 
falls  Pj  und  Pg  nicht  den  Polen  nahe  liegen.  Von  diesem  besondern 
Falle  sehen  wir  ab  und  erhalten  dann  unter  Substitution  des  Wertes 
von  X  aus  (4): 

ß%  =  —  ßi  —  Y  ÖÄ  8in^/3o  cos  ai,2  +  Xo  cos  a^.^  +  Gl^.        (5) 

Für  den  Längenunterschied  Li,^  der  Punkte  Pj  und  Pg  erhält 
man  nach  S.  231  (14)  unter  Beibehaltung  derselben  Genauigkeit  wie 
bisher  die  Gleichung: 

Li,i  =  ^A  —  Ä  cos  /Jo^9  +  Gl^ .  (6) 

Hierzu  giebt  zunächst  wieder  das  sphärische  Hilfsdreieck^  Fig.  21: 

sin  jdl  =  siu  ^dq)  sin  ai.g  sec  /S^ , 

und  es  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Relation  (3)  für  ^(p^  abgesehen 
von  der  Nähe  der  Pole: 

zJl  '=  jt  -{-  X  sec  ^2  si^i  «1. 8  "I"  ^h 

Substituiert  man  dies  in  (6)  und  setzt  fttr  x  ^^^  Wert  nach  (4),  für 
^q)  im  letzten  Gliede  aber  einfach  jCy  so  folgt: 

ii.Ä'^Ä  — YllÄ(2cos/j0+sin*^Qsec^28"^"i.«)"l"ZoSoc/528inai.2+6r/4.(7) 

Da  wir  von  der  Nähe  des  Poles  absehen,  dürfen  wir  hierin  ferner 
für  ß^  einfach  —  ß^  setzen.  Substituieren  wir  aufserdem  für  cos  /3q 
nach  S.  232  (2)  den  Wert  cos  ßi  sin  «i.a  und  für  sin^/S^  entsprechend 
1  —  cos*/3i  sin* «1.2,  so  erhalten  wir  aus  (5)  und  (7)  nach  einfacher 
Reduktion: 

/^2="~ /^i""Y^^oosai. 2(1  — cos*/JiSin*ai.2)  +  ;toCOsai. 2+0/4 

ii.2=      Ä  — -5-üÄ  cos  ßi  sin  «1.2  (1  +  sec*/3|  +  cosV.2)  1      ^  >* 

+  Xo  sec  /J^  sin  «1. 2  +  Gl^ . 

Der  Variation  von  «1.2  entspricht  eine  Bewegung  von  Pg  in  einem 
geodätischen  Kreis,  dessen  Figur  sich  (abgesehen  von  Gliedern  der 
4.  Ordnung)  aus  den  (8)  herleiten  läfst. 

Vergleicht  man  nun  den  Punkt  C>  welcher  P^  auf  der  Oberfläche 
gerade  gegenüberliegt  und  die  geographische  Breite  —  ß^  hat,  mit 
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Pj,  SO  ist  ^2  +  ßi  die  BreitendiflFerenz  und  Zi,2  —  ä  die  geographische 
LängendifiTerenz  beider. 

Beziehen   wir   also   in   einer   Ebene    einen   Punkt  B  auf  einen 
Anfang  C  rechtwinkliger  Koordinaten  g  und  iy,   wobei   gesetzt  wird: 

6  =  -  (A  +  ßö 


(9) 
rj  =  (Zi.2  ■—  ä)  cos  ßj^y 

so  giebt  die,  konstantem  ^^  und    veränderlichem  ai.2  entsprechende 
Kurve  der  B  ofiPenbar  sehr  nalie  ein  Bild  des  von  P^  beschriebenen 

geodätischen  Kreises  und  zwar  in  der  Verjüngung  — . 

Ändert  man  dagegen  Xq  bei  konstantem  «1.2;  so  beschreibt  B 
eine  Gerade  im  Azimut  180^  —  «1.2  gegen  die  Axe  der  g.  Dasselbe 
stimmt  mit  dem  Azimut  der  wachsenden  geodätischen  Linie  P^  bis 
auf  Gröfsen  der  2.  Ordnung  überein,  denn  es  ist  nach  (9) 

dl^idri  =  —  dß^ :  cos  ß^  dLi,2, 

und  es  ist  femer  das  letztere  Verhältnis  bis  auf  Gröfsen  2.  Ordnung 
gleich  der  Cotangente  jenes  Azimuts,  d.  i.  nach  S.  279  (1) 

—  w^dß^:  cos  ß^dLi,2' 

Die  Formeln  für  |  und  ri  werden  mit  Rücksicht  auf  (8)  und 
indem  wir  von  jetzt  ab  die  Anführung  der  Restglieder  unterlassen  : 

6  =       Y  üsr  cos  «1. 2  (1  —  cos*/3i  sin^ai.  i)  —  x^  cos  «i .  2 

1?  =  —  Y  ÜÄCos*/?!  sin  «1.2(1  -|-sec*/3i  +  cos*ai.2)+  ;tosinai.2. 


(10) 


Die  positiven  g  und  iy  sind  von  C  aus  bezw.  nach  Süden  und  Westen 
gerichtet. 

Differenziert  man  nach  ai.2,  so  ergiebt  sich: 

j^—  =  —  sin  ai.2{ Y  ^^  (sin* ßi+^  cos*  ßi  cos*  «1.2)  —  u] 
^    —  —  cosai.2{  Y  ^^  (P'^^ßi  +  3  cos*  ß^  cos*  «1.2)  —  Xof 


<*«1.2 


(11) 


Hieraus  folgt  zunächst  ^  =  cot  «i.  2  bei  konstantem  %q]  mithin  ist  in 

der  Abbildung  das  Azimut  des  geodätischen  Kreises  gleich  90®  —  «1.2, 
sodafs  er  also  normal  zur  geodätischen  Linie  steht  —  eine  Thatsache, 
die  schon  in  aller  Strenge  fürs  Ellipsoid  selbst  nachgewiesen  ist. 

Man  sieht  ferner,   dafs  die  Differentialquotienten  von  |  und  71 
nach  «1.2  gleichzeitig  null  werden  für 


Digitized  by 


Google 


324  7.  Kapitel.    Der  Lauf  der  geodätischen  Linie. 

;Co  =  I  ÜÄ  (sin^^i  +  3  cos^ß,  cos^ai.g).  (12) 

Existiert  nun  bei  konstantem  Xq  ein  «1.2,  welches  dieser  Gleichung 
entspricht,  so  hat  der  zugehörige  geodätische  Kreis  in  der  Abbildung 
Spitzen y  deren  Koordinaten  nach  (10)  sind: 

lo  =  —  ÜÄ  cos*/?!  •  cos'ai.2        ^0  =  —  ^^  cos^/Ji  •  sin' «1.2      (13) 

Hierzu  giebt  (12): 

cos*ai.2  =  —  ^ (14) 

—  ««  cos»ft 

Zur  Bedingungsgleichung  für  das  Auftreten  einer  Spitze  gelangt 
man  auch,  indem  man 

nt  =  0 

setzt.     Die  Gleichung  (5)  S.  274  giebt  hiermit: 

sin  J^  =  tu  sin^/jQ  sin  ^)^  sin  (p^  /J(p  +  Gl^^  (15) 

woraus  man  sofort  erkennt,  dafs  Spitzen  nur  für  solche  geodätische 
Kreise  möglich  sind,  welche  ihrem  Drehungszentrum  nahezu  diametral 
gegenüberliegen.  Aus  (15)  gelangt  man  mit  Rücksicht  auf  (3)  und 
(4)  sowie  (2)  S.  232  wieder  zu  (12),  womit  sich  diese  Bedingungs- 
gleichung bis  auf  Glieder  4.  Ordnung  richtig  erweist;  da  cos^ai.2 
an  die  Grenzen  null  und  1  gebunden  ist,  folgt  aus  (12),  dafs  (abgesehen 
von  Gliedern  4.  Ordnung)  nur  für  solche  Werte  %q,  welche  sich  der 
Bedingung 

-\  aar  sin«^,  ^  Zo  ^  I  Ä«  (1  +  2  cos^Ä)  (16) 

fügen,  Spitzen  in  den  geodätischen  Kreisen  vorkommen. 

*§  2.  Fortsetzung:  Die  Form  der  geodätischen  Kreise  mit 
Spitzen.  Um  einen  Überblick  zu  gewinnen,  wurde  für  einen  Äquator- 
punkt als  Zentrum  der  Drehung  die  durch  Fig.  25  gegebene  ebene 
Darstellung  des  Verlaufs  der  geodätischen  Kreise  mit  Spitzen  mit 
Hilfe  der  Formeln  (10)  entworfen,  in  welchen  also  cos  ft  =  1  ge- 
setzt ist. 

Die  Figur  giebt  geodätische  Kreise  für  Werte  von  x^  im  Intervall 
—  ÄÄ.     Den  geodätischen  Kreisen  I,  11,  III,  IV  insbesondere  ent- 

1  3 

sprechen  die  Werte  Xa  gleich  null,  y  fl»,  an  und  -ö"  ää;  mithin 
wachsende  Abstände  vom  Drehungszentrum. 
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Aufser  den  geodätischen  Kreisen  und  den  geodätischen  Linien 
von  10  zu  10^  Azimut  giebt  Fig.  25  auch  die  Yerbindungskurve  der 
Spitzen  an^  welche  in  der  ebenen  Darstellung  im  allgemeinen  charak- 
terisiert ist  durch  die  Gleichung: 


So'   +%'=(^«C08«/J,)% 

worin  im  speziellen  Falle  der  Fig.  25  aber  cos  ß^ 

Ein  Aquatoxpankt  als  Zentrum. 
2Uf  200  190        1$0_      170 


(1) 

1  einzuführen  ist. 


HO 


JW  ^50  o  'o 

Fig.  25.    Die  Zahlen  geben  das  Aalmat  ctj.,  in  Graden  an. 


Nach  bekannten  Sätzen  der  analytischen  Geometrie  ist  dies  die 
Gleichung  der  Einhüllenden  aller  Geraden  von  der  konstanten  Länge 
ti%  cos'/3|  zwischen  den  Axen  der  |  und  17. 

Diese  Geraden  sind  identisch  mit  denjenigen,  welche  in  der 
ebenen  Darstellung  den  geodätischen  Linien  entsprechen;  denn  bildet 

man  ~-  y  so  sieht  man  sogleich/  dafs  die  Tangente  der  Einhüllenden 

im  Punkte  (So,  ij^)  gleiche  Richtung  hat  mit  der,  der  geodätischen 
Linie  entsprechenden  Geraden,  die  durch  diesen  Punkt  führt. 
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Man  erkennt  übrigens  unmittelbar  geometrisch^  dafs  der  Ort  aller 
Spitzen  eine  Einhüllende  der  geodätischen  Linien  sein  mufs,  weil 
wegen  Ul  =  0  in  jeder  Spitze  2  unendlich  benachbarte  dieser.  Linien 
sich  schneiden. 

Die  Fig.  25  behält  im  wesentlichen  ihre  Gültigkeit  auch  für  be- 
liebige Punkte  als  Drehungszentrum  5  nur  zieht  sich  zufolge  Glei- 
chung (1)  die  Einhüllende  mehr  und  mehr  zusammen,  je  näher  jenes 
einem  der  Pole  rückt.  Ihre  halben  Axenlängen  sind  bis  auf  Bruch- 
teile 2.  Ordnung  gleich 

a^ün  cos^B^,  (2) 

wenn  B^  die  geographische  Breite  des  Zentrums  bezeichnet. 

Infolge  dieses  Zusammenziehens  wird  das  Gebiet^  in  welchem  die 
geodätischen  Kreise  von  der  einfachen  kreisartigen  Form  abweichen, 
immer  kleiner,  je  mehr  sich  das  Zentrum  einem  der  Pole  nähert,  und 
es  verschwindet  ganz,  sobald  einer  der  Pole  selbst  Zentrum  ist.  Da 
unsere  Entwicklungen  z.  T.  unter  Ausschlufs  der  Nähe  der  Pole  an- 
gestellt sind,  so  bedarf  die  letztere  Folgerung  allerdings  der  Bestäti- 
gung, die  indes  ohne  weiteres  aus  dem  Faktum  entnommen  wird, 
dafs  die  geodätischen  Linien  für  einen  Pol  als  Zentrum  die  Parallel- 
kreise sind.*) 

Die  geodätischen  Kreise  der  Fig.  25  zeigen  nun  auch  unmittel- 
bar, wie  die  kürzesten  Linien  von  dem  Ausgangspunkte  hergelaufen 
kommen.  Man  hat  dabei  nur  zu  beachten,  dafs  die  Kreise  I  bis  IV, 
wie  schon  angegeben,  in  wachsenden  Abständen  vom  Drehungszentrum 
liegen,  und  man  wird  leicht  verificieren,  dafs  die  kräftigen  Geraden 
kürzesten  Linien  angehören,  die  in  Richtung  der  Pfeile  von  dem 
Drehungszentrum  herkommen.  Die  geodätischen  Kreise  sind  in  Fig.  25, 
insoweit  sie  Linien  gleiehen  Jcürzesten  Äbstandes  sind,  ebenfalls  kräftig 
ausgezogen. 

Um  streng  festzustellen,  wie  die  Kürzesten  laufen,  ist  eine  getiaue 
Kenntnis  der  Mittellinien  (Axen)  der  von  der  Einhüllenden  auf  dem 
Ellipsoid  begrenzten  Fläche  nötig;  denn  Fig.  25  zeigt  auf  einen  Blick, 
dafs  für  den  Lauf  einer  Kürzesten  die  Lage  ihres  Endpunktes  Pg  in 
Bezug  auf  diese  Mittellinien  —  kurz  gesagt:  dafs  der  Quadrant  der 
eingehüllten  Fläche,  welcher  Pg  enthält  —  mafsgebend  ist. 


*)  Eine  Untersuchung  über  die  Einhüllende,  welche  ihr  Zentrum  im  Äquator 
hat,  giebt  Cayley  in  dem  FhilosophiccU  Magazine  Vol.  40,  1870  2.  Sem.,  S.  10  u.  ff. 
Er  nennt  diese  Linie  die  geodätische  Evolute.  Cayley 8  Untersuchung,  welche  für 
beliebige  Abplattung  gilt  und  elliptische  Funktionen  anwendet,  wurde  dem  Ver- 
fasser erst  während  des  Druckes  bekannt. 
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Die  eine  Mittellinie  fallt  in  den  Meridian  des  Punktes  C,  welcher 
Pj  gegenüber  liegt.    Dieses  bedarf  keines  Beweises. 

Die  andere  hat  die  Eigentümlichkeit,  dafs  ihre  Punkte  durch  je 
2  gleichlange  Kürzeste  mit  dem  Ausgangspunkt  P^  verbunden  sind^ 
und  sie  fallt  in  den  Parallelkreis  des  Punktes  C.  Dieses  letztere  ist 
noch  zu  beweisen. 

§  3.   Kürzeste  Linien  zwischen  nahezu  diametralen  Punkten. 

Verbinden  wir  auf  der  Hilfskugel  (Fig.  21  S.  232)  zwei  diametral 
liegende  Punkte  1^^  und  1^^  durch  einen  gröfsten  Kreis ,  so  ist  jdk 
=  ^9)  =  «  und  nach  S.  231  (14) 

Lx.%  =  Ä  —  üÄ  cos  ft  sin  «1.2  (l  —  y  Ä^  +  *  *  7  (1) 

unter  Verschwinden  aller  periodischen  Glieder.  Zugleich  ergiebt  sich 
als  lineare  Länge  der  geodätischen  Linie  P1P2  nach  S.  223: 

8^7c\  —  ^_:^. — ,  (2) 

ebenfalls  unter  Verschwinden  aller  periodischen  Glieder.  Dabei  ist 
nach  S.  221 

mit  nachstehendem  Werte  für  sin^/J^  zufolge  8.  232  (2): 

sin^ßo  =  1  —  cos^/Jj  sin*ai.2.  (4) 

Diese  Formeln  zeigen,  dafs  ii.2  und  s  in  Bezug  auf  «1.2  nur  vom 
Sinus  abhängen,  dafs  daher  für  zwei  Punkte  P^  und  Pg  mit  den 
geographischen  Breiten  B^  und  B^  =  —  B^  zwei  gleichlange  geodä- 
tische Verbindungslinien  existieren  können ,  deren  Azimute  ai.2  als- 
dann sich  zu  180^  ergänzen  werden.  Es  müssen  selbstverständlich  diese 
zwei  Verbindungen  nicht  notwendig  existieren;  sie  werden  nur  dann 
vorhanden*  sein,  wenn  Li. 2  die  Gleichung  (1)  erfüllt.  Da  nun  die 
Grenzwerte  von  sin  «1.2  gleich  +  1  sind,  so  mufs  Li. 2  der  Bedingung 
genügen: 

Ä  —  ÄÄ  cos  /Ji  (1  —  -    (^  sin*  ft  -) — j  <  Li. 2 

(5) 
Li. 2  <  Ä  +  ÄST  cos  /Ji  (1  — g-  e*  sin*  /S^  H — j  . 

Ist  Li. 2  =  Ä  +  ÜÄ  cos  /Ji  (1  —  y  e*  sin^/Jj  +  •  •) ,   so  fallen   die 
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2  gleichlangen  Verbindungen  in  eine,  im  Azimut  «1.2  =  90®  bezw. 
270®  von  Pi  ausgehende  und  im  Azimut  «2.1  =  270®  bezw.  90®  in  P^ 
einmündende  Linie  zusammen. 

In  diesem  Falle  liegt  P^  in  der  ostlichen  oder  westlichen  Spitze 
der  Einhüllenden.  Der  geometrische  Ort  aller  P^  mit  2  gleichlangen 
Verbindungen  ist  die  ostwestliche  Axe  der  Einhüllenden  (Fig.  25),  und 
dies  ist  nach  der  Voraussetzung  £2^=  —  Pi  (wie  zu  beweisen  war) 
ein  Stück  des  Parallelkreises ,  welcher  durch  den  zu  P^  diametralen 
Punkt  C  fährt 

Mit  Rücksicht  auf  Fig.  25  erkennt  man  nunmehr  auch,  dafs  die 
kürzeste  Verbindung  zweier  nahezu  diametralen  Punkte  P^  und  P^  niemals 
die,  durch  den  zu  Pj  diametralen  Punkt  C  führende,  ostwestliche  Axe 
der  Einhüllenden  der  von  P^  ausgehenden  geodätischen  Linien 
schneiden  kann,  ebenso  wenig  wie  überhaupt  den  Meridian  von  C\ 
Hierdurch  ist  der  Quadrant  von  «1.2  bestimmt. 

Da  bei  gehöriger  Verlängerung  alle  von  P^  ausgehenden  geodä- 
tischen Linien  die  ostwestliche  Axe  der  Einhüllenden  schneiden,  hier 
aber  z/9  =  ;r  ist,  so  erkennt  man  femer,  dafs  für  eine  Kürzeste  stets 

Jq>  ^  Ä  (6) 

sein  mufs,  was  zur  Ergänzung  von  S.  264  bemerkt  wird. 

Um  eine  Näherungsformel  für  das  Azimut  der  Kürzesten  zwischen 
zwei  gegebenen,  nahezu  diametral  liegenden  Punkten  zu  gewinneu, 
eliminieren  wir  aus  den  Formeln  (8)  S.  322  die  Unbekannte  Xoy  indem 
wir  die  erste  derselben  mit  sin «1.2,  die  zweite  mit  cos  ai.a  cos  ß^  mul- 
tiplizieren und  dann  beide  subtrahieren.     Es  folgt: 


(ßi  +  ßi)  sin  «1.2  +  (jt  —  Li, 2)  cos  «1.2  cos  ß^ 
=  üJt  sin  «1.2  cos  «1.2  cos^/3i  -j"  (^h' 


(7) 


Hieraus  kann  man  eine  Gleichung  4.  Grades  für  sin  «1 . 2  her- 
leiten; indessen  dürfte  es  bequemer  sein,  die  einzige  in  betracht 
kommende  Wurzel  durch  Versuche  aus  der  Gleichung  (7)  oder  aus 
der  meist  ausreichenden  Gleichung 


{ßi  +  ft)  ^^^^  "1.«  +  (^  —  ^1.2)  cos/Ji  =  üjrcos*/Ji8in«i.2  + 


(8) 


ZU  bestimmen.     Man  hat   dabei  zu  beachten,   dafs  nach  dem  oben 
Entwickelten  die  Beziehung  besteht: 

«1.2  <  180«    für         Li.2<lS(fi 


ii.2>180« 


(9) 


«i.2>180«     „ 

Wenn  nun  der  Punkt  P^  innerhalb  des  Raumes  der  Einhüllen- 
den liegt,  d.  h.  nach  S.  323  (9)  und  S.  325  (1),  wenn 
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ißl  +  ßif  +  («  -  il.»)'  cos  ft»   <  (a«  C08*/J,f  +  • .  • , 

so  haben  obige  Gleichungen  (7)  und  (8)  zwei  Wurzeln  kleiner  oder 
gröfser  als  180**,  von  denen  der  Kürzesten  entspricht  (vergL  Fig.  25): 

«1.»  im  1.  oder  4.  Quadr.  für  (/S,  +  /J,)  <  0  ^ 

(10) 
«..«    „    2.     „     3.       „        „    (ß,  +  ß,)>0] 

Mit  Hilfe  dieser  Formeln  wird  es  gelingen  ^  in  allen  Fällen  ^  wo 
bei  dem  Verfahren  S.  247  §  13  die  1.  Annäherimg  z/A  =  Li.2  un- 
genügend sein  sollte,  einen  brauchbaren  I.Annäherungswert  für  «1.2 
zu  gewinnen,  mittelst  dessen  weiter  in  1.  Annäherung  folgt: 

^X  =  Li, 2  +  ^^  c<>s  ßi  si^i  ^1.2  +  •  •  • .  (11) 

Nur  natürlich  mufs  es  erscheinen,  dafs  auch  diese  1.  Annäherung 
eine  yerhältnismäfsig  ungünstige  ist  für  Lagen  von  P^  nahe  der  öst- 
lichen oder  westlichen  Spitze  der  Einhüllenden  der  von  P^  ausgebenden 
geodätischen  Linien  (oder  umgekehrt).  Denn  hier  giebt  eine  endliche 
Drehung  der  Geodätischen  eine  mehr  oder  weniger  als  verschwindend 
zu  betrachtende  Ortsänderung  Yon  Pg. 

§  4.  Der  Unterschied  des  astronomischen  und  geodütischen 
^zimuts. 

Für  die  Geodäsie  ist  der  Richtungsunterschied  zwischen  dem 
Yertikalschnitt  und  der  geodätischen  Linie,  welche  dieselben  beiden 
Punkte  verbinden,  besonder^  dadurch  wichtig,  dafs  sich  die  beobachte- 
ten Horizontalwinkel  und  Azimute  auf  Yertikalschnitte  beziehen, 
während  die  Einführung  der  geodätischen  Linie  selbstverständlich 
verlangt,  dafs  mit  den  Azimuten  dieser  Linie  gerechnet  wird.  Es 
mufs  daher  eine  Reduktion  der  Vertikalschnittsazimute  d.  i.  der  astrcr- 
nomißchen  Azimute  auf  geodätische  Azimute  stattfinden. 

Hierbei  handelt  es  sich  nun  nur  um  geringe  Abstände  zweier 
Punkte  und  dafür  ist  mit  Hilfe  bereits  entwickelter  Formeln  jene 
Richtungsdifferenz  leicht  zu  erhalten.  Für  Punkte  in  ganz  beliebiger 
gegenseitiger  Lage  jedoch  kann  man  ebenso  wenig  eine  direkte  For- 
mel aufstellen,  wie  für  die  Azimutaldifferenz  der  beiden  verbindenden 
Vertikalschnitte  (S.  183),  weil  die  betreffenden  Reihen  im  allgemei- 
nen nicht  konvergieren. 

Der  Unterschied  von  astronomischem  und  geodätischem  Azimut 
ist  eben  auch  nur  für  mäfsig  grofse  Abstände  der  Punkte  eine  kleine 
Grofse;  er  kann  aber  den  Charakter  einer  solchen  ganz  verlieren  und 
Werte  bis  zu  180^  erlangen,  wie  sich  weiterhin  zeigen  wird. 


Digitized  by 


Google 


330  7.  Kapitel.    Der  Lauf  der  geodätischen  Linie. 

Gehen  wir  jetzt  zu  den  Formeln  über,  so  ist  zunächst  einerseits 
für  die  von  P^  nach  P^  führende  Geodätische  mit  Hilfe  des  sphäri- 
schen Dreiecks  Fig.  21  S.  232: 

cot  «1.2  =  (cos  jdl  sin  ßi  —  tan  ß^  cos  /JJ  :  sin  jdl,  (1) 

wobei  nachS.  231  und  wegen  cos /Jq  =  cos /3,  sin  «1.2  für  ^l  die 
Beziehung  zu  Li, 2  besteht: 

Li,i  =  Jl  —  Y  ^x^fp  cos  ßi  sin  «1.2.  (2) 

Der  hierin  angebrachte  Faktor  x  unterscheidet  sich  von  1  nur 
um  Glieder,  die  in  e^  und  höhere  Potenzen  desselben  multipliziert 
sind  und  die  jederzeit  nur  einen  kleinen  Bruch  von  gleicher  Ordnung 
mit  c*  geben. 

Man  hat  andrerseits  für  den  von  P^  nach  P^  gelegten  Vertikal- 
schnitt zufolge  S.  138  (2): 

(cos  L.  2  sin  ßi  —  tan  p,.  cos  ft )  +  c*  (sin  p,  —  sin  ft )  cos  ft  sec  (5,     ,  ^ 

cot  «1.2  = '■ -= ,  (3) 

sinii  g]/!  ~c«cos*ft  '  ^  ^ 

worin  wir  nun  ^l  einführen.  Indem  wir  vorläufig  Li.2  =  ^k  —  g 
setzen,  haben  wir  zunächst: 

cos  Li, 2  =  cos  ^X  cos  g  +  sin  ^X,  sin  g,  ] 

f  (^ 

sin  Li, 2  =  sin  JX  cos  g  —  cos  ^l  sin  5.  J 

Da  sinii.jp  im  Nenner  von  (3)  steht,  schreiben  wir  die  2.  dieser 
Gleichungen  besser:  • 

sin  Li, 2  =  sin  ^l  cos  f  (l  —  cos  ^l  — — -jjj  . 

Hieraus  folgt ,  da  ^  =  ~  e*xJ(p  cos  ß^  sin  «1.2  selbst  für  Linien 
von  einem  halben  Umlauf  noch  klein  ist: 

sin  Li,2  =  sin  ^k  cos  g  (l  —  —  e^x^fp  cot  ^X  cos  ß^  sin  «1.2  j , 

wobei  x'  von  1  nur  um  kleine  von  e*  abhängende  Gröfsen  abweicht^ 
während  cos  g  mit  1  sogar  bis  auf  ein  Glied  mit  ^^q>^  über- 
einstimmt. 

Eliminieren  wir  in  der  Parenthese  rechter  Hand  sin  ^A  mittelst 
der  Relation  des  sphärischen  Dreiecks: 

sin  ^9  :  sin  jdX  «=  cos  ß^  :  sin  ai.2 , 
so  ergiebt  sich: 
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sin  ii.2  =  sin  jdk  cos  f  ( 1  —  «^  *'    .  ^    cos  /Jj  cos  ß^  ^^^  ^^)  •    (^) 

Wir  ftlhren  jetzt  diesen  Ausdruck  für  sin  Li. g  in  (3)  ein  und 
können  sodann  offenbar  für  mäfsig  grofse  Distanzen  eine  Reihenent- 
wicklung der  in  den  Nenner  von  (3)  tretenden  Parenthese  vornehmen. 
Entwickelt  man  dabei  auch  noch  die  Wurzelgröfse  im  Nenner  von 
(3),  substituiert  den  Wert  von  cos  ii.»  nach  (4)  und  beachtet  schliefs- 
lich  noch  (1),  so  folgt: 


cotai.8=j 


(cotai.2(l+YC*cos*/Ji  +  ^e*^j^cos/J,co8/}aC08z^A4-..) 


(6) 


Diese  Gleichung  vernachlässigt  e^  u.  s.  f.,  enthält  aber  die  von  e^ 
abhängigen  Glieder  vollständig. 

Wir  eliminieren  nunmehr  auch  noch  ß^  und  /Ik,  um  alles  durch 
ai,iy  ßi  und  ^{p  dargestellt  zu  erhalten.  Dazu  dienen  nachstehende 
Relationen.  Zunächst  hat  man  im  sphärischen  Dreieck  die  Gleichung: 
cos  ^(p  '^  sin  ßi  sin  ß^  4'  ^^^  ßi  <^os  ß2  cos  ^L  Setzt  man  hierin 
sin  /Jj  =  sin  ß^  cos  ^g)  —  cos  /J^  sin  ^g)  cos  «1.2,  so  findet  sich: 

cos ßi  cos  /Jg cos  Jl = cos/^qp  —  sin*  ß^  coszi/y  -f-  -^  sin  2/?^  sin^g?  cos «i .  2 .  (7) 

Es  folgt  femer  aus  der  eben  angegebenen  Gleichung  für  sin  ^2 
die  Differenz  sin  ß^  —  sin  ^j  =  —  ^  sin  ß^  sin*  —  -  —  cos  ß^  sin  ^(p  cos  cci .  2. 
Da  nun  sin  ^X  «»  sin  ^g)  sec  ß2  sin  ai.2;  so  hat  man  weiter: 

sinflj  —  sinß,  .       Jtp  sin  ß.  ^  ,  00      /o\ 

7i^  ^1       =  —  tan  -^  -^— ^  cos  ft  -  cot  «1.2  cos  ß^  cos  ft .  (8) 


sin  JX 


2    sin  ff 


1.2 


Setzt  man  (7)  und  (8)  in  (6)  ein^  so  fährt  eine  leichte  Reduktion 
zu  der  Gleichung: 

cot  ai.2  =  cot  «1.2  —  ~o  ^  V'  —  ta    ^    )  ^^^*ßi  ^®*  ^^-^ 

-|e»(tan^,^-^)^i^  +  ....  (9) 

2        \.2  2/smajj'  ^  ^ 

Substituieren  wir  hierin  &lr  ^g)  einfach  sia^,  so  ändert  sich  der 
Genauigkeitsgrad  dieser  Formel  nicht,  denn  sie  giebt  wie  vorher  die 
in  e*  multiplizierten  Glieder  vollständig. 

Diese  Einführung  von  s  nehmen  wir  gleichzeitig  mit  dem  Über- 
gang  auf  die  Azimutaldifferenz  ai.»  —  «1.2  vor.     Nach  §  8  S.  30 
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kann  man^   solange   überhaupt  die  Entwicklung  (9)  gilt,  jedenfalls 
auch  setzen: 


«1.2  «1.2  = 


i^ 


1 


cos*/?!  sin  2ai.s 


+  ¥^(*»°2^-2i)«^2ft8in«..,+ 


(10) 


Diese  Entwicklung  enthält  die  in  ^  multiplizierten  Glieder  voll- 
ständig —  auch  dann  noch,  wenn  man  für  /Jj  einfach.  B^^  schreibt, 
also  die  geographische  Breite  einführt. 

Wendet  man  nun  endlich  noch  die  Reihenentwicklungen  für  tan  — 

und  tan  -—  an  und  vernachlässigt  5*,  so  ergiebt  sich: 

«1 .  2  —  «1 .  2  =  .„  Q"e^  -zri  (cOS^Bi  Sin2ai.  2  +  T  ^  n\n%B,nina,  .^  -{-  Gl^  ,  (11) 
in  Sek.  ^^  «q     \  "o  / 

in  welcher  Formel,  ebenso  wie  in  (10),  bei  unveränderter  Genauigkeit 
rechter  Hand  «1.2  auch  durch  ai,%  ersetzt  werden  darf. 

Wenn  in  Formel  (11)  angegeben  ist,  dafs  Glieder  6.  Ordnung 
vernachlässigt  sind,  e  und  5  :  üq  wie  früher  als  Gröfsen  1.  Ordnung  be- 
trachtet, so  setzt  dies  voraus,  dafs  die  vernachlässigten  in  c^  multi- 
plizierten Glieder  mindestens  den  Faktor  s*  haben.  Dieser  Faktor 
haftet  aber  jedenfalls  allen  Glieder  der  Entwicklung  filr  ai.2  —  «1.2 
an.    Denn  wenn  —  unendlich  klein  von  der  1.  Ordnung  ist,  so  fällt 

nach  der  S.  212  u.  fiF.  gegebenen  Darstellung  der  Vertikalschnitt  mit 
der  geodätischen  Linie  zusammen,  d.  h.  ihre  Richtungsdifferenz  ist 
dann  im  Unendlichkleinen  von  höherer  Ordnung  als  s :  a^.  In  der 
Entwicklung  der  ersteren  nach  Potenzen  von  5  (deren  Möglichkeit 
für  hinreichend  kleine  s  keinem  Zweifel  unterliegt)  mufs  somit  min- 
destens allenthalben  ^  als  Faktor  auftreten. 

§.  5.  Fortsetzung:  Unterschied  des  astronomischen  und 
geodätischen  Azimuts.  Vergleicht  man 
obige  Formel  (11)  mit  Formel  (21)  S.  186, 
so  zeigt  sich  in  der  Form  der  Haupt- 
glieder für  ai.2  —  «1.2  und  ai.2  —  «1.2 
volle  Übereinstimmung,  es  ist  aber  das 
erstere  nur  ein  Drittel  des  letzteren. 

Für  eine  kurze  geodätische  Linie  ist 
daher  im  allgemeinen  der  Verlauf  be- 
züglich der  Vertikalschnitte  in  der  Nähe 
der  Endpunkte  P^  und  P^  durch  die 
Bemerkung  gegeben,  dafs  sie  den  Winkelraum  zwischen  den  Vertikal- 
schnitten in  zwei  Teile  im  Verhältnis  1  :  2  teilt  und  dabei  demjenigen 
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Vertikalschnitt  am  nächsten  liegt,  welcher  yon  dem  in  betracht  ge- 
zogenen Endpunkte  ausgeht. 

Die  Differenz  «1.2  --  «1.2  ist  für  $  =  64*™  höchstens  ruud  0,01" 
und  mithin  so  klein,  dafs  man  die  beobachteten  Horizontalwinkel 
und  Azimute  direkt  auf  die  geodätischen  Linien  beziehen  kann,  ohne 
im  Vergleich  zu  den  Beobachtungsfehlern  merkliche  Fehler  zu  begehen. 

Anders  ist  es  indes,  wenn  es  sich  um  gröfsere  Distanzen  han- 
delt, als  die  Seiten  mefsbarer  Dreiecke  in  der  Regel  sind.  Für  s  =  aQ 
beträgt  die  Differenz  ai,%  —  «1.2  im  Maximum  bereits  etwa  2',  wie 
Formel  (10)  auf  voriger  Seite  zeigt.  Bei  weiter  wachsenden  s  wächst 
diese  Differenz  immer  rascher  als  mit  dem  Quadrat  von  5,  was  man 
zunächst  noch  aus  der  genannten  Formel  ersehen  kann.  Dieselbe 
verliert  aber  für  nahezu  diametrale  Punkte  Pj  und  P2  alle  Brauch- 
barkeit, wie  schon  bei  ihrer  Entwicklung  angegeben  wurde. 

Für  solche  Punkte  zeigen  die  Formeln  (1)  bis  (3)  des  vorigen 
Paragraphen  das  Verhalten  von  ai .  2  zu  «i.  2.  Betrachten  wir  der  Einfach- 
heit halber  nur  den  speziellen  Fall,  wo  bei  beliebigem  «1.2  ßi'=  ^  ßi 
ist  und  ^X  sowie  ^q>  gleich  7t  sind,  wo  also  P^  und  P^  auf  gegen- 
überliegenden Parallelkreisen  sich  befinden  und  P^  bei  festgehaltenem 
Pi  alle  Lagen  innerhalb  der  ostlichen  und  westlichen  Spitze  derjenigen 
Einhüllenden  annehmen  kann,  welche  den  zu  P^  diametralen  Punkt  C 
umgiebt  (Fig.  25  S.  325),  so  giebt  Formel  (2)  für  einen  festgesetzten 
Wert  von  «1.2  sofort  Li. 2  mittelst  der  Gleichung 

Die  Einführung  dieses  Ausdrucks  in  die  mit  der  Bedingung  ß^  =  —  ß^^ 
bereits  umgeformte  Gleichung  (3): 

.     /,       .  -^1.2       «  •    sin  ö, 
—  am  öj  cot  -— ^  —  2e*  —-/— 

cot  flti .  2  = 


V^l  —  ««cos'ft- 
ergiebt  hierauf: 

cotai.2= ^^^P'.— —  ( _?L y.     e^jtx"  cosft  sin  «1.2 ) ,  (2) 

worin  x'  und  x"  Koefficienten  sind,  die  von  1  nur  um  kleine  Gröfsen 
der  Ordnung  c*  abweichen,  ß^  sei  nun  der  Kürze  halber  nur  positiv. 
Alsdann  ist  «1.2  gleich  180®  für  «1.2  =  null;  es  nimmt  mit 
wachsendem  ^1.2  ab  bis  zu  einem  Minimalwerte,  der  zu  einem  ai.g 
näherungsweise  gleich  90®  gehört;  es  nimmt  aber  sodann  bei  weiter 
wachsenden  «1.2  wieder  zu  und  ist  für  ai.2  =  180®  ebenfalls  180®,  u.  s.f. 
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Einen  guten  Überblick  über  das  gegenseitige  Verhalten  von 
Yertikalschnitt  und  kürzester  Linie  erhält  man  mittelst  Fig.  25  durch 
Einzeichnen  der  von  P^  ausgehenden  und  in  einem  Punkte  C  zu- 
sammenlaufenden Yertikalschnitte.  C  ist  der  Punkt,  wo  die  ver- 
längerte Normale  des  Ausgangspunkt  P^  das  Ellipsoid  zum  2.  Male 
trifft,  Fig.  27. 


Ein  Punkt  in  45<>  Breite  »li  Zentrum. 


ZW 


Fig.  27.    Die  Zahlen  geben  die  Aximute  a^.«  bezw.  ai-,  in  Graden  an. 

Um  die  reduzierte  Breite  /3'  des  Punktes  C  zu  finden,  ent- 
nehmen wir  aus  Fig.  1  auf  S.  40  als  Gleichung  der  Normalen 
durch  P^\ 

z  +  MKx  =  X  tan  JBj , 
worin  wir 


a:  =  —  tto  cos  /5',     ;?  =  a^\  —  e^  sin  /5',     tan  Bj  =  tan  /3j  :  ]/l  —  e* 

setzen,  sowie  für  JlfjK'i  den  S.  41  (9)  angegebenen  Wert  substituieren. 
Eine  leichte  Reduktion  ergiebt: 

sin  GS'  +  /3i)  «=  e^  cos  ^^  (sin  ^  —  sin  ^^. 

Da  ^'  ohne  Zweifel  nahezu  gleich  —  /J^  ist,  setzen  wir  /f  =  —  /S^  —  g 
und  erhalten: 

sin  g  =  e*  cos  /Sj  (sin  {p^  +  5)  +  sin  /3i) . 
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Es  ist  daher  genähert  t  =  ^  sin  2^i  -|-  Gl^y    so  dass    sich   fQr   die 
geograp}iische  Breite  von  C  die  Formel  findet: 

B'  =  -B,  ~  ^  sin  2B,  +  Gl^.  (3) 

Die  Lage  von  C  gegen  C  bestimmt  sich  durch  die  Strecke  CC\ 
welche  gleich  ist  a^  {B'  +  B^ ,  abgesehen  von  Gliedern  mit  e*. 
Schreibt  man  für  e*  einfach  2a,  so  wird  erhalten,  wenn  man  CG'  von 
C  ab  positiv  nach  Süden  rechnet: 

CC  =  2aoÄ  sin  2B^'\ ,  (4) 

abgesehen  von  Bruchteilen  2.  Ordnung  seines  Wertes. 

Fig.  27  entwirft  für  einen  Punkt  Pj  in  45®  geographischer  Breite 
ein  Bild  der  kürzesten  Linien  und  der  Vertikalschnitte  auf  dem  zu 
Pj  diametralen  Teile  der  Oberfläche  in  demselben  Mafsstab  wie 
Fig.  25. 

§  6.  Andere  Bestimmungsweise  des  Unterschiedes  von 
astronomischem  und  geodätischem  Azimut  fOr  kleine  Distanzen. 

Zwischen  den  Punkten  P^  und  P«  denken  wir  uns  wie  in  Fig.  14 
S.  213  eine  geodätische  Linie  aus  unendlich  vielen^  unendlich  kleinen 
Vertikalschnitten  BqPx,  -Pi-Ps  ^-  s.  f.  zusammengesetzt.  Zunächst 
bezeichnen  wir  die  Anzahl  dieser  Teile  mit  n  und  die  Länge  jedes 
Teiles  mit  s  :  n. 

Betrachten  wir  nun  insbesondere  die  ersten  beiden  Vertikal- 
schnitte und  denken  sie  uns  bis  zu  einem  Werte  ihrer  Länge  gleich 
Sj  also  bis  in  die  Nähe  des  Punktes  P^  verlängert^  so  ist  einleuchtend^ 
dafs  sie  hier  einen  Abstand  von  einander  haben,  der  erstens  dem 
Flachenwinkel  v  zwischen  den  zugehörigen  Ebenen  und  zweitens 
dem  Abstand  der  Sehne  PqPi  von  der  Oberfläche  bei  Pn  proportional 
ist.  Dieser  Abstand  ist  angenähert  gleich  ^  :2Qa,  insofern  man  den 
Yertikalschnitt  PqPi  und  seine  Verlängerung  als  Kreisbogen  mit  dem 
Radius  Qa  auffassen  darf,  wenn  Qa  der  Krümmungsradius  der  Ober- 
flache bei  Pq  im  Azimut  ao.i  ist.  Man  hat  femer  nach  S.  188  zu 
setzen,  wenn  Qn  den  Querkrümmungshalbmesser  in  P^  und  B^  die 
geographische  Breite  von  P^  bezeichnet: 


"o"  *  1^ —  cos*J?o  sin  2ao.i 


unter  Wegfall  der  höheren  Glieder,  welche  wegen  n  ==  cx>  im  Ver- 
hältnis zum  angesetzten  Gliede  verschwinden.  Der  Abstand^  der 
verlängerten  Vertikalschnitte  BqPi  und  P^P^  ist  somit: 
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Betrachtet  man  in  derselben  Weise  die  gehörig  verlängerten 
Vertikalschnitte  PiP2  und  Pg^s»  ^2^3  ^^^  ^s^it  u.  s.  f.,  so.  ergeben 
sich  ganz  gleichartige  Aasdrücke  ffir  die  Abstände  bei  P«;  es  tritt 
aber  an  Stelle  von  n*  im  Zähler  der  Reihe  nach  (n  -—  1)*,  (n  —  2)*, 
u.  s.  f.;  und  Bq^uq,!,  Qn  und  p«  beziehen  sich  successive  auf  P^;  Pg  u.  s.  f. 

Mit  Hilfe  der  DiflFerentialformeln  (1)  und  (2)  S.  279,  in  denen 
ds  =  is:n,  i  =«=  0,  1,  2  . . .  «  —  1,  zu  setzen  ist,  findet  man  leicht  mit 
Vernachlässigung  von  in  e^  multiplizierten  Gliedern: 

cos^Bi  sin  2a,.,.f  1  =  cos^Pq  sin  2ao.i 


%       8 

+  —  —  sin  22?o  sin  «0.1  + 


(2) 


Nimmt  man  keine  Rücksicht  auf  die  Änderungen  von  QnQa,  die 
nur  Bruchteile  der  Ordnung  ^s :  a^  betragen,  so  erhält  man  als 
Summe  der  Abstände  je  zweier  benachbarter,  verlängerter  Vertikal- 
schuitte  bei  Pn  d.  h.  als  Abstand  dieses  Punktes  vom  verlängerten 
Vertikalschnitt  PqPi: 


4  9n9a 


cos^Bq  sin  2 «0.1 


-| sin  2Bq  sin  «o.i 


2:t{n  —  %y 


+ 


(3) 


wobei    die   2J  eine   Summierung    von    i  =  0    bis   n  —  1    andeuten. 
Schreibt  man  die  von  n  und  i  abhängigen  Quotienten  in  der  Form: 

\  n/    n  n  \  n  /     n 

und  beachtet,  dafs  n  ^  00  zu  nehmen  ist,  so  kann  man  dieselben 
als  Integrale  berechnen  mit  der  Variablen  — 


X  von  0  bis  1  und 


mit 


dx.     Somit  folgt  endlich  anstatt  (3)  für  den  Abstand: 


12        Q 


- —  (cos^Po  sin  2ao.i  +  -7^  ^^  ZP^  sin  «o.i)  +  ■ 


(4) 


Insofern  wir  n^==  00  gesetzt  haben,  ist  dies  ein  Näherungswert 
für  den  Abstand  einer  geodätischen  Linie  und  eines  Vertikalschnitts, 
welche  beide  in  demselben  Azimut  ao.i  von  P^  ausgehen,  in  derEnt- 
ferga^ng  s  vom  Ausgangspunkt 

Dreht  man  nunmehr  die  geodätische  Linie  um  P^,  bis  P«  in  den 
unveränderten  Vertikalschnitt  zu  liegen  kommt,  so  ist  offenbar  der 
Drehungs Winkel   gleich  der  Gröfse,   welche   in   den   vorhergehenden 
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Paragraphen  mit  «1.2  —  cci.t  bezeichnet  worden  ist.  Da  nun  das 
Produkt  des  Winkels  in  die  zu  s  gehörige  reduzierte  'Länge  Ul  jeden- 
falls mit  sehr  grofser  Annäherung  gleich  dem  oben  ermit^Iten  Ab- 
stand ist;  m  aber  bis  auf  Glieder  3.  Ordnung  mit  s  übereinstimmt^ 
so  folgt  als  Drebungswinkel: 

01.2 ai.2  =  -Y<*"* (cOS*B^Sin2ai.2+  i   J- •ln2Ä,gin(/,.A-f-GZ6.  (5) 

Hierin  sind  wie  früher  die  Symbole  P,  und  P^,  als  Bezeichnung  der 
Endpunkte  Pq  und  P«   gedacht. 

Die  Formel  stimmt  im  wesentlichen  mit  (11)  S.  332  überein. 
Sie  ist  jedoch  im  1.  Gliede  genauer  als  jeue,  denn  in  Bezug  auf  die 
Potenzen  von  e^  ist  das  1.  Glied  jetzt  vollständig. 

Vorstehende  näherungsweise  Entwicklung  zeigt  überdies  deut- 
lich, auf  welche  Weise  der  Unterschied  des  astronomischen  und  geo- 
dätischen Azimuts  zustande  kommt. 

Der  Unterschied  des  astronomischen  und  geodätischen  Azimuts  wurde 
1821  von  Beseel  ohne  Entwicklung  angegeben  in  den  Astronom.  Nachr. 
Bd.  1  Nr.  3,  S.  33  (vergl.  Engehnann,  Abhandl.  von  Bessel,  Bd.  3  S.  1). 
Eine  Entwicklung  gab  Jßes^W  später  {\%^1)  Astronom.  Nachr.  Bd.  14  Nr.  330, 
S.  289  GleichuDg  (19)  {Abhandl  Bd.  3  S.  29);  sie  unterscheidet  sich  nicht 
wesentlich  von  dem  hier  S.  329  u.  ff.  eingeschlagenen  Wege  und  fuhi-t  zu 
Formel  (10)  S.  332. 

In  wesentlich  anderer  Weise  aber  und  zwar  nach  einem  für  jede  krumme 
Oberfläche  brauchbaren  Verfahren  ging  Weingarten  vor  (vergl.  Baeyer,  Das 
Messen  auf  der  sphäroidischen  Erdoberfläche.  1862,  S.  88  oder  eine  kurze 
Notiz  in  Astronom.  Nachr.  Bd.  60  Nr.  1425,  S.  136). 

Diese  Entwicklang  hat  Jordan  im  2.  Bande  seines  Handbuches  der  Ver- 
messungskunde 1878  S.  334  reproduziert.  Bei  Weingartens  Verfahren  er- 
hält man  den  betrachteten  Richtungsunterschied  direkt  nach  Potenzen 
von  8  entwickelt  und  zwar  wird  unmittelbar  das  1.  Glied  der  Formel  (11) 
S.  332  erhalten;  es  setzt  natürlich  voraus,  dafs  man  die  Differential- 
gleichungen der  geodätischen  Linie  für  eine  beliebige  Oberfläche  abge- 
leitet hat,  und  es  läfst  aufberdem  imstich  für  nahezu  diametrale  Punkte 
des  Rotationsellipsoids.  Eine  gleichartige,  aber  bis  zu  s^  incl.  fortgesetzte 
und  höhere  Potenzen  von  e*  enthaltende  Entwicklung  gab  Andrue  1867  in 
Bd.  1  der  Danske  Gradmaaling  S.  181  (vergl.  auch  Vier tel jähr sschrift  der 
Astronom.  Ges.  Bd.  13,  S  19).  Sein  Ausdruck  stimmt  mit  unserer  Formel  (6) 
bis  auf  den  Nenner  des  in  s^  multiplizierten  Gliedes,  der  bei  ihm  q^  lautet. 
Dieser  Unterschied  ist  aber  unwesentlich. 

Die  Methode  unserer  Entwicklung  in  diesem  Paragraphen  entspricht  dem 
von  Sonderhof  1869  im  51.  Teile  von  Grunerts  Archiv  (2.  Abhandlung) 
eingeschlagenen  Wege.  Sie  gestattet  auch  eine  Schätzung  des  Fehlers, 
den  man  begeht,  wenn  man  eine  geodätische  Linie  nach  Art  der  Fig.  14 
S.  213  atLS  n  endlichen  Stücken  zusammensetzt: 

Wir  müssen  zn  dem  Zwecke  den  Abstand  der  Sehnen  Ptfl\,  -Pi-Pji 
HelAert,  mathem.  a.  physik.  Theoiieen  der  höh.  Oeodäaie.  22 
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u.  8.  f.  von  der  Oberfläche  zum  Teil  genauer  als  oben  ermitteln,  berück* 
sichtigen  aber  konsequent  nur  die  in  e'  multiplizierten  Glieder.  Betrachten 
wir  «nnächst  den  Bogen  des  bis  in  die  Nähe  von  P  verlängerten  vertikalen 
Schdhtea  PqPi  in  der  Ausdehnung  8  als  Kreisbogen  vom  Radios  a^,  so 
gehört  dazu  ein  Zentriwinkel  s  :  a^.  Eine  einfache  Figur  zeigt  nun,  dafs 
die  zur  Sehne  P^P^  parallele  Tangente  des  Kreisbogens  von  dessen  End- 
punkt um 

absteht,  die  Tangente  von  der  Sehne  aber  um 

a«  I  1  —  cos )  , 

mithin  die  Sehne  vom  betreffenden  Endpunkt  des  Kreisbogens  am 


d.  i.  sehr  nahe 


T(n»-n). 

Für  Pj  P, ,  Pg  P3  u.  B.  f.  erhält  man  ebensolche  Ausdrücke,  nnr  tritt  für 

n  in  der  Parenthese  der  Reihe  nach  n  —  1 ,  ti  —  2  u.  s.  f.  bis  1  auf.    Jeder 

1            8 
dieser  Ausdrucke  multipliziert  sich  mit  -    e* cosl^^    "'"^^a^  ^   und 

ihre  Addition  giebt  als  Abstand  des  Punktes  P^  von  dem    1.  Vertikal- 
Bchnitt  Po  P,  : 

1     ,   »•          „          ^          2;  (n  -  t)*  —  JS  (n  —  f) 
-e«  -^i  C08J5,  co82ao.i  ^ '- • 

Da  i  von  0  bis  n  geht,  kann  man  statt  des  Zählers  auch  £i*  —  Ei 
schreiben. 

Nun  ist  Zi^  =  \  n{n  +  1)  (2n  +  1) ,  S%^\-n(n  +  1),  also 
6  2 

Z{\^  —  t)s=  -     n{n^  —  1)  und  der  Abstand  daher  angenähert  gleich 

12   ''  ^«    ^''''^o  ''"^''0  1  (^  ""  "i")  '  (^) 

Dieser  Ausdruck  bezieht  sich  vorerst  auf  den  Abstand  des  Vertikal- 
Schnitts  Pq  Pj  von  der  gebrochenen ,  aus  n  Vertikalschnitten  zusammen- 
gesetzten Linie  in  der  Entfernung  8  von  P^.  Zieht  man  von  (6)  aber  den 
Ausdruck  (4)  ab,  welcher  den  entsprechenden  Abstand  des  Vertikalschnitts 
Pq  Pj  von  der  ihn  in  Pq  tangierenden  geodätischen  Linie  giebt,  so  erhält 
man  endlich  als  Abstand  der  geodätischen  Linie  von  einer  im  gleichen 
Azimut  beginnenden,  aus  n  Vertikalschnitten  von  endlicher  Länge  zusammen- 
gesetzten Linie  (Fig.  14  S.  213)  in  der  Entfernung  81 
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Ti"  **  ^*  ''''*" ^*  sin  2«,  ,  .    ^,  +  •  •  •  .  (7) 

Hierbei  sind  Anfangs-  und  Endpunkt,  anstatt  mit  P^  und  P^,  ebenso  wie 
fQr  Formel  (6)  mit  P^  und  P,  bezeichnet  gedacht. 

Art  man  nun  z.  B,  in  äquatorialer  Gegend  eifie  Kette  von  Dreiecken  in 
südwestlicher  Bichtung,  und  setzen  sich  10  Dreiecksseiten  mit  180°- Winkeln 
an  einander,  ist  femer  die  Länge  einer  Seite  gleich  s :  10  mit  s :  10  »>  0,01  a^ 
d.  h.  8  =>  640000"»,  so  giebt  (7)  aU  Abstand  einer  genauen  Geodätischen, 
welche  mit  der  1.  Dreiecksseite  gleiches  Anfangsazimut  hat,  vom  Kndpunkt 
der  10.  Dreiecksseite  0,036»». 

§    7.    Zahlenbeispiel  L    Für   die  Linie  Königsberg-Berlin    hat 
man  nach  S.  158  u.  162  sowie  nach  S.  256  u.  261: 

B^  =  54^  42'  50,6"        B,  =  52<^  30'  16,7"     log  s  =  5,72426 

ai  8  =  65M6' 9,5806") 

«.,  =  65  .16  9,3650  )  ^^'^  ""  ^^'^  =  +  ^'2156" 

a8.i  =  239  33  0,9324 


Da  nun 


«,..  =  239  33  0,6889  '  "*'  ~~  "''  ""  +  ^'^^^^"• 


log  ^(f"ä  =  2,0626        und         log  ^  g"  d  =  1,461 

ist,  so  hat  man  nach  Formel  (5)  S.  337: 

C08*£,  «ins«,  ,                         8in2B,  sin«,  , 
ai.g  -  a,.s  =  [13,5111] '-*  +  [18,634] '- i^ 

cos'B,  sinSofg  ,  sin2J9.  siuivo  , 

a».i  -  a,.x  =  [13,5111] '  ^      *'  +  [18,634]  — -f-^* 

Nach  Albrecht  S.  200  und  201  findet  sich  für  obige  Werte  von 
B^  und  «1.2 :    log  Qn,  =  6,8056        log  Qa,  =  6,8054 

und  fQr 

B^  und  «2.1 :    log  (>«,  =  6,8056        log  q^^  =  6,8053. 

Femer  ist 

log  coB^^i     =  9,5233  —  10  log  sin  23^  =  9,975  —  10 

log  sin  2ai.2  =  9,8808  —  10  log  sin  «1.2  =  9,958  —  10 

log  cos^Bjj     =  9,5689  —  10  log  sin  2^^  =  9,985  —  10 

log  sin  2a2. 1  =  9,9414  —  10  log  sin  «2.1=  9,936»—  10 
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und  hiermit: 

«1.2  -  «1.2  =  +  0,2015  +  0,0141  =  +  0,2156" 
«2.1  —  «2.1  =  +  0,2573  -  0,0138  =  +  0,2435". 

Dies  stimmt  vollständig  mit  den  nach  strengen  Formeln  berechneten 
Werten  iiberein. 

Zahlen beispiel  IL    Hier  erhält  man,  wie  es  S.  166  und  320 
verlangen,  als  Differenzen: 


«1.2 


«1.2 


0,012"     und     a2.i  -  «2.1  =  -  0,012" 


§  8.    Der  Unterschied  der  linearen  Längen  von  geodätischer 
Linie  und  Vertikalschnitt  zwischen  denselben  beiden  Punkten. 

Derselbe  kann  mit  Benutzung  des  Vorhergehenden  leicht  angegeben 
werden.  Nehmen  wirPj,  von  wo  aus  der  Vertikalschnitt  gelegt  sein 
mag,  als  Zentrum  A  geodätischer  Polarkoordinaten,  Fig.  23  S.  269, 
so  wird  nach  Gleichung  (3)  ebenda  für  das  Linienelement  ds  des  Ver- 
tikalschnitts, welches  an  den  beliebigen  Punkt  P  desselben  angrenzt: 


ds*  =  dr*  +  Illr'd«o*, 


(1) 


wobei  r  der  geodätische  Radiusvektor  AP,  VXr  dessen  reduzierte  Länge 
und  a^  sein  Azimut  ist.  Bezeichnen  wir  nun  das  Azimut  des  Vertikal- 
schnitts in  A  mit  ai.2,  so  ist  nach  Formel  (11)  S.  332  in  1.  An- 
näherung: 

1         r* 

«0  =  «1.2  —  j2  ^  ä"«  ^^^*^i  sia2ai.2  +    •  • , 
worin  B^  die  geographische  Breite  von  A  bedeutet.     Hieraus   folgt: 
da^  =  ^  y—  e^  ^,  cos*  B^  sin  2ai  g  H ]  dr.  (2) 

Bedenken  wir  ferner,  dafs  es  im  2.  Gliede  der  Formel  (1) 
rechter  Hand  in  1.  Annäherung  offenbar  ausreicht,  für  mäfsig  grofse 
Distanzen  ttlr  gleich  r  zu  setzen,  so  erhalten  wir  aus  (1)  durch  diese 
Substitution  und  wegen  (2): 


rfs  «=  1/1  +  —  e^  ^  cos^jB,  sin*2ai.2  -{-'•'  dr. 
Hieraus  folgt: 

ds  =  {l  +  ^e^  ^^  cos^B^  sin^2ai.2  -f  •  •  -jdr. 

Integriert  man  dies  vom  Anfangspunkt  A  d.  i.  Pj  bis  zum  Endpunkt 
Tg?  80  folgt: 
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«  =  n.,  { 1  +  4  e«  *'^/cos*B,  8m*2ax.,  +  •••),  (3) 

worin  s  die  lineare  Länge  des  Yertikalschnitts  PiP^,  n.a  aber  diejenige 
der  geodätischen  Linie  P1P2  bedeutet 

Diese  Formel  ist  noch  ausreichend  für  Distanzen  gleich  0,2  a^. 
Wird  die  Distanz  gleich  üq  und  grofser^  so  ist  die  Entwicklung  zu- 
nächst zwar  noch  konvergent^  aber  das  angesetzte  Glied  giebt  doch 
nur  eine  rohe  Annäherung. 

Nimmt  man  ri.2  =  0,2 a^^  so  ist  im  Maximum 

sodafs  bei  zehnziffriger  Rechnung  die  Logarithmen  von  s  und  ri .  2  sich 
noch  nicht  um  eine  Einheit  der  letzten  Decimalstelle  unterscheiden; 
es  ist  hiemach  für  die  meisten  praktischen  Fälle  in  Bezug  auf 
lineare  Länge  der  Vertikalschnüt  von  der  geodätischen  Linie  nicht 
merklich  verschieden.  [Für  die  Linie  Berlin  —  Königsberg  ist  die 
DifTerenz  0,0002»»'».  Vergl.  auch  die  Beispiele  1  u.  II  S.  182,  183,  261 
und  320.] 

Vertauscht  man  in  (3)  die  Indices  1  und  2,  so  zeigt  sich,  e  und 
ri^ia^  wie  immer  als  Gröfsen  1.  Ordnung  aufgefafst,  für  beide  Vertikal- 
schnitte eine  Vergröfserung  gegen  die  geodätische  Linie  um  ein  Glied 
8.  Ordnung  in  Bruchteilen  der  Länge.  Der  Unterschied  der  Längen 
der  Vertikalschnitte  gegen  einander  wegen  der  Ungleichheit  dieser 
Glieder  8.  Ordnung  und  wegen  höherer  Glieder  ist  daher,  in  Bruch- 
teilen der  Länge,  höchstens  von  der  9.  Ordnung,  wie  zur  Ergänzung  von 
8.  182  bemerkt  werden  mag. 

Nach  dem  Vorhergehenden  kann  man  nun  die  S.  181  u.  182  an- 
gegebenen Beziehungen  der  Länge  des  Vertikalschnitts  zur  Sehne  und 
zu  ö'  unmittelbar,  falls  es  erwünscht  sein  sollte,  als  solche  der  geo- 
dätischen Linie  zur  Sehne  und  bezw.  zu  ö'  betrachten. 

Die  Formel  (3)  gab  Bessel  1837  ohne  Herleitong  Astronom.  Nachr,  Bd.  14 
No.  330,  S.  285  {Abhandlungen  Bd.  3,  S.  26).  Weingarten  gelangte  zu 
dieser  Formel  im  Verfolg  der  oben  (8.  337)  ^erwähnten  Entwicklung  für 
eine  beliebige  krumme  Oberfläche  (vergl.  Baeyer,  a.  a.  0.  S.  93;  Jordan 
Bd.  2,  S.  339).  Eine  Schätzung  der  Ordnung  des  Längenunterschieds  von 
geodätischer  Linie  und  vertikalem  Schnitt  in  einfacher  geometrischer  Weise 
gab  Andrae  im  1.  Bd.  der  Dan,  Gradmessung  S.  179  (vergl.  auch  Viertel- 
Jahrsschrift  der  Astronom.  Ges.  Bd.  13,  S.  18). 

§  9.  Abstand  der  geodätischen  Linie  Ton  den  beiden  Tertikal- 
sebnitten  bei  kleinen  Distanzen.  In  Fig.  26  S.  332  denken  wir 
uns  auf  dem  Vertikalscbnitt  P,  Pg  einen  Punkt  P  und  die  geodätische 
Linie  r,  welche  P^  und  P  verbindet.  Ist  a^  deren  Azimut  in  P^,  so  hat 
man  in  1.  Annäherung  wie  oben : 
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t        I* 
«ü  =  Ö&1.2  —  7^  e^  -8  cos^^i  sin  2ai.  2  H . 

Dagegen  ist  für  die  geodätische  Linie  P1P2;  deren  Länge  wir  nun- 
mehr mit  s  bezeichnen^  das  Azimut  in  Pj  gleich 

1       &" 
«1.2  =  01.8  —  ^^e^  -liCOs^B^  sin2ai.2  H . 

Der  Azimutalunterschied  der  geodätischen  Linien  P^P  und  PiP%  ist 
nun  Uq  —  ai. 2;  multipliziert  man  ihn  mit  der  reduzierten  Länge  (in 
der  mit  grofser  Annäherung  zulässigen  Voraussetzung,  dafs  «^  —  ai.g 
wie  eine  unendlich  kleine  Drehung  behandelt  werden  darf)  und  setzt 
diese  näherungs weise  gleich  r,  so  folgt  als  Abstand  des  Yertikal- 
schnitts  P1P2  von  der  geodätischen  Linie  P^Pi  in  der  Entfernung  r 
von  Pj  in  1.  Annäherung: 

l  gÄ  ,.« 

^r coa^B.  sin  2ai  2  +  •  •  • .  (1) 

Vertauscht  man  hierin  die  Punkte  P^  und  P^,  wobei  an  Stelle  von  r 
s  —  r  tritt,  so  folgt  dagegen  als  Abstand  des  Vertikalschnitts  P,  Pj 
von  der  geodätischen  Linie  an  derselben  Stelle  wie  vorher  nach  ein- 
facher Reduktion: 

i  «*»-  ^^  '-^—  «««*^»  sin  2a, .  1  +  •  •  •  ■  (2) 

Da  von  höheren  Gliedern  abgesehen  wird,  so  kann  man  hierin 
und  in  (1)  für  B^  und  B^  einerseits,  und  2ai.2  und  20«.  1  andrerseits, 
einen  und  denselben  mittleren  Wert  oder  auch  -B^,  bezw,  2  «1.2  ein- 
führen. Die  Addition  von  (1)  und  (2)  giebt  dann  den  Abstand  der 
Vertikalschnitte.  Derselbe  ist  demnach  im  Abstände  r  von  P^  in 
1.  Annäherung  gleich 

1  ^2  8r_(8_^  ^^^g^^  sin  2ai .2  +  •  •  • .  (3) 

Vergleicht  man  (1)  und  (3),  so  zeigt  sich,  dafs  Ausdruck  (3) 
immer  gröfser  ist,  als  (1);  denn  es  gilt  die  Proportion: 

(1)  :  (3)  =  s  +  r  :  Ss.  (4) 

Daher  liegt  die  geodätische  Linie  in  1.  Annäherung  für  kleine  Distanzen 
immer  umsehen  den  beiden  Vertikalschnitten,  welche  die  Endpunkte 
derselben  verbinden. 

Es  lehrt  ferner  die  DiflFerentiation  von  (3)  bezw.  (1)  nach  r,  dafs 
in  1.  Annäherung  der  Maximalabstand  der  Vertikalschnitte  inmitten 
zwischen  P^  und  P^  sich  befindet,  dagegen  der  von  geodätischer  Linie 
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and  Vertikalschnitt  in  der  Entfernung  s  :  V^S  von  demjenigen  der 
beiden  Punkte,  yon  welchem  aus  der  Yertikalschnitt  geführt  ist. 
Daselbst  verhalten  sich  die  Abstände  (1)  und  (3)  wie 


i^+w) 


:3    d.  i.  wie    1:  1,902. 


Vorstehende  Beziehungen,  wie  diejenige  über  die  Dreiteilung  der 
Winkel  zwischen  den  Vertikalschnitten  durch  die  Geodätische,  welche 
S.  332  erwähnt  ist,  dürfen  selbstredend  nicht  als  streng  gültige  und 
für  beliebig  lange  Linien  anwendbare  aufgefafst  werden.  Will  man 
die  Beziehungen  genauer  feststellen,  so  ist  ein  genauerer  Ausdruck 
der  astronomisch-geodätischen  AzimutaldifiFerenz  anzuwenden,  im  übrigen 
aber  so,  wie  oben  geschehen  ist,  vorzugehen. 

Wir  betrachten  jetzt  in  dieser  Weise  denjenigen  Fall,  wo  Vertikal- 
schnitt und  geodätische  Linie  nahezu  das  Azimut  90^  haben  und  ins- 
besondere, wenn  B^  =  B^  ist  Nach  den  Formeln  (1)  und  (3)  würden  für 
ai.2  =  90"  die  beiden  Vertikalschnitte  untereinander  und  mit  der  geodä- 
tischen Linie  zusammenfallen.  Dies  mufs  jedoch  für  die  beiden  Vertikal- 
schnitte genauer  dahin  modificiert  werden,  dafs  sie  nur  zusammenfallen, 
wenn  beide  Punkte  Pj  und  Pg  auf  demselben  Parallelkreis  liegen  — 
in  jedem  andern  Falle  (ausgenommen  für  die  Lage  beider  Punkte  auf 
demselben  Meridian)  fallen  sie  nicht  zusammen.  Die  geodätische 
Linie  aber  hat  überhaupt  für  Werte  von  «1.2  um  90^^  herum  eine  etwas 
abweichende  Lage  von  beiden  Vertikalschnitten  (sie  kann  mit  diesen 
auch  nur  für  zwei  in  demselben  Meridian  gelegene  Punkte  P^  und 
P2  genau  koincidieren,  weil  nur  dann  die  Schmiegungsebene  jedes 
der  beiden  verbindenden  Vertikalschnitte  zugleich  für  alle  Zwischen- 
punkte Vertikalebene  ist). 

Aus  Formel  (11)  S.  332  ist  zu  ersehen,  dafs  für  Werte  von  ai.2 

und  «1.2  nahe    an  90^  sich   die   Azimutaldifferenz    auf   eine    Gröfse 

5.  Ordnung  reduziert;  der  lineare  Abstand  zwischen  geodätischer  Linie 

und  yertikalem  Schnitt  ist  daher  für  solche  Lagen  eine  Ordnung  hoher 

als  im  allgemeinen.    Man  sieht  aber  sogleich,  dafs  er  nicht  null  wird. 

Wenn  wegen  B^  =  B^  die  Vertikalschnitte  zusammenfallen,  so 

wt  nach  8.  144  im  sphärischen  Hilfsdreieck  (l) 

tan  ~ä  =^  —  cot  Pj  cos  ai .  2 . 

fieraas  folgt  mit  Vernachlässigung  von  Bruchteilen  der  2.  Ordnung 

C^«rgl.  S.  182  (13)) 

cos  ai.2  =  —  Y  ^  tan  P^  (1  +  GQ'.  (5) 

NaciS.  332  (11)  ist  ferner: 
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«1.2=  «1.2  —  ,„t'"  '  2(cos''^l?isiii2ai.2+  7, siii2ßi  sin  ai.gl-t-G/ß.  (6) 

Ersetzt  man  hierin  im  1.  Gliede  cosai.«  durch  den  Ausdruck  (5),  so 
ergiebt  sich  mit  Rücksicht  darauf,  dafs  siuai.2  von  1  nur  um  eine 
Gröfse  der  2.  Ordnung  abweicht: 

«1.2  =  «1.2  +  4g  ^  ^a  8in2i^i  H .  (7) 

Die  mehrfach  erwähnte  Formel  (11)  S.  332  giebt  ferner  mit  5 :  2 
als  Distanz  in  Bezug  auf  diejenige  geodätische  Linie,  welche  von  Pj 
nach  dem  zwischen  Pj  und  Pj,  inmitten  gelegenen  Punkt  der  Vertikal- 
schnitte gelegt  werden  kann,  das  Azimut: 

«0=^1.2  —  4ye*J,(cos^l?isin2ai.2H-^  *^sin2i?isinai.2)  +  G/6-  W 

Setzt  man  hierin  im  2.  Gliede  rechter  Hand  fQr  cosai.2  den  in  (5) 
angegebenen  Wert,  so  wird  erhalten: 

Vergleicht  man  «^  mit  «1.2,  so  sieht  man,  dafs  für  positive 
H^  die  geodätische  Linie  nördlich  von  den  zusammenfallenden  Vertikal- 
schnitteu   liegt.     Der  Abstand  ist  inmitten    am  gröfsten   und   gleich 

y(«i.2  —  «0)5  d.  i.  gleich: 

Für  5  =  0,lao  giebt  dies  im  Maximum  nur  rund  —  Meter  wo- 
bei nach  (7)  «1.2  ==  01.2  +  0,03". 

Für  s  <  0,02  a^j  sind  die  bezüglichen  Werte  so  klein,  dafs  prak- 
tisch genommen  zwischen  den  zusammenfallenden  Vertikalschnitten 
und  der  geodätischen  Linie  kein  Unterschied  mehr  ist. 

§  10.  Überblick  über  die  Lage  der  geodätischen  Linie  zn 
den  beiden  Vertikalschnitten  für  kleine  Distanzen.  Untersucht 
man  mit  Hilfe  der  zweigliedrigen  Ausdrücke  für  die  Azirautaldifferenzen 


*)  Nach  (^10)  ist  unsere  ganz  ^gelegentlich  bei  einer  Besprechung  entstandene 
Angabe  (ohne  EntwickUmg)  in  der  ZeiUchr.  f.  Math.  u.  Phys.  von  Schlömilch, 
Littcratui  Zeitung  1873  S.  39  zu  korrigieren.  Der  richtige  Ausdruck  (10)  geht 
übrigens  ohne  weiteres  juis  einer  schon  1870  angestellten  Untersuchung  von 
A.  R.  Clarkc  in  dem   Philosophical  Magazine  1870  Vol.  39  p.  361  Art.  8  hervor. 

Der  Rest  von  (10)  hat  die  Form  «o^'si  d.i  (10)  eine  gerade  Funktion  von 
8  sein  mufs;  denn  man  kann  (10)  als  Funktion  jedes  einzelnen  der  beiden  Ab- 
stand»» +  s :  2  auffassen,  wilche  P,  und  P.^  vom  Scheitel  der  Geodätischen 
haben.     Der  Rest  in  (7)  hat  ebenso  die  7.  Ordnung. 
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die  Lage  einer  geodätischen  Linie  PiP^  zu  den  beiden  Vertikal- 
schnitten im  allgemeinen,  so  findet  uiun  Folgendes. 

Man  denke  sich  P^  in  der  Entfernung  s  von  Pj ,  welches  eine 
nördliche  Breite  haben  soll,  um  dieseti  Punkt  einen  geodätischen 
Kreis  beHchreibend.  Das  südwestliche  Azimut  ai.^  sei  anfangs  null; 
dabei  fallen  die  Geodätische  und  die  zwei  Vertikalschnitte  zusammen* 
Wenn  dann  «i.g  wächst,  so  ist  für  Werte  dieses  Azimuts  im  1.  Qua- 
dranten die  geodätische  Linie  stets  zwischen  den  beiden  vertikalen 
Schnitten,  von  denen  PiP^  der  nördlichere  ist,  gelegen. 

Ist  in  Pj  bei  weiterem  Wachsen  aber 

cos  a,  .2  =  .—  —  ^  tan  -Bj  H (1) 

geworden,  so  tangiert  die  Geodätische  den  Vertikalschnitt  PiPg  in  P,; 
bei  fortgesetzter  Drehung  rückt  der  an  Pj  grenzende  Teil  der  Geodäti- 
schen nördlich  aus  dem  von  den  beiden  Vertikalschnitten  umschlossenen 
Raum  heraus  und  für 

cos  «1.2  =  —  -^  -£-  tan  jBj  ^ (2) 

liegt  sie  ganz  aufserhalb,  wobei  sie  den  Vertikalschnitt  P1P2  bei  P^ 
tangiert.     Bei  weiterer  Drehung  werden  für 

cos  «1.2  =  —  „  —  tan  jBj  +  •  •  •  (3) 

die  Vertikalschnitte  identisch;  die  Geodätische  liegt  von  da  an  nördlich 
von  denselben  bis  zu  dem  Zeitpunkt,  wo  der  nördlichere  der  beiden 
Vertikalfechnitte,  nämlich  P2P1,  die  Geodätische  in  Pj  tangiert  für 

cos  «1.2  =  —  -^  -^  tan  ^1  -| ;  (4) 

von  hier  ab  kommt  die  Geodätische  wieder  z,  T.  zwischen  die  Vertikal- 
schnitte zu  liegen,  bis  sie  für 

3       8 

cosai,i=  — —-—isinBi  + "  (5) 

den  Vertikalschnitt  P2P1  in  Pg  tangiert  und  von  nun  an  für  weitere 
Werte  von  «1.2  im  2.  Quadranten  ganz  zwischen  beiden  Vertikal- 
schnitten enthalten  ist.     U.  s.  f. 

Vorstehendes  schliefst  man  aus  den  Formeln  (21)  und  (25)  S.  186 
u.  187  und  aus  Formel  (11)  S.  332.  Hiernach  hat  man  für  die 
Azimutaldifferenzen  der  beiden  Vertikalschnitte: 


^|-i-e2^sin2-Bisinai.2(cotBjCosai.2  +  2^)  +  Gi6;  (6) 


ai.2  —  01.2 ' 

«2.1  —  «i. 

und  für  die  Azimutaldifferenz  der  geodätischen  Linie  und  des  Vertikal- 
schnittes P1P2  in  Pj: 
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1        s*     .  /  s  \ 

öl. 2  —  «1.2  =  jze^—iSin2Bj^sincci,2\coiBiC08ai,2  -j-       )  +  GIq.  (7) 

Es  ist  daher 

1  1         s' 

«1.2  —  «1.2  =-  y  (ai.a  —  ai.2)  —  4g  ^  ^  siii  2-Bi  sin  ai.2  +  Gig. 

Vertauscht  man  die  Indices  1  und  2,  so  folgt,  weil  bei  Vernach- 
lässigung von  Gliedern  6.  Ordnung  im  2.  Teil  rechts  B^  mit  Bi  und 
«2.1  mit  180^  +  «1.2  vertauscht  werden  kann: 

«2. 1  —  «2.  i  =  3  («2.  i    -  «2.1)  +  ^g  e^  -  3  sin  2-Bi  sin  «1.2  +  G^e  • 

Die  Substitution  des  Wertes  von  02.1  —  ai.i  aus  (6)  führt  end- 
lich zu: 

«2.1  —  «2.  i  =  j2^*  ~i  sin  2ßi  sin  «i.«  (^cot  B^  cos  «1.2  +  ^^J  +  Gh  •  (8) 

Schliefslich  hat  man  noch  durch  Kombination  von  (7)  bezw.  (8) 
mit  (6): 

«1.2  — ai.2  =  -g-e*  -  ,  8in2jB,8ina,.2(cotBiCOs«i  2+  g^j  +  ^^e    (9) 

«2.1  —  ««  1  =  y  ^*^»  8*^  2jBi  sin  «1.8  (cot  Bi  cos  «1.2  +  ö«  /"l"^'«*  (*^^ 

Mit  Hilfe  dieser  Formeln  kann  man  das  oben  entworfene  Bild 
von  der  gegenseitigen  Lage  der  3  Linien  noch  vervollständigen^  was 
wir  aber  dem  Leser  überlassen. 


8.  Kapitel. 
Das  geodätische  Dreieck;  Dreiecksnetze. 

§  1.     Fnndamentalsatz   für  geodätische  Polarkoordinaten. 

Auf  S.  269  sind  bereits  einige  Beziehungen  für  geodätische  Polar- 
koordinaten angegeben,  zu  denen  jetzt,  um  in  die  Theorie  des  geodäti- 
schen Dreiecks  eintreten  zu  können,  eine  weitere  hinzugefügt  werden 
mufs,  welche  zeigt,  wie  sich  entlang  einer  Kurve  der  Neigungswinkel 
&  derselben  gegen  den  geodätischen  Radiusvektor  r,  insbesondere  wenn 
diese  Kurve  wieder  eine  geodätische  Linie  ist,  ändert:  Fig.  28.  S  be- 
zieht sich  auf  die  Richtungen  des  wachsenden  Radiusvektors  und  der 
wachsenden  Kurve,  von  ersterem  im  Sinne  der  wuchsenden  Azimute 
bis  zu  letzterer.     Es  ist  also 

a-«  =  ö,  (1) 
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wenn  a   das  Azimut  der  Kurre  und  a  dasjenige  des  Radiusvektors 
ist.    Hieraus  folgt: . 


da 

dB 


da^ 
d8 


d9 
ds' 


(2) 


wobei  ds  das  Bogenelement  PP'  der  Kurve  bedeutet.     Selbstverständ- 


de 


lieh   mufs,  um     ^      berechnen  zu  können,  die  Kurve  bekannt  sein, 
'  as 

sodafs  man  -^~    angeben  kann. 


da 


Xord 


dr 


^üd 


Fig.  28. 


Was    ,     anbetriflFl,  so  können  wir  dies  unmittelbar  durch  Addition 

ds  ' 

der  Ausdrücke  (2)  S.  279  und  (4) 
S.  280  zusammensetzen.  Dabei  ist  zu 
beachten^  dafs  a^.i  in  «  +  180®  und 
s  in  r  übergeht. 

Man  erhält  so  zunächst: 

tan  ^  sin  a  , 

worin  ß  die  reduzierte  Breite  von  P 
und  w  =  yi  —  ^  cos*/3  isi  Beachtet  man  nun,  dafs  Ulrrfa^  =  ds .  sinÖ 
und  dr  =  ds.cosö  ist,  so  folgt  ohne  Schwierigkeit  wegen 
a +  ©=«': 

(3) 

Ist  aber  die  Kurve  PP"  selbst  eine  Geodätische,    so  ist  nach 
S.  279  (2) 

d  a  tan  ß  sin  a 

ds  OqW 

mit  Rücksicht  darauf,  dafs  das  dort  vorkommende  «2.1  dem  jetzigen 
a  +  180®  entspricht  Mithin  wird  für  den  Neigungswinkel  einer 
geodätischen  Linie  PP"  gegen  den  geodätischen  Radius vektor  ÄP: 


de 

da 

sin  S  dVXr    1     tan  ß  sin  a' 
ttlr      dr    "^         ar,w 

ds   ~ 

"    ds 

dS 
ds 


sin  S  dVXr 
VXr       dr 


(4) 


dVXr 


In  Bezug  auf  -^  ist  zu   erinnern   (S.  280),   dafs   sich   dieser 

Differentialquotient  auf  eine  Verschiebung   von  P  in  Richtung   des 
Radiusvektors  AP^^^r  bezieht. 

Um  dies  anzudeuten,  wurde  das  Zeichen  der  partiellen  Differentiation 
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gewählt;  denn  es  könnte  sonst  eine  Verwechslung  mit  demjenigen 
DiflFerentialquotienten  stattfinden,  welcher  sich  auf  die  totale  Ände- 
rung von  r  durch  Verschiebung  des  Punktes  P  nacli  F'  bezieht. 

Vorstehende  Gleichung  kann  man,  wie  sofort  ersichtlich,  noch  in 
die  nachstehende  Form  bringen: 

-df  —  -  sin  fe>  j^  [p) 


Man  kann  aber  auch  für  ds  setzen  dr .  sec  @  und  erhält  alsdann: 


d  log  nat  sin  S 


dr 


d  log  nat  Ittr 
Jr 


(6) 


Vorstehende   Formeln  (3)  bis  (6)  gelten  wiederum   wie  (6)  S.  276  all- 
,  gemein  für  geodätische  Linien  auf  jeder  Fläche,  wie  Gaufs  a.  a.  0.  Art.  19 
bewiesen  hat  (bei  Christoffel  a.  a.  0.  S.  132). 

§  2.  Hinussatz  für  das  geodätische  Dreieck.  Mit  Hilfe  der 
zuletzt  entwickelten  Formeln  ist  es  nunmehr  möglich,  die  DiflPerential- 
'formeln  für  ein  Dreieck  mit  kürzesten  Linien  als  Seiten ,  d.  h.  nach 
dem  üblichen  Sprachgebrauch:  für  ein  geodätisches  Dreieck,  auf- 
zustellen und  unter  Anwendung  des  früher  für  ttl  gefundenen  Aus- 
drucks zu  integrieren. 

Als  S.  72  u.  ff.  die  Differentialformeln 
für  das  sphärische  Dreieck  aufgestellt 
wurden,  konnte  zur  Ableitung  endlicher 
Formeln  der  Umstand  benutzt  werden, 
dafs  auf  der  Kugel  jedes  Dreieck 
ohne  Formveränderung  sich  verschieben 
läfst.  Da  für  das  Rotationsellipsoid 
diese  Eigenschaft  nicht  existiert,  mufs 
hier  die  obige  GleichQng  (5)  bezw.  (6) 
als  Ersatz  dienen.  Sie  führt  uns  ebenso 
wie  jene  Eigenschaft  der  Kugel  zum 
Sinussatz. 

In  dem  Dreieck  ABC  Fig.  29 
mit  den  in  beliebigem  Sinne  auf 
einander  folgenden  Seiten  abc  bilden  wir  (wie  früher  S.  71)  die  Drei- 
eckswinkel nach  den  Formeln 


Fig.  29. 


jA.  —  ^ff  —  ^c 
5  =  «0  -  «a 
C  =  C  -   Cft 


a) 


worin  31,  <B,  C  die  Azimute  in  den  Ecken  Aj  B,  C  für  die  als  Indices 
vorkommenden   Seiten    bezeichnen.      Die  Azimute    werden  jetzt    von 
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den  Meridianen  der  betreffenden  Ecken  ab  gezählt,  wie  z.  T.  in  Fig.  29 
angedeutet  ist. 

Die  Definition  der  Winkel  nach  den  Formeln  (1)  macht  es  wie 
früher  möglich,  die  beiden  Fälle,  dafs  die  Winkel  im  Innern  oder 
aafserhalb  des  Dreiecks  gezählt  werden,  zusammenzufassen;  vergl. 
hierzu  S.  71. 

Dreht  man  nun  die  Seite  a  um  d%a  im  Sinne  wachsender  Azimute, 
so  bewegt  sich  auf  der  ruhenden  Seite  h  die  Ecke  C  nach  C,  und 
man  kann  nach  obiger  Formel  (5)  angeben,  um  wie  viel  der  Winkel 
S  bei  Cf  genommen  vom  wachsenden  Radiusvektor  a  bis  zur  Rich- 
tung von  C  nach  C,  wächst  ö  ist  gleich  (tb  —  (Ca  +  180®)  d.  i. 
180«  -  C. 

Man  hat  daher: 

d  log  nat  sin  (ISO'^  -  C)  =-  rf  log  nat  sin  C  =  ~  aiognaUiDHia  ^^    ^g) 

Nach  Formel  (11)  S.  278  ist  nun,  die  Dreiecksseiten  als  Grolsen 
1.  Ordnung  im  Verhältnis  zu  a^  betrachtet,  fQr  die  Seite  a  mit  B 
als  Drehpunkt: 

m.  =^  8in  ^^  -  I  e«  8in2ft  cos  «„  ^  +  a«  ßZ,,       (3) 

wenn  a^  den  Äquatorialradius,  K^ :  a^  das  Krümmungsmafs  in  der 
Ecke  B  und  ß^  die  reduzierte  Breite  daselbst  bezeichnet. 
Zur  Vereinfachung  setzen  wir  vorderhand: 

sodafs  vorläufig  die  linearen  Dimensionen  ahc  in  Bruchteilen  des 
Aquatorialradius  ausgedrückt  zu  denken  sind.  Die  Rückkehr  zu  be- 
liebiger Einheit  ist  später  leicht  ausführbar.  Wir  erhalten  jetzt,  wenn 
wir  zur  Abkürzung  die  Eonstante 

I  6>  sin  2ft  =  E,  (4) 

setzen,  zunächst  aus  (3): 

»».  =  "•- J-^^J  -  E,  a*  cos  C  +  Gl, 
oder 

«I«  =  ^^  (1  _  E,  a"  cos  «,  +  Gl,).  (5) 

Hieraus  folgt  sofort  für  den  natürlichen  Logarithmus  von  Uta  mit 
gleicher  Genauigkeit  wie  bisher: 

log  nat  Uta  «=  log  nat  sin  [a  ]/^]  —  log  nat  j/ig  —  E^  a*  cos  4«  +  Gl^ . 
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Differenziert  man  dies  partiell  nach  a  und  fuhrt  den  Differential- 
quotienten in  (2)  ein,  so  findet  sich: 

d  log  nat  sin  C  =  (—  V%  cot  [a  j/Z^]  +  3^2  a^  cos  Ä«  +  GQ  da .   (6) 

Bei  der  nunmehr  auszuführenden  Integration  ist  auf  die  Ver- 
änderlichkeit von  Uta  mit  a  Rücksicht  zu  nehmen.  Wenn  sich  näm- 
lich die  Seite  a  =  BCy  Fig.  29,  um  B  dreht,  so  bleibt  zwar  E^ 
konstant,  aber  4«  ändert  sich.  Dabei  erscheint  üa  als  eine  von  a 
abhängige  Variable.     Die  Integration  fiihrt  nun  zu  der  Gleichung: 

lognat  8in(7= — lognatsin  [ay^]+3-EgJa*cos4arf«+JVTZßcia-|-Konst.  (7) 

Behufs  Auswertung  des  1.  Integrals  betrachten  wir  die  Seite 
CA  ==  h  als  unabhängige  Variable.  Es  ist  dann  vor  allem,  un- 
abhängig von  der  besondern  Beschaffenheit  der  Fig.  29: 

da  =  cosCd6.  (8) 

Wendet  man  die  Formel  (11)  S.  298  auf  je  2  der  3  Ecken  des 
Dreiecks  an,  so  folgt  ferner: 

{B^  —■  B^)  cos  ß  =  —  c  cos  3lc  cos  ß  -f-  Gl^ 
{B^  —  B2)  cos  ^  ^  —  a  cos  Äa  cos  ß  -^-  GI2 
{Bi  —  B^)  cos  /3  «=  —  fc  cos  Cft  cos  ß  -|-  Gl^, 

wenn  ^i ,  ^2 1  ^s  ^^®  geographischen  Breiten  von  A,  B,  C  1)edeuten 
und  für  ß  irgend  eine  mittlere  (geographische  oder)  reduzierte  Breite 
des  Dreiecks  genommen  wird.    Die  Addition  der  3  Gleichungen  giebt: 

cos  ß  (a  cos  Ba  +  b  cos  €0  +  c  cos  3lc)  +  Gl^=^0.  (9) 

Ebenso  findet  man  mittelst  der  Formel  (12)  S.  298:* 

cos  ß  (a  sin  Ha  +  b  sin  €b  +  c  sin  X)  +  öZg  =  0 .  (10) 

Diese  Formeln  gelten  auch  noch  in  der  Nähe  der  Pole.  Denn 
reduziert  man  die  genannten  Formeln  (11)  und  (12)  auf  ihr  erstes 
Glied  und  multipliziert  mit  cos  ^  bezw.  cos^^,  so  sind  auch  an  den 
Polen  die  Restglieder  kleine  Glieder  2.  Ordnung,  wie  die  Betrachtung 
der  ersten  beiden  Differentialquotienten  (6)  S.  297  im  Hinblick  auf 
den  Rest  der  allgemeinen  Entwicklung  (1)  S.  25  zeigt. 

Man  erkennt  übrigens  bei  der  Ableitung  sofort,  daJs  man  in 
diesen  Formeln  (9)  und  (10)  für  die  Azimute  der  Seiten  immer  die 
um  180^  vermehrten  Azimute  derselben  Seiten  am  andern  Endpunkt 
substituieren  darf.     In  dieser  Weise  giebt  (9): 

cos  /3  .  a  cos  Äa  =  cos  ^  (b  cos  3l6  +  ^  cos  Äc)  +  GI2.        (11) 
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Die  Formeln  (9)  und  (10)  zeigen  nun  die  Möglichkeit  der  An- 
wendung der  Sätze  der  ebenen  Polygonometrie  auf  geodätische  Drei- 
ecke bei  einer  1.  Annäherung. 

Aus  denselben  kann  man  bekanntlich  Satze  zwischen  den  Winkeln 
und  Seiten  des  Dreiecks  herleiten.  Jedoch  ist  es  besser,  dieselben 
direkt  aufzusuchen,  um  zu  bemerken,  dafs  zur  Erzielung  der  Gültig- 
keit dieser  Formeln  an  den  Polen  der  Faktor  cos  ß  wegbleiben  darf. 
Betrachtet  man  die  1.  und  die  4.  Gleichung  (1)  S.  76,  so  giebt  die 
Reihenentwicklung  für  die  Cosinus  und  Sinus  der  Seiten  sofort  für 
sphärische  Dreiecke  allgemein  gültig: 

a«  =  fc«  +  c*  -  2bc  cos  Ä  +  Gl^,  (12) 

a  cos  C  =  6  —  c  cos  J.  +  ß's  •  (13) 

Diese  Relationen  erhält  man  fürs  Ellipsoid  aus  (9)  und  (10) 
noch  mit  dem  Faktor  cos/S  behaftet  und  anscheinend  eine  Ordnung 
weniger  genau,  welches  letztere  hier  aber  gleichgültig  ist.  Dafs  man 
aber  jenen  Faktor  weglassen  kann,  zeigt  eine  geometrische  Betrach- 
tung. Man  denke  sich  durch  die  3  Punkte  ABC  eine  Kugel  ge- 
legt, ihren  Radius  dem  mittleren  Krümmungsmafs  der  Gegend  möglichst 
entsprechend.  Fär  die  Stücke  des  Eugeldreiecks  gelten  (12)  und  (13) 
unmittelbar.  Nun  weichen  von  denselben  diejenigen  des  geodäti- 
schen Dreiecks  um  Glieder  ab,  die  in  e^  multipliziert  sind,  die  jedoch 
die  Gleichungen  (12)  und  (13)  bei  gehöriger  Entfernung  vom  Pole 
jedenfalls  nicht  beeinflussen.  Jene  Abweichungen  sind  aber  offenbar 
für  die  Nähe  der  Pole  eher  geringfügiger,  als  im  allgemeinen.  Es 
müssen  daher  (12)  und  (13)  allgemein  gültig  sein. 

Wir  erhalten  nun  durch  Multiplikation  von  (11)  und  (13): 
cos  ß .  a*  cos  Äa  cos  C  =  cos  ß  (b  —  c  cos  A)  (b  cos  Tit  -{-  c  cos  Äc)  +  Crh  • 

Führen  wir  dies  in  (7)  ein  und  beachten,  dafs  das  1.  Integral  noch 
in  E^ ,  eine  Gröfse  2.  Ordnung,  die  cos  ß  als  Faktor  enthält,  multi- 
pliziert ist,  so  ergiebt  sich  nach  einfacher  Reduktion  : 

log  nat  (sin  C  sin  [a  V^iCg]) 

=  ZE^Jib  —  c cos  A)  (b cos X+c cos «c)  db  +JGI^  da  -f  Konst.  (14) 

Das  1.  Integral  rechter  Hand  enthält  nur  noch  die  Variable  b\ 
multipliziert  man  aus  und  integriert,  so  folgt  dafür: 

Y  (&*  —  2bc  cos  Ä)  c  cos  *c  +  (y  fc*  —  Y  b^c  cos  Aj  cos  ^t, 
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oder  durch  Elimination  von  bc  cos  A  mittelst  (12): 

_L  (^2  __  ^)  ^J  ^^g  ^^  ^  2c  cos  jJe)  +   1^  b^  cos  3(6  +  Ö/5  , 

oder   endlich  unter  Substitution  des  Wertes  von  frcosSl*  nach  (11) 
im  1.  Gliede: 

\  {a^  —  c^)  (a  cos  ««  +  c  cos  «c)  +  ^^  «'^  cos  31*  +  Gl^ .      (15) 

Multiplizieren  wir  dies  mit  -Bg,  so  «^i^eben  die  Gl^  Glieder  6.  Ord- 
nung. Ebensolche  giebt  das  2.  Integral  der  Formel  (14)  und  zwar 
braucht  man  nicht  zu  furchten,  dafs  dieselben  in  der  Nähe  der  Pole 
eine  beträchtliche  Gröfse  erlangen.  Denn  die  Entwicklung  von  K 
S.  275  u.  ff.  läfst  nicht  im  Zweifel,  dafs  in  den  höheren  Gliedern  von  K 
und  damit  von  m,  sowie  von  (14)  überall  das  Azimut  a  nur  in  der 
Form  cos  ß  cos  a  auftritt,  sodafs  die  starken  Änderungen  von  a  in 
der  Nähe  der  Pole  durch  den  Faktor  cos  ß  auf  das  gewöhnliche  Mafä 
herabgedrückt  werden. 

Das  Resultat  aus  (14)  und  (15)  ist  jetzt: 

log  nat  (sin  C  sin  [a/X])  =  y  ^'2  («*  —  ^)  («  cos  Ä«  +  c  cos  üc) 

+  ^  E^P  cos  2ö  +  Gl^  +  Konst.      (16) 

Die  Konstante  bestimmen  wir  durch  Spezialisierung  für  t  =  0.    Hierfür 
wird  a  mit  c  identisch;  ferner  wird  C«  =  3lc,  C^  =  ^6  —  180**,  mithin 

Cd.  i.  «a  -  «6  =  X-X  +  180^  d.  i.  180«-  ^. 
Folglich  ist  log  nat  (sin^  sinfcyiQ])  =  Konst.  und  (16)  geht  über  in: 

log  nat  {'^^'^  ^""^ß)  -  -'  E,  (a*  -  c«)  (a  cos  C  +  c  cos  Ä^) 
\8in  A  sin  [c]/  K^y  * 

+  \E^b^to%X  +  Gk. 

Hieraus    hat    man     endlich    noch     ohne     merkliche    Änderung    der 
Genauigkeit: 


ein  C aJD  [c  ^K^  | 


l  +  \E^{a^  -  c*)  (a  cos  Ä«  +  ccos  ße) 


(17) 


Diese  Formel  läfst  sich  noch  sehr  vereinfachen;  indessen  genügt  sie 
in  vorstehender  Gestalt  für  das  Folgende,  sodafs  wir  bei  ihr  stehen 
bleiben. 
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§  3.    Der  Cosinussatz  im  geodätischen  Dreieck.    Um  a  als 

Funktion  von  6,  c  und  A  zu  erhalten^  betrachten  wir  in  Fig.  30  c  als 

festliegend  und  i  als  konstant,  aber  fr 

m  A  beweglich.    Geht  nun  AC  in  ^.-'^^  ~- ,.  ^' 

die  Lage  AC  über  und  zieht  man 

zogleich  CC"  rechtwinklig  zu  BC\ 

80  giebt  das  entstehende  diflferen- 

tiale  rechtwinklige  Dreieck  CC'C"\ 

da  =  C'C'  =  CCsmC 

allgemein  göltig  für  (7=  C«  —  C 
Diese  Diflferentialformel  für  a  läfst 
sich  leicht  integrieren^  denn  wegen      Öld 
der  Konstanz   von   b   ist  Ht*   nur 
Funktion  von  ^t  und   sin  C  läfst 
sich  mittelst   des  Sinussatzes  als  Funktion  von  A  und  a  darstellen. 
Zunächst   ist  nach   Formel  (17)  des  vorigen  Paragraphen: 

sin  C  =  sin  ^  BmjcVK^]  /^_^^j^^  ^^2  __  ^2)  /^  ^^g  <?«  +  c  cos  «c) 
sin  [a)/^,]  \  * 

+  1-E,b' cos  :X,  + Gl,).  (2) 

Aufserdem  ist  nach  (11)  S.  278  mit  Rücksicht  auf  die   Einführung 
des  Aquatorialhalbmessers  als  Einheit  der  Längen: 

N 

Sin  [6Vi^,]  ^j  _  ^^  j3  ^^^  21,  +  Gkl 


Fig.  30. 


VHb 


VK[ 


(3) 


Ehe  wir  diese  Ausdrücke  in  (1)  substituieren,  führen  wir  in  (2)  auch 
^1  anstatt  K^  ein,  um  in  den  .Sinus  der  Seiten  dasselbe  K  zu  haben. 

Man  hat  aber  allgemein  für  eine  Seite  u: 
8in  [uYK^  =  uVK,  (l  -  I  u'K,  +  ^l-  u*K^  +  Gl,) , 


3owie 


sin  [uYk]]  =uyK,  (1  -  l  u'K,  +  ^  u'K^  +  GZ^) 

und  hieraus,  da  K^  —  K^  nach  Formel  (5)  S.  276  von  der  3.  Ordnung 
ist,  indem 

K^  =  K^-\'  \2E^c  cos  Äc  +  Gl^ 
wird,  durch  Division  beider  Gleichungen: 

Helmert,  mathem.  u.  physikal.  Theorloen  der  höh.  Geodäsie.  23 
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siuiuVß  _  1/5  /j  _  1  [K,-K,]  u^  +  GlX 
8in[Ml/A',]        yK,\  6  L    2  iJ       -r       7y 

Wendet  man  dies  auf  u  =  c  und  u  ==  a  an  und  dividiert,  so  ergiebt  sich: 

slnJcVp  _  sin^yjQ  /i  ^  2^:,  (C«  -  a^)  C  COS  «e  +  GlX 
Bin  [a  VA',]        8iii[a>/XJ^     ^         2\  J.  c-r       y, 

womit  (2)  übergeht  in: 

sin  C  «  sin  ^  ^^  f^l  (1  +  E^  (a«  -  <?)  [|  a  cos  ««  -  J-  ^  cos  «e] 

+  {  ^,i«cos  %,  +  ßZe).  (4) 

Wird  dies  nun  nebst  (3)  in  (1)  eingesetzt  und  dabei  fQr  E^ 
einfach  E^  geschrieben,  was  nur  einen  kleinen  Fehler  der  3.  Ordnung 
in  E  und  also  der  6.  Ordnung  in  der  Parenthese  von  (4)  ergiebt, 
so  folgt: 

-  \E^W(^o%X+GlXÄnAd':S.t^  (5) 

Rechter  Hand  eliminieren  wir  a  cos  Ä«  und  a?  mittelst  der  Relationen 
(11)  und  (12)  S.  350  u.  351  und  erhalten: 

sin  [a/ff;]d(ayÄ:i)=sin  \hyK^]%m[cYK,\{\  -  hc  E,  [^  fccos  jJc+ 1 6  cos^  cos  Sl* 

—  ccosÄcCos-4J+tf/6Jsin-4rf3l6.  (6) 

Für  A  setzen  wir  nun  ^l*  —  %c  und  wenden  zugleich,  um  integrieren 
zu  können,  die  Formeln  an: 

cos  J^  sin  ^  =  —  sin  2  (^l* "—  3lo) 
cos  A  cos  3^6  sin  ^  =  -  -  (sin  (3  3^6  —  23tc)  +  sin  (^l*  —  23tc)). 

Denkt  man  sich  dies  in  (6)  eingeführt,  so  giebt  alsdann  die  Inte- 
gration ohne  Schwierigkeit: 

cos  r^'^  VK^ J  +  Konst.  =  sin  [^Vi^ J  sin [cI/ä'!]  { cos  {^t  —  3lc) 

-lcE,{g,+g,+g,)+Gl,],{:i) 
worin  für  den  Augenblick  folgende  Bezeichnungen  zur  Abkürzung  dienen: 
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^1  =  Y  &  cos  Äc  cos  (Slft  —  3tc)  =  y  h  COS  Äc  cos  -4 

<72  =  1  «^  (y  cos  (331*  —  2X)  +  cos  (3l6  -  23lc)) 

=  -^b  [cos  2A  COS  3l6  +  cos  {Ä  —  3lc)) 

^3  =  —  -j-  ^  ^^^  'c  cos2(3l6  —  3lc)  =  —  -^  ccosi^c  cos  2-4. 

Die  Integrationskonstante  bestimmt  sich   durch  die  Bemerkung, 
dafs  fQr  31*  =  3lc  +  180®  die  Seite  a  —  5  +  c  werden  mufs.    Zugleich 

ist  Ä  =  180®  und  demnach  ^^  =  —  —  6  cos  üc]  5^2  =  — o"  ^  ^^^  '^^J 
ft  ==  —  Y  c  cos  Äc.  Die  Summe  ^^  +  ^^  ^  —  y  &  (cos  fic  +  cos  3to) 
reduziert  sich,  abgesehen  von  Gliedern  1.  Ordnung,  aufserdem  auf 
null,  weil  Äc  =  3lc  +  180®  +  ^h  ^^^'  ^^^^  8^^*  zwar  zunächst  nicht 
auch  ftir  die  Nähe  der  Pole;  indes  die  Existenz  des  Faktors  cos  ß 
in  E^  erweitert  das  Gültigkeitsgebiet  auch  bis  dahin. 
Man   erhält  demnach: 

co8[(6+  c)l/^]+ Konst.  =  —  sin  [6  VJ^j  sin  [cYK,]  (l  -  j6c*£/cos«c+  Gl^). 

Zieht  man  dies  von  (7)  ab  und  beachtet  bei  der  Vereinigung  der  g 
wiederum,  dafs  Äe  =  3(c  +  180®  +  Gl^y  ^^  folgt  nach  einiger  Reduktion : 

cos  [aYK,]  =  cos  [bVK^]  cos  [cYK,] 
+  sin[6]/Äi]8in[cy^](cos^  +  i£,6c(6cos3lft  +  cco8Äc)sin«^^ 

Die  in  E^  multiplizierten  Glieder  kann  man  aber  sehr  einfach 
mittelst  der  Differenzen  der  Krümmungsmafse  darstellen.  Man  hat 
nach  (5)  S.  276: 

K,==^K,+  12E,  c  cos  X  +  Gl^  j  .^. 

iTg  =  JSTj  +  12E,  b  cos  3l6  +  Gk',  j 
es  ist  daher: 

E,  (b  cos  X  +  c  cos  X)  =  Y  [ÜT-  ^J  +  Gl^,  (10) 

wobei  JST  ==  ~  (Äj  +  JSTg  +  JSTg)   das  arithmetische  Mittel  der  K  der 
3  Ecken  ist.     Die  grofse  Parenthese  in  (8)  giebt  hiermit: 

cos  A  +  g  [K  -  Ä',]  bc  sinM  +  Gl^,  (1 1) 

23* 
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wofür  man  mit  derselben  Genauigkeit  setzen  kann: 

cos  (A  -  -■  [r-  K,]  F^)  +  Gl,.  (12) 

wenn  y  bc  sin  Ä  vorläufig  mit  Fa  bezeichnet  wird.    Somit  findet  sich: 
cos  [aV%]  =  cos  \bY^i]  cos  [cYK^] 
+  sin  [bVK,]  sin  [cYk\]  j  cos  {ä  -  \  [K -^  K,]  Fj)  +  Gl,  ] .    (13) 

Diese  Formel  wird  noch  günstiger,  wenn  man  in  den  Sinus  und 
Cosinus  yx  anstatt  y'JC,  einführt.    Dazu  dienen  die  Relationen: 

cos  [uVK]]  =  1-1  u'K,  +  l  u'K,'  -  ^l  ti«Ä7  +  Gk 

sin  [uYK\]  =  uyK,'{l  -  I  n'K,  +  - -J^  u'K,'  -  G/«) 

cos  [u/ä^J  =  1  -  I  n^if  +  ^  n^üC*  -  ,1^  n'lP  +  ö/« 

sin  [uVK]  =  nVif  (1  -lu'K+    ^^  u'K'  -  Gl,). 

Denkt  man  sich  nun  in  (13)  die  ersten  beiden  dieser  Reihen  für 
u  ^='  a,  b,  c  eingeführt  und  beiderseits  1  abgezogen^  so  enthalten  alle 
Glieder  K^  als  Faktor.  Diesen  dividiert  man  weg  und  multipliziert 
mit  K.  Kl  tritt  dann  noch  auf  in  Gliedern  4.  Ordnung  und 
6.  Ordnung.  Ersetzt  man  es  durch  K,  so  giebt  es  in  den  letzteren 
nur  einen  Fehler  9.  Ordnung.  Dieser  ist  zu  vernachlässigen.  Dagegen 
mufs  für  die  Glieder  4.  Ordnung  eine  Korrektion  zugefügt  werden. 
Diese  Glieder  4.  Ordnung  lauten  aber: 


linker  Hand 


rechter  Hand 


+ -g^ KK,. 


Schreiben  wir  an  Stelle  von  Ä^  auch  hier  K  und  setzen  beiderseits 
in  der  (wie  oben  angegeben)  umgeformten  Gleichung  (13)  wieder 
1  zu,  so  läfst  sich  alles  so  zusammenziehen,  dafs  eine  Gleichung  ent- 
steht, die  sich  von  (13)  nur  dadurch  unterscheidet,  dafs  in  den  Sinus 
und  Cosinus  überall  YK  anstatt  YX^  steht  und  dafs  die  Korrektion 
hinzutritt,  welche  der  Vertauschung  von  K^  mit  X  in  den  oben  er- 
wähnten Gliedern  4.  Ordnung  entspricht.  Wird  alles  nach  rechts  ge- 
scha£Pt,  so  lautet  dieselbe: 

2^  I  -  a'  +  &'  +  c*  +  66,c,  -  4  (6*  +  c*)  bc  cos  A]  X[X,  —  K\.   14) 
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Eliminiert  man  hieraus  2hc  cos  Ä  mittelst  (12)  S.  351  und  wendet 
die  für  den  Inhalt  des  ebenen  Dreiecks  mit  den  Seiten  abc  bestehende 
Relation  an: 

IQF*^  =  2  (a'b'  +  a'c^  +  6V)  -  a*  -  6*  —  c\ 
so  giebt  (14): 

+  -If^'K[K,^K]  +  GI,.  (15) 

Quadriert  man  aber  die  Gleichung  (12)  S.  351,  so  folgt  nach  einiger 
Reduktion  leicht: 

F*'  =  FJ  +  Gl,.  (16) 

Es  läfst  sich  hiermit  der  Ausdruck  (15)  wie  folgt  schreiben: 

sin  [bVK]  sin  [cYK]  (—  |  [Z  -  K,]  bc  sin*  A)  +  Gl^.        (17) 

Dies  ist  zu  (13)  hinzuzufügen,  wenn  daselbst  YK  eingeführt  wird. 
Ein  Blick  auf  (11)  und  (12)  zeigt  aber,  wie  sich  (17)  mit  (13)  ver- 
einigen läfst.     Man  erhält: 

cos  [aYK]  =  cos  [byit]  cos  [cYK] 

+  sin  [bVK]  sin  [cYK]  cos  [ä  +  ^  [JT-  K,]  Fa)  +  Gl,.      (18) 

Die  GIq  dieser  Formel,  welche  als  Funktionen  von  b,  c  und  Ä 
nach  Potenzen  von  b  imd  c  und  den  Sinus  und  Cosinus  von  A  und 
seiner  Vielfachen  dargestellt  gedacht  werden  können,  müssen  aber 
den  Faktor  bcsin^A  enthalten.  Denn  sie  verschwinden  für  b  und  c 
gleich  null,  sowie  für  A  =  0^  und  180^;  sie  müssen  endlich  ihren 
Wert  behalten,  wenn  man  A  mit  360®  —  A  vertauscht. 

(Das  Auftreten  des  Faktors  sin*  J.  kann  aufserdem  leicht  aus  der 
Analysierung  des  Übergangs  von  Formel  (4)  zu  (8)  erkannt  werden. 
Die  weiteren  Umformungen,  welche  nur  Übergänge  von  einer  Kugel 
zu  einer  andern  bedeuten,  können  daran  nichts  ändern,  weil  man 
immer  die  Ebene  als  Zwischenglied  nehmen  kann.  Für  diese  ist  die 
Existenz  des  Faktors  sin^  A  früher  bewiesen.) 

Die  Gl,  der  Formel  (18)  lassen  sich  demnach  in  die  Form 
ainbYKBmcYKsin^A  .GIq  bringen  und  die  Formel  (18)  kann  wie 
folgt  geschrieben  werden: 

cos  [aYK]  =  cos  [bYK]  cos  [cYK] 

+  sin  [bYK]  sin  [cYK]  cos  {A  +  y^  [^  -  ^J  ^a^  G^e)-       (19) 
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Es  ist  hier  zum  Schlufs  wiederholt  daran  zu  erinnern,  dafs  der 
Äquatorialhalbmesser  Uq  als  Einheit  der  Längen  gewählt  ist. 

Die  Vergleichung  von  (13)  und  (19)  zeigt  wieder,  dafs  bei  rein  sphärischer 
Rechnung  es  yorteilhafter  ist,  das  mittlere  Krümmungsmafs  anzuwenden, 
als  dasjenige  einer  Ecke.  Insoweit  es  sich  aber  nur  um  die  Formel  (16) 
handelt,  ist 'es  noch  yorteilhafter  anstatt  K  das  Krümmungsmafs 

anzuwenden,  womit  sich  nämlich  findet: 
cos  [aVW]  «  cos  [b  YK']  cos  [c  VK"}  +  sin  [6  VÄ^  sin  [cVK']  cos  (A  +  Gl^). 

§  4.  Reduktion  des  geodätischen  Dreiecks  auf  ein  sphärisches 
oder  ebenes  mit  denselben  Seiten.  Die  Vergleichung  von  Formel  (19) 
des  vorigen  Paragraphen  mit  der  1.  Formel  (1)  S.  76  zeigt,  dafs  der 
Gegenwinkel  Ä^  der  Seite  a  in  einem  sphärischen  Dreieck  mit  den 
Seiten  a,  h  und  c  bei  1  :  YK  als  Kugelradius  sich  durch  die  Relation 
bestimmt: 

Ä'  =  A+  y  \K  -  K,^  F^  +  Gl,.  (1) 

Die  Gröfse  Fa^^-^  ai  sin  A  kann  nun  mit  —  ab  sin  A*  ver- 
tauscht  werden,  was  in  Fa  nur  Fehler.  7.  Ordnung  erzeugt.  Nach 
S.  98  ist  aber  2^*  bis  auf  Gl^  gleich  y  a6  sin  J.'.     Setzen  wir  also 

^^  =  ^  +  ^  [ÜT  -  ifj  F*  +  G\,  (2) 

so  kann  hierin  F*  ohne  wesentliche  Änderung  des  Ergebnisses 
beliebig  aus  den  3  Seiten  dhc  oder  aus  irgend  2  Seiten  und  dem  zu- 
gehörigen Zwischenwinkel  nach  den  Formeln  der  ebenen  Geometrie 
berechnet  werden. 

Indem  wir  jetzt  a^  wieder  von  1  verschieden  nehmen,  zugleich 
die  Differenz  A^  —  A  in  Sekunden  ausdrücken  und  endlich  die  Formel 
(2)  auch  auf  B  und  Q  anwenden,  erhalten  wir  zur  BedukHon  des 
geodätischen  Breieclcs  auf  ein  sphärisches  die  Formeln : 


A^^A  =  ^^Q'l^,[K-K,]  +  Gk 


B'-B=^q"  ^ÄK-  K,]  +  Gl, 

in  Sek.  ^^  "o 

C-C  =  ^Q"^,[K-K,^  +  Gk. 

in  Sek.  i^  «o 


(3) 


Hierin  beziehen  sich  A\  jB'  und  C^  auf  das  sphärische  Dreieck,  dessen 
Kugelradius    Arno,    arithmetischen   Mittel    der   ErümmuDgsmafse    der 
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3  Ecken;  d.  h.  demjenigen  des  Dreiecksscfawerpunktes  entspricht;  der 
Kugelradius  ist  also  gleich 


VA'^ 


3 


(4) 


F*y  der  Inhalt  des  ebenen  Dreiecks  mit  denselben  Seiten,  ist  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  die.  Winkel  im  Innern  oder  aufserhalb  des 
Dreiecks  gezählt  sind.  Er  wird  am  bequemsten,  unmittelbar  mit 
richtigem  Vorzeichen  und  genügend  scharf  durch  einen  der  Ausdrücke 

-  ah  sin  (7,  y  ac  sin  B  oder  -  hc  sin  A  dargestellt. 

Addiert  man  die  (3),  so  wird  erhalten: 

A  +  B  +  C=A'  +  W  +  (r  +  Gl,,  (5) 

d.  h.  der  Excefs  des  geodätischen  Dreiecks  ist  bis  auf  Glieder  6.  Ord- 
nung gleich  defnjenigen  eines  sphärischen  Dreiecks  mit  denselben  Seiten^ 
wenn  der  Kugelradius  dem  mittlem  Krümmungsmafse  des  Dreiecks 
entspricht. 

Reduziert  man  das  sphärische  Dreieck  auf  ein  ebenes  mit  den- 
selben Seiten  (S.  93),  so  folgt  durch  Kombination  mit  (3)  zur  Reduktion 
des  geodätischen  Dreiecks  auf  ein  ebenes: 

F* 
3ao* 


A-  A* 

*"««^-  in  Sek. 


in  Sek. 


3 

in  Sek. 


■'^(w^+%--  +  <'M 


w 


in  Sek. 

in  Sek.      •       «0  \  ö«o  / 

In  diesen  Formeln  durften  die  Restglieder  mit  in  die  Parenthesen 
genommen  werden,  da  sie  gleichzeitig  mit  F^  verschwinden (vergl.S. 357). 

§  5.   Die  von  e-  abhängigen  Glieder  5.  Ordnung.     Um  den 

Einflufs  derjenigen  Glieder  in  vorstehenden  Formeln  zu  untersuchen, 
welche  den  Fehler  charakterisieren,  der  bei  Behandlung  des  geodätischen 
Dreiecks  als  eines  sphärischen  ohne  weitere  Korrektion  entsteht,  be- 
trachten wir  den  Ausdruck 


%"Gi^ 


12 


Ä-,], 


(1) 


welcher  sich  auf  Winkel  A  bezieht.   Hierin  setzen  wir  nach  S.  349  (4) 
und  S.  355  (10): 
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K—K,  =  ^^  sin  2^1  (6  cos  %t  +  c  cos  X) -] (2) 

und  ferner  nach  S.  94  (2),  wenn  3m*  =  a*  +  6*  +  c*  genommen  wird: 

F*«  =  i  (6a*m«  -  3a*  -  (6»  -  c^«).  (3) 

Dadurch  ergiebi  sich  anstatt  (1)  der  hier  als  gleichwertig  zu  be- 
trachtende Ausdruck: 

^-  ^^  sin  2/3i  Q>  cos  31*  +  c  cos  3lc)  }/3a*  (2m^  -  a*)  — (6'^  ^^)\  (4j 

Nehmen  wir  nun  die  Ecke  A  fest  an^  dagegen  Richtung  und  Länge 
der  Seiten  veränderlich  mit  der  Mafsgabe,  dafs  m^  konstant  bleibt, 
so  wird  (4)  ein  Maximum ;  sobald 

(6  cos  %t  +  c  cos  X)  1/3^(2"^  —  ä*)"^"(6"2—7-«/  (5) 

ein  Maximum  ist  mit  Rücksicht  auf  die  Bedingungen: 
3m*  =  a«  +  6«  +  c* 


J2  +  c*  —  26c  cos  {%,  -  X)  +  ao*  •  Gl^, \  ^^^ 

Diese  Ausdrücke  sind  symmetrisch  zu  h  cos  3l6  und  c  cos  3tc,  6  sin  31^ 
und  +  c  sin  3tc.  Es  wird  daher  mit  Ausschlufs  des  Falles  'Jkb  =  ^ 
fürs  Maximum: 

b  =  c        316  =  360^— 3lc,  (7) 

^  mit   welchen  Werten  (4)   in  nachstehenden   Ausdruck 
übergeht: 

9"  1^  sin  2  A  .  b  cos  3(6 1/3  a*  (2  m*  —  a*).  (8) 

Nun  ist  aber  abgesehen  vom  Vorzeichen  b  cos  Jif,  gleich 
j»   der  Höhe   Ä«   des    Dreiecks,   Fig.   31   (dieses  als  eben 

betrachtet),    womit   man   erhält  6*  =  c^  =  —  a^  -[-  ä«; 
es  ist  also    auch  3m^  =  2Äa^  +  —  a\ 

Hieraus  folgt  2  t»*  —  ***  ^^  "3  ^*  ^^^  ®^  8®^*  (^)  ^^^^  ^"* 

+  p"{^,8m2^,.aÄ„^  (9) 

Der  veränderliche  Faktor  aha    d.  i.    -  (2m^a  —  a^)    wird    ein    Maxi- 


mum für 

a  =  »»I/3-;  Aa  =  ^'*;  A  =  44®  ca.  mit*) 

Ji,  =  22«  und  2lc  =  338«  oder  X  =  202«  und  X  =  158«. 


(10) 


*)  In  Fig.  31  ist  fürs  Maximum  die  Basiu  CB  etwas  zu  breit  augenommeo. 
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Es  ist  somit  im  Maximum  das  in  Rede  stehende  Glied  d.  h.  A^—  A  gleich 

±,-4S|/A™2ft  (-;-)•,  („) 

was  für  m  =  0,lao  und  ^^  =  45®  den  nachstehenden  geringen  Betrag 
ergiebt: 

+  0,062".  (12) 

Dieser  Betrag  reduziert  sich  für  mefsbare  Dreiecke  stets  noch  be- 
trächtlich; denn  er  ist 

+  0,008"     für  m  ==  0,05a.o  d.  i.  319  *"»! 
+  0,0005"  für  m  =  0,02ao  d.i.  127  *^J 

Selbst  wenn  in  einzelnen  Fällen  der  letztere  Betrag  überschritten 
werden  sollte,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  die  verminderte  Genauigkeit 
der  Beobachtung  auf  sehr  grofse  Entfernungen  es  doch  zulässig  sein, 
direkt  beobachtete  geodätische  Dreiecke  une  sphärische  zu  behandeln,  wenn 
dabei  der  Krümmungsradius  dem  mittleren  Erümmungsmafs  der  drei 
Ecken  entsprechend  angenommen  wird.  Vergleicht  man  (12)  u.  (13) 
mit  S.  96  (8),  so  zeigt  sich,  dafs  in  den  Formeln  (6)  S.  359  etwa 
gleich  grofse  Maximalfehler  für  Ä  —  Ä*  durch  Vernachlässigung  der 
in  m^  —  a*  und  Kj^  —  K  multiplizierten  Glieder  entstehen,  und  ent- 
sprechend für  B — B*  und  C —  (7*      Mit  anderen  Worten: 

Nimmt  man  bei  Verteilung  des  Excesses  auf  die  3  Winkel  Rück- 
sicht auf  die  Ungleichheit  der  Seiten,  so  mufs  man  auch  auf  die  Un- 
gleichheit der  Krümmungsmafse  Rücksicht  nehmen. 

Solange  man  ein  Dreieck  demnach  als  ein  sphärisclies  betrachtet, 
ist  es  einfach  nur  konsequent,  den  Excefs  gleichmäfsig  zu  verteilen, 
was  nicht  ausschliefst,  dafs  zur  Berechnung  von  e  die  unter  (6)  S.  359 
gegebene  Formel  mit  Gliedern  4.  Ordnung  zur  Anwendung  gelangt. 
Für  beobachtete  Dreiecke  dürfte  es  aber  in  der  Regel  überflüssig  sein, 
diese  letzteren  herbeizuziehen  [vergl.  S.  95  (5)J. 

Berechnet  tnan  nun  den  Excefs  einfach  naeh  der  Formel: 

und  verteilt  ihn  gleichmäfsig  auf  die  3  Winkel,  so  kann  noch  die 
Frage  entstehen,  ob  in  einer  Kette  von  Dreiecken  eine  ungünstige 
Anhäufung  der  hiermit  begangenen  Fehler  möglich  ist.  Bei  der  geringen 
Grofse  dieser  Fehler  für  beobachtete  Dreiecke  im  einzelnen  ist  dies 
aber  weder  für  die  Seitenlängen  noch  für  die  Azimute  zu  befürchten. 
Untersucht  man  insbesondere  den  Einflufs  der  begangenen  Fehler  bei 
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AnwenduDg  des  Sinussatzes^  so  zeigt  sieb,  dafs  dieselben  nur  in  der 
9.  Decimale  der  Logaritbmen  der  Seiten  beim  einzelnen  woblgeformten 
Dreieck  sieb  äufsern  und  dafs  selbst  bei  20  bis  30  zusammenhängenden 
Dreiecken  die  7.  Decimale  stets  unberubrt  bleibt. 

§  6.  Excefs  des  geodätischen  Dreiecks  aus  2  Seiten  und  dem 
Zwischen  Winkel.  Erinnern  wir  uns  zunächst  der  Formel  fürs  sphärische 
Dreieck,  so  ist  nach  S.  98,  wenn  A!  der  Zwischenwinkel,  6  und  c  die 
Seiten  sind: 


£  = 


h  c  sin  ^' 
2««~ 


^(i+*4"^-'-^+«^> 


Diese  Formel  gilt  aber  auch  fürs  geodätische  Dreieck,  weil  bis  auf 
Glieder  6.  Ordnung  es  mit  dem  sphärischen  gleichen  Excefs  hat.  Nur 
ist  zu  setzen: 

wobei  man  F*  gleich  -  bc  sin  A  nehmen  darf.  Führen  wir  dies  oben 
ein,  so  folgt: 

bc  sin^    i^  (  1    I    4«'—  3m'  ^        K^  —  K  bc  C0Si4 


2a„ 


24 


+  GI,]- 


Man  %ieht  hier  sogleich,  dafs  rechter  Hand  das  von  bc  cos  Ä  ab- 
hängende Glied  weggelassen  werden  kann,  weil  es  eine  Ordnung  hoher 
ist,  als  die  vernachlässigten  Glieder  4.  Ordnung.  Mit  Rücksicht  auf 
S.  98  hat  man  nun  sofort: 


ft« 


oft 


,       V  '£0C  COS  Jl      .       .^j 


(0 


log £  =  log"      -,;—K+M[—--,-    K+GU 

in  Sek.  ^"o  \        £^Uq  j 

Kürzt  man  diese  Formeln  auf  ihre  1,  Glieder  ab,  so  sind  die 
Fehler  für  die  Winkelreduktionen  ebenso  grofs  wie  im  entsprechenden 
Falle  des  vorigen  Paragraphen;  für  log  e  ist,  wie  schon  S.  99  gezeigt, 
der  Fehler  sogar,  wenn  auch  unwesentlich,  kleiner.  Diese  einfache 
Rechnung  wird  daher  für  direkt  beobachtete  Dreiecke  in  der  Regel 
zulässig  erscheinen. 
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§  7.  FUcheninhalt  des  geodätischen  Dreiecks.  Um  den  Inhalt 
zu  finden,  bestimmen  wir  zunächst,  Fig.  29  S.  348,  den  Inhalt  des 
Streifens  BCC\  Ist  P  ein  Punkt  zwischen  B  und  C,  der  bei  der 
Drehung  von  BP  die  Lage  P'  erhält,  sind  femer  Q  und  Q'  zwei  un- 
endlich benachbarte  Punkte  und  wird  aufserdem  gesetzt: 

BP^BP'=r        PQ  =  P'Q'=dr, 

so  ist  der  Inhalt  des  unendlich  kleinen  Rechtecks  PQP'Q'=VllirdiBadrf 
mithin  Dreieck  BCC  oder 


a 

—  dF  =^  dßaj  mrdr. 


Nun  ist  aber  mit  Rücksicht  auf  S.  349  (5),  wenn  wie  dort  vorläufig 
aj,  =  1  genommen  wird: 


Die  leicht  auszuführende  Integration  giebt  hieraus  nach  einiger  Re- 
duktion: 

2  sin«  I*-^  yx']  . 

dF= ^- ~  (l  -  l  E,a^  cos  Äa  +  Gl^diia .  (1) 

Um  nun  nochmals  integrieren  zu  können,  führen  wir  h  als  unab- 
hängige Variable  ein  und  setzen  nach  Fig.  29  S.  348: 

marfÄa  =  —  dh  sin  C, 

ferner  nach  S.  352  (17): 

3inC  =  sin^^i^f^Ä]^l  +  .3  E^{a^—<?){a(io^iia  +  c(to^^c)  +  {E^h^co^%t+Gl^ 

und  nach  S.  349  (5)  wie  oben  für  IHr: 

nt,  =  ^^^MJQ  ^  _  ^3  eos  «,  +  GlX 

Durch  Einführung   dieser  Ausdrücke  in  (1)    wird  nach   einiger  Re- 
duktion erhalten: 


,_  ,    1  +  v  J?2(a«-c*)(acosÄa  +  ccosÄ,) 


(2) 


2co8«[|yir.]    ^^^     |  +  |^Xcos«a  +  |i;,6'cos3l.+  G?e 

Google 
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Aus  dieser  Formel  folgt  sofort  auch  die  nachstehende  für  das 
Differential  des  Flächeninhalts  F^  eines  sphärischen  Dreiecks  mit  den 
Seiten  6  und  c  und  dem  Zwischenwinkel  A,  wenn  als  Kugelradius 
1  :  yiC^  genommen  wird: 

TTPf            sin  [cj/X^l      sin  J.  dj 
aJc2  ^ 'r~—, ^  — ;= —  • 


(3) 


Die  Seite  a  ist  hierzu  sphärisch  aus  b,  c  und  Ä  nach  der  Formel  zu 
berechnen: 

cos  [a  yZg]  =  cos  [bVK]]  cos  [c)/^]  +  sin  [6)/^j  si»  [^V^aJ  cos ^, 

Andrerseits  ist  nach  S.  355  u.  356  offenbar: 

co8[aV'^]=co»[6l/Ä2]cos[c|/Z;]  +8in[6|/Ä;]sin[c>^Z;]  co9Ä  +  Gl^. 

Es  weichen  daher  cos  [a  YK^]  und  cos  [a  V^]  nur  um  Glieder  7,  Ord- 
nung von  einander  ab^  und  man  hat  mit  BClcksicht  auf  die  Gleichung 

2  cos'  „-  =  1  +  cos  u: 

2  cos«  [-J  V%]  =  2  cos*  [  \  ^K^  +  Gl,='2  cos»  [-f-  VK,]  (1  +  Gl,). 
Es  ist  nun  mit  Rücksicht  aufs  Torige: 

(4) 


^r,  — »»t^'L  ?^.^*  (1  +  Gl,). 


2cob.[|>/ä;]  v^. 


Hieraus  folgt  unter  Einführung  einiger  zulässiger  Vereinfachungen  in 
Verbindung  mit  (2): 


dF  =  dFi  + 


r3 


—  (a*  —  c^)  (a  cos  Ä«  +  c  cos  Üc) 
+  ^  a*  cos  Äa  +  ^  h^  cos  3lö 


E^+Gl, 


c  sin Adb 


(5) 


Die  abhängigen  Veränderlichen  a  und  Ä«,  welche  noch  rechter 
Hand  in  den  kleinen  Gliedern  vorkommen,  eliminieren  wir  mittelst  der 
bekannten  Relationen  (11)  und  (12)  S.  350  u.  351,  womit  die  eckige 
Parenthese  den  nachstehenden  Wert  erhält: 

nach  dessen  Einführung  sich  (5)    sofort  integrieren  läfst     Berück- 
sichtigt man,  dafs  für  6  =  0  das  allgemeine  Integral  verschwindet 
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und  F  sowie  1%  null  sind,    so  gelangt  man   ohne   Schwierigkeit  zu 
der  Gleichung: 


F=n->r 


r    46*+ 3c'— 96c  cos  ji   ,  m    ~^ 

TT. 6  cos  316 


10 


,    76«+  6c*—  216CC08  A  ^ 

H ^ -^ CCOSÄc^ 


^.+eu'"T-^-(6) 


Hierbei  ist  JF^  =  «p^  jj^jj.  ^  ^^\,  VK^  zu  setzen  d.  i.  nach  S.  98  (3): 
r.     ,    4a»— 3w»  ,     14a*-  15a«m«+3n*  xj^j^ 


ic  sin  A 


24 


720 


(7) 


in  welcher  Formel  anstatt  a  eigentlich  d  anzuwenden  ist,  was  in- 
dessen nach  dem  oben  über  den  unterschied  der  zugehörigen  Cosinus 
Gesagten  nichts  Merkliches  ausmacht. 

Setzen  wir  in  F%  für  K,^  das  mittlere  Erümmungsmafs  Ky  so  wird 
der  Inhalt  F  eines  sphärischen  Dreiecks  mit  den  Stücken  h^CjA  auf 
der  Kugel  vom  Radius  1  :  Y^  erhalten.  —  Man  sieht,  dafs 

n  =  r+  {hc  sin  A  (— "^'[ÜT,  -K]  +  Ol), 

worin  man  wegen 

a«=  62^  c*—  26c  cos  A  +  Gl^ 

4a«  -  Sm«  =  26«  +  2c«  —  66c  cos  A  +  Gl^ 


auch 


setzen  kann.     Hiermit  ergiebt  sich  nun,  wenn  man  in  (6)  rechter 
Hand  noch  nach  S.  276  (5)  von  den  Relationen 

E,c  cos  «.  =  ^L^  +  Gl,  =  -t^'  --g]-[^.--g]  +  Gl, 

^,6  cos  a»  -  ^1^  +  ÖZ,  =  f^' :i^  f^i^  +  öi, 

Gebrauch   macht,   nach    einfacher  Reduktion   als  Inhalt  F  des  geo- 
daY?5cÄen  Dreiecks  (öTo  nicht  mehr  als  Einheit  der  Längen  vorausgesetzt): 


F^r 


^   ,  35*  +  3c*  — 126cco8u4rir       T^   ,   36*+4c'  — 96cco8^rr^       r^il 
IH ^i2oä,* L^i— A]+  ,^^^-7 LAg— Aj  I 


120aJ 


.     46*  + 3c*— 96c  cos  ^  r^         ^^    .    ^, 


(8) 


120  a 


mit  Bezug  auf  den  Inhalt  F'  des  sphärischen  Dreiecks,  das  mit  jenem 


Digitized  by 


Google 


366 


8.  Kapitel.    Das  geodätische  Dreieck;  Dreieckanetze. 


die  Stücke  6,  c  und  A  gemein  hat  und  auf  der  Kugel  vom  Radius 
%  :  YK  liegt.    Für  F'  h«t  man: 


f4a«  — 3m« 


log JP'=  logf Y hc%mÄ\  -{-M 


24  a, 


Im^  ^  ,    32a*— 46m*+24n*  ^g 
•      ^"T  576ÖV 


'         72ao*  •         ^ 


,(9) 


wobei  nach  S.  98  zu  berechnen  ist: 


«0*  <^i 


26cco8-4        6*c*sin*-l   -,    ^, 


fl^    = »      


3ao 
o 


(10) 


Die  Formel  (8)  läfst  sich  dadurch  noch  vereinfachen,  dafs  man 
in  der  Parenthese  null  in  der  Form  hinzufügt: 

Dann  wird  anstatt  (8)  erhalten: 

§  8.  Fortsetzung.  Geodätisches  und  sphärisches  Dreieck 
mit  denselben  Seiten.  Um  nun  endlich  noch  den  Inhalt  F  des 
geodätischen  Dreiecks  mit  dem  Inhalt  F^  eines  sphärischen  Drei- 
ecks von  denselben  Seiten  zu  vergleichen  ^  beachten  wir,  dafs  im 
sphärischen  Dreieck  mit  den  Seiten  a,  h  und  c  auf  der  Kugel  mit 
dem  Radius  1  :  |/]f  der  Winkel  A\  welcher  a  gegenüberliegt,  nach 
(3)  S.  358  gegeben  ist  durch  die  Gleichung: 


wenn  wir  vorläufig  a^  wieder  gleich  1  setzen.    Nnn  ist  aber 

,    ,    4a»— 3««»  „  ,     14««— 15a»m»+8n<   p™^ 
1  H ST A  -i ^^ Ä 


i?"=A6csin^' 


und  hierzu  nach  (12): 


720 


(12) 


(13) 


sin  A^  =  sin  J. 4« —  F*  cos  A  +  Gl^, 


12 


Setzt  man  in  letzterer  Formel  F*=  --  bc  sin  A  +  Gl^,  so  wird  ohne 
Schwierigkeit  aus  (9)  und  (13)  erhalten: 
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r  =  -F'  (l  +  -^'-27-  hc  cos  A  +  Gl)  .  (14) 

Die  Einführung  dieses  Ausdrucks  für  jP'  in  (11)  giebt  nun  sofort: 


F=F' 


^    ,     hc  cos  Ä^^  ^.,    ,     c^ +  Sbc  cos  Ä  rj^  j^^ 

,     6*  +  36ccoa^  j.^  JTl  _l_  A^7 


welche  Formel  dadurch  eleganter  wird,  dafs  man  in  der  Parenthese 
null  in  der  Gestalt  addiert: 


b«4-  c»  +  iifeccos  Ä 
360 


([K,  -  JT]  +  [K,  -K]  +  [K,  -  K]) 


Eliminiert  man  dann  noch  bc  cos  Ä  mittelst  der  Relation  a^ 
=  6*  +  ^  —  26c  cos  -4  +  Gl^  und  führt  m*  ein,  so  wird  endlich  er- 
halten (uq  nicht  mehr  als  Einheit  der  Längen  vorausgesetzt): 

Hierin  sind  jP  und  F^  die  Inhalte  des  geodätischen  und  sphärischen 
Dreiecks  mit  denselben  Seiten  a,  h,  c\  der  Eugelradius  ist  dem 
arithmetischen  Mittel  der  3  Eck-Erümmungsmafse  entsprechend  gleich 

ÖQ  :  "j/-^  angenommen.*) 

Zur  Berechnung  von  F^  hat  man  nach  S.  93  (2),  insofern 
F'  =  BQ^  für  Q^  =  %^ :  K  ist,  die  Formel: 

log  r  =  log  F*  +  M  ({^,  K  +  «^-;-+-^r-  Z^  +  G/,) ,     (16) 

wozu  -F*  in  bekannter  Weise  als  Inhalt  des  ebenen  Dreiecks  aus  den 
3  Seiten  a,  h  und  c  zu  berechnen  ist. 

Für  Dreiecksseiten  von  mehr  als  Oßa^  Länge  wird  man  es  vor- 
ziehen, F^  aus  dem  strengen  Wert  des  sphärischen  Excesses  ab- 
zuleiten, der  nach  S.  87  (8)  zu  berechnen  ist;  ebenso  F'  aus  Formel  (3) 
S.  84. 

Dadurch  wird  dem  Mifsstaud  begegnet,  dafs  die  Glieder  8.  Ord- 


*)  Diese  Formel  stimmt  uberein  mit  einer  von  Hansen  in  seinen  Geodätischen 
UtUersuckungen  S.  191  oben  angegebenen,  wenn  man  die  Kriimmungsmafse  ein-  ^ 
fährt,  sowie  den  Unterschied  berücksichtigt,  der  zwischen  JP'und  dem  Hansewschen 
Kageldreieck  J^"  stattfindet,  welches  auf  einer  Kugel  vom  Radius  a^  liegt.    Dieper 
Unter&chied  ist  mittelst  unserer  Formel  (16)  leicht  abzuleiten. 
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nuDg;  welche  von  m^  u.  s.  f.  herrühren,  nicht  gegen  die  numerisch 
kleineren  Glieder  vernachlässigt  werden,  die  von  AT,  —  K  n.  s.  f.  er- 
zeugt werden. 

In  Bezug  auf  die  Gültigkeit  obiger  Entwicklungen,  deren  Zu- 
lässigkeit  im  einzelnen  der  Kürze  halber  nicht  überall  betont  ist, 
bleibt  kein  Zweifel  für  mäfsig  grofse  Werte  der  Seitenlängen.  Der 
Einflufs  der  in  den  Parenthesen  von  (11)  und  (15)  auftretenden 
Glieder  5.  Ordnung,  die  in  erster  Annäherung  den  Unterschied  zwi- 
schen genauer  und  sphärischer  Inhaltsberechnung  angeben,  beträgt 
für  m  =  0,la5  kaum  eine  Einheit  der  7.  Decimalstelle  des  logJP. 

Der  Inhalt  geodätiscJier  Dreiecke  darf  dalier  in  der  Hegel  aus  be- 
liebigen Stücken  rein  sphärisch  berechnet  werden,  wenn  nur  der  Kugel- 
radius  nach  dem  mittleren  Krümmungsmafs  gewählt  wird, 

§  9.  Die  Theorie  der  geodätischen  Dreiecke  auf  beliebig 
krummen  Oberflächen  ist  das  Hauptziel  von  Gaufs'  Abhandlung: 
Disquisitiones  generales  circa  superficies  curvas.  Gottingae  1828.*) 
Wenn  wir  die  Formeln  S.  358  u.  359  zur  Reduktion  des  geodätischen 
Dreiecks  auf  ein  sphärisches  oder  ebenes  mit  denselben  Seiten  nur  für 
das  Rotationsellipsoid  nachgewiesen  haben,  so  zeigt  Gaufs  die  All- 
gemeingültigkeit dieser  Formeln  (abgesehen  von  unwesentlichen  unter- 
schieden der  Darstellung)  für  jede  Fläche. 

Gaufs  knüpft  nicht  an  das  schiefwinklige  Dreieck  an,  sondern 
er  zerlegt  es  in  2  rechtwinklige  Dreiecke  und  stellt  Differential- 
formeln für  ein  rechtwinkliges  Dreieck  auf,  dessen  beide  Katheten 
veränderlich  angenommen  werden,  dergestalt,  dafs  sie  beide  ein  System 
rechtwinkliger  geodätischer  Koordinaten  bilden.  Auf  Formelentwick- 
lungen dieser  Art  und  die  Entwicklung  einer  Hilfsvariablen  It,  die  an 
Stelle  unseres  Ul  tritt,  kommen  wir  im  nächsten  Kapitel  bei  der  Be- 
handlung des  Problems  rechtwinkliger  geodätischer  Koordinaten. 

Würde  man  die  Gaufsische  Methode  der  Zurückführung  des 
Problems  auf  die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  mit 
2  unabhängigen  Variablen  im  Anschlufs  an  unsere  Entwicklungen 
beim  schiefwinkligen  Dreieck  anwenden  wollen,  so  hätte  man  zu  bilden 
nach  Fig.  29  S.  348: 

j|.  =  cosC  (1) 

als  partiellen  Differentialquotienteu  von  a  nach  6  bei  konstantem 
A  und  Jlft.     Ferner  nach  Fig.  30  S.  353: 


*)  Vergl.  auch  in  Gaufs'  Werken  Bd.  4,  S.  341  u.  fF.  die  von  Gaufs  selbst  ver- 
fafste  Anzeige  dieser  Abhandlung,  mit  einer  übersichtlichen  Inhaltserklämng. 
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als  partiellen  Differentialquotienten  von  a  nach  ^^  bei  konstantem  h. 
Beide  Gleichungen  geben  zusammen  durch  Elimination  der  Variablen 
C  mittelst  der  Relation  cos*  C  +  sin*  C  =  1  die  Gleichung 

oder,  da  ^(a*)  «=  2ada  ist,  wie  man  leicht  findet: 

Behufs  Integration  wäre  hier  a*  als  Funktion  von  6  und  ^6;  und 
zwar  versuchsweise  als  Reihe  nach  Potenzen  von  h  und  nach  Cosinus 
und  Sinus  der  Vielfachen  von  %b  einzuführen,  und  es  würden  nach 
der  Methode  der  unbestimmten  Eoefficienten  die  Koefficienten  dieser 
Reihe  zu  bestimmen  sein.  Die  Formel  für  a*  ersetzt  dann  in  der 
weiteren  Rechnung  den  Cosinussatz  und  gestattet  cos  A  und  cos  A* 
zu  vergleichen. 

Für  ein  ebenes  Dreieck  ergiebt  sich  nun  bekanntlich 

a*  =  6*  +  c*  —  26c  cos  -4  =  6*  -f-  c*  —  2hc  (cos  %t  cos  %c  +  sin  %b  sin  ^Jlc) 

und  man  erkennt,  dafs  im  allgemeinen  a*  ein  langgestreckter  Aus- 
druck wird,  dafs  also  jedenfalls  eine  ziemlich  umfängliche  Rechnung 
entsteht,  die  obendrein  über  die  Konvergenz  der  Resultate  keinen 
Aufschlufs  giebt  —  wenigstens  ist  nur  für  unendlich  kleine  Dreiecke 
dieselbe  ohne  weiteres  klar. 

Bei  Gaufs*  Methode  wird  die  Rechnung  dadurch  bequemer,  dafs 
das  variable  Azimut  wegföllt,  und  man  es  nur  mit  2  veränderlichen 
Katheten,  also  nur  mit  einfachen  Potenzreihen  zu  thun  hat. 

Die  Rechnung  läfst  sich  aber  auch  dadurch  vereinfachen,  dafs 
man  wie  in  Fig.  29  nur  h  als  unabhängige  Variable  einführt^ 
Winkel  .JL  aber  gleich  90^  setzt.  Dieses  sehr  empfehlenswerte  Ver- 
fahren erfordert  die  Integration  eines  Systems  von  3  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen,  welche  auch  nach  der  Methode  der  unbestimm- 
ten Koefficienten  geschehen  kann.  Hansen  hat  es  angewandt  und 
wir  werden  es  im  nächsten  Paragraphen  ausführlicher  skizzieren. 

Die  von  uns  eingeschlagene  Methode  der  successiven  Annäherung 
dürfte  vielleicht,  obgleich  sie  keineswegs  der  Gat//^ischen  Methode  an 
die  Seite  gestellt  werden  soll,  manchem  Leser  nicht  unwillkommen 
sein,  da  die  Entwicklungen  verhältnismäfsig  einfach  werden  und 
das  Gültigkeitsgebiet  der  Vernachlässigungen  vielleicht  etwas  besser 
als  bei  den  Methoden  von  Gaufs  und  Hansen  zu  überblicken  ist. 

Helmert,  mfttbem.  a.  physikaL  Theorieen  der  höh.  GeodAsie.  24 
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Man  kann  auf  diesem  Wege  die  Genauigkeit  der  Reihenentwick- 
lungen auch  noch  weiter  treiben.  Für  Ul  wäre  dabei  am  zweck- 
mäfsigsten  der  Ausdruck  (11)  S.  278  anzuwenden,  welcher  2  Ord- 
nungen genauer  ist,  als  der  früher  benutzte.  Nur  eine  Ordnung 
weiter  zu  gehen  würde  wenig  Erfolg  bieten,  weil  für  Entfernungen 
>  0,1  a^,  um  welche  es  sich  handeln  würde,  die  Konvergenz  der  Reihe 
für  K  nur  gering  ist. 

Wir  übergehen  diese  Entwicklung,  da  geodätische  Dreiecke  von 
mehr  als  0,1  a^  Durchschnittsseitenlänge  immer  vermieden  werden 
können  und  jedenfalls  der  Komplikation  der  Rechnung  halber  auch 
werden  vermieden  werden.  Es  sind  jedoch  diese  Formeln  nach 
Weingarten  und  Hans^  weiterhin  mitgeteilt. 

Gaufs  ging  in  seinen  Formelentwicklungen  nur  eine  Ordnung 
weiter,  was  jedoch,  wie  eben  gezeigt  wurde  und  wie  auch  Hansen  in 
seinen  Geodätischen  Untersuchungen  durch  Betrachtung  der  Endformeln 
genau  erörtert  hat,  wenig  Gewinn  bietet. 

Hier  ist  zunächst  noch  der  Abhandlung  von  Christoffel:  All- 
genieine  Theorie  der  geodätischen  Dreiecke,  Berlin  1868  (Abh.  der  Kön.  ' 
Akad.  der  Wiss.),  als  derjenigen  Arbeit  zu  gedenken,  welche  die 
Theorie  des  schiefvnnkligen  geodätischen  Dreiecks  in  direkter  Weise 
behandelt.  Wie  Gaxifs  begründet  Christoffel  die  Theorie  der  geodäti- 
schen Linie  mittelst  der  Variationsrechnung.  Er  beweist  damit 
namentlich  zuerst,  dafs  bei  einer  Drehung  die  Kürzeste  immer  normal 
zur  Bahn  des  bewegten  Endpunktes  steht  und  dafs  für  geodätische 
Pölarkoordinaten  die  Formel  (5)  S.  348  besteht. 

Nun  werden  die  Differentialformeln  im  Dreieck  aufgestellt,  deren 
Integrabilitätsbedingungen  (vergl.  S.  74  die  Entwicklung  der  For- 
mel (10))  alsdann  unter  andern  zu  den  fundamentalen  Eigenschaften 
der  reduzierten  Länge  führen:  Gleichheit  für  Drehung  um  beide  End- 
punkte, sowie  Erfüllung  der  Differentialgleichung  (6)  S.  275. 

Eine  Integration  der  Differentialformeln  wird  nicht  ausgejRihrt,  da- 
gegen werden  weitere  Folgerungen  im  Gebiete  der  Klassifikation  der 
Flächen  gezogen. 

§  10.  Höhere  Glieder  in  den  Formeln  zur  Berechnung 
geodätischer  Dreiecke.  Am  unmittelbarsten  an  Gaufs*  Entwicklungen 
schliefsen  sich  diejenigen  von  Weingarten  an  (Astronom.  Nachr.  1869 
Bd.  73  Nr.  1733  S.  65  und  1870  Bd.  75  Nr.  1782  S.  91;  auch  im 
2.  Heft  der  Schrift:  Wissenschaftliche  Begründung  der  Bechnungs- 
methoden  des  Zentralbureaus  der  Europäischen  Gradmessung),  Er 
findet: 
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JS:+ [(sinft  -  8inft)»+(3mft  -  Binft)»  +  (sinft-sinA)*]  f 


„F 


(1) 


Hierzu  ist  die  Fläche  F  des  geodätischen  Dreiecks  nach  §  7  (8) 
bis  (11)  S.  365  oder  (15)  und  (16)  S.  367  zu  berechnen,  event.  unter 
teilweiser  Benutzung  der  Formeln  (8)  8.  87  und  (3)  S.  84  für  den 
sphärischen  Teil  der  Rechnung. 

Nach  Weingartens  Entwicklungen  findet  man  femer  zur  Reduk- 
tion auf  das  ebene  Dreieck  (unter  Ergänzung  des  Tf^ein^ar^schen 
Äusdracks  um  das  von  n*  und  ni*'  abhängende  Glied,  vergl.  S.  93): 


"2(sin/Ji  —  sin/S,)*  +  2(8iu/S3  —  sin/Sj)*' 
+  (sinft  —  sinft)* 


+ 


r 


so 


-10a»+845'+84e«_,_»,    .  a'+66'+26c'_.._,^  n 


«.' 


-8in»^x+ 


«.' 


Bin«/Jg 


! '. Olli* 


«.' 


sin'/S, 


.(2) 


720 


+  GZo 


Zieht  man  hiervon  y  beiderseits  ab,  rechter  Hand  nach  Mafs- 
gabe  der  obigen  Formel,  so  ergiebt  sich: 


in  8«k. 


12 


802400. 


+ 


"(sin^^  —  sin/Sg)^  +  (sin/Sg  —  sin/Si) 


—  2(sin/32  ■—  sin 
sin*/Si 


a/33-sin/S,)n^ 


Um"  — 8g*_,   2 


+  ^^^^^f^(8m«ft  +  Bin»ft) 


840 


.(3) 


Aus  diesem  Ausdrucke  folgen  diejenigen  fttr  B — B*  und  C—C* 
durch  cyklische  Vertauschung  der  auf  die  3  Ecken  bezüglichen  Symbole. 

Man  darf  in  diesen  Formeln  anstatt  der  reduzierten  Breiten  ß 
auch  die  geographischen  Breiten  B  anwenden. 

Hansen  ging  1865  in  seinen  Geodätischen  Untersuchungen,  wie 
bereits  erwähnt,   nicht  von   der  Gaufsischen  partiellen   Diflferential- 

24* 
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gleichung  mit  2  unabhängigen  Variablen  (den  beiden  Katheten  des 
rechtwinkligen  Dreiecks)  aus,  sondern  verfuhr  in  folgender  Weise, 
wenn  wir  an  Fig.  29  S.  348  anknüpfen  (vergl.  bei  Hansen  a.  a-.  0. 
S.  137,  153  und  155  u.  ff.;  daselbst  ist  mit  6,  %  ^  bezeichnet,  was 
hier  a,  JB,  C  heifst). 
Es  ist: 

da  =       db  cos  C 
VHndB  =       db  sin  C 


da 


(4) 


Dieses  System  wird  mit  Hilfe  der  Identitäten  d{a  sin  C)  =  sin  Cda 
+  a  cos  CdC  und  d{a  cos  C)  =  cos  Cda  —  a  sin  CdC  übergeführt  in 
das  neue  und  vorteilhaftere: 


d{a  sin  C)  /  ^ttlaX  dB         ^ 


db 


d{B  +  C)  /.  _  dma\  dB 

db         °^  r  da)   db  ' 


(5) 


Wie  wir  sogleich  sehen  werden,  kommt  es  nun  darauf  an,  a  sin  B 
und  a  cos  B  kennen  zu  lernen  (auf  welche  Unbekannte  hin  zu  gleichem 
Zwecke  auch  Gaufs  operiert).  Hansen  setzt  daher  für  a  sin  JB,  a  cos  B 
und  JB  +  (7  Reihen  mit  unbestimmten  Koefficienten,  geordnet  nach 
Potenzen  von  b,  und  geht  dann  mittelst  der  dritten  der  Reihen  von 
den  ersten  beiden  Ausdrücken  zu  a  sin  C  und  a  cos  C  über,  wobei 
die  Rechnung  am  einfachsten  wird,  wenn  Winkel  Ä  gleich  90^,  also 
in  1.  Annäherung  B  +  C  =  90^  ist. 

Aus  a  sin  C  und  a  cos  C  folgen  andere  Funktionen  von  a  und  C, 

die  in  nt«  und  -g —  vorkommen.     Werden  nun  alle  diese  Ausdrücke 

in  obiges  System  eingesetzt,  so  müssen  die  Gleichungen  identisch 
erfüllt  sein  d.  h.  die  Koefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  b 
müssen  einzeln  verschwinden.  Aus  diesen  Bedingungen  folgen  end- 
lich die  unbekannten  Koefficienten  in  den  atigenommenen  Ausdrücken 
für  a  sin  B,  a  cos  JB  und  JB  +  C.     (Bei  Hansen  a.  a.  0.  S.  159.) 

Wendet  man  sie  an  auf  2  rechtwinklige  Dreiecke  ÄBC^  und 
ABG^,  die  Ä  und  B  gemeinsam  haben,  so  folgt  für  das  schiefwinklige 
Dreieck  BC^C^  leicht  a^a^  cos  (JB^  —  B^  aus  a^  cos  B^  .  a^  cos  B^ 
+  «1  sin  JBx  .  a,  sin  B^ ,  in  Potenzen  von  a^ ,  a^  und  6^  —  6^;  ^'  t.  man 
erhält  cos  (jB^  —  JB2),  den  Cosinus  eines  Winkels  des  schiefwinkligen 
Dreiecks,   durch  die  3  Seiten  dargestellt   und  kann   ihn  direkt  mit 
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dem  Cosinus  des  entsprechenden  Winkels   im   ebenen  Dreieck   ver- 
gleichen/ 

Nach  S.  188  und  189  a.  a.  0.  findet  Hansen: 


in  Sek.        "o 


1  +  (co8  2/Si  +  COS  2/3js  +  COS  2/Jj) 


«'+i** 


+ 


+  (cos* 2 ft  +  cos»  2/Sj,  +  cos*  2/J,  —  1)  ~ 
-^-i— ^^ cos  2ft  H -^-  , cos  2^, 


7a»-36'+c' 


cos  2/3, 


(6) 


360 


r3m'    .   2^        o  &^co8»3C*+ c'co8»;3(c  — 6cco8;3(«co85lc        9/,1e* 
-  Lv^  "°-  ^1  -  2  — „.i C08*^J  g- 

+  [-  ^^-5 &  cos3l6  H ^äP^ —  c cos;3lcJ  45-  sm  2/3»  +  Gl^ 

(2  cos  2/Ji  +  cos  2  ft  +  cos  2/Js)  --„±^ 
+  (2co8*  2/Ji  +  cos»2ft  +  cos*  2^3  - 1)  -;^- 


+ 


in  Sek.  ^*( 


—  58a* +  546»+ 54c«  «^  ' 

cos2/3i 


«0* 
lla«  +  236»  +  31c' 


COS  2ß^ 


4320 


,     IIa« +  316«  + 23c«  ,,^ 

+  a,'^         C08  2/33_ 

a«  +  26«+2c«     .   2Z, 
36«  cos« 3tft  +  3c«  cos* 3tc  —  26c  cos  ^Iacos  Tic 


+ 


'    o«  +  ll6*  — 2c*    ,  ^ 
——-i 0  COS  Ab 

a«  — 26«  + 11c«  ^ 

i —3 c  cos  Ac 


135 


cos*  /3i 


sin2/3, +  Ö/6 


30 


a) 


+   /. 
(> 


F 


W  —  a' 


20  (n*  -  a*)  —  3  w«  (m«  -  a«) 


3     »       60  a^, 

•-a«  +  2  6«  +  2c« 


30240  «0« 


„^     ,    2a* +  6«  + 2c«         rt^- 

,  cos  2/3,  H ^,^   -cos  2/3, 

2a«  +  26«  +  c«  ^^ 

H -rr-^- COS  2/^3 


360 


Hansen  giebt  nur  den   ersten  Teil  des  Ausdrucks  für  A  —  Ä^ 
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als  Reduktion  von  A  Auf  den  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  mit 
gleichen  Seiten  auf  einer  Eugel  vom  Radius  a^.  Wir  fügten  dazu 
die  Reduktion  aufs  ebene  Dreieck  mit  Benutzung  von  S.  93  (4), 
worin  £  durch  JF" :  a^  zu  ersetzen  war,  wenn  jF"  der  Inhalt  des 
sphärischen  Dreiecks  ist,  dessen  Beziehung  zu  F  Hansen  a.  a.  0. 
S.  191  angiebt  (vergl.  die  Anm.  zu  S.  367). 

Die  Formeln  für  B  —  B*  und  C  —  C*  findet  man  aus  der  obi- 
gen für -4 — Ä*  durch  Vertauschung  der  Ecken;  aufserdem  gieht  Hansen 
noch  Ausdrücke,  um  für  alle  3  Reduktionen  dieselben  2  Azimute  an- 
wenden zu  können. 

Wir  wandeln  die  obigen  beiden  Formeln  noch  etwas  um.  Nach 
S.  59  hat  man  leicht: 

K,  =  l  +  {e'  +  \(^)  cos  2/3,  +  |  d"  (3cos«2^,  -  1)  +  Gl,  (8) 

und  entsprechend  für  K^  und  K^.  Hiermit  findet  man  sofort  als 
Wert  der  1.  Zeile  in  b  den  Betrag  JBT,  d.  i.  das  arithmetische  Mittel 
von  Kl,  JTg  und  JSTj. 

Femer  hat  man  hiermit: 

K^--  K^^^  (cos  2ft  —  cos  2/Si)  -f  Gl^, 
was  aber  nach  S.  355  (9)  auch  gleich  dem  nachstehenden  Betrag  ist: 

K^  —  Ki  =  2c*  sin  2/3i  —  cos  X  +  Gl^  . 
Durch  Gleichsetzung  beider  Werte  ergiebt  sich: 

e^  (cos  2/Sj  —  cos  2/30  «==  2e*  sin  2/3,  —  cos  %c  +  Gl^ .         (9) 

Ebenso  ist: 

(?  (cos  2/33  -  cos  2/Si)  =  2e«  sin  2/3,  —  cos  %t  +  Gl^ .        (10) 

Mit  Hilfe  beider  Formeln  läfst  sich  die  2.  Zeile  im  obigen  Aus- 
druck für  B  auf  die  Form  der  letzten  Zeile  daselbst  bringen  und 
man  erhält: 


in  Sek, 


(  j^         rSm*     .     o^            gv    6*008*3(6-1- C*C08*:3l<)— 5c  COS^ld  008  3U  2ijl«*^ 

^^^.K~LV''''''^~^ < C08^,J- 

'    (     +L        a,^ hcoBX-] ^7- — ccos;2lcJ  12  sm  2/3, +  Gle. 

In  derselben  Weise  findet  sich  ohne  Schwierigkeit: 
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^-A*=9"^A 


in  Sek. 


SK  +  K,    ,  m^^a^ 


12 


f=W;=:f(H-2^)  + 


20(n*-  g^)  — 3m»(m» -  a«)  ^ 


60ao 


30240  a. 


8m"  —  3a'     _.  g 


sin^/Si 


36*co8';3(6  +  3c*co8'3(c  —  26cco8;3C6  cos!3ic 
L  ö^^ 

r-    a«  +  6l6»  — 7c' 


C0S^/3j 


30 


+ 


6  cos  ^6 


g'  — 7  6'  + 61c» 
«0* 


C  COS  ^c 


4:sm2Ä  +  G/e 


720 


(12) 


Führt  man  hier  noch  —  ein  mit  Hilfe  des  vorhergehenden  Aus- 
drucks  (11)  für  e,  so  wird  schlief slich  erhalten: 


A-Ä*^{-  +  ,"^, 


in  Sek. 


in  Sek. 


20  (n*  —  g*)  —  3m»(m»  —  g») 


30240ay" 


b^coB^7ib+ c^ cos^ Sic  — ^hccoaTibCOB Tic    «       90 


r  — 19 


+ 


g»  +  6«  +  13c"  ^ 

— ^,    ^ 6  COS^lft 


—  19g«+136»  +  c» 


CCOS^lc 


48in2A  +  G;«. 


720 


(13) 


In  diesen  Formeln  (11)  und  (13)  darf  man  ebenfalls  die  geo- 
graphischen Breiten  B  anstatt  der  reduzierten  Breiten  ß  anwenden. 

§  11.  Fortsetzung.  Vergleichung  der  höheren  Glieder  nach 
Hansen  und  Weingarten.  Um  die  im  Vorhergehenden  nach  beiden 
Autoren  angesetzten  Formeln  zu  vergleichen,  setzen  wir  im  Anschlufs 
an  Fig.  19  S.  225  mittelst  des  sphärischen  Hilfsdreiecks,  welches 
der  geodätischen  Linie  AB  =  c  zugeordnet  ist: 

sin  /Jg  =  sin  ß^  cos  z/9)  —  cos  ß^  sin  z/qp  cos  3lc . 

Da  nach  S.  223  (9)  aber  z/9  gleich  —  +  Gl^  ist,  hat  man  hieraus 
sofort: 


C  /w  c 

sin  ß2  =  sin  ß^  —     cos  Ac  cos  ß^  —  -r — ^  sin  ßi  +  Gl 


2«. 


(1) 


Entsprechend  ist: 
sin  ^3  =  si 
und  durch  Subtraktion  beider  Gleichungen 


sin  /Sg  =  sin  ß^  —  -^  -  cos  31*  cos  ß^  —  -^—^  sin  ß^  +  Gl^         (2) 
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sin  /Jg  —  sin  ß^  = 


COS  3l6 COS 

0  '*o 


3lc)  cos  /S^ 


(3) 


sowie 


Hieraus  folgt  nun  ohne  Schwierigkeit  weiter: 

[(sin  ß^  -  sin  ß,)*  +  (sin  ß,  -  sin  /S,)«  +  (sin  /3,  -  sin  ß>f\  '-^ 

fc*co8'3t» -)- c*cog'3Ce  — &ccog3t6cos3(c  ^       g« 
-g^^,  -e-cosp,. 

+  [-  „;.—  ^  cos  31»  ■\ -i  -  c  cos  3l«J  j2  sin  2  A  +  G/« 

[-y  8in«^,  +  -  „y  sm*^,  +  -;;,-  8in»Aj-,2 
=  /;'-,  c*8in*/J,  -  [^y-  l  cos  31»  +  ^'  c  cos  3Cj  ^  sin  2^.  +  Gl, . 

Subtrahiert  man  beide  Gleichungen  Seite  für  Seite,  so  ersiebt 
man  bald,  dafs  die  Ausdrücke  für  «  nach  (1)  S.  371  und  (11) 
S.  374  identisch  sind  bis  auf  die  überhaupt  vernachlässigten  Glieder 
8.  Ordnung. 

Femer  erhält  man  aus  den  Formeln  (1)  bis  (3):  . 

[(sin  /3,  -  sin  ft)»  -  2(sin  /J^  -  sin ^3)*  +  (sin ft  -  sin ft)«]  ^ 

90  V ^''''^^' 

+  [ ^7- —  ^  cos  3l6  H ^^^8 —  c  cos  3lcJ  72Q  sm  2/Ji  +  G7^ 


sowie : 


ri4m*— 8a*    .   ,^      ,     5m*  — 8a*  /  •   •/,      •      •   a^  \1  «' 


240 


10a, 


,:^fe«8in»^j  + 


19a»— 66"— 5c» 


(6  cosjlft + c  cos3lc)  ^  sin  2/3i  +  G/^ . 


720 


Hiermit  ersieht  man  leicht,  dafs  die  Formeln  (3)  S.  371  und 
(13)  S.  375  bis  auf  Glieder  8.  Ordnung  ebenfalls  identisch  sind. 

Für  die  Anwendung  sind  die  Formeln  (1)  und  (3)  S.  371  ebenso 
bequem  als  (11)  und  (13)  S.  374  u.  375. 

£s  ist  aber  einleuchtend,  dafs  an  der  Grenze  der  Anwendbarkeit 
vorstehender  Formeln  die  verschiedenen  Modifikationen  merklich  ver- 
schiedene Resultate  geben  können.     Dies  ist  in  der  That  für  einen 
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Betrag  der  mittleren  Seitenlängen  ni  «=  0,3 a^  der  Fall;  verschieden 
modificierte  Formeln  für  den  Excefs  zeigen  hier  DiflFerenzen  bis  zu 
ca.  0,2". 

Hansen  ist  es  gelungen,  bei  gleicher  analytischer  Genauigkeit 
eine  solche  Modifikation  zu  finden,  die  auch  für  m  ==  0,3 a^  noch  in 
den  Hundertstelsekunden  sicher  ist.  Er  bedient  sich  dabei  der 
Krümm ungsmafse  gewisser  Hilfspunkte  aufser  denjenigen  der  Ecken, 
ein  Verfahren,  welches  auch  1868  Scliering,  jedoch  unter  Beschränkung 
auf  geringere  analytische  Genauigkeit,  eingeschlagen  hat. 

Hierüber  ist  zu  vergleichen  die  Mitteilung  Hansens:  Reflexionen 
Über  die  Bedtfktion  der  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks  u.  s.  f. 
in  den  Berichten  über  die  Verhandl.  der  Ges.  der  Wiss.  zu  Leipzig, 
math.-physik.  Klasse,  1869,  S.  139. 

Ausfahrlicher  mit  Beispielen  (die  an  die  in  den  Geodätischen 
Untersuchungen  S.  191  u.  fiF.  gegebenen  anknüpfen)  im  Supplement  zu 
der  y>  Geodätische  Untersuchungen  <i:  benannten  Abhandlung  etc.  in  den 
Abhandlungen  derselben  Gesellschaft  von  1869,  Bd.  9,  Nr.  HL 

Vergleiche  auch  eine  übersichtliche  Besprechung  in  der  Viertel- 
jahrsschrift der  Astronom.  Ges.  1870,  Bd.  5,  S.  222,  sowie  einige 
Bemerkungen  in  Bd.  13,  1878,  S.  79. 

Wir  dürfen  uns  hier  darauf  beschränken,  eines  der  von  Hansen 
für  sehr  grofse  Dreiecke  berechneten  Beispiele  auf  die  oben  angege- 
benen Formeln  anzuwenden.  Man  wird  dadurch  zugleich  hinlänglich 
erkennen,  dafs  bei  m  <  0,2ao  diese  Formeln  'in  jeder  Modifikation 
ausreichen  und  jedenfalls  genügen,  um  die  früher  von  uns  fürm^O,!»^ 
entwickelten  einfacheren  Formeln  nach   ihren  Fehlern  zu  beurteilen. 

§  12.   Zahlenbeispiel  zu  Hansens  und  Weingartens  Formeln. 

In  seinen  Geodätischen  Untersuchungen  S.  199  und  insbesondere  in 
dem  Supplement  S.  348  giebt  Hansen  folgendes  Dreieck,  nach  den 
strengen  Formeln  für  geodätische  Linien  (welche  Formeln  denen 
unseres  5.  Kapitels  entsprechen)  berechnet: 

32<>  18' 53,2155"  =  —  X 

«a  =  90« 

«6  =  212«. 

Die  ältere  Rechnung  Hansens  in  den  Geodätischen  Untersuchungen 
stimmt  mit  diesen  dem  Supplement  entnommenen  Angaben  im  wesent- 
lichen überein;  wir  haben  deshalb  nicht  nachgerechnet.  Der  Excefs 
ist  nach  diesen  Zahlen  gleich 

£  =  9466,4310". 


jJ/Ji  =  15n4' 30,0318" 

g"  ±  =  70351,4184 

31»=    32» 

-B|ft==0 

g"  1  =  64800 

Ho  -=  148« 

C   A  =  0 

q"  ±  =  64800 

C„  =  270» 
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Berechnet    man   ferner   zu    den   linearen   Längen   70351,4184, 
64800  und  64800  der  3  Seiten  die  zugehörigen  Winkel   des  ebenen 
Dreiecks  nach  bekannten  Formeln  der  ebenen  Trigonometrie,  so  folgt: 
A*  =   65«  45'  13,2493" 
B*  =   57     7  23,3754 
C*  -=   57     7  23,3754 
Summa  =  180     0    0,0001  . 

Da  man  nun  für  das  geodätische  Dreieck. hat: 
A  =  66"  37'  46,4310" 
5  — 58« 
C  =  58«, 


so  ist: 


A  —  A*  =  3153,1817"  =  y  —  2,2953" 
5  -  JB*  =  3156,6246   =  j  +  1,1476 

C-C*  =  3156,6246   =  ~ -\-  1,1476 

Summa  =  9466,4309 . 


Zugleich  folgt 


q"  ^  «  3,9675889.6 , 


Behufs  Anwendung  der  Fortnein  des  §  10  haben  wir  zunächst 
nach  S.  59: 

log  Kl  =  9,9970916.4—10  —  41og  w^  =>  0,0025051.0 

JKi  =  1,00578487  . 

iir,  =  Ä,  =  l:(l-c«)«l  +  *, 

also  nach  S.  38: 

K^  =  Ki^  1,00671922 

K==  JL+  ^*  +  ^»  «=  1,00640777. 

Man  erhält  ferner: 


-,  =  0,1163311 

0 

-^  =  0,0986961 

0 

-,  =  0,0986960 


r-"-=_  0,0117567 

0 

-^-  =  +  0,0058783 


•0,0058783 


4  =  0,1045744 


-j  =  0,013533 
J^  =  0,009741 
4  =  0,009741 

—«  =  0,011005 


-^- 0,00252^ 

— ^--  =  +  0,001264 
-*^--  =  4-  0,0012tU 
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Nach  Formel  (16)  S.  367  hat  man  jetzt: 

log  F'  =  log  F*  +  0,0057133.9  +  0,0000427.2 , 


also  ist: 


log  q"  ^\  =  3,9733450.7  . 


Wegen  der  bedeutenden  Gröfse  des  Dreiecks  ist  dieser  Betrag  etwas 
zu  klein,  wie  die  nachfolgende  strenge  Rechnung  zeigt 

Man  hat  zunächst  YK=  1,00319878  und  hiermit  als  Seiten  des 
sphärischen  Dreiecks  JF": 


q"  ±  YK^  70576,4569"  =  19^  36'  16,4569" 


p-  ±  YK=  65007,2809   =18     3  27,2809 

p"  -  1/F=.  65007,2809   =18     3  27,2809 . 
Hiermit  folgt  nach  (8)  S.  87: 

log  tan  ^  =.  8,0596534.9—10        log  ^  =  8,0596344.3-10 

log  «'  =  8,6616944.3-10, 

wobei  £*  als  Arcus   zu  verstehen  isi     Subtrahiert   man   log  K  und 
addiert  log  q",  so  ergiebt  sich  sofort: 

log  q"  ^  =•  3,9733455.8  . 

Um  auf  F  zu  kommen,  berechnen  wir  noch: 

a^lzL?!  {K,—K)  =  '^  0,0118.  (—  0,00062)  =  +  0,0000071 


*1:=^  (iE,  —  Z)  =  +  0,0059.  (+  0,00031)  =  +  18 

!il^  (üTj  -  JT)  =  +  0,0059.  (+  0,00031)  =  +  18 


+  0,0000109. 
Das  giebt  als  Zuwachs  im  Logarithmus  nach  8.  367  (15): 

+  mM^  =  + 0,0000000.4; 
es  wird  daher: 

log  (f"  —^  =  3,9733456.2-10. 
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Formel  (1)  S.  371  giebt  nunmehr  zur  Berechnung  von  ei 

log  9'  -^iK^  3,9761 196.0  q'  f,  K=  9464,978' 

Es  ist  aber  sin  ß^  «  sin  ft  =  0,     log  ^  '-^  =  5,88582^10, 
daher  wird: 

f^l{Bmß,-siüß,y+{smß,-smß,y+(smß,-Bmß,y]^=  +  1,446" 

Ferner  ist: 

-  ^   V  L-^  «^^  ^1  +  -i^-  «^^  Ä  +  ~Jr-  sm^^sj  _  =  _  0,0  a 


Diese  drei  Glieder  geben  zusammen  e  =  9466,353" 

fehlerhaft  um  -|-  0,078  . 

Rechnet  man  mit  der  geographischen  Breite  l?j  =  15^  17'  25,46", 
so  folgt  für  das  2.  und  3.  Glied  bezw.  +  1,455  —  0,072   und  damit 

e  =  9466,361" 

fehlerhaft  um  -f"  0,070  . 

Forfnel  (6)  S.  359  giebt  b  =  9340,346  +  122,877  =  9463,223" 

fehlerhaft  um  -f-  3,208  . 

Der  Fehler  vermindert  sich  etwas  durch  streng  sphärische  Rechnung, 
wonach  sich  findet: 

log  €'  =  log  p"  —,  ü:=  3,9761195.6  und  damit  «'  =  9464,977" 

fehlerhaft  am  -[-  1,458  . 

Formel  (3)  S.  371  giebt 

für  Ä  -  Ä*: 
^L_zZ  =  ^  0,00005191 


+ 


1512  tto* 

m^  (m*  —  a"^ 
"  ToOSOo/"' 


+ 


e^  sin«  Pi 


45 
14m«  —  8a« 


=  + 
=  + 


240  ao« 


e^sin*/3i  =  - 


19856 

17 

12 

1025 

103 


Summa  =  —  0,00024130 
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für  -B-B*undC-C*: 
12 


+  "^(1  +  2«*)  =  + 


60a„ 


+ 


+  0,00002596 
9928 


6* 


=  + 


1612  Oo* 

__  m«  (m»  -  &')         ^  _ 
10080  Oo* 

—  5m  +  86*    i    '   9  o  , 


8 

6 

513 

52 


Summa  =  +  0,00012065.- 


F 


Diese  Zahlen  sind  mit  q"  — |  zu  multiplizieren.    Es  folgt  dann : 


A  —  A* 


~  —  2,269" 


B*  =  C—C*=^-^  +  1,134' 


feUerbkft  um       0,026  fehlerhaft  nm      -|-  0,014. 

Führt  man  y  nach -Formel  (1),  wie  oben  erhalten,  gleich  3155,451" 
ein,  so  wird: 

A-A*  =  3153,182"        B-B*^C—C*=-  3156,585" 

fehlerhkft  um     0,000  fehlerhaft  am   -{-  0,040. 

Die  Formeln  (6)  S.  359  ftthren  zu  folgenden  Zahlen: 


K,-  K 


12 


0,00005191 


%p--^K*  =  -  0,00019846 


?•  -^  ^       =  +  0,00002596 
***  ~^'  Z«  =  +  0,00009923 


60  Oo« 


Summa  =  —  0,00025037  Summa  =  +  0,00012519 

Dieses  mit  p"    j  multipliziert^  ergiebt: 
^  -  yl*  =  y  -  2,323"        B-  B*^ 

feUerhaft  nm    -|-  0,028 

es  sind  also  hier  die  Resultate  ebenso  genau  wie  bei  der  strengeren 
Rechnung.  Wir  werden  weiterhin  sehen,  dafs  die  Formeln  (6)  S.  359 
in  der  That  für  sehr  grofse  Dreiecke  noch  ausreichen,  wenn  nur  £ 
nach  einer  strengeren  Formel  berechnet  wird. 


^  C*  =  y  +  1,162" 

fehlerhaft  um     —  0,014; 
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Formd  (11)  S,  374  giebt  für  den  Excefs: 


if"—^K^    9464,978" 


log(^8m«A)  =  5,38236-10und-(."|;.^8in«^i  =  -  0,227 

+  ?"  ^  ~  cos»  3C»  •  4  cos«  ft  =  [0,13768]           =  +  1,373 

'♦o        **0  •* 

+  p"  — ,  •  ^  6  cos  3(»  •  J  sin  2  A  =  [0,9645  -  10]   =  +  0,442 


B  =     9466,566" 

fehlerhaft  um     —  0,135. 

Die  Einführung  der  geographischen -Breite  B^  ändert  das  Resultat 
nicht  merklich,  dagegen  kommt  ein  anderer  Wert  heraus,  wenn  man 
in  Formel  (11)  die  Ecken  cyklisch  vertauscht  d.  h.  alles  was  sich, 
daselbst  auf  Ecke  A  und  ihre  Nachbarseiten  bezieht,  auf  Ecke  B 
oder  G  und  deren  Nachbarseiten  bezieht  Man  erhält  z.  B.  für  Ecke  C> 
da  aufser  dem  Hauptglied  die  andern  Glieder  bis  auf  eines  ver- 
schwinden: 

p"^jK:=  9464,978"] 

,,  F  &*C08«212«  4-  a*co8«270<>  —  ah  008212«»  coa270<>    «*  ^   .q- 

Q  -, -, =        1,485 


B  =  9466,463" 

fehlerhaft  um    —  0,032.      . 

Dieser  Wert  resultiert  auch,  wenn  man  von  Ecke  B  ausgeht 

Bas  arithmetische  Mittel  der  3  Werte  von  e  mit  Ecke  -4,  B  und  C 
als  Ausgang  führt  zu  dem  Werte: 

£  =  9466,497" 

fehlerhaft  um     —  0,066. 

Bas  Mittel  dieses  letzten  Wertes  und  des  Wertes  aus  Formel  (1) 
S.  371  endlich  giebt: 

a  =  9466,425"  bezw.  429" 

fehlerhaft  am    -f  0,006  +  0,002 

je  nachdem  man  mit  reduzierter  oder  geographischer  Breite  rechnet* 

Nach    Hansens    Bemerkungen    in    der    Abhandlung  Reflexionen 

etc.  S.  142  und  143  mufs  man  annehmen,  dafs  überhaupt  in  allen 

Fällen  das  soeben  gebildete  Mittel  besonders  genau  ist,  indem  es  ver- 
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mutlich  die  numerisch  beträchtlichsten  der  höheren  Glieder  mit  ein- 
schliefst. 

Formel  (13)  S.  375  giebt: 

für  Ä--A*: 


12 


-  0,00005191 


tt«  —  /i« 


-r-(l  +  2e«~6a^8in^ft)=- 


60 

20  (n*  --  o*)  —  3m»  (m*  —  o*) 

30240  Oo* 

,     6*  cos*  5U     2         2  fl 


19803 
-  5 

+  973 

-  19a«  +  Ut«,  t  ^    •   ia  OAT 

Summa  •=  —  0,00024233 
für  B-B*  lind  G  —  C*: 

+  0,00002596 


K^  —  K 


12 


1»' 


.    ■    80  (n«  —  6<)  —  3»»'  {m}  -  &*)  ^    ■ 
"■"  30240  a/  ~f" 

_  &'co8'212°   .  

90a„«      ^  ~ 

letztes  Glied  = 


9928 

2 

526 
0 


Summa=  +  0,00012000. 


F 


Diese  Koefficienten  geben  mit  q"   -^  multipliziert: 


A-A* 


2,279" 


5»  =  C  —  C*  =  4  +  1.129". 


Infolge  des  Einflusses  höherer  Glieder  ist  die  Summe  von 
-  2,279  +  1,129  +  1,129 

nicht  null,  sondern  —  0,021.  Korrigiert  man  diese  Zahlen  entsprechend 
um  +  0,007,  so  wird 

^  -  ^*  =  y  -  2,272"        JS_JB*  =  C-C*  =  -|-+  1,136" 

fehlerhaft  nm    —  0,023  fehlerhaft  um    -f-  0,012. 

Nimmt  man    -  =  3155,499",  entsprechend  dem  Mittelwerte  der 
3  Berechnungen  nach  Formel  (11)  S.  374,  so  wird  erhalten: 
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^  -  ^*  =  3153,227"        B  -  J5*  =  C  —  C*  =  3156,635" 

fehlerhaft  um    — 0,045  fehlerhaft  um    —  0,010. 

Verbinden  wir  aber  die  Mittelwerte  der  Ergebnisse  von  (3)  und  (13): 

^  -  ^*  =  J  -  2,271"        £  _  B*  =  C  —  C*  =  y  +  1,135" 

mit  dem  Mittelwert  der  Ergebnisse  von  (1)  und  (11),  d.  h.  mit 
6  =  9466,425",  so  folgt: 

A-Ä*  =  3153,204"        B-  li*^C—C*=-  3156,610" 

fehlerhaft  um    —  0,022  fehlerhaft  um    -f-  0,015. 

§  13.   Maximalbeträge  der  Glieder  6.  und  7.  Ordnung.    Die 

Formeln  des  §  10  gestatten  die  Beantwortung  der  Frage,  wie  lange 
es  zulässig  ist,  die  Glieder  6.  und  7.  Ordnung  bei  Berechnung  der 
Reduktionen  ^  —  ^*  u.  s.  f.  zu  vernachlässigen,  also  die  Formeln  (6) 
S.  359  zu  benutzen. 

Wenden   wir  uns  zunächst   zu  dem  Excefs  e,   so   kommen  die 
folgenden  Formeln  in  betracht.     Einerseits  nach  S.  359  (6): 

^  =  (."^(2r+3^i?-fGzJ.  (1) 

iji  Sek.  «0     ^  °"o  •  ^ 

Andererseits  nach  S.  374  (11)  und  S.  367  (15)  und  (16),  wobei  wir 
aber  im  letzteren  Falle  die  logarithmische  Formel  durch  die  direkte 
Formel  nach  S.  93  (2)  ersetzen: 


,,  F 

in  Sek.  "o 


^«  \ 


K^  [^sin^ ^^_g61co8^gH:f!coB'.gc -  6c  cos Zö  cos  Zc ^^^,^  j^ 

'  ^2) 
+  L         o» »cos^IäH ^-^ ccoaXJY^sm^  ß^  +  Gl^ 


,"/=     "^1  ^+8«,«^+      240«;* 

[  +  120^0* "^  ^• 

Die  Formel  (2)  geht  in  (1)  über,  wenn  man  in  (3)  das  3.  und  4.  Glied 
der  Parenthese  und  in  (2)  sämtliche  Glieder  bis  aufs  erste  d.  i.  K 
vernachlässigt 

Das  3.  Glied  in  (3): 


Uß) 
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hat  seinen  Maximalwert  im  gleichseitigen  Dreieck.    Wie  schon  S.  95 
berechnet,  beträgt  es  für  m  =  w  =  0,1  a^: 

0,0015".  (5) 

Man    kann    daher    für   Dreiecke   mit   m  ^0,lar^   das    3.   Glied    der 
Formel  (3)  unbedenklich  fortlassen. 

Dies  gilt  in  noch  höherem  Mafse  für  das  4.  Glied  dieser  Formel: 


F*    im'_--a^)  {K,  —  JT)  +  (m«-~  b«)  (g^  -  jjQ  4.  (^a  _  c«)  (JT,  -  K) 


120ao» 


(6) 


Wir  untersuchen  dessen  Maximum  für  konstantes  m  mit  Rücksicht 
auf  die  Bedingungen  (3)  und  (6)  S.  360,  nämlich: 


F«  =  1  (6a«m«  -  3a*  -  {V  —  c^)      ^ 

3m«  _  a«  +  6«  +  c» 
a«  =  6«  +  c«  —  2hc  cos  {X  -  Tic)  +  %^Gl^. 


(7) 


Hierzu  treten  nach  S.  360  (2)  und  S.  355  (9)  noch   folgende  Be- 
stimmungsgleichungen für  K  —  K^  u.  s.  f. : 


T^       v         2    o    .    n  ^  6  cos  5l6  +  c  cos  5lc 

Ä  —  A,  =  —  c*  sm  2ß ' 

^3  '^      .  «0 


+  01A 


A,  =  —  e*  Sin  2/3  — 1-  Gl^ 


K, 


-=-e*8m2/J 


2bco8;X»4-cco8;3(e 


014... 


(8) 


Unter  /3  kann  man  eine  mittlere  reduzierte  Breite  der  3  Ecken  verstehen. 
Man  bemerkt  nun  sofort,  dafs  das  zu  untersuchende  Glied  (6) 
synunetrisch  zu  6  cos  Äö  und  c  cos  Äc,  &  sin  3Cä  und  +  c  sin  Tc  ist. 
Dem  Maximum   entspricht  daher: 

l  =  c        X  =  360^  —  Tt.  (9) 

Substituieren  wir  dies,  so  geht  der  Ausdruck  (6)  mit  Rücksicht  darauf, 
dafs  h  cos  %b  die  positive  oder  negative  Höhe  ha  des  Dreiecks  ist, 
über  in: 


oder 


,      „  g»8in2p  (6'-a')a^j 
±  ^         180  a  * 


_,      ,r  g*  sin  2(3  (2  m»  —  a*)  (m»  —  a»)  g 
±^         160  Oo* 


(10) 


Dieses  hat  sein  Maximum  bei  a*  ■=     -:  —  w*.    Zu  dem  kleineren  a 
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welches  sehr  nahe  gleich  -r^  ist;   gehört  das  grofsere  Maximum;  es 
beträgt  für  ß  =  45^  und  m  =  0,1  ao: 

+0,00006".  (11) 

Das  2.  Glied  der  Formel  (2)  ist  angenähert  gleich 

Es  erhält  sein  Maximum  fürs  gleichseitige  Dreieck  und  zwar  beträgt 
dasselbe  bei  ß^  =  90^  für  m  =  0,1  ao: 

—  0,030".  (13) 

Das  3.  Glied  der  Formel  (2)  ist  angenähert  gleich 

,,  F*  &"  cos»  Zf,  +  c«  cos*  X^  -  hc  cos  Zf,  cos  5C 
+  9    V Ja? ^  ^^  ^^-      (^^) 

Wenn    dasselbe    ein    Maximum    werden    soll    unter    Voraussetzung 

konstanten  Wertes   von  m,   so    zeigen  die   hierbei  zu   beachtenden 

Bedingungen    (7),   dafs   6  =  c   und  entweder  X  ==  360®  —  Sa  oder 

180®  —  ^b    sein    mufs.     Denn    das    Glied    (14)    und    die    (7)    sind 

symmetrisch  zu  6  cos  %c  und  +  c  cos  3lc,  b  sin  Ä*  und  +  c  sin  31c. 

Für  6  =  c,  3tc  =  360®  —  3lft  liegt  das  Dreieck  symmetrisch  zum 

I         Meridian  von  Ä,  6  cos  31*  ist  wieder  die  Höhe  +  Ä«  und 

I         das  Glied  wird  gleich 

+  9\-^.^oos%  (15) 

mit  ha  =  y       *",  ~  °    •     Das    Maximum    tritt    ein    bei 

J/*   a*  =  V  <  tan  ^l»  =  4"  mi*  ^»  =  IM"  oder  198,4",  vergl. 
fJm.     Fig.  32.    Es  beträgt: 

Insbesondere  ist  sein  Betrag  für  ß^  =  0®  und  m  =  0,1  a^: 

-f  o,oir.  (17) 

Für   6  =  c,  3lc  =  180®  —  X    liegt    das    Dreieck    östlich    oder 
westlich  vom  Meridian  Ä,  symmetrisch  zu  dessen  Perpendikel.     Das 

Glied  (14)    wird   hier,   da  b  cos  ^  jetzt  +  y  ^^^y  gleich 
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und  ein  Maximum  för  a^  =  —  w*.   Dieses  beträgt  soviel  wie  (16),  ist 

also  auch  für  ßi  -=  0®  und  m  =  0,lao  so  grofs  wie  (17).     Dabei  ist 
jedoch  Tic  =  45®  oder  225^  vergl.  Fig.  33. 

Das  4.  Glied  der  Formel  (2)  ist  angenähert  gleich 

Mit  Rücksicht  auf  die  Bedingungen  (7)  ersieht  man 
leicht,  dafs  bei  konstantem  m  für  ein  Maximum  b  ^=^  c 
und  3Cc  =  360®  —  ^b  erforderlich  ist,   womit   der  Aus-   4^ 
druck  (19)  in 

„  F*  »»•  6  008  X    ^    . 
(>    -«— s-i— e*sin2/3i 


Nord 


5^ 
rig.  3S. 


übergeht.    Nun  ist  6  cos  31*  jetzt  wieder  +  A«,  daher  der  Ausdruck 
(19)  auch  gleich 


±9'~rn-^^^^^ßi' 


4a, 


(20) 


Wegen  Äi  =  —  (2m*  —  a*)  wird  dies  ein  Maximum  für  a  =  mT/*- 
wobei  Aa  '^^  ^*    Das  Maximum  beträgt 


(21) 


Insbesondere  hat  man  für  dasselbe  bei  ^^  "="  45^  und  m  »»  0,10^: 

+  0,003".  (22) 

überblickt  man  nunmehr  die  Maximalwerte  der  einzelnen  Glieder, 
so  zeigt  sich,  dafs  für  m^^Oyla^  nur  2  Glieder  in  be- 
tracht  kommen,  nämlich  das  2.  und  3.  Glied  in  e.  Um 
das  Zusammenwirken  derselben  festzustellen,  betrachten  ^ 
wir  noch  ihre  Summe  für  ß^  =  45^.  Mit  Rücksicht 
auf  das  Obige  erkennt  man  leicht,  dafs  2  Maxima  ein- 
treten. X  /, 

Man  erhält  erstens  für  fe  =  c  und  X  —  360^—316,    ^     f     ^ 
wobei  das  Dreieck   symmetrisch   zum   Meridian   von  A 
liegt,  Fig.  34: 


<."i:$(3»'-2W); 


4. 

Fig.  34. 

(23) 


25* 
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zweitens  für  6  =  c  und  3lc  =  180^  —  ^t,  wobei  das  Dreieck  symmetrisch 
zum  Perpendikel  von  Ä  liegt,  Fig.  35: 

-  P"  3^  (2m*  ~  a')  >/3(2m«-a«)a^  (24) 

(23)  wird  ein  Maximum  für  a  =  w]/|-  und  Tit  —  45  oder  225^;  (24) 
Nolrd  dagegen  für  a  =  -^ ,  tan  X  =3,  3(c  =  71,6^  oder 


p.,^^^  j^  ^J^    251,6^    Beide  sind  gleich 


128  Oo* ' 


Fig.  85. 


Das  ist  für  m ' 


9     19.ft  /»  * 

0,lao: 


(25) 


—  0,010".  (26) 

In  Bezug  auf  die  beiden  beträchtlichsten  Glieder  der  Formel  (2) 
hat  man  nunmehr  folgende  Zusammenstellung,  welche  durch  Mitnahme 
der  kleinen  vernachlässigten  Glieder  nur  unerheblich  modificiert 
werden  würde: 

Maximaler  Fehler  der  Formel  (1)  im  Vergleich  m  (2) 
für  w  =  0,lao. 


(27) 


§  14.  Fortsetzung.  Maxlmalbeträge  der  Glieder  6.  und 
7.  Ordnung  in  A  —  Ä*  u.  s.  f.  Um  die  Formel  (6)  S.  359  für 
A  —  A*,  nämlich 


£,  —  0» 

+  0,019" 

Fig.  32  und  33, 

45 

-  0,010 

Fig.  34  und  35. 

90 

-  0,030 

Beliebig  gelegenes 
gleichseitiges  Dreieok. 

^        "*  3  +  9    a.»  ^   eooo«    ■°-    +       12      /  + 


GL 


(1) 


in  Sek.  in  Sek. 

mit  der  strengen  Formel  (13)  S.  375  zu  vergleichen,  führen  wir  in 
dieser  für  F  den  Inhalt  F*  ein  mittelst  der  Relation  (3)  S.  384.  Es 
wird  dann: 

^'^(l+2e*-6e»sin«^0+ ^(l+^.)l 


F* 


^-^*-T  +  9"U 


3 

in  Sek.       in  Sek. 


(n*  — o*) +  3m»(m»~-o») 
"*■  1612a„* 


+ 


r— 19a*+6«+13c*  Ol  ' 
^3  -^ 6  COS  316 

»0 

,  — 19a*+135«+c«  ^ 

\ ^-3 — -^-^  CCoaAe 


'^sm2ß,+  Gk 


720 
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Hierin  setzen  wir  noch  nach  S.  360  (2): 
K,  —  K   m«   __ 


12       8ao* 


(56  cos  Jib+  hc  cos  Äc)  w*    «'      'na      i 


< 


720 


sowie: 


1  +  2e«-  6e^sin«/3i  =  iiri*-  26*8in*/3i+ ... 
=  ü:«  +  (Z/—  JiT«)  -  2e28in«/3,  +  ..■ 

-Tj-Q  4  6  cos  5C6  +  C  cos  ^    9    •     o  z)  o    S    '    9z)      I 

:  K*  — ^5-^ r  sm  2/3i  —  2e*8in*/3i  +  •  •  • . 


3 


Damit  wird  erhalten: 


in  Sek.       in  Sek. 


"^ 

< 


60  ao*  "T"       12       "^  15120o* 


,-  c^  sin*/?! 


80  a,^ 

&*co8'^+c*cos*3U—  46cco83Cecoa3U 


6a* +36'—  3c* 


&  COS  ^Sft 


c*cos*/3i 


'     ort*—  36*+ 3c*  ^ 

H -8-^- — ccos3lc 


360 


8in2/3i  +  C?Z6. 


(2) 


Das  3.  Glied  in  der  Parenthese  von  (2)  beträgt,  wie  der  Ver- 
gleich mit  (4)  S.  384  zeigt,  für  w  =  0,lao  sicher  nur  wenige  Zehn- 
tausendstelsekunden. 

Das  4.  Glied  ist  ein  Maximum  für  a*  =  w*  (1  +  V^),  weil  für 
diesen  Wert  von  a*  nach  S.  96  (6)  und  (7)  das  Produkt  F*  (m«  —  a*) 
ein  Maximum  wird.    Es  beträgt  darnach  bei  m  =  0^1  a^  im  Maximum: 

+  0,0010"  sin» /3,.  (3) 

Für  das  5.  Glied  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  den  vorigen 
Paragraphen  sofort  als  Maximum  -^  des  Ausdruckes  (16)  S.  386 
d.  i.  bei  m  =  0,1  a^  der  Betrag 

+  0,0013"  cos* /3,'.  (4) 

Das  6.  Glied  wird  ein  Maximum  für  ft  =  c  und  3tc  =  360^  —  3(6  mit 

a  =  Vy  *»;  &  cos  3(ft  =  +  A«  =  +l/y  w.  Es  wird  für  m  =  0,1  a^  gleich 

+  0,00015"  sin  2ft.  (5) 

Aus  dem  Vorstehenden  wird  ersichtlich,  dafs  die  Formel  (1) 
völlig  genügt,  solange  w  <0,lao  ist.  Mit  Rücksicht  auf  die  Ergebnisse 
des  vorigen  Paragraphen  kann  man  daher  sagen: 
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Die  Formeln  (6)  S.  359  genügen  in  der  Regel  zur  Berechnung  eines 
geodätischen  Dreiecks,  so  lange 

m<0,lao  oder  637*"».  (6) 

Ebenso  lange  gelten  die  Formeln  (3)  ebenda,  denn  die  entsprechenden 
Formeln  im  System  (3)  und  (6)  unterscheiden  sich  nur  durch  die 
Reduktion  vom  sphärischen  Dreieck  auf  die  Ebene,  für  welche  Reduk- 
tio  die  S.  359  angewandte  Formel  nach  S.  96  jedenfalls  genügt. 

Auch  die  Formeln  (1)  S.  362  gelten  ebenso  lange.  Die  Entwicklung 
daselbst  zeigt  nämlich,  dafs  es  dabei  wesentlich  darauf  ankommt,  ob 
es  zulässig  ist,  A  mit  A*  zu  vertauschen.  Abgesehen  hiervon  handelt 
es  sich  nur  um  die  Berechnung  des  sphärischen  Excesses  aus  2  Seiten 
und  dem  Zwischenwinkel  und  dafür  reicht  nach  S.  99  die  angewandte 
Formel  vollkommen  aus.  Nun  ist,  wie  man  aus  §  6  S.362  leicht 
entnimmt,  der  Fehler  in  s  durch  Vertauschung  von  A  und  A^  an- 
genähert gleich 

__    ,rF*  [K^--  K]  bc  cos  A  .  . 

Setzt  man  hierin  für  Kj^  —  K  den  Ausdruck  -(2)  S.  360,  so  folgt  für 
(7)  in  ausreichender  Annäherung: 

„  c'  Sin2|j,      F*  (&  C083U  +  c  cos^lc)  hc  cob(3C6  — 3(<:) 
P    — 3ß- —, 

Das  Maximum  dieses  Ausdrucks  kann  nur  mit  6  =  c,  3lo  «=  360®  —  %t 

bestehen.     Führt  man  aber  Ä«  =  +  6  cos  3(6  =  1/-^  (^^w* — a*)  ein, 
so  geht  derselbe  über  in 

Bei  konstantem  m  wird  dies  für  a*  =  -- — -^ w*  am  gröfsten  und 

zwar  bei  wi  =  0,laQ  gleich 

+  0,00032"  sin  2/3^.  (9) 

Dieser  Betrag  ist  ganz  unerheblicL  Die  Formeln  (1)  des  §  6  S.  362 
genügen  also  in  der  That  ebensoweit  wie  die  (6)  des  §  4  S.  359,  voraus- 
gesetzt, dafs  a*  genügend  scharf  berechnet  wird.  Berechnet  man  difes, 
wie  in  §  6  S.  362  (1)  angenommen,  so  ist  es  nach  S.  98  (4)  nähe- 
rungsweise mit  dem  Fehler  behaftet: 

6'c'Bin'J.     ,    .  F*«  ,,^. 
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Man  sieht  leicht,  dafs  der  Einflufs  hiervon  auf  s  und  Ä  —  Ä^  u.  s.  f. 
ein  Maximum  wird  fürs  gleichseitige  Dreieck  und  zwar  näherungsweise 


in  e  gleich  —  q' 


965? 


F** 


in  X-J.*  gleich +  (»"^535^ 


mit  if*  -=.  ^  m*  ys.        (11) 


Diese  Werte  sind  fQr  m  »=  0,1  Oj   völlig  unerheblich,   denn   sie   be- 
tragen nur: 

—  0,00017"  bezw.  +  0,00002".  (12) 

§  15.  Zahlenbelspiel  UI.  Dem  auf  S.  200  als  Beispiel  be- 
handelten Sehnendreieck  mit  Horizontalwinkeln  entspricht  nachstehen- 
des Ton  kürzesten  Linien  gebildete  geodätische  Dreieck: 


Berlin 


K 
W 

Königsbej^  |  ^ 

B 
K 


Wien 


Azimat  «. 


Winkel 


239°  33'    0,6889' 

334  52  5,8107 
23  11  41,5017 
65  16    9,3650 

157  10    7,2216 

199  58  13, 


95»  19'    5,1218" 

42     4  27,8633 

,2216     } 

;;4151     V^  ^«     «'1935 


180»+  s  =  180»  11'  39,1786" 


Meter. 


log  i£:TF=  5,8907956.989 
log  WB  =  5,7182160.562 
log  BK  =  5,7242591.353 


Geographische  Breite. 


Reduzierte  Breite. 


Berlin  i  B^  =  b^  30'  16,7"      ft  =  52»  24'  43,01 137 


Königsberg  |   5,  =  54  42  50,6 


Wien  ;   B,  =  48   12  35  5 


ft  =  54  37  24,75639 


/Jj  =  48     6  52,27604 


Die  Azimute  und  Entfernungen  sind  aus  den  Angaben  yon  S.  200 
in  derselben  Weise  abgeleitet,  wie  fflr  die  Linie  BK  allein  es  S.  339, 
182  und  341  geschehen  ist.  Fflr  das  Verfahren  ergab  sich  dabei 
eine  Eontrole  durch  direkte  Behandlung  der  Linie  BK%.  256  u.  £P. 

Werden  die  Punkte  B,  K,  W  mit  den  Indices  1,  2,  3  ausge- 
zeichnet, so  ist  zur  Beduktion  der  Azimute  nach  Formel  (5)  S.  337: 
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cos'B,  sin  2  er,   .  sin  2B.  sin  a,  « 

ai.,-  «..,==  [13.4990] ^^-r-  —  +  [18,616]  _— i__i-% 

cos'  B.  sin  2  or.  .  sin  2  B.  sin  a.  . 

a,..  -  as..  =  [13,4990] -*—   — '  +  [18,616]  — — f--  -' ' , 

log  p„,  =  6,8047  log  p„. «  6,8044  log  9,.  =  6,8056   log  p,.'=  6,8055 

und  hiermit: 

Ol. 8  -  «1.3=  -  0,2205  -  0,0065  =  -  0,2270" 
os.i  -  aj.i  =  —  0,2460  +  0,0061  =  -  0,2399  ,' 

Ferner  hat  man: 

_     .  .       cog'  B.  ain  2or,  ,  sin  2£,  sin  er,  , 

a.., -  «,.,=«  [13,8442] -^r— *--  +  [19,133]  -—J-^, 

*>  ^    .^    COS* 5-  stn  2  a-  a  sin  2B.  sin  «,  , 

o,.,-  «3.2=  [13,8442]  —J——U  +  [19,133] ^'  ^    ", 

log p„.— 6,8048    log  9a,  —  6,8043    log  (>«,«=  6,8056  log  9«,  =  6,8055 

und  hiermit: 

«2.8  -  a«.s=-  +  0,4142  +  0,0194  =  +  0,4336" 
«3.2—  «3.8=  +  0,4891  -  0,0177  —  +  0,4714  . 
Zur  Probe  wurden  die  Gleichungen  gerechnet: 


cos  ßi  sin  «1.8  =  —  cos  /5j  sin  «j.i 
cos  ß^  sin  «2. s  =  —  cos  /},  sin  «3.2. 


Es  fand  sich  bezwi: 

log  cos /3,  =9,7853155.518  —10  log  cos  ft  =9,8245448.818  -10 
logsinai.8==  9,6280829.617«  — 10  '  log sina».!  — 9,5888536.313  —10 
Summa  =  9,4133985.135«  — 10  Summa  =  9,4133985.131  —10 
log  cos  ft  =9,7626381.918  —10  log  cos  ft  =9,8245448.818  -10 
log  sin  «2.3=  9,5953413.007  —10    log  sin «3. 2  =9,5334346.092«  — 10 

Summa  —  9,3579794.925  — 10         Summa  —  9,3579794.910.^—10! 

Die  Dififerenzen  deuten  auf  Ungenauigkeiten  der  Azimute  von  einigen 
wenigen  Einheiten  der  4.  Decimale. 

Für  die  Reduktion  der  Sehne  JB  TTdiente  zunächst  Formel  (11)  S.  181 . 
Zu  dem  mittleren  Azimut  156^^6"  in  der  mittleren  Breite  50<>2r26" 
gehört  log  9  =  6,8045141.    Hiermit  wird  für  die  kürzeste  Distanz  B  Wz 
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log  s  =  5,7180944.366  +  1215.440  +  .748 

=  5,7182160.554. 

Rechnet  man  dagegen  mit  dem  Mittel  der  log  p  für  52^30'  17" 

Breite  und   154^  52'  6"  Azimut   einerseits,   sowie  48^  12'  36"   Breite 

und  157^  10'  7"  Azimut  andrerseits,   welche  nach  strenger  Rechnung 

bezw.  betragen: 

6,8046724]  ^^^^^  _ 

80  wird  nach   den  Formeln  (10)  und  (11)  S.  181  erhalten  für  BW: 
logs=       5,7180944.366 1 

•   +  1215.456   nach  (11) 

+  0.748) 

—  0.008  nach  (10) 

bgs  =       5,7182160.562. 
Für  KW  findet   sich    zu   der   mittleren   geographischen   Breite 
51*  27' 44"  und  dem  mittleren  Azimut  21"  34'  57"  in  strenger  Rechnung 

log  Q  =  6,8055536 
und  hieraus  nach  Formel  (11)  S.  181: 

log  s  =  5,8905264.742  +  2688.558  +  3.662 
=  5,8907956.962 
Schärfer  ist    die   folgende   Berechnung   von   log  s,   bei    welcher   die 
Glieder  6.  Ordnung  in  log  s  vollständig  berücksichtigt  werden. 

Es  ist  log  p  für  48»  12'  36"  Breite  und  19»  58'  13"  Azimut,  sowie 
54»  42' 51"  Breite  und  23«  11'  42"  Azimut  nach  strenger  Rechnung 
bezw  * 

6,8043073  ]  eon.-,o, 

'  l  Mittel  <»  6,8045481 . 

6,8047889  J 
Hiermit  folgt  nach  S.  181  (10)  und  (11)  unter  Beifügung  eines 
ans  der  1.  Formel  (4)  S.  30  leicht  zu  entnehmenden  Gliedes: 

log  k  =  5,8905264.742 

+  4-^(1,)*  =  +     2688.623 
tw^(^r  =  +  3.662 

+^5^©'  =  +  0-007 

+  M-^  -^  (cos*.B  cos»a  —  sin«.B)  =  -  0.045 

Für  KW:     log  s  =  5,8907956.989 . 
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Für  die  3  Ecken  des  Dreiecks  ergiebt  sich  nunmehr  behufs  An- 
wendung der  Formeln  (1)  S.  362: 


K^  =  0,9982777 
K^  =  0,9977849 


1      q"K 


0,9992626  ) 
=  1,4034309-10 


ä:=  0,9984417 
logüT«  9,9993227—10 


log  j^i  =  4,6476-20 


logo  =  5,8907957 
log&==  5,7182161 
log  c  =  5,7242591 


B 
C-- 


=  95019'  5,12" 
=  42     4  27,86 
-42  48    6,19 


log  sin  Ä  =  9,9981266—10 
log  sin  B  ==  9,8261364-10 
log  sin  C  =  9,8321660—10 


o«  =  10'».    60,477  1 4a*  -  3w«  =  126,026  .  10"  =  [12,1005  ] 
6*  =  10'».    27,317  46*  -  3m* 6,614  .  10'»  =  [10,8205.] 


10'».    28,088 


3»t*=  10'».  115,882 


4c*  —  3»»*  =  -  3,530  .  10'»  =  [10,5478»J 


Probe:  Sa.«  115,882.10'». 


Damit  wird  erhalten  aus 

^,  &  und  c  :  log  «  =  2,8440327  +  5598  =  2,8445925 
B,axmic:  2,8446221—  294=    5927 

C,  a  und  h  :       2.8446087  -  157  =     5930 


2,8446221—  294  = 
2,8446087  -  157  = 

699,1856" 


1860 
1864 


Im  Hittal 

11'  39,1860"  . 


Dieser  Werl  ist  etwas  zu  grofs  und  zwar  um  0",0074. 

Es  ist  jetzt  weiter  für  A  —  A*,  u.  s.  f.,  nach  den  Formeln  (1) 
S.  362: 

log  (JiTi  -  X)  =  6,2151«— 10 1  log  (»i*  -  a*)  =  11,3395» 
log  (JTg  -  Z)  =  6,8174.-10  log  (w*  -  6«)  =  11,0535 


log  (Zs  —  K)  =  6,9143  -10 
iogjij^==  1,1661  -10 


log  (m*  -  c*)  =  11,0229 


log 


60  o„* 


^*  =  -3- 


0,0096"  —  0,0625"  ==  ^ 
B  —  B*=  .'  -  0,0383  +  0,0324  =  * 
C  —  C*=^  3  +  0,0479   +  0,0301    =  -*  +  0,0780 . 


7,4565-20 

0,0721" 

0,0059 
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Mit  *  =  699,1786  ergeben  sich  hieraus  die  Werte: 

A*  =    95«  15'  12,1343'' 
JB*  =    42     0  34,8097 
C7*=    42  44  13,0560 


Summa  =  180  00  00,0000. 

Die  Sinus  dieser  Winkel  müssen  sich  wie  die  Seiten  a,  h,  c  ver- 
halten.   In  der  That  hat  man: 


log  0=5,8907956.989 
log  sin  A* = 9,9981 7 19.226 


log  6—5,7182160.562 1         log  c=5,7242591.353 
log  sin  B* =9,8255922.810  ■  log  sin  C*= 9,83 16353.602 
5,8926237.763  \  5^8926237^752 1  ~  5,8926237.751 

Die  Übereinstimmung  dürfte  genügen. 


Vorstehende  Ergebnisse  benutzen  wir  endlich  noch  zu  einer 
strengen  Berechnung  des  Excesses  nach  Weingartens  Formel  (1)  S.371. 

Wir  haben  vorerst  mittelst  der  Winkel  des  ebenen  Dreiecks 
log  F*  =  11,4406471.1  und  hieraus  mittelst  Formel  (16)  S.  367: 

logF=  11,4406471.1  -f  5147.7  +  3.5  =  11,4411622. 

Jetzt  wird: 

ff"  JLK'^  [2,8445931]  =  699,1866". 

Es  ist  weiter: 

sin  Bi  =  0,7934     sin  i?,  =  0,8163     sin  B^  =  0,7456 ' 
und  hiermit: 

,  [  (sin  J?i  —  sin  B^y  +  (sin  B^  —  sin  B^y  ] 

Q'i-,~\  =  +  0,0061" 

^   a«'  6  I  +{BmB,-'8mB,y  j         ^   ' 


"•o 


Dies  giebt  zusammen  —  0,0075".     Man  hat  daher  genauer: 

£  =  699,1791", 

welcher  Wert  bis  auf  0,0005"  mit  demjenigen  übereinstimmt,  der  aus 
den  Horizontalwinkeln  abgeleitet  worden  ist. 

Auf  A  —  Ä*  u.  s.  f.  haben  die  höheren  Glieder,  um  welche  sich 
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die  Formeln  S.  371  u.  ff.  von  denen  S.  362  unterscheiden,  nur  einen 
Einflufs  von  durchschnittlich  0,0001". 

§  16.  Bessels  Formeln  zur  Reduktion  eines  geodätischen 
Dreiecks.  Bereits  im  Jahre  1822  hat  Bcssel  in  den  Astronom.  Nachr. 
Bd.  1  Nr.  6  S.  85  {Alhundlungm  Bd.  3  S.  3)  eine  Formel  zur  Reduk- 
tion der  Winkel  eines  geodätischen  Dreiecks  auf  ein  sphärisches  mit 
denselben  Seiten  angegeben,  ohne  jedoch  ihre  Entwicklung  zu  zeigen. 
Die  Formel  enthält  alle  Glieder,  welche  von  e^  abhängen,  vollständig; 
vernachlässigt  aber  die  höheren  Potenzen  von  e*.  Sie  kann  dadurch 
erhalten  werden,  dafs  man  die  Formeln  des  §  9  S.  232  u.  ff.  auf 
Glieder  mit  ^  abkürzt  und  alsdann  auf  die  3  Seiten  eines  geodätischen 
Dreiecks  anwendet.  (Die  Entwicklung  hat  Ähnlichkeit  mit  derjenigen 
des  §4  S.  329u.  ff.;  in  den  Endresultaten  treten  auch  ähnliche  Paren- 
thesen-Ausdrucke auf  wie  in  (10)  S.  332.) 

Hansen  hat  die  Entwicklung  in  seinen  Geodätischen  Untersuchungen 
S.  116—136  durchgeführt  (vergl.  auch  S.  104)  und  schliefslich  eine 
interessante  Abkürzung  der  Ausdrücke  für  mäfsig  grofse  Dreiecks- 
seiten gegeben.  Damach  hat  man  zur  Reduktion  der  Winkel  Ä,  B,  C 
im  geodätischen  Dreieck  auf  die  Winkel  Ä'%  JS",  (7"  des  sphärischen 
Dreiecks  mit  denselben  Seiten  die  Formeln: 

Ä-Ä"  =  ^e^  ~  (2 cos  2/3i  -f  cos  2ß^  -f  cos  2ft)  +  Gl^ 

£  —  £"  =  -^^  e'  ^^  (cos  2ß,  +  2co8  2/3,  -f  cos  2ß^)  -f  Gl^  \    (1) 

(7  -  C"  =  1  e*  1^  (cos  2ß,  +  cos  2ß,  +  2cos  2ß,)  -f  Gl, .. 

Hierbei  ist  als  Kugelradius  der  Äquatorialradius  üq  vorausgesetzt 
Berücksichtigt  man  dies,  sowie  die  Formeln: 


R\  =  1  -{- e^  cos  2 ß,  +  Gl^ 
K^  =  l  +  e^cos2ß^  +  Gl^ 
7^3  =  1 -{-^cos2ß^ +  Gl^, 


(2) 


so  kann  man  leicht  von  den  Formeln  (1)  zu  den  Formeln  (3)  S.  358 
gelangen,  wie  folgt. 

Letztere  setzen  als  Kugelradius  «q  :  YK  voraus ,  K  das  arith- 
metische Mittel  von  K^ ,  -K,  und  K^ .  Geht  man  aber  vom  sphäri- 
schen Dreieck  auf  der  Kugel  mit  dem  Radius  Oq  erst  zum  ebenen 
Dreieck  über  und  dann  von  hieraus  auf  die  Kugel  vom  Radius  aQ  i^K^ 
so  ist  unter  Beachtung  der  Formeln  S.  92: 
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i  ^*  J  (^ös  2ß,  +  cos  2  A  +  cos  2/J3)  +  Gl,  . 

Addiert  man  diese  Gleichung  zur  1.  Gleichung  (1),  so  folgt  ein 
Ausdruck  für  A—Ä^^  woraus  durch  Analogie  auch  B — B^  und  (7—  C 
hervorgeht.     Das  Resultat  ist  darnach: 

4  _  ^.  =  1  e«  j;  (cos  2 A  -  ^'A±^^?lM:^£il^)  +  G,^ 

i_B'  =  ^e«i;(co8  2ft-^5i?Mi££!lPi±i£ilft)  +  G/,  }  (3) 
C _  C  =  ^  e*  i;  (cos  2ft  -  ,co_82p^+cos^2p.  +  co«2p.^  _^  ^^^  ^ 

welches  Formelsystem  nun  augenscheinlich  mit  (3)  auf  S.  358  über- 
einstimmt 

Es  läfst  sich  nicht  verkennen,  dafs  die  im  Vorstehenden  an- 
gedeutete Entwicklung  den  Vorteil  vor  der  S.  348  u.  ff.  gegebenen  hat, 
weniger  Vorbereitungen  zu  erfordern.  Sie  wird  sich  auch  namentlich 
(im  Vergleich  zu  Hansen  a.  a.  0.)  noch  sehr  vereinfachen,  wenn  von' 
vornherein  nur  mäfsig  grofse  Werte  der  Dreiecksseiten  vorausgesetzt 
werden.  Dagegen  scheint  es  sehr  schwierig  zu  sein,  in  diese  Entwick- 
lung auch  höhere  Potenzen  von  e^  aufzunehmen,  was  bei  jener  keines- 
wegs der  Fall  ist. 

Hansen  benutzt  auf  S.  210  bis  218  eeiner  Geodätischen  Untersuchungen 
die  allgemeinen  Besselschen  Formeln  noch  zur  Näherungsaufiösung  mehrerer 
Aufgaben,  die  sich  auf  eine  durch  8  Stücke  bestimmte  geodätische  Linie 
beziehen,  welche  dabei  eine  betrachtliche  Länge  haben  kann.  Insbesondere 
betrachtet  er  den  Fall  gegebener  Breiten  der  Endpunkte  und  gegebener 
linearer  Länge  der  Linie.  Diese  selten  auftretende  Aufgabe  kann  selbst- 
yerständlieh  auch  durch  snccessive  Annäherung  mittelst  der  hier  gegebenen 
Formeln  in  ähnlicher  Weise  wie  die  Aufgabe,  eine  geodätische  Linie  aus 
der  geographischen  Lage  ihrer  Endpunkte  zu  bestimmen,  gelöst  werden. 
Auch  Hansens  Formeln  sind,  wie  bemerkt,  keine  strengen  und  erfordern 
eventuell  ebenfalls  eine  weitere  Annäherungsrechnung. 

§  17.  Andraes  Entwicklungen.  Dreiecke  aus  Tertikal- 
schnitten  u.  s.  f. 

Schon  S.  94  ist  die  Art  und  Weise  erörtert  worden,  wie 
Andrae  im  1.  Bde.  der  Dänisdwn  Gradmessimg  bei  der  Entwicklung 
von  Legendres  Theorem  vorgeht  Für  das  Ellipsoid  knüpft  er 
(S.  187 — 200)  seine  Betrachtungen  zunächst  an  die  (als  mit  der 
geodätischen  Linie  gleichlang  zu  setzenden)  Yertikalschnitte  und  die 
zwischen  denselben  liegenden  Horizontalwinkel  an  und  zeigt  in  der 
bereits    angedeuteten  Weise   (bei  Zachariae   a.  a.  0.     S.   129—132), 
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welche  Reduktionen  an  den  Horizontalwinkeln  angebracht  werden 
müssen,  um  sie  als  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  betrachten  zu  können, 
dessen  Seiten  den  Längen  der  Yertikalschnitte  (also  auch  der  geo- 
dätischen Linien)  zwischen  den  Endpunkten  entsprechen. 

Um  zu  diesen  ein  besonderes  Interesse  bietenden  Formeln  zu 
gelangen,  drehen  wir  hier  den  Gang  um.  Denn  die  Reduktions- 
forraeln  für  das  geodätische  Dreieck  haben  wir  bereits.  Wir  brauchen 
in  dieselben  nur  anstatt  der  Winkel  zwischen  den  geodätischen 
Linien  die  Horizontalwinkel  (d.  h.  die  Winkel  zwischen  den  Vertikal- 
schnitten) einzuführen  und  haben  dann  die  Formeln  für  die  von  den 
Vertikalschnitten  gebildete  Figur,  weil  eben  in  den  linearen  Längen 
der  Vertikalschnitte  und  der  geodätischen  Linien  kein  Unterschied  ist, 
so  lange  man  sich  auf  mäfsig  grofse  Entfernungen  beschränkt. 

Nennen  wir  die  Horizontal winkel  A^,  Bq  und  C^,  die  Winkel 
zwischen  den  geodätischen  Linien  aber  -4,  B  und  C,  und  beschränken 
uns  auf  die  gröfsten  Glieder  in  den  Differenzen  Ä  —  -4^,  u.  s.  f., 
dann  ist  mit  Rücksicht  auf  Formel  (11)  S.  332,  weil  A  =  «i.s  —  ai.2, 
Aq  =  üi,^  —  öti.2  ist: 

^  -  ^0  -  P"  'Ao~7-  (^  sin  2ai.2  -  V  sin  2ai.s)  +  Gl^ 

in  Sek,  -^^"o 


B  —  Bq  =  p"  ^-j~-^-  ip^  sin  2a2.3  —  c*  sin  2a2.i)  +  Gl^ 


in  Sek.  12  a. 


(7  -  Co   =  q'  '-^'-&  (6«  sin  2as.i  -  a»  sin  203.2)  +  Gl, . 

in  Sek.  ^^^0 


(1) 


Verbinden  wir  dies  mit  den  Formeln  (6)  S.  359,  wobei  wir  aber 
auch  nur  bis  zu  Gliedern  5.  Ordnung  gehen,  so  folgt: 

in  Sek. 

+  q"  ^'^  (i*  sin  2a,.,  -  c»  sin  2«!.,)  +  Gk 


B,-B*^±  +  g"^'*^'^'^'-''y 


in  Sek. 


3     '    ^  60  a. 

in  Sek. 


+  ^"  '-S^  (^'  «^^  202.1  -  a'  sin  202.5)  +  Gl, 


in  Sek.  .    ? .  **"  *o 


in  Sek. 


+  P"  '-l^f~  («'  sin  203.2  -  6*  sin  203.1)  +  Gl, 


12  a. 


(2) 


Aus  diesen  Formeln  ersieht  man  sofort,  dafs  in  allen  Fällen,  wo 
überhaupt    solche    Entfernungen    in   betracht    kommen,   für   welche 
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geodätisches  und  astronomisches  Azimut  merklich  von  einander  ver- 
schieden sind^  es  immer  weit  einfacher  ist,  mit  der  geodätischen 
LiniC;  als  mit  dem  Yertikalschnitt  zu  rechnen. 

Nach  Andraes  Auseinandersetzung  ist  überhaupt  der  Vorteil 
der  Einführung  der  geodätischen  Linie  der,  dafs  die  Berechnung  der 
Dreiecksnetze  möglichst  einfach  wird.  In  der  That  zeigt  die  Ver- 
gleichung  der  Formeln  (2)  mit  den  (6)  S.  3ö9;  dafs  von  allen  mög- 
lichen als  gleichlaug  zu  betrachtenden  (und  auf  der  Kugel  zusammen- 
fallenden) Verbindungslinien  die  geodätische  Linie  die  einfachsten 
Redukti(yi\sformeln  gieht  Die  Rechnung  ist  eben,  wenn  man  nur  Glieder 
bis  zur  4.  Ordnung  incl.  berücksichtigt,  fürs  einzelne  geodätische 
Dreieck  auf  dem  Ellipsoid  gerade  so  einfach  wie  auf  der  Kugel.  Sie 
wird  erst  durch  Herbeiziehung  von  Gliedern  5.  Ordnung  etwas  kom- 
plizierter, aber  doch  in  nur  geringem  Mafse. 

Insoweit  es  sich  nun  um  mefsbare  Dreiecke  handelt,  ist  aller- 
dings ein  Vorzug  der  geodätischen  Verbindungslinie  nicht  notwendig 
vorhanden.  Da  nämlich  die  heöbackteten  Azimute  astronomische 
Azimute  sind,  die  Horizontal winkel  aber  Differenzen  solcher,  so  ist 
einleuchtend,  dafs  letztere  bei  Anwendung  der  geodätischen  Linie 
zunächst  auf  geodätische  Azimute  reduziert  werden  müssen.  Hier- 
bei kommen  aber  gerade  wieder  die  in  den  Formeln  (1)  steckenden 
Glieder  zur  Geltung.  Dieselben  sind  jedoch  lediglich  geringfügige 
Gröfsen,  die  als  gegen  die  Beobachtungsfehler  ganz  zurücktretend 
vielfach  weggelassen  werden.  Werden  aber  diese  Korrektionen  ange- 
bracht, so  zeigt  obige  Auseinandersetzung,  dafs  sie  auch  bei  der  Wahl 
irgend  einer  andern  Verbindungslinie  nicht  zu  vermeiden  sind.  Es 
müssen  sogar,  wenn  diese  Linien  in  den  Dreieckspunkten  nicht  wieder 
gerade  die  Horizontalwinkel-4o,-BQ,  C^  mit  einander  einschliefsen,  zu  den 
rechten  Seiten  der  Formeln  (2)  noch  weitere  Korrektionsglieder  treten. 

Der  Vorteil  der  geodätischen  Linie  für  die  Dreiecksberechnung 
geht  aber  evident  hervor  bei  Betrachtung  der  Berechnung  von  Polar- 
Jcoordinaten.  Hier  hat  man  es,  wenn  einmal  die  beobachteten  Rich- 
tungen korrigiert  sind,  für  alle  durch  Rechnung  abgeleiteten  nur  mit 
geodätischen  Azimuten  zu  thun.  Hier  treten  also  die  (verhältnis- 
mäfsig)  einfachen  Formeln  (6)  S.  359  in  sehr  günstigen  Gegensatz 
zu  obigen  Formeln  (2)  oder  noch  komplizierteren  Formeln. 

Ebenso  zeigt  sich  hier  die  Rechnung  mit  der  geodätischen  Linie 
derjenigen  mit  der  Sehne  weit  überlegen  (vergl.  S.  W7  und  211), 
in  Bezug  auf  diese  aber  auch  schon  bei  mefsbaren  Dreiecken,  weil 
die  Sehnenrechnung  die  von  e*  abhängigen  Glieder  4.  Ordnung  dreimal 
so  grofs  hat,  als  die  Rechnung  mit  der  geodätischen  Linie  (vergl.  die 
Formeln  (2)  mit  den  (1)  S.  197). 
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Von  verschiedenen  ins  Auge  gefaisten  Hilfslinien  ist  besonders  die  Feld- 
Unie  untersacht  worden,  von  Ändrae  a.  a.  0.  Bd.  1  S.  1 79  und  von  Bremiker 
a.  a.  0.  S.  59  u.  ff.  Die  Feldlinie  ist  durch  die  Eigenschaft  definiert,  dals 
in  jedem  Punkt  der  Horizontalwinkel  nach  den  beiden  Endpunkten  180^ 
beträgt,  d.  h.  dafs  die  Normale  der  Fläche  in  einer  Ebene  durch  diesen 
Punkt  und  die  beiden  Endpunkte  liegt.  Sie  schliefst  sich  daher  in  P^ 
dem  Vertikal  schnitt  nach  P,  und  in  P,  dem  nach  P^  tangential  an.  Wenn 
aber  Bremiker  S.  64  findet,  dafs  jene  Ebene  allgemein  Tangentialebene  der 
Kurve  sei,  so  ist  das  ein  Irrtum  und  beruht  nur  auf  einem  Scheinbeweis, 
wie  die  genaue  Rechnung  und  der  Umstand  zeigen,  dafs  alsdann  die 
Kurve  eine  ebene  Kurve  wäre  und  dafs  ihre  Ebene  mit  den  Vertikal- 
ebenen Pj  P,  und  P,  Pj  zusammenfallen  müfste.  In  unseren  beiden  Referaten, 
ZeiUchr.  f.  Math.  u.  Phys,  von  SeUöinüch  1870  Litt.-Ztg.  S.  29  und  Agtrofum. 
Vierteljahrsschrift  Bd.  13  S.  73  ist  demgemäfs  an  der  entsprechenden  Stelle 
statt  tat^ierende  Ntyrmahhene  (Vertikalebene)  nur  einfach  Normalehene 
zu  lesen.  (Das  Versehen  am  letztgenannten  Orte  beruht  nur  auf  einem 
Schreibfehler,  da  wir  schon  gleich  nach  dem  Erscheinen  des  erst- 
genannten Referats  bei  einer  ausfCLhrlichen  Untersuchung  der  Feldlinie 
sofort  auf  den  Scheinbeweis  Bremikers  aufmerksam  geworden  waren. 
Diese  Untersuchung  wurde  -nicht  publiziert,  da  der  Feldlinie  vom  geodä- 
tischen Standpunkte  aus  so  wenig  Interesse  gebührt,  dafd  andere  Arbeiten 
bald  ihrer  vergessen  liefsen.) 

Man  vergleiche  auch  über  die  Feldlinie  das  Hauptwerk  der  englischen 
Vermessung  Ordnance  Survey,  Principal  Triangulation  S.  237. 

§  18.    Berechnung  einer  Dreieckskette.    Polarkoordinaten. 

Die  beobachteten  Azimute  und  ihre  Differenzen^  die  Horizontalwinkel; 
sind  zunächst  wegen  der  Unterschiede  der  astronomischen  und  geo- 
dätischen Azimute  nach  der  auf  ihr  1.  Glied  reduzierten  Formel  (11) 
S.  332: 

a  —  a  =  —  t^q"  ^   "T  cos* -B  sin  2a  +  •  •  •  (1) 

in  Sek.  1^  «0 

zu  korrigieren,  wobei  s  die  Entfernung  ist  und  B  die  geographische 
Breite  des  Standpunktes^  a  das  geodätische,  a  das  astronomische 
Azimut  bezeichnet.  Im  übrigen  sind  die  Formeln  (6)  S.  359  an- 
zuwenden. 

Vielfach  wird  nicht  nur  die  Reduktion  der  Azimute  und  Hori- 
zontalwinkel unterlassen,  sondern  auch  die  Berechnung  der  Dreiecks- 
seiten imd  Polarkoordinaten  rein  sphärisch  mit  Zugrundelegung  eines 
mittleren  Krümmungsmafses  des  ganzen  trigonometrischen  Netzes 
ausgeführt.  Bessel  nahm  bei  Berechnung  der  ostpreufsischen  Grad- 
messung als  Kugelradius  sogar  den  Äquatorialradius  des  Ellipsoids 
und  betrachtete  doch  schliefslich  die  Ergebnisse  der  sphärischen 
Kechnung  als  für  die  geodätischen  Linien  zwischen  den  Netzpunkten 
gültig. 

Die  Frage  nach  den  Fehlem,  die  hierbei  begangen  werden,   ist 


Digitized  by 


Google 


§  18.    Berechnung  einer  Dreieckskette.    Polarkoordinaten.  401 

eine  dreifache.  Sie  betrifft  1.  den  Einfiafs  mangelnder  Reduktion  der 
gemessenen  Azimute  und  Winkel,  2.  den  Einfiufs  des  Erümmungs- 
mafses  auf  die  nach  dem  Sinussatz  berechneten  Dreiecksseiten  und 
die  ausgeglichenen  Winkel  und  3.  den  Einflufs  der  sphärischen  Rech- 
nung bei  Ausmittelung  der  Polarkoordinaten. 

Die  Beduktion  der  Ajsimnte  nach  (1)  beträgt  für  s  =  0,0  la^  d.  i. 
ß4*wi  jjj^  Maximum  rund  +  0,01".  Da  nun  s  in  direkt  beobachteten 
Dreiecksketten  jenen  Betrag  in  der  Regel  nur  ausnahmsweise  etwas 
überschreitet,  so  kann  man  wohl  die  Reduktion  als  weit  innerhalb  der 
Beobachtungsfehler  liegend  yemachlässigen. 

Günstig  ist  diesem  Verfahren,  dafs  abgesehen  von  Gliedern  5. 
Ordnung,  der  ÜberschuTs  der  Summe  der  3  Horizontalwinkel  über 
180^  den  Excefs  des  geodätischen  Dreiecks  giebt,  wie  die  Addition 
der  Gleichungen  (1)  S.  398  zeigt,  wonach 

A,  +  B,-{-C,  =  A  +  B  +  C+Gh.  (2) 

Es  wird  daher  bei  der  Ausgleichung  einer  einfachen  Dreiecks- 
kette  ohne  Reduktion  der  Azimute  dasselbe  System  von  Verbesserungen 
erhalten,  wie  in  dem  Falle,  dafs  die  Azimute  und  Horizontal winkel 
korrigiert  sind. 

Die  vernachlässigten  Reduktionen  a  —  a  bleiben  aber  den  ein- 
zelnen Richtungen  als  Fehler  rein  anhaften,  und  es  läfst  sich  deren 
Einflufs  auf  die  Seitenberechnung  und  Azimutübertragung  somit  för 
eine  geradgestreckte  Kette  von  der  Form  der  Fig.  13  S.  198  leicht 
ersehen. 

Da  a  —  a  von  sin  2  a  abhängt,  so  werden  Winkel  mit  bezw.  ent- 
gegengesetzt gerichteten  und  gleich  langen  Schenkeln  gleichviel  fehler- 
haffc,  mithin  ist  der  Einflufs  der  Vernachlässigungen  auf  die  Berech* 
nung  der  Seiten  a ,  a",  a'"  u.  s.  f.  (welche  man  sich  in  Fig.  13  an 
Stelle  der  Sehnen  tt',  tt",  «'"  u.  s.  f.  eingesetzt  zu  denken  hat)  um  so 
mehr  verschwindend,  je  genauer  sich  die  Dreiecke  paarweise  zu  Paral* 
lelogrammen  gruppieren  (vergl.  die  Betrachtung  S.  198  u.).  Dagegen 
werden  alle  Seiten  c  und  d  um  ungeföhr  gleiche  Beträge  irrig  er- 
halten und  somit  auch  die  Gesamtlänge  etwas  fehlerhaft.  Jedoch 
wächst  der  Fehler  nur  einfach  proportional  der  Länge,  weil  in  den 
Seiten  a\  d'  u.  s.  f.,  wie  bemerkt,  keine  Fehleranhäufung  eintritt. 

Bedenkt  man  nun  noch,  dafs  die  gestreckten  Winkel  an  den 
Langseiten  der  Eette  von  den  a  —  a  nicht  erheblich  beeinflufst  werden, 
so  bleibt  als  Gesamteinflufs  nur  eine  geringe  Drehung  der  ganzen 
Kette  infolge  des  Fehlers  im  Azimut  der  Seiten  c  und  d,  sowie  eine 
geringe  Änderung  der  GesamÜänge  der  Kette. 

Erstere  wird  O'/Ol  nicht  wesentlich  übersteigen  und  letztere  bei 

Helmert,  mathem.  u.  physikal.  Theorieen  der  höh.  Geodäsie.  26 
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wohlgeformten  Dreiecken  erst  in  der  8.  Decimalstelle  des  Logarith- 
mus merkbar^   wie  man  leicht  durch  Bildung  des  log  —  mittelst  der 

um  etwa  0,01"  fehlerhaft  angenommenen  Gegenwinkel  findet. 

Man  kann  noch  bemerken^  dafs  auch  diejenigen  Seitengleichungeu, 
welche  einer  doppelten  Verbindung  von  je  zwei  der  Seiten  a,  a\  a  •  • 
entsprechen,  von  der  Vernachlässigung  der  Azimutkorrektionen  wenig 
oder  gar  nicht  beeinflufst  werden.  Sind  nämlich  z.  B.a  und  a,  Fig.  13 
S.  198|-  durch  ein  Viereck  mit  beiden  Diagonalen  verbunden  und  denkt 

man  sich  das  Verhältnis  -;    mit  Hilfe  beider  Diagonalen  hergestellt 

und  damit  die  Seitcngleichung  gebildet,  so  geht  natürlich  in  diese 
ebensowenig  jene  Vernachlässigung  ein,  wie  in  die  beiden  Werte  des 

Verhältnisses  —,,  Es  ist  klar,  dafs  auch  jede  andere  Art  der  Auf- 
stellung der  Seitengleichung  in  jenem  Viereck  frei  von  der  Vernach- 
lässigung sein  wird,  wenn  die  obige  es  ist^  weil  man  aus  dieser  und  den 
Dreieckswinkelgleichungen,  die  auch  frei  von  der  Vernachlässigung 
sind,  jede  andere  Form  der  Seitengleichung  herstellen  kann. 

Wenn  nach  dem  Vorhergehenden  die  Vernachlässigung  der  Re- 
duktionen der  gemessenen  astronomischen  Azimute  und  Azimutal- 
unterschiede  auf  geodätische  unter  günstigen  Umständen  nur  geringe 
Fehler  giebt,  so  ist  doch  immerhin  bei  der  grofsen  Leichtigkeit,  diese 
Reduktionen  anzubringen,  nicht  recht  einzusehen,  warum  sie  vernach- 
lässigt werden,  zumal  in  Fällen,  wo  einzelne  lange  Diagonalen  vor- 
kommen, der  Einfiufs  der  Vernachlässigungen  ohne  Zweifel  beträcht- 
lich das  oben  angegebene  Mafs  überschreiten  kann. 

Vielleicht  würde  man  dieser  Reduktion  mehr  Aufmerksamkeit 
schenken,  wenn  sie  in  den  Excessen  merkbar  würde,  oder  wenn  bei  der 
Berechnung  geographischer  Breiten  und  Längen  mittelst  der  Ergebnisse 
der  Triangulierung  aus  ihrer  Vernachlässigung  Widersprüche  zwischen 
den  Rechnungsresultaten,  welche  auf  verschiedenen  Wegen  durch  das 
trigonometrische  Netz  hindurch  erhalten  werden,  entstünden. 

Dieses  letztere  ist  aber  ebenso  wenig  der  Fall  wie  das  erstere. 

Indem  man  die  astronomischen  Azimutaldifferenzen  für  geodätische 
nimmt^  begeht  man  nämlich  Fehler,  die  wie  Beobachtungsfehler  nur 
bei  der  Aufstellung  der  Bedingungsgleichungen  merkbar  werden  können 
(hier  jedoch  auch  oft  nicht  merkbar  werden,  wie  oben  gezeigt),  die  aber 
jedenfalls  no^  erfolgter  Ausgleichung  nicht  mehr  zu  Widersprüchen 
fähren. 

Dieses  Verhalten  ist  wesentlich  verschieden  von  dem  bei  der 
Rechnung  mit  Sehnen.  Vernachlässigt  man  hier  die  entsprechenden 
Glieder  4.  Ordnung,  so  giebt  das  einen  Fehler  der  mathematischen 
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Bedingung;  d.  h.  es  wird  nicht  korrekt  aasgeglichen,  und  es  mufs 
daher  bei  der  Berechnung  geographischer  Positionen  entlang  ver- 
schiedener Seitenzüge  sich  in  den  Ergebnissen  für  gemeinsame  Punkte 
eine  angemessene  kleine  Di£ferenz  zeigen.. 

Ch.  H.  KummeU  hat  1877  in  den  Astronom.  Nachr.  Bd.  89  Nr.  2116 
S.  49  die  übliche  Berechnung  der  Dreiecksnetze  nach  dem  einfachen  Le- 
gendreBchen  Satze  einer  Kritik  unterzogen.  Er  wendet  dazu  die  Hypo- 
these an,  dafs  man  jedes  Sehnendreieck  des  Ellipsoids  wie  ein  Sehnen- 
dreieck einer  Kugel,  deren  Radius  dem  mittleren  - Krümmungsmafs  der 
3  Ecken  entspricht,  berechnen  könne.  Unsere  Untersuchungen  zeigen  aber 
die  Unzul&Bsigkeit  dieser  Hypothese. 

§  19.    Fortsetzung.    Sph&rische  Berechnung  einer   Kette« 

Wild  anstatt  des  speziellen  Erümmuugsmafses  K  für  jedes  einzehie 
Dreieck,  ein  gemeinsamer  Wert  Km  =  JST  +  SK  im 
ganzen  Netz  angewandt^  so  vergröfsert  sich  €  um 
ie  nach  Mafsgabe  der  Gleichung: 

dK 


de  =  B  -^^ 


K' 


(1) 


wie  die  Differentiation  der  Gleichung  für  £  S.  359 
zeigt  Entspricht  nun  K  der  geographischen  Breite 
5  und  Kn.  =  -ST  +  d  JC  der  mittleren  Breite  des 
Netzes  JB„  *=»  5  -J-  dJB,  so  wird,  weil  allgemein 
i:«(l  — c»sin*5)«:(l-c*)  ist: 

2e»sin2B^ 

(2) 


1  —  c«  sin*J5, 


8B. 


Vlg.  86. 


Hierbei  ist  8B  als  klein  vorausgesetzt;  wie  es 
der  Fall  sein  wird,  wenn  K^  ein  mittleres 
Krümmungsmafs  des  Netzes  ist  Man  kann  nun 
offenbar  in  hinreichender  Annäherung  setzen: 

Se^  —  6.2^ sin  2BmSB  +    • .  (3) 

Püf  dB  =  0,05  (als  Arcus  genommen,  wie  Formel  (3)  verlangt)  und 
fSr  eine  mittlere  Breite  Bm  «=  45®  sowie  für  «  =  10"  wird  de  gleich 
O'/OOT.  Jener  Betrag  von  e  gehört  im  Maximum  zu  einer  mittleren 
Seitenlange  m  ^^  0,01  o^  ca.;  dJB  «=»  0,05  aber  tritt  erst  an  den  äufsersten 
Enden  einer  meridional  gestreckten  637^  langen  Kette  auf.  Man 
erkennt  hieraus,  dafs  es  in  der  Regel  recht  wohl  zulässig  sein  wird; 
mit  einem  mittleren  Krümmungsmafs  des  Netzes  zu  rechnen. 

Ist  jedoch  Kn  =  1,  wie  bei  Bessels  Berechnung  der  ostpreufsischen 
Gradmessung,  so  wird  8K  ^^  Km  —  K==  l  —  K  und  in  hinreichender 
Annäherung 

df  =  -  5  .  «2  ßos  2jB  H .  (4) 

26* 
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Für  B  gleich  null  giebt  dies  bei  s  ■=  10"  för  d«  den  betracht- 
lichen Wert  0,07".  Nur  zufällig  ist  für  die  Dreiecke  der  ostpreufsischen 
Gradmessung  de  weit  kleiner,  da  hier  B  im  Mittel  55^  also  cos  2B 
gleich  —  0,34  ist.  Immerhin  wird  hier  da  •=  +  «  :  450,  also  für 
6  =  10"  doch  schon  +  0,022". 

Die  Ss  werden  nun  bei  der  Ausgleichung  wie  Beobachtungsfehler 
verteilt.  Die  Art  der  Verteilung  ist  dabei'  je  nach  der  Gruppierung  der 
Dreiecke  und  den  Gewichten  der  verschiedenen  Beobachtungen  ver- 
schieden. Sehr  übersichtlich  ist  die  Sache  bei  einer  einfetchen  Dreiecks- 
kette ohne  Diagonalen,  deren  Winkel  gleich  genau  beobachtet  sind.  Hier 
wird  durch  den  üblichen  Bechnungsgang  Se  in  jedem  Dreieck  gleich- 

mäfsig  auf  die  3  Winkel  verteilt  und  jeder  Winkel  um  y  vergrofsert. 

Dies  hat  jedoch  auf  die  Seitenberechnung  keinen  Einflufs,  denn  Ä*, 
B*,  C*  werden  oflfenbar  dieselben  wie  für  den  richtigen  Betn^  des 

ExcesseS;  weil  bei  ihrer  Bildung  wieder  y  de  subtrahiert  wird,  indem 
man  y  des  Excesses  von  den  ausgeglichenen  Winkeln  abzieht 

Die  Seiten  und  namentlich  die  Gesamtlänge  PqPu  einer  gerad- 
gestreckten Dreieckskette ;  Fig.  36,  werden  also  richtig  erhalten. 

Nicht  jedoch  die  Azimute.  Die  Winkel  bei  P^,  Pg,  Pj  u.  s.  f. 
sind  nämlich  zu  grofs  um  y  der  Summe  der  b  der  daselbst  zusammen- 
stofsenden  Dreiecke.  Speziell  für  Fig.  36  ist  der  Winkel  bei  P^  zu 
grofs  um  y  (*«i  +  *«2  +  ^h)  ^'  i-  angenähert  dfj.  Ebenso  hat  man 
für  Pa  angenähert  df^  zu  viel,  u.  s.  f.  Bei  der  Übertragung  der  Azimute 
von  PqPi  auf  PiP^,  PgPs  ^«  s.  f.  entstehen  daher  Fehler  im  Betrage 
von  ds^y  dfj  +  d«4j  dfg  +  ds^  +  *^6;  "•  s.  f. 

Diese  Beträge  können  bedeutend  werden;  sobald  wie  bei  der 
ostpreufsischen  Gradmessung  die  ds  alle  einerlei  Zeichen  haben,  weil 
die  6  mit  dem  Aquatorialradius  Uq  berechnet  worden  sind. 

Wenn  dagegen  ein  mittleres  Erümmungsmafs  des  Netzes  gewählt 
ist,  so  wird  offenbar  nicht  nur  der  Betrag  der  einzelnen  de  kleiner, 
sondern  es  treten  in  nördlich  und  südlich  von  der  Mitte  gel^enen 
Netzteilen  die  de  mit  verschiedenen  Vorzeichen  auf,  wodurch  einer 
zu  grofsen  Anhäufung  vorgebeugt  isi 

Setzen  wir  P^P^™  0,1  «o  und  n  —  10,  so  wird  im  1.  Fall 
{Bessels  Methode)  der  Azimutfehler  der  Seite  P9P10  gleich  9c*  cos  2Bn .  f 
und  da  unter  Voraussetzung  gleichseitiger  Dreiecke  £  s=:  10  Sek.  ist, 
so  folgt  dafür  rund  0,6"  cos  2Bm9  ein  Wert,  der  im  allgemeinen  zu 
grofs  ist,  um  vernachlässigt  werden  zu  können. 
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Im  2.  Falle  (Anwendung  eines  mittleren  Erümmungsmarses)  ent- 
steht überhaupt  nur  dann  ein  Fehler,  wenn  die  Kette  nicht  die  ost- 
westliche Richtung  hai  Nehmen  wir  meridionale  Richtung,  so  wird 
auch  hierbei  der  Azimutfehler  von  PqPiq  gleich  null.  Derjenige  der 
andern  Seiten  ist  aber  nicht  null  und  zwar  wird  der  Azimutfehler 
der  Seite  P4P5  ein  Maximum.  Er  beträgt  jedoch  unter  sonst  den- 
selben Voraussetzungen  wie  vorher  nur  0,013"  sin  25«. 

Im  wesentlichen  ebenso  geringfügig  dürften  sich  bei  Anwendung 
eines  mittleren  Krümmungsmafses  des  Netzes  die  Fehler  für  jede 
geradgestreckte  Dreieckskette  von  derselben  Länge  gestalten^  wenn 
auch  die  Verteilung  der  Sb  auf  die  Winkel  bei  ungleicher  Genauigkeit 
derselben  sowie  bei  Existenz  von  Seitengleichungen  ungleichmäfsig 
sein  wird  und  der  Einfiufs  von  6  b  auf  die  Seiten  dann  nicht  ganz 
verschwindend  ist. 

Dagegen  mufs  die  Anwendung  des  Wertes  JST  =  1  (welcher 
der  Breite  JS  «»  ca.  45^  entspricht)  als  unzulässig  bezeichnet  werden. 

Es  mögen  hier  noch  die  Fragen  beantwortet  werden^  wie  b  sich 
durch  einen  FeKler  in  6*  und  einen  Fehler  in  a^  verändert  Man 
findet  leicht  bezw. 

*£  =  +  a  .  cos  2JB*e«  H (5) 

df  =  —  2£  -^  (6) 

und  ersieht  hieraus^  dafs  selbst  so  beträchtliche  Werte  wie  de^  =  0,0003 
und  —  «=»  0,0001  nur  die  Tausendstelsekunden  in  b  beeinflussen. 

§  20.  Fortsetzung.  Sphftrisehe  Berechnung  von  Folar- 
koordinaten*  Sind  im  Anschlufs  an  Fig.  36  für  Pj,  P,^  P3  u.  s.  f. 
Polarkoordinaten  in  Bezug  auf  P^  als  Zentrum  zu  berechnen,  so  kommen 
mehr  und  mehr  Dreiecke  mit  langen  Seiten  in  betracht  und  man 
wird  daran  denken,  die  strengen  Formeln  (1)  S.  362  anzuwenden. 
Ist  jedoch  wie  in  Fig  36  die  Kette  so  geradgestreckt,  dafs  nur  sehr 
kleine  Excesse  fiir  jene  Dreiecke  entstehen,  so  kann  wieder  das  ein- 
fache Legendre&i^<6  Theorem  in  Bezug  auf  die,  dem  mittleren  Erümmimgs- 
mafs  des  Netzes  entsprechende  Kugel  Anwendung  finden.  Nur  bei 
Dreiecksnetzen  mit  grofser  Ausdehnung  nach  2  Dimensionen  sind  die 
strengen  Formeln  notig,  denn  hier  entsteht  wegen  grofser  b  auch 
eine  wesentliche  Ungleichheit  der  Reduktionen  A  —  A*y  £  —  B*, 
C  —  C*  in  den  zur  Berechnung  der  Polarkoordinaten  erforderlichen 
Dreiecken. 

Im  Falle  der  Fig.  36  werden  durch  die  sphärische  Berechnung, 
wie  bereits  nachgewiesep,  nur  die  Azimute  der  Seiten,  nicht  aber  ihre 
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Längen  beeinflufst.   Infolge  dessen  werden  auch  nur  die  Azimute^  nicht 
aber  die  Längen  von  PqPi,  PqP^,  PqP^  , . .  fehlerhaft. 

Man  erhält  als  Fehler  der  Azimute  im  Punkte  P^,  wie  die  Be- 
trachtung der  Figur  zeigt,  wenn  für  die  gestreckten  Winkel  in  P^, 
Pj,  u.  s.  f.  die  Fehler  bezw.  gleich  Se^^  de^^  u.  s.  f.  gesetzt  werden,  • 


für  PoP,  : 

i'^' 

P  P    • 

1«.,+!*., 

„    PoP.  : 

T  *«»  +  -|  *«4  +  X  *«« 

7)      Po  ^10  • 

^  Ö«»  +  ^  *«4  +  •  •  •  :^  *«!«  +  ^  *«, 

Rechnet  man  nun  mit  K^=  1,  sodafs  alle  ds  nahezu  den  gleichen 
Betrag  (4)  S.  403  erhalten,  so  macht  dies  5de  d.  i.  5e^  cos  2JSm .  £ 
oder  rund  0,3"  cos  2B.  Dieser  Azimutfehler  kann  in  der  2.  Decimal- 
stelle  der  Sekunden  der  von  Pq  nach  P^q  übertragenen  geographischen 
Breite  und  Länge  merkbar  werden. 

Rechnet  man  aber  mit  Km  und  nimmt  (als  ungünstigsten  Fall) 
eine  meridionale  Erstreckung  der  Kette  an,  so  ist  näherungsweise: 


de^  =  —  (j£i8  =  —  0,005"  sin  2B„, 
*66  =  —  *  «14  =  —  0,003  sin2jB„ 


df^  =  —  ds^Q  =  —  0,004"  sin  2B„, 
da8  =  —  *fi2  =  — 0,001  8in2JB„ 


und  daher  der  Azimutfehler  für  PqPio  nur  gleich  —  0,008"  sin  2JBm, 
was  wohl  meist  als  geringfügig  angesehen  werden  wird. 

Etwas  gröfser  wird  jedoch  im  allgemeinen  der  Fehler  fürP^Q^Q, 
weil  bei  der  Berechnimg  der  Polarkoordinaten  für  Q^^,  von  Pjq  aus, 
das  zwar  auch  noch  schmale,  doch  immerhin  nicht  kleine  Dreieck 
PqPioQio  eingeht.  Mit  Rücksicht  auf  das  oben  Gegebene  findet  man 
leicht  mittelst  der  Formeln  (1)  S.  362,  dafs  hier  die  Berechnung 
nach  Legendres  Satz  mittelst  Km  zu  dem  oben  berechneten  Azimutfehler 
für  PoPio  heim  Übergang  zu  PqQiq  noch  0,01  bis  0,02"  hinzufügen 
kann,  sodafs  eben  diese  sphärische  Rechnung  nur  für  sohmale  gerad- 
gestreckte Ketten  zulässig  ist. 
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9.  Kapitel. 

Rechtwinklige  geodätische  Koordinaten  und  Übertragung 
geographischer  Koordinaten  mittelst  derselben. 

§  1.  Fnndamentalsatz.  Ein  System  rechtTviiikliger  Koordinaten 
können  wir  uns  mittelst  geodätischer  Linien  in  der  Weise  gebildet 
denken,  dafs  die  Abscissen  auf  einer  geodätischen  Linie  gezählt  wer- 
den und  dafs  die  Ordinalen  geodätische 
Linien  normal  zu  jener  sind;  Kg.  37. 

Bewegt  man  eine  Ordinate  y  im 
Sinne  wachsender  x^  so  beschreibt  ihr 
Endpunkt  P  eine  Linie  konstanten  Ab- 
standes  von  der  a:-Axe.  Ist  die  Ver- 
schiebung des  Fufspunkts  F  unendlich 
klein  und  gleich  dXj  so  wird  man  die- 
jenige von  P  gleich  Vidx  setzen  können, 
wobei  n  eine  Funktion  der  Lage  und 
Länge  der  Ordinate  sein  wird: 

PÖ  =  X^dx. 

Um  It  kennen  zu  lernen,  führen  wir  PJF"  dadurch  in  die  Lage 
QF'  über,  dafs  wir  VF  zuerst  um  den  Punkt  P  drehen  und  dann 
PJP'  durch  Drehung  um  den  Punkt  F'  in  die  Lage  QF  bringen. 
Da  FF'  normal  zu  FF  steht,  so  mufs  FF'  bis  auf  eine  unendlich 
kleine  Strecke  2.  Ordnung  mit  y,  also  auch  mit  QF'  übereinstimmen, 
sodafs  FQ  als  normal  zu  der  Ordinate  QF'  betrachtet  werden  kann. 
(Die  Abweichung  von  der  normalen  Stellung  ist  von  derselben  Art 
wie  beim  geodätischen  Kreis,  vergl.  §  3  S.  271.) 

Formel  (4)  S.  347  giebt  nun  mit  Rücksicht  auf  die  Figuren  28 
und  37  sofort  mit  leicht  ersichtlicher  Übertragung  der  Bezeichnung: 

wobei  der  Lidex  PF  an  -^  bedeutet,  dafs  y  in  der  Richtung  PF  ver- 
längert gedacht  werden  mufs.    Da  <9q  <»  90^  ist)  so  folgt  hieraus: 


Vllyd0Q 

dx 


(2) 


Das  linker  Hand  auftretende  Produkt  —  VXydS^  ist  aber  gleich 
PQy  wie  man  mit  Rücksicht  auf  Fig.  37  und  aus  dem  Umstände 
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erkennt;  dafs  FQ  nicht  wesentlich  von  dem  geodätischen  Ejreis  ab- 
weicht, den  die  Linie  QF'  bei  Drehung  um  F'  beschreibt.  Da 
also  —  tXtyd&Q  «=  FQ  und  nach  (1)  gleich  ndx  ist,  so  folgt  aus  (2): 


\  dy  I PF  ^  ^ 


dy  IpF 

Diese  Formel  bildet  in  Verbindung  mit  dem  oben  erhaltenen  Satz, 
dafs  die  Parallelen  zur  a:-Axe,  also  die  Linien  konstanten  Wertes  y, 
normal  zu  den  Ordinaten  stehen,  das  Fundament  für  die  Theorie  der 
rechtwinkligen  geodätischen  Koordinaten.  Die  in  Formel  (3)  ver- 
langte Differentiation  ist  indessen  etwas  unbequem  auszuführen,  und 
wir  wandeln  (3)  daher  um.  Zunächst  schreiben  wir  anstatt  (3)  für 
den  Augenblick  besser: 

^-7f-  (3*) 

Hierin  ist  erstens  anstatt  des  Zeichens  der  partiellen  Differentiation 
dasjenige  der  vollständigen  eingeführt,  weil  eine  Azimutänderung 
von  y  nicht  in  betracht  kommen,  also  keine  Verwechslung  stattfinden 
kann.  Zweitens  ist  anstatt  dy  im  Nenner  kurz  dF  gesetzt,  um  damit 
zugleich  den  Index  FF  zu  bezeichnen. 

Nach  Gleichung  (6)  S.  275  ist  aber  unter  Anwendung  der  oben 
eingeführten  Schreibweise: 

??- +  ".?-»•  w 

Hierin  bezeichnet  jK^ia^*  das  Krümmungsmafs  für  Punkt  P.  Differenzieren 
wir  diese  Gleichung  nach  y,  wobei  aber  letzteres  über  F  hinaus  ver- 
längert zu  denken  ist,  so  folgt: 

dP^dF^  dF  ao»       ^  ^^^ 

d.  i.  mit  Rücksicht  auf  den  Wert  von  U  nach  (3*): 

Für  3^  schreiben  wir  nunmehr  wieder  -=-.   Bei  dieser  Schreibweise 
aJr  ay 

erscheint  es  selbstverständlich,  dafs  y  im  Sinne  wachsender  Ordinaten 

über  P  hinaus  verlängert  gedacht  werden  mufs.     Man  erhält  also: 

Diese  Formel  stellt  sich  der  entsprechenden  Formel  (6)  S.  275  für  m 
an  0ie  Seite. 
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Gaufa  hat  a.  a.  0.  Art.  19  in  der  That  beide  Differentialgleichongen 
gleichzeitig  in  Form  einer  noch  allgemeiner  gültigen  Gleichung  bewiesen. 
Die  Formeln  (3)  und  (6)  gelten  nämlich  auch  noch^  wenn  die  Abscissen- 
aze  keine  geodätische,  sondern  eine  beliebige  Linie  ist 

§  2.   Differentialformel  fflr  den  Richtungswinkel. 

Obgleich  wir  im  Folgenden  diese  Formel  nicht  anwenden,  soll  sie  doch 
der  Vollständigkeit  wegen  hier  entwickelt  werden. 

Eine  durch  P  gezogene  geodätische  Linie  PP'^  Fig.  37,  bildet 
in  P  mit  der  Parallelen  zur  x-kne  den  Richtungswinkel  ti,  in  dem 
unendlich  benachbarten  Punkt  P  aher,  wenn  man  sie  sich  über  P' 
hinaus  fortgesetzt  denkt,  den  Richtungswinkel  Si  -^^  da. 

Beziehen  wir  nun  diese  Geodätische  zunächst  auf  die  Linien  FT 
und  FP'y  indem  wir  diese  als  Radienvectoren  betrachten,  so  kann 
man  nach  S.  347  (4)  angeben,  um  wieviel  der  Winkel  9,  gezählt 
vom  wachsenden  Radiusvector  bis  zur  wachsenden  Linie  PPj  zunimmt 
beim  Übergang  von  P  nach  P'.    Bezeichnen  wir  PP'  mit  ds,  so  wird: 


nty    \dy/FP 


Nun  ist  aber,  wie  die  Figur  zeigt,  PQ  einerseits  gleich  — sin  Sds 
und  andrerseits  gleich  —  VXyd&Q.    Man  hat  daher  auch 

\  dy  iFP     <' 
Nach  S.  407  (2)  iat  femer: 


0  \dy  /FF  Wjf 


Setzen  wir  diesen  Wert  fQr  dS^  in  die  vorige  Gleichung  ein  und  be- 
rücksichtigen dabei  nach  Fig.  37  die  Relation  dx  «=  VXyd^^  so  folgt: 

\dy  Ifp  V  dy  ) pf  ^  ^ 

Aus  dS  erhält  man  düy  wenn  man  beachtet,  dafs  wie  die  Figur  zeigt: 

e  +  dt  =  210^+ fi   und    ©  +  rf©  —  270<>+ a  +  da, 

mithin   d&  —  d^  ^=  du  ist.     Es  wird  nämlich  hieraus   durch  Ein- 
führung von  (1): 

Bestitnieren  wir  hierin  den  Wert  von  dir  mittelst  der  schon  erwähnten 
Relation  dx  =  tü^dilf,  so  folgt: 

ülmA     (dmA    __  1 
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In  dieser  Formel  ist  in  den  Differentialquotienten  für  VXy  das  Zeichen 
der  vollständigen  Differentiation  eingeführt^  weil  der  Gegensatz  zu 
Änderungen  von  ttty  mit  dem  Azimut  weggefallen  ist 

(2)  läfst  sich  aber  weit  einfacher  schreiben,  um  dies  zu  er- 
kennen, erinnern  wir  an  die  S.  408  vorkommenden  beiden  Gleichungen 
(4)  und  (5): 

Eliminiert  man  K  hieraus,  so  folgt  unter  gleichzeitiger  Addition  eines 
und  desselben  Gliedes  -jp  jpjf^  beiderseits: 

"*y  dP^dF'^  dP  dPdF  ~  dF    dP*   ■+"  dP  dPdF' 


_        d'niy  dWy  dVXy      ,      -p-  . 


Dieses  läfst  sich  links  und  rechts  sofort  integrieren.     Man  erhält: 

d'Wly      dWy   dniy 

^^  dPdF  ~  liF  HP 

Weil  aber  för  y  =  0  auch  Uly  =  0  und    j^  =  1  =  — ^  ist,  was  mit 

Rücksicht  auf  die  Beziehungen  in  der  Ebene  ohne  weiteres  einleuchtet, 
so  ist  die  Eonstante  offenbar  —  1.     Aufserdem  ist  nach  (3)  S.  408 

-jY  *=*  ^  ^^^  daher: 

dXi- dVXy  dVBLy         - 

^y'dP~  dF  TP  ■"  ^ 

oder 

\  dy  I PF  V  dy  Ifp  ^  \dy/p 

Wird  dieses  in  Gleichung  (2)  eingeführt  und  der  nunmehr  überflüssige 
Index  P  rechter  Hand  weggelassen,  so  ergiebt  sich: 

dü  =  p^dx.  (3) 

Vorstehende  Formel  giebt  Gauß  a.  a.  0.  Art.  19.  Sie  gilt  auch  dann, 
wenn  die  AbsciBsenaxe  keine  Geodätische  ist. 

Die  Differentialformeln  für  ü  nnd  n  können  auch  dadurch  gewonnen 
werden,  dals  man  die  Ordinaten  y  in  F  und  F  bis  zu  ihrem  Durch- 
schnitt Ä  verlängert  und  AQF*  auffafst  als  eine  durch  Drehung  ent- 
standene Lage  von  APF^  sodafs  PQ  und  FF*  Elemente  geodätischer 
Kreise  sind.  Mit  Benutzung  der  für  8  Punkte  einer  geodätischen  Linie 
von  Chrigtoffel  a.  a.  0.  S.  148  u.  149  angestellten  Relationen  (insbesondere 
Nr.  8)  gelangt  man  leicht  zum  Ziele. 
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§  3.    Bestimmung  YOn  n.    Zur  Bestimmung  von  It  ist  K  fär 

Punkt  JP  aus  S.  276  (5)  zu  entnehmen.  Zi,  «i.j,  /J^  beziehen  sich 
darin  auf  den  Fufspunkt  der  Ordinate  y,  welche  an  Stelle  von  s  tritt 
und  werden  besser  mit  Kp,  ap^  ßf  bezeichnet.  Man  hat  zunächst 
offenbar,  wenn  die  x-Axe  in  den  Meridian  gelegt  wird: 

aj,_90«,     cosaj.  =  0  (1) 

und  ersieht,  dafs  infolge  dessen  zahlreiche  Glieder  in  K  verschwinden. 
Der  Ausdruck  (5)  geht  nämlich  über  in: 

K=Kir(l  +  2e«  8in»/J/. sin*  ^ +  ...). 

Werden  nun  e  und  yia^  als  Gröfsen  1.  Ordnung  genommen,   so  ist 

K=KF+Gk.  <2) 

Substituieren  wir  diesen  Ausdruck  för  JST  in  die  Gleichung  (6)  S.  408, 
so  folgt: 

g  +  n^(l  +  GZJ  =  0.  (3) 

Abgesehen  von  dem  Rest  Gl^  ist  dies  aber  die  Differentialgleichung 
für  K  in  Bezug  auf  eine  Eugel  vom  Krümmungsmafs  Kß  :  a^^  In 
der  That  ist  (3)  erfÖUt  durch 

tt  =  cos(^l/]^)  +  Gi„  (4) 

wie  man  leicht  verificieri 

FQr  den  nachfolgenden  Gebrauch  ist  es  nun  erforderlich,  das 
Krümmungsmafs  eines  festen  Punktes  der  x-Axe  einzuführen.  Wir 
denken  uns  diesen  Punkt  als  Koordinatenanfang  genommen  und  K 
sowie  ß  für  denselben  mit  dem  Index  null  versehen.  In  der  Formel 
(5)  S.  276  ist  jetzt  «1.2  =  0  und  cos  «1.2  =  1,  ßi  =  ßo,  Ä^j  =  -Kq,  s  =  ic 
zu  setzen.    Man  erhält  damit: 

i&  -  Zo  +  2Zo^  sin  2ß,  ^-  +  Gl^.  (5) 

Denkt  man  sich  nunmehr  cos  (—  YKf)  in  eine  Reihe  entwickelt,  so  er- 
sieht man  sogleich,  dafs 

cos  (X  YKr)  =  cos  (-J  yS;)  -  JEoC«  sin  2^o  ^'  +  Gk  •        (6) 

Dieses  ist  zugleich  der  Ausdruck  für  n.  Setzen  wir  nun  noch  zur  Ver- 
einfachung: 
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-i-e»8in2/}o  =  ^o 


X 


(7) 


und  fägen  dem  2.  Gliede  in  (6)  den  Faktor  ^Kq  bei,  was  nur  einen 
Fehler  höherer  Ordnung  erzeugt,  so  geht  (4)  mit  Rücksicht  auf  (6) 
über  in: 


n  =  cos  iy  —  eJE'oSi?*  +  Gky 


(8) 


welche  Formel  zur  weiteren  Anwendung  geeignet  ist.    Nach  (8)  ist 
es  insbesondere  zulässig  zu  setzen: 


seci,  +  eJE^ogiJ*  +  6?ie- 


(9) 


§  4.  Gang  der  weiteren  Entwicklung.    Im  Anschlufs  an  eine 
von  Gatifs  in  den  Disqu.  c.  sup.  c.  Art.  19  ((?.  Werke  Bd.  4  S.  251) 

für  die  Theorie  der  geodätischen 
Dreiecke  gegebene  Entwicklung  stellen 
wir  zunächst  eine  Differentialgleichung 
für  die  Kürzeste  zwischen  2  durch 
ihre  Koordinaten  gegebene  Punkte  auf, 
Fig.  38. 

Im  Richtungswinkel  ü^.^  gehe  von 
Pj  eine  geodätische  Linie  aus,  deren 
Länge  bis  zu  einem  beliebigen  Punkte 
P  gleich  s  sei.  Wächst  nun  bei  kon- 
stantem y  die  Abscisse  o;  um  dx,  so 
verschiebt  sich  die  Linie  P^P  in  die 
Lage  P^Q.    Zieht  man  PR  normal  zu  P^Q,  so  ist: 

QR  =  PQ  cos  11. 

Nun   ist   aber  QR  zu  betrachten  als  partieller  Zuwachs  von  s  bei 
konstantem  y  und  veränderlichem  o;.    Es  ist  also  ds^^mdx.coaü  und 


Fig.  88. 


ndx 


=  cos  Ä. 


(1) 


Bei  konstantem  x  und  einem  um  dy  wachsenden  y  entsteht  ein 
Zuwachs  ^s  =  QfR  und  da  QfR  =^  dy  sin  ü  ist,  so  wird 

ds       .  ^ 
K-  =  sm  a. 

.    dy 

Die  Elimination  von  a  aus  (1)  und  (2)  mittelst  der  Gleichung 
cos*  a  -}-  sin*  a  =  1 


(2) 
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führt  zu  der  Gleichung: 

Multipliziert  man  beiderseits  mit  4t  s^,  führt  anstatt  x  und  y,  um  den 
einfachen  Ausdruck  (8)  für  n  anwenden  zu  können,  |  und  i}  mittelst 
der  Relationen  (7)  auf  voriger  Seite  ein  und  setzt  femer 

«=iy^o,  (3) 

so  ergiebt  sich  endlich: 

Diese  Gleichung  ist  zu  integrieren.  Geschieht  dieses  nach  der 
Methode  der  unbestimmten  Eoefficienten^  so  wird  6^  als  Potenzreihe 
erhalten.  Ist  aber  6^  als  Funktion  von  |  und  ij  bekannt  geworden^  so 
geben  (1)  und  (2)  die  Gleichungen: 

1  d(ü^^ 


tf  cos  a ' 

e  sin  It  < 


21t    di 

1    d{ü^ 


(5) 


2     dri 
zur  Bestimmung  von  lt. 

Die  Yertauschung  der  Punkte  in  den  Gleichungen  (5)  liefert 
Formeln  für  den  Richtungswinkel  üi.%  und  offenbar  damit  auch  ein 
Mittel  zur  Bestimmung  von  Hi.s  —  ü. 

Auf  dem  hier  vorgezeichneten  Weg  werden  wir  <f^  und  H,  sowie 
Üi.i — H  bestimmen.  Er  erscheint  deswegen  bequem ,  weil  die  in 
betracht  kommenden  Ausdrücke  für  den  Fall  der  Eugel  schon  ent- 
wickelt sind  und  nur  kleine  Verbesserungen  zu  erhalten  haben. 

§  5.  Fortsetzung.  BestiiDmiuig  Yon  öK  Wenn  wir  in  Gleichung 
(4)  des  vorigen  Paragraphen  für  1 :  It  einfach  sec  rj  setzen,  so  ergiebt 
sich  diejenige  Beziehung  von  6^  zu  den  Koordinaten  der  Punkte  P^ 
und  P,  welche  fQr  die  Kugel  mit  dem  Radius  aQiYX^  gilt  und  aus 
S.  122  entnommen  werden  kann.  Der  genauere  Wert  von  1 :  It  giebt 
einen  kleinen  Zusatz  zu  jenem  6^,  welches  wir  6q^  nennen  wollen. 
Heifst  die  Verbesserung  V,  so  ist  also: 

ff«_V+F.  (1) 

Hiermit  geht  die  oben  erwähnte  Gleichung  (4)*  über  in! 
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Dieses  vereinfacht  sich  einesteils  dadurch^  dafs 

(^)'-'+(T-)'-*"' 

ist,  andernteils  durch  die  Bemerkung^  dafs  man  die  2.  Potenzen  der 
Differentialquotienten  von  V  gegen  die  1.  Potenzen  derselben  v^mach- 
lässigen  kann.  Denn  indem  Fnur  durch  das  Glied  5.  Ordnung  6J?oi}^| 
entsteht,  ist  es  nach  (2)  selbst  von  der  Ordnung  des  Produkts  dieses 

Gliedes  in  (^^  )  ;  d-  i-  von  der  7.  Ordnung.  Die  Differential- 
quotienten von  V  haben  dann  die  6.  Ordnung,  ihre  Quadrate  also  die 
12.  Ordnung.  Da  ferner  die  Differentialquotienten  von  6^  die  1.  Ord- 
nung besitzen,  so  sind  ihre  Produkte  mit  den  Differentialquotienten 
von  V  Gröfsen  7.  Ordnung, 

Vernachlässigt  man  alle  Gröfsen,  welche  die  7.  Ordnung,  der 
Voraussetzung  nach  überschreiten,  so  folgt  aus  (2): 

Da  nach  &  122  tf^*  —  -^|*  +  -^^^  +  Grl^  ist,  wenn   gesetzt  werden: 

Jl  =  %-1,      Jn-n-n,,  (4) 

SO  hat  man  für  die  Differentialquotienten  von  6^\ 

^^2J%  +  Gk      -^=2Jn  +  Gk.  (5) 

Für  V  haben  wir,  wie  bemerkt,  eine  Funktion  7.  Ordnung  ein- 
zuführen, d.  h.,  weil  e?  als  Faktor  auftritt:  eine  Funktion  5.  Grades 
in  Bezug  auf  die  Koordinaten  der  Punkte  Pj  und  P.  Offenbar  ist 
aber  6^  und  also  auch  V  eine  solche  Funktion,  welche  in  Bezug  auf 
die  Koordinaten  der  beiden  Punkte  P  und  P^  vollständig  symmetrisch 
gebaut  ist. 

Man  kann  sich  diese  Funktion  zunächst  nach  Potenzen  von  ^i 
geordnet  denken,  denn  J^  mufs  Faktor  derselben  sein,  indem  für 
-^1  e=  0  6^  =^  Jif  wird,  also  V  verschwindet  Indessen  bleiben  nur 
^S'  und  z/|^  zu  berücksichtigen,  da  das  Vorhandensein  ungerader 
Potenzen  von  z/|  der  eben  erwähnten  Symmetrie  widersprechen  würde. 
Wir  begnügen  uns  a]per  mit  Vernachlässigung  von  ^S^  zu  setzen: 

F=  EoJl^'  [iiar,'  +  6,.*  +  cflV^)  +  UW  +  »Vx*  +  cv%))  +  Gk ,  (6) 

worin  a,  2),  e  zu  bestimmende  KoefGcienten  bezeichnen.  Der  Erfolg 
wird  diese  Annahme  bestätigen. 
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Hit  Weglassnng  des  gemeinsamen  Faktors  E^^ti^  ergiebt  die 
Sobstitotion  des  Ausdrucks  (6)  in  (3)  zur  Bestimmung  von  a,  b^  c 
die  (noch  nicht  weiter  zusammengesogene)  Gleichung: 

+  12,»S  =  I  (aV  +  W  +  cnnd  +  Ix  iW  +■  aVi'  +  cvVx)  +  Gh , 
welche  nach  gehöriger  Ordnung  folgende  Form  annimmt: 

i  [4.ri\a  +  3)  +  i,i,,(3c  -  2a)  +  ii,\2h  -  c)[ 
+  l,[ri'{U  -  a)  +  ,1,,  (c  -  26)  +  V(a  -  6  _  c))  +  Gi« 


0. 


Dieselbe  mufs  identisch  verschwinden;  was  nur  möglich  ist  für  nach- 
stehende Werte  von  a,  fe,  c: 

a  =  — 3        6  =  —  1        0  =  —  2. 

Setzt  man  dies  in  (6)  ein  und  fügt  alsdann  V  zu  6^  hinzu,  so  folgt: 

1(312^  +  ^  +  21,1,0 


•»»  =  <-^«^|» 


+  11(1}* +  3^  +  2,1,0 


+  G^?,-         (7) 


Im  Anschlufs  an  die  Formeln  (5)  des  vorigen  Paragraphen  bil- 
den wir  nun  die  Differentialquotienten  von  6^  und  erhalten  zuerst: 

<»  cos  «  =  (sec  1,  +  6i?o  1,»  +  Gk)  (|  -^ 
-i:o^|[|(|-i,«4-|i,,»+3w.)  +  S,(— fij«  +  |V  +  i,.,J]  +  öi,.) 

Hieraus  folgt,  wenn  wir  sec  ij  •  y  l\  mit  (tf  cos  ä)^  als  dem  für 
die  Kugel  gültigen  Ausdruck  bezeichnen  und  den  oben  angegebenen 
Näherungswert  von  -^     ^ 2  ^   berücksichtigen: 

sd'j'-iv-siji?.) 

Die  Differentiation  von  tf'  nacli  i,  giebt  ferner  sofort: 
«sin  «  =  (ff  sin  fl)o  -  ifo^rl^Si?  +  i?.)  +  S,(iJ  +  %)}  +  GZ, .   (9) 


tf  cos  fl  =  (ff  cos  «)o  +  -Ei)^! 


+  ÖZ,.(8) 
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§  6.  Bestimmung  Yon  Distanz  und  Richtungswinkeln  aus 
den  Koordinaten.  Die  Formeln  (7),  (8)  und  (9)  des  vorigen  Para- 
graphen denken  wir  uns  nunmehr  angewandt  auf  2  Punkte  P^  und  Pg. 
Es  ist  alsdann  an  die  Symbole  £  und  r/  ohne  Index  der  Index  2  an- 
zuhängen.   Femer  ist  ü  mit  II2.1  4"  180^  zu  vertauschen. 

Führen  wir  auTserdem  die  linearen  Koordinaten  selbst  wieder  ein 
und  beachten  die  für  die  Kugel  geltenden  Formeln  (3)^  (4)  und  (5) 
S.  122;  dann  wird  nach  einigen  Reduktionen  erhalten: 


s^ 


(1) 


Hierin  ist  gesetzt: 


Jx 


«1  — «1 


yt  +  y» 


J9. 


yt  — yi 


?»  =  -|-  =  ^  mit  W=  Vi  - e*Bm*B„ 


(2) 


letzteres  nach  S.  59  §  15  (3)^   wobei  Bq  die   geographische  Breite 
des  Koordinatenanfangs  bezeichnet. 

Bei  Herstellung  der  Ausdrücke  ^cosHi.i  und  ssinits.i  mittelst 
(3)  und  (4)  S.  122  ist  in  diesen  Formeln  eine  Vertauschung  der  Indices 
1  und  2  auszuführen.    Es  findet  sich: 


s  cos  02.1  «="—-^ä; 


1  _  ^äI  -  :^'l 
•    /_yil     y.'^y'  ,  l£y^\  _  /y.  vt,^^\  ££ 

"T  \»4p*         12^*    "^  $eOQ*/       \2(»»^16^*/    8p* 


+  »Gi,;  (3) 


«sin  ttt.t 


+ ["  ^ + '** + ^»^  ^]  ^'  *'""**'  +  p  <?^  • 

Durch  Yertanschung  der  Indices  1  und  2  folgt  hieraus: 


(4) 
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1     (jyl-  _  j^) 


sco8Äi.2  =  ^a; 


■i-QGl,;  (5) 


ssinfli.«: 


^y  +  (y.  +  j  ^y)  0 


(6) 


Zur  PrüfuDg  dieser  Formeln  dienen  die  Relationen: 
s^  =  s^  cos*  Ä«.i  +  s*  sin*  ^2.  i  =  5*  cos*  Ä1.2  +  5*  sin*  üi,% . 

Bei  der  numerischen  Auswertung  ergiebt  sich  ebenfalls  eine 
Eontrolle  durch  doppelte  Berechnung  von  s  aus  den  Systemen  (3), 
(4)  und  (5),  (6). 

Eine  andere  Eontrolle  kann  mittelst  einer  Formel  erhalten  wer- 
den^ welche  direkt  die  Differenz 


«2.1  —  Äi.»—  180^  =  Jü 


0) 


angiebt.  Soweit  die  Eugel  in  betracht  kommt,  ist  diese  Differenz 
schon  bekannt.  Es  handelt  sich  also  auch  jetzt  nur  wieder  um  die 
Bestimmung  des  Eorrektionsgliedes. 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (4)  und  (6)  ergiebt  sich  mit 
Rücksicht  auf  (7): 

«(sin  tti.2  —  sin  (äi.»  +  Jn)j  =  {s(sin  üi,%  —  sin  («1.2  +  -^ä))  }^ 

+  l(y-|^y)|  +  (y  +  |^y)^)^e«8in25.  +  ^G«„(8) 

worin  das  1.  Glied  rechts  sich  wieder  auf  die  Eugel  bezieht.  Wird 
nun  sin(ili.2 -)"  ^^)  aufgelöst^  so  folgt  aus  (8)  unter  gleichzeitiger 
Umformung  des  in  ^  multiplizierten  Gliedes: 


—  scos  Ä1.2  .  ^H  + 


■•  —  {S  cos  ai.2  .  -^Ä)o  +  •  •  • 


Beachtet  man  jetzt  Formel  (5)^  nach  welcher  /Jx  im  allgemeinen 
nur  um  einen  kleinen  Bruchteil  2.  Ordnung  seines  Wertes  von  s  cos  ai.2 
verschieden  ist,  so  erhält  man  durch  Division  mit  Jx  (vorbehaltlich 
weiterer  Untersuchung  der  Gültigkeit): 

Helmort,  mathera.  n.  pbyaikal.  Theorieen  dor  hob.  Oeodftife.  27 
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Der  Wert  von  (^ü)q  ergiebt  sich  aus  Formel  (4).  S.  119,  wobei 
in  den  Gliedern  4.  Ordnung  für  u  und  v  bezw.  ^fx  und  ^fy  genom- 
men werden  dürfen. 


Damit  folgt  endlich: 


da  =  —  p  — 

in  Sek.  •  ^ 


(9) 


Um  mit  Sicherheit  zu  erkennen^  dafs  diese  Entwicklung  zulässig 
ist;  mufs  man  sich  (8)  in  die  Form  gebracht  denken: 

s  sin  (äi .2  +  du)  =  s  sin  fli .2  +  Ä .  (8*) 

Wie  S.  31  gezeigt;  findet  man  nun,  dafs  die  Entwicklung  von 
du  nach  Potenzen  von  h  gilt,  sobald  h  :  s  co8^lli.2  eine  kleine  Gröfse 
ist;  deren  Potenzen  von  einer  gewissen  Stelle  ab  vernachlässigt  wer- 
den können.  Insoweit  aber  die  der  Kugel  entsprechenden  Glieder 
allein  in  betracht  kommen^  ist  die  Formel  (9)  schon  früher  als  fiir 
kleine  Werte  der  Koordinaten  brauchbar  erwiesen.  Man  sieht  jetzt^ 
dafs  die  Brauchbarkeit  auch  für  das  Ellipsoid  bestehen  bleibt,  denn 
die  Glieder  in  h,  welche  durch  e*  erzeugt  werden,  haben  jedenfalls 
sämtlich  den  Faktor  dx!*^  weil  dieser  Faktor  notwendig  allen  höheren 
Gliedern  des  Ausdrucks  för  s^  S.  416  (1)  anhaftet,  wie  die  Entwick- 
lung S.  414  zeigt.  Dieser  Faktor  bleibt  für  ssinai.s  bestehen,  und 
es  läfst  sich  also  h  durch  s^  cos'a2.i  dividieren,  welches  von  ds^ 
nur  um  einen,  von  1  nicht  erheblich  abweichenden  Faktor  unter- 
schieden ist. 

Hiermit  ist  aber  leicht  zu  ersehen,  dafs  A:5cos'il2.i  för  solche 
Werte  der  Koordinaten,  die  im  Verhältnis  zu  a^  Gröfsen  1.  Ordnung 
sind,  jedenfalls  eine  kleine  Gröfse  2.  Ordnung  ist,  deren  Potenzen 
also  der  Reihe  nach  immer  kleiner  werden. 

Für  die  numerische  Genauigkeit  der  vorstehenden  Formeln  ist  es 
vorteilhaft,  den  Anfangspunkt  der  Abscissen,  für  welchen  K^  gilt,  so 
zu  verschieben,  dafs  die  Abscissen  selbst  möglichst  klein  werden. 

Im  allgemeinen  ist  es  am  besten,  JS^  für  die  MiUe  zwischen  den 
Fufspunkten  der  Ordinalen  y^  und  y^  zu  nehmen.  Dann  wird  a:  =  0 
und  iCj  «SB  —  ojg ,  wodurch  sich  die  Werte  der  von  c*  abhängenden 
Glieder  stark  reduzieren. 

Bei  Werten  der  Entfernungen  s  und  Ordinaten  y  <  0,1  a«  beträgt 
unter   dieser   Voraussetzung   der   Einflufs    der   von   e^    abhängenden 
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Glieder  im  Maximum  f&r  log  s  höchstens  mehrere  Einheiten  der  8.  Deci- 
male.  Der  Einfiufs  auf  ^a  beträgt  gleichzeitig  etwa  ebensoviele  Ein- 
heiten der  2.  Decimalstelle  der  Sekunden. 

Um  eine  Vorstellung  von  der  Genauigkeit  der  Formeln  dieses 
Paragraphen  zu  gewinnen,  braucht  man  sich  dieselben  nur  mittelst 
derjenigen  für  das  geodätische  Dreieck  S.  359  entwickelt  zu  denken^ 
was  in  der  That  möglich  ist,  indem  man  das  Viereck  P^P^F^F^ 
(Fig.  38  S.  412)  in  2  Dreiecke  zerlegt.  Aus  Tafel  (27)  S.  388  und  Formel 
(3)  S.  403  schliefst  man,  dafs  bei  passender  Wahl  von  K^  in  ^a  im 
Maximum  Fehler  von  einigen  Hundertstelsekunden  entstehen  können, 
wenn  die  in  frage  kommenden  Dimensionen  den  Betrag  von  0,1  a^ 
erreichen.  Femer  ist  hieraus  und  aus  §  14  S.  388  u.  ff.  zu  ersehen,  dafs 
log  8  in  diesem  Falle  in  der  8.  Decimalstelle  unsicher  werden  kann. 

§  7.  Bestimmung  der  Eoordinatendifferenz  und  der  Differenz 
der  Bichtungswinkel  aus  der  Entfernung  PiP^,  dem  Richtungs- 
winkel in  P^  und  den  Koordinaten  yon  P^.  Hierzu  ist  es  nur 
nötig,  die  Formeln  (5)  und  (6)  des  vorigen  Paragraphen  nach  ^x 
und  /Jy  aufzulösen.  Dies  wird  aber  dadurch- sehr  erleichtert;,  dafs, 
insoweit  die  für  die  Kugel  gültigen  Glieder  in  betracht  kommen, 
die  Formeln  schon  früher  auf  S.  118  gegeben  sind.  Aufserdem  genügt 
es  in  den  mit  e^  multiplizierten  Gliedern  zu  setzen: 

^2  =  a:i  +  li  +  GZj         yg  =  y,  +  V  +  Gl^, 
und  so  wird  erhalten: 


s  sin  fli.2        u  =  s  cos  Ä1.2 


Vi 


X, 


(1) 

(2) 

+  QGUS) 


I    -[(..  +  T')?  +  (T"+S-)f]?-»'»-  +  »G!, 

+[(?-4)?+(^.-4)7]'*-^ 

Zur  Berechnung  von  ^ü  kann  man  entweder  die  Formel  (9)  des 
vorigen  Paragraphen  anwenden  oder  mit  Rücksicht  auf  Formel  (5) 
S.  119  setzen: 


in  Sek. 


•  Y  («i  +  «») 


-  (yi  -h  y«) 


Ä2. 


«1.2+  180«  +  ^tt. 


(4) 


27* 
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Über  die  Genauigkeit  dieser  Formeln  gelten  wesentlich  dieselben 
Bemerkungen  wie  im  vorigen  Paragraphen.  Insbesondere  ist  es 
im  allgemeinen  vorteilhaft,  den  Koordinatenanfang,  auf  welchen  Kq 
sich  bezieht;  auch  hier  inmitten  der  Fufspunkte  der  Ordinaten  an- 
zunehmen, wozu  es  ausreicht,  a;^  =  —  ^  **  ^^  setzen. 

Man  kann  indessen  um  so  mehr  hiervon  abweichen,  je  kleiner 
die  in  betracht  kommenden  Dimensionen  sind.  Ohne  Zweifel  ist  es 
unbequem,  bei  der  successiven  Berechnung  der  Koordinaten  der  Punkte 
einer  Haupttriangulierung  stets  ein  neues  Kq  für  jede  neue  Dreiecks- 
seite zu  nehmen,  wenigstens  dann,  wenn  man  Kq  bezw.  Wq  aus  den 
Tafeln  genau  interpolieren  mufs.  Es  genügt  jedoch  immer,  den 
nächstgelegenen  Tafelwert  zu  nehmen,  unter  der  Voraussetzung,  dafs 
die  Tafelwerte  von  10  zu  10'  voranschreiten  (selbst  20'  Intervall 
würde  noch  genügen). 

Indem  man  also  q  immer  fortschreitend  verbessert,  erlangt  man 
den  Vorteil,  dafs  die  in  ^  multiplizierten  Glieder  sehr  klein  und 
meistens  so  klein  werden,  dafs  sie  ganz  wegbleiben  können. 

Man  wird  dann  oftmals  die  Formeln  (2)  bis  (4)  auf  die  im 
Druck  hervorgehobenen  Glieder  der  beiden  niedersten  Ordnungen 
reduzieren  können. 

Ein  sehr  ausgedehntes  Dreiecksuetz  kann  nach  diesen  einfachen 
Formeln  aber  nur  dann  behandelt  werden,  wenn  man  mehrere  Abscissen- 
axen  anwendet,  deren  ostwestlicher  Abstand  etwa  nur  150^'"  beträgt. 
Punkte  von  mittlerer  Lage  werden  auf  beide  benachbarte  Axen  be- 
zogen.   (Vergl.  S.  120.) 

Um  die  genau  meridionale  Richtung  dieser  Abscissenaxen  zu 
sichern,  mufs  man  von  der  ersten,  durch  astronomische  Messungen 
festgelegten  Axe  aus  mittelst  der  strengeren  Formeln  rechnen  bis  zu 
denjenigen  Netzpunkten,  durch  welche  die  beiden  benachbarten  Axen 
gelegt  werden.  Von  diesen  aus  lassen  sich  dann  wieder  die  benach- 
barten Axen  bestimmen,  u.  s.  f. 

In  Preufsen  benutzt  man  hierbei  ein  anderes  Verfahren:  Man 
rechnet  direkt  geographische  Koordinaten  (die  man  für  kartographische 
Zwecke  ohnehin  nicht  entbehren  kann)  für  die  Punkte  des  Haupt- 
dreiecksnetzes und  geht  dann  nach  Bedürfnis  zu  lokalen  rechtwinkligen 
Koordinaten  über. 

Dieses  Verfahren  hat  den  Vorteil,  dafs  man  mit  Leichtigkeit  die 
Abscissenaxen  in  ganze  Längengrade  Abstand  von  einander  bringen 
und  überhaupt  ohne  weiteres  irgendwo  ein  System  lokaler  recht- 
winkliger Koordinaten  etablieren  kann. 
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§  8.  Übertragung  geographischer  Koordinaten.  Schon  bei 
Behandlung  dieses  Problems  für  kleine  Distanzen  auf  der  Kugel 
S.  123  zeigte  es  sich  vorteilhaft^  zunächst  rechtwinklige  Koordinaten 
fQr  den  Endpunkt  P^  der  Linie  s  in  Bezug  auf  den  Meridian  des 
Anfangspunktes  P^  zu  berechnen.  Im  Anschlufs  an  Fig.  39  denken 
wir  uns  also  die  Koordinaten  x  und  y  für  P^  herechnet,  alsdann 
aber  mittelst  des  Meridiansbogens  x  von  der  geographischen  Breite 
jBj  des  Punktes  P^  übergegangen  zur  Breite  F  des  Punktes  F,  dem 
Ordinatenfufspunkt.  Es  bleibt  nun  hauptsachlich  noch  die  Aufgabe, 
von  F  aus  mittelst  y  den  geographischen  Längenunterschied  und  die 
geographische  Breite  für  P2  zu  ermitteln. 


West 


00t 


Süi 


Fig.  89. 


Pig.  40. 


Bei  sehr  kleinen  Distanzen  mufs  es  ausreichen,  die  Figur  NFP^ 
auf  dem  Ellipsoid  wie  ein  sphärisches  Dreieck,  auf  einer  Kugel  mit 
dem  Querkrümmungsradius  Qn  im  Punkte  F  als  Radius,  zu  berechnen. 
Denn  die  Normalen  des  Ellipsoids  für  die  Punkte  P2  und  F  schnei- 
den sich  bei  geringen  Entfernungen  sehr  nahe  in  einem  und  dem- 
selben Punkt  Kf  der  Rotationsaxe,  welcher  Punkt  von  F  um  p„  ab- 
steht (Fig.  1,  S.  40).  Die  Seiten  und  Winkel  des  sphärischen 
Dreiecks,  das  auf  der  um  Kf  mit  Qn  beschriebenen  Kugel  zwischen 
den  Durchschnittspunkten  der  Linien  KfFj  -ffi-Pg  und  KfN  mit  der 
Kugelfläche  liegt,  entsprechen  nur  insofern  nicht  genau  den  Winkeln 
der  Normalen  mit  der  Erdaxe,  sowie  den  Winkeln  90®,  Li, 2  und  90^-|-< 
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des  Dreiecks  NFP^  auf  dem  EUipsoid^  als  KfP%  nicht  genau  Normale 
des  Ellipsoids  ist. 

Die  sphärische  Rechnung  bedarf  daher  der  Korrektion;  welche 
nun  ausgemittelt  werden  soll.     Wir  setzen: 

X«:^^    e»  für  die  geographische  Breite  F.  (1) 

yn 

Im  Anschlufs  an  die  Formeln  des  5.  Kapitels^  S.  218  u.  £f.  ordnen 
wir  femer  der  Fig.  39  eine  sphärische  Figur  zu,  Fig.  40,  welche 
die  Azimute  und  Komplemente  der  reduzierten  Breiten  unmittelbar 
enthält. 

Nach  Formel  (9)  S.  221  ist: 


^y  =  «oyi^_r|äV'l  —  Ä^sinV  dq> 
i  =  c  sin  F. 


Da  nun  Qn  =  %  ^T^l  —  ß*  sin*  F  ist,  so  hat  man  auch  9»=ao  :yi  —  1^ 
und  also 


dri  =  yi  —  ?  Yi  —  k^  sin V  dip .  (2) 

Setzeis  wir   aber  ri   als  Grofse    1.  Ordnung  voraus,   so  wird   durch 
Reihenentwicklung : 

yi-Ä«sinV  =  1  -  ^  Ä^ (9' -  i^*)  +  Gk' 

Wird  dies  in  dem  Ausdrucke  (2)  eingeführt  und  dann   von  9  =  0 
bis  y  integriert,  so  wird  erhalten: 

,,  =  9i/r^^(i-|py*  +  ^Ä»,,*  +  (?ig).       (3) 

Hierzu  gehört  die  nachfolgende  Umkehrung,  wie  leicht  zu  verificieren^ 

Man  hat  ferner  aus  Formel  (14)  S.  231,  wenn  Äi  =  ^-Z:*+  --Ä*  +  «« 

und  n  =  Y  e*  +  -g  e*  +  '  *  gesetzt,  sowie  beachtet  wird,  dafs  cos  ßjr 
=  cos  JF:}/l  -^i?  ist: 


^  ,       «■  COS  F 


2  }/l-ÄJ» 


+  4Ä;*sin4y  +  G/, 
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Den  Index  von  Xri.g  werden  wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen 
unterdrücken.  Substituiert  man  nun  die  Reihen  Bm2(p  «^2(p  —  «  9>'+ ••; 

sin  49  =  4<p  +  .  •   und   1  :  Vi  -  k^  =.  l  +  -L  J«  +  1  ft*  +  •  ., 

so  folgt: 

i  =  A  ~  le»  cos  J^  {(l  +  I  Ä«  +  I  e»  +  1 1*  +  I  ^*»  +  I  e*)  (p 

und  wenn  man  endlicli  ffir  fp  mittelst  (4)  ij  einfOhrt: 
Mittelst  sphärischer  Trigonometrie  hat  man  weiter: 


2 


(5) 


tan  X  «=»  tan  g>  sec  ßr  =  |/1  —  Je*  tan  g>  sec  J', 

wozu  wir  aus  (5)  den  Wert  von  l  und  aus  (4)  den  Wert  von  9? 
entnehmen.  Es  ergiebt  sich  hieraus,  indem  nachstehende  Entwick- 
lang nach  Taylors  Satz: 

tan  (w  4"  *)  «=»  tan  m  +  d  sec^w  +  d*  sec^u  tan  u 

+  d»  sec»w  (tan^w  +  4)  H >  (ß) 

unter  Vorbehalt  der  Beurteilung  der  Zulässigkeit,  auf  u«^  L  mit 
8  =  X  —  Ly  sowie  auf  w  =  ij  mit  d  =  ^p  —  ij  angewandt  wird: 

tan  Z  +  (A  —  Z)  sec^i  +  (A  -  Lf  sec^Z  tan  L  +  Gl^ 
=  }^1 — i*  sec jP{ taniy  +  (9?  —  ij)  sec^iy + (9)  —  i2)'sec^i2tani2  +  G^^9 }  •  W 


Durch  Entwicklung  von   1  :  y  1  —  c*  in  Formel  (4)  wird  aber 
erhalten: 

Die  Sabstitation  dieses  Ausdrucks,  sowie  desjenigen  fOr  il  —  L  aus 
(5)  in  (7)  giebt  nun  mit  Benutzung  der  Relation  sec*  =  1  -{-  tan*: 


tan  i -f  i- e*ij  cos  F 


1  +  T«*  +  T**+  8  «*  +  ¥** +  T^*'| 


+  -j-  e*i/«  cos» J"  tan  L -\- Gl^ 


(9) 
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taniz  +  ^Q-e^  +  l^  +  Ze«*) 


Die  recÄfe  Seite  dieser  Gleichung  geht  durch  Entwicklung  von 


>-!** 


16 


yi  —k*  in  die  Reihe  1 

1  2 

teilweise  Substitution  von  tan  ij  —  1^  +  -3-^*  +  7g1?*  + 
folgenden  Ausdruck: 


i^  —  •  •  •    und    durch 


über  in 


sec  F 


tan  iy  + 


'-i^'  +  i^--k^^-'l^^' 


'     16 


-  A  i"  -  ;t  e*A*  -  A  e»i* 


(10) 


16  16  16 

+  (^^  +  1^-1*^)"' 

Man  erkennt  nun  zunächst  durch  Yergleichung  mit  der  linken 
Seite  von  (9),  dafs 

tan  L  =  sec  jP tarn?  +  1?  sec  jP  (y  c^  —  Y  Ä*  —  y  e*  cos*  j)  +  Gl^y 

d.  h.,  da  wegen  fe*  =  e*  sin^F  die  Parenthese  verschwindet,  dafs 

tan  L  =  sec  Ftan  n  +  Crh-  (H) 

Mit  dieser  Relation  eliminieren  wir  in  den  kleinen  Gliedern  von 
(9)  tan^Z  und  tanZ.   Die  linke  Seite  von  (9)  geht  damit  Qber  in: 

tan  Z  +  ,  cos  F  (I  6*  +  I  ^  +  |  e« t«  +   ^  e^i*  +  |  e*i»  +  A  e«) 
+  fi'coHF{]-  e*  +  I  e'k')  +  i?»  sec  f(|  «»  +  A  ß*  +  i-  c«ä«) 

.+  i?*secJ^.|c>  +  GJ3. 

Setzt  man  hier  noch  in  dem  2.  und  3.  Gliede  für  (?  cos  F  den 
Wert  e*  cos*  JF .  sec  F,  d.  i.  (c*  —  J^)  sec  J",  so  erhält  man  fttr  die 
Unke  Seite  von  (9)  den  Ausdruck: 


tan  i  +  sec  jP 


i^-f^'  +  i^'i^-i^^' 


+ 


16 


_  -l  Ä6  _    8    g4  J2  _     1    ^^^A 


16 


16 


16 


,+  (i«*  +  |«*-TÄ^)ij'  +  |e'.»«  +  öt,-. 


(12) 
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Vergleicht  man  dies  endlich  noch  mit  dem  Ausdruck  (10)  für 
die  rechte  Seite  von  (9),  so  erhält  man  die  einfache  Formel: 

tan  Li,2  =  tan  ij  sec  jP  (l  +  ^  ft^iy*  +  G^) .  (13) 

Geht  man  nur  bis  zur  7.  Ordnung^  so  reicht  es  sogar  aus,  tan  L 
=  tan  rj  sec  F  zu  setzen.  Selbst  für  iy  =  0,1  beeinflufst  das  Glied  Ji^rj^ 
der  Parenthese  rechter  Hand  die  8.  Decimale  des  log  tan  L  höch- 
stens mit  2  Einheiten.  ^ 

In  Bezug  auf  die  Konvergenz  der  in  der  Parenthese  rechter  Hand 
von  (13)  auftretenden  Reihe  ist  nun  noch  nachträglich  zu  erörtern, 
inwieweit  die  Anwendung  der  Reihe  (6)  zulässig  ist.  Es  können 
dahei  indes  nur  Zweifel  für  die  Anwendung  auf  m  =  i  entstehen  und 
zwar  hier,  weil  trotz  der  Voraussetzung  über  iy  als  einer  Grofse 
1.  Ordnung  doch  L  in  der  Nähe  des  Pols  sehr  grofs  werden  kann. 
Diese  Anwendung  setzt  aber,  wenn  wir  entsprechend  einer  Multipli- 
kation von  (13)  mit  cos  2^  sogleich  diesen  Faktor  anbringen: 

tanAcosF=tanLcosi^+  (^  —  i)cosi^sec*L  -f  (A— i)*cosFsec*itan  L 
+  {k  —  Lfco8Fsec^L  (tan*i+  -J)  + ...     (13*) 

Bleibt  man,  wie  geschehen,  bei  (A — Ly  stehen,  so. ist  der  Rest  gleich 

(l  -  Ly  cos  F  sec^  L'  (tan«  V  +  {-) ,  (14) 

wobei  L'  ein  nicht  näher  bekannter,  zwischen  L  und  X  gelegener  Wert 
ist  (S.  25).     Für  (A  —  L)  können  wir  in  ausreichender  Annäherung 

hierin  — c*i2  cos  JF' setzen;  nehmen  wir  aufserdem  für  sec*i'  den  Wert 

1  -{-tan^L^  so  reduziert  sich  die  Frage,  ob  der  Rest  auch  in  der 
Nähe  des  Pols  vernachlässigt  werden  kann,  auf  die  Untersuchung  des 
Ausdrucks: 

i-6V(tanrcoslO*.  (14*) 


Hierin  setzen  wir  />'  =  A  —  —  x(^rj  cos  F,  wobei  x  keinesfalls  die  1 

tu 

Daher  ist 
tan  l  C08  F  —  tan  (—  ne^rj  cos  Fj  cos  F 


2 

wesentlich  überschreitet.    Daher  ist 


tan  L'  cos  F  = 


1  +  tan  X  tan  (—  kc*i?  cos  f) 


Obige  Entwicklungen  zeigen  aber,  dafs  tan  A  cos  i^  =  |/l — A:*  tan  % 
also  sehr  nahe  gleich  tan  -q  ist     Mithin  ist  nicht  nur  der  Nenner  im 
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vorstehenden  Ausdruck  rechter  Hand  für  kleine  Werte  von  ij  stets 
nahezu  gleich  1,  sondern  man  sieht  auch  leicht,  dafs  allgemein 
tan  Zr' cos  i^  nahezu  gleich  tanij;  also  eine  Grofse  1.  Ordnung  ist 

Hierdurch  ist  gezeigt,  dafs  das  oben  besonders  hervorgehobene 
Restglied  (14'*')  und  damit  ebenso  der  ganze  Rest  (14)  auch  am  Pol 
eine  Meine  Gröfse  innerhalb    der  vernachlässigten  Ordnungen  bleibt 

Die  Formel  (13)  ist  demnach  ffir  kleine  Werte  r/  auch  in  der 
Nähe  des  Poles  brauchbar.  v 

§  9.  Fortsetzung:  Meridiankonvergenz.  Das  sphärische  Hilfs- 
dreieck giebt  zur  Berechnung  der  Meridiankonvergenz  t  die  Formel: 

tan  ^  =  —  sin  9?  tan  ßr.  (1) 

Hierin  setzen  wir 

tan  iJj.  c==  yr^  tan  JP  (2) 

und 

sin (p = sin  (^  +  (9^ "~  v))  =  sin ij  +  (9*  ~"  't) ^^^V  —  y  (9^ ""  vf  sin ij + ^k' 

Mit  Rücksicht  auf  den  Wert  von  {ap  —  ij)  nach  Formel  (8)  S.  423 
läfst  sich  hieraus  nach  und  nach  ableiten: 

sin,(l-4-c»-lc*-ie«) 

oder 

l/r=78in9>-8in,  +  -i-ij''(*«-e«)(l+e»)  +  ^ijV-7*»)+öi,.  (3) 

Damit  ergiebt  sich  aus  (1),  wenn  man  noch  auf  die  Formel 
Ä*  =  e*  sm^F  Rücksicht  nimmt: 

tan^=  -tanl?'(sini?  - y i?V(l+c*)co8«l''+  ß^)i?V(l  -  7sin«F)  +  Gl,)- 

Zieht  man  hier  endlich  sinij  als  Faktor,  wobei  zu  beachten,  dafs 
ij:sini2  =  l  +  -r1*  +  Crh  ^st,  so  folgt: 

Die  Gültigkeit  dieser  Formel  ist  für  kleine  Werte  von  i}  unzweifelhaft 


yi  —  e*  sin  9?  = 
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§  10.  Fortsetzung:  Breitendifferenz.  Aus  dem  Formelsystem 
(9)  S.  126  entnehmen  wir  die  im  sphärischen  Hilfsdreieck  stattfindende 
Gleichmig: 

sin  {ßp  —  /Sg)  =  —  tan  ^  cos  jJ/f  tan  y  •  (1) 

Um  linker  Hand  die  Di£Eerenz  der  geographischen  Breiten  zu  er- 
halten, benutzen  wir  die  Formehi: 


sm  Bf  =  ^- r  sm  F      cos  ßf  =  -r. 

,     a         yT  ~  e*  sin  B,  ^  coa  JB, 


(2) 


Vi  -  c*  »in«  JB,  "^^        1/1  —  e«  sin«  -B, 

Hieraus  folgt  durch  Bildung  von  sin  ßp  cos  ß^  ■—  cos  /J^  sin  jS,  sofort: 


sin  (/J^  -  ß.)  =  sin  (J^—  B^)    ^ ^^^]~/ 

Es  ist  daher: 


sin  {F  -  5,)  =  -  tan  *  cos  F  tan  y  V^  jj'jj°'^«  ^        (3) 

yi     c 

in  welche  Formel  nunmehr  fiir  k  noch  L  einzuführen  ist. 

Es  ist  aber,  weil  identisch  y  A  —  y  -^  +  V  (^  ""  -^)>    niittelst 
der  Entwicklung  (6)  S.  423: 

cosi^tany— cosJP{tany+^^sec*Y  +  (^^')  sec*ytany+.-|,  (4) 
worin  nach  (5)  S.  423  zu  setzen  ist: 

Man  hat  nun  zu  beachten,  dafs  zufolge  Formel  (13)  S.  425  L  absolut 

genommen  90^  nicht  übersteigen  kann,  tan  —  also  höchstens  gleich  1 

wird.  (Diese  Grenzwerte  treten  ein,  wenn  Punkt  F  in  den  Pol  föllt.) 
Damit  ist  ersichtlich,  dafs  die  Entwicklung  (4)  auch  am  Pole  kon- 
Tergiert^  denn  ihre  Glieder  sind  sämtlich  kleiner  als  die  entsprechenden 

Glieder  der  Entwicklung  (13*)  S.  425.  Es  ist  insbesondere  auch  cos  i^  tan  y 

bis  zum  Pole  eine  kleine  Grofse  1.  Ordnung,  weil  der  gröfsere  Wert 
cos  F  tan  L  dieses  Verhalten  hat. 

Wir  erhalten  jetzt  aus  (4)  durch  Substitution  des  Wertes  von 
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cos  F  tan  ^r-  =  cos  F 


+  4-«*'»co8  Ftan^y+GJ, 


womit  der  Ausdruck  (3)  für  sin  {F  —  JB,)  übergeht  in: 

sin(i^- jBg)  =  -  tanicos FJtan  y  +  (^  e»+ ^  e*F  +  ^e*)  ijcosi?' 


+  l^,,cosFtan«|+G^J,)l^^^.(5) 


VT- 

Die  Entwicklung   des   letzten  Faktors  rechter  Hand    giebt,  wie 
leicht  zu  ersehen  ist: 


»^^g5  =  i  +  i.e»cos''5,+e'(|— isin»B,-l8in*5,)  +  GZ.,(6) 

worin  wir  zunächst  für  B^  die  Breite  F  einfuhren.  Die  vorhergehende 
Gleichung  zeigt,  dafs  man  mit  Rücksicht  auf  Formel  (4)  S.  426 
setzen  kann: 

B^  —  F ri  sin  Ftan  y  (1  +  Gl^). 

Substituiert  man  dies  in  die  hier  stets  gültige  Reihenentwicklung: 
cos* B^  =  cos» F—{Bi  —  F)  sin  2 J'  —  {B^  —  Ff  cos  2F 

+  |(B,-J^)«8in2F+..., 

so  wird  mit  Benutzung  der  Formel  cos  2F  =  2  cos^l^  —  1  ohne 
Schwierigkeit  erhalten: 


cos* JBg  =  cos*F+  71  sin  Fsin  2  J'tan  ^  +  ij*  sin* jP tan*  y  +  Gl^ 
sin*JS,  =  sin*JF'+ffZg. 

Hiermit  läfst  sich  (6)  auf  nachstehende  Form- bringen: 


(7) 


yi=^^  =  l  +  ±e^oos^F  +  ^{i-^^n^F-i.in^F) 


n 


+  e*ij  sin«  Fcos  Ftan  y  +  y  c*ij»sin»Ftan»y +0?« 


Dies  vereinfacht  sich  noch,  wenn  wir  die  Relation 
tan  y  =•  Y  **°  ^,V  ~  **°*  y) 
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benutzen  und  mit  Rücksicht  auf  (13)  S.  425  setzen:  • 

C08j'tan4  =  i-i,(l-tan«|-)  +  |,»(l-tan»|)  +  G?,.       (8) 

Man  erhält  dann  ohne  Mühe: 

l  +  ye»  cos»  J' +«*(?-  -  ^sin'J'-  y  sin*F) 


Vi— e'8iit'.B, 
yi  —  e' 


+  ire'ri*  Bin* F-\-aie. 


\(d) 


Indem  wir  dies  in  dem  Ausdruck  (5)  substituieren  ^  setzen  wir  zu- 
gleich daselbst  im  2.  Oliede  der  grofsen  Parenthese: 

1,=,,  (l-tan*:^) +,tan«y=2co8J'tan:^(l— li,*)+,,tan«y+(?i, 

und  erlpalten  zunächst  für  die  grofse  Parenthese  Yon  (5)  den  Ausdruck: 

*»°l(l+(T^*+T^**+l'^-|*V)co8«J'+|«*'?cosJ'tan|+GZ,). 

Hierin  setzen  wir  endlich  noch  im  letzten  Gliede  für  cos  l^tan  -r-  den 

gleichen   Wert  y  ij  (l  —  tan*  -)  H"  ^h  ^^^  gelangen  sodann  nach 

einfachen  Reduktionen  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung  k  =^esm  F 
zu  der  Formel: 


sin(F— JS,) = — tan  ^cosFtan— 


( 


Setzt  man  hierin  für  tan  t  seinen  Wert  nach  (4)  S.  426,  so  folgt  auch: 

I  l  +  (e*+e«)co8>if  +  ö?e 

+  e*ij*  (I  sin»  J^-  ^cos'F-  |tan«  ^) 


(10) 


8in(F— ^a)  "=  sin  ij  sin  Ftan^ 


.(11) 


Diese  Formeln  lassen  sich  noch  yereinfachen^  wenn  man  für  eine 
vorläufig  nicht  näher  bestimmte  Breite  zwischen  B^  und  F  das  Ver- 
hältnis ifniQm  einführt.     Sei  die  Breite  F-j-x^B^ — F),  so  ist: 


'^-^•''"y+:^^'-^^-l  +  (e'+eOcos»(j-+x(^,-JF))  +  G;, 


Man  hat  aber^  wobei  die  ähnliche  Reihenentwicklung  für  cos^f  ^  auf 
Seite  428  zu  beachten  ist: 
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Xios\F+x{jB^—F))=cos^F-x{B^—F)  sin  2F-'x\B^—Fycos  2F+Gl^ 
=  co8^2^  +  2xij  sin* F cos  F  tan  — 

-=  cos«  F+  xij»  8in*F(l  -  (1  —  x)  tan»  y)  +  Gi^. 

Es  ist  daher  für  die  Breite  F+  x  (JS,—  J'): 

-?^  =  1  +  (e»+ c*)  cos« JP+xc*ia«  sin« f(i  -  (1  -  x)  tan«  y)  +  G?,.  (12) 

Die  Vergleichung   mit  (10)  und  (11)  zeigt,   dafs  es  vorteilhaft  ist, 
X  as  -—  zu  nehmen.     Dann  wird; 


sin(F— ^8)= 


—  tan  t  cos  F  tan 


^1.2       9n 


X  {l+e*1J^(+/2^0S«^+[lV'^*^-4-V^^^ 

=-  +  sinijsinFtan -—?.-"  \   (13) 

X  jl+e*,«(-lcos«J^+[A8in«F-|]tan«%i)+(?i,j 
i=.  _  „Z."-  för  die  geogr.  Breite  F  +  -J-  (B,  -  J"). 

Die  Anwendung  dieser  Formeln  setzt  aber  eine  indirekte  Rechnung 
voraus.  Zieht  man  direkte  Rechnung  vor,  so  ist  x  «=  null  zu  setzen. 
Damit  findet  sich: 


8in(F— B^)= 


=  —  tan  t  cos  F  tan 


^1.2       Qn 


x{l  +  eW[{-lco.'F^\Uin'^]+Gk) 


+  sin  1^  sin  J"  tan  — ^—  •  — 


X  (l  +  e«i,«[-  ^  + 1  sin«  J-- 1  tan«  %^]  +  Gk) 
-  "  =     _   ,  für  die  geographische  Breite  F, 


(14) 
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In  den  Formeln  (13)  und  (14)  wird  man  e^ij^tan^y  vernach- 
lässigen können;  sobald  man  nicht  dem  Pole  nahe  ist^  weil  alsdann 
dieses  Glied  nur  die  6.  Ordnung  hat. 

§  11.  Fortsetzung:  Zusammenstellung.  Für  die  nachfolgende 
Zasammenstellung  wählten  wir  die  Formeln  mit  teilweise  indirekter 
Rechnung  und  brachten  sie  in  logarithmische  Form.  Die  Formel  für 
JBi  —  F  ist  dieselbe  wie  S.  51  (6). 

Gegeben:  Die  rechtwinkligen  Koordinaten  x  und  y  von  Pg  be- 
zogen auf  den  Meridian  von  P,,  gegeben  ferner  die  geographische 
Breite  B^  von  Pj. 

Gesucht:  B^y  Li.i  und  die  Meridiankonvergenz  t 

,0g  iB,-^F)  -  ,og(£f)-,.(C.y_,.0+  o,. 


9m 


Q'^^m' 


-^7,—^  =  [8,5126900.290— 10]  WJ,  W^  «um  Argument  |  (fi,  +  F) 


/^•  =  -2^-t/*« 


^*  ="  i/^^  C*''*"  (Ä|  +  iO  -  7«  co.nÄ,  +  ^)  -f.  6n) 

/J,  =.  [2,98171  - 10] (cos  (Ä,  +  F)-  [8,0«9 - 10]  co.«  (ff,  -f  F)  +  0,00603)  ] .  f^^  E^ih, 
/»•  =  - [8,070 -20]/?, 


der  7.  Deo. 


(1) 


ri  =  Q''^  =  yWp  ^  =  yWp  [8,5097816.695-10]] 

iD  Sek.  9n  ^ 

Wp  Eum  Argument  F.    (Man  notiere  die  Änderung  für  1').  ) 

log  tan  Iri.a  =  log  (tan  iy  sec  F)  +  jf  f,  n'  «in»/--}-  QlA 


15^" 


iftf» 


lo«  7F  7/1  =»  2,0284 —20  für  Kinh.  der  7.  Dec. 

15()   •  i 

log  tan^=log(-sin  1?  taniO  -  eö^Ä^. '/•«<«*  ^+ 9^^ 


6(i-«f«)e"' 


90^" 


log 


-  .,  ^**    ,,.  =  8,05810—10    log  ^1*i  «  1,250  —  20;  beide  für  Elnh.  der  7.  Dec. 


(2) 
(3) 
(4) 


log8in(F— JB2)= 


2     6(l-««)p"« 


sin  ri  sin  F  tan  —     •  j  -_-,/ 

^'^         ./*  oos»F  -  -^^^  V'  (1+8  cos'^  Un»  -^-  +  G/g 


TK  zum  Argument  F  —  -j^F^  B^\  iit  aus  Wp  absnleiteii. 

—  log  (1  -  e«)  —  0,0029083.595 

log  -  -„-  =  2,629  —  10  für  Einh.  der  7.  Dec. 

In  den  kleinen  Gliedern  ist  ri  immer  in  Sekunden  zu  verstellen. 


(5) 
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Vorstehende  Formeln  besitzen  noch  für  Distanzen  gleich  0,1  a^ 
eine  so  betrachtliche  Schärfe ,  dafs  zu  deren  Ausnutzung  9zifiErige 
Logarithmen  erforderlich  sind.  Überdies  sind  unsrerseits  die  höchsten 
Glieder  nur  zur  Untersuchung  der  Genauigkeit  abgekürzter  Formeln 
angesetzt. 

§  12.  Fortsetzung:  Berechnung  von  op,  y  und  cc^,i  aus  # 
und  ^1.2.    In  den  Formeln  S.  419  setzen  wir  y^  =  null   und    be- 

2 

ziehen  Kq  auf  einen  Punkt,  der  um  ^  ^i^  ^^^  -Pi  ^^^^  F  zu  liegt^ 

(vergl.  Fig.  39  S.  421)  der  also  die  Breite  Bq  =  B^  —  ^{B^  —  F)  hat. 

Da  P^F  näherungs weise  gleich  u  ist,  so  hat  man  demgemäfs  zu 
substituieren : 

12  1 

Beachtet  man  nun^  dafs  jetzt  di.a  und  «i.a  identisch  werden,  dafs 
aufserdem  nach  Fig.  39  S.  421  a^.t  =  II2.1  +  ^  ^^^^  ^^  ergiebt  sich 
aus  den  Formeln  (1)  bis  (4)  S.  419: 

tis=  5  cos  «1.2        v  =  ssinai,8 

Xy  y  und  ^Ä  verschwinden  bezw.  mit  u,  v  und  uv,  weshalb,  wie 
angegeben^  diese  letzteren  Grofsen  sich  als  Faktoren  der  betreffenden 
Ausdrücke  ziehen  lassen.  Dadurch  aber  entsteht  die  Möglichkeit, 
dieselben  in  logarithmische  Gestalt  bringen  zu  können,  worin  sie 
lauten: 

w  =8  5  cos  «1.2        t;  =  5sinai.2  (1) 


_      Oq h    —  [M031893] 


Wo  «um  Arg.  fio«  Ä,  +  --  (F—  ß|),  wobei  (F  —  Ä,)  in  Min.  =  [6,786ii— 10]  uW^* 


(2) 
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iog„l« » log (- -i p" :^r)+|.i. -;:-i. ; .^: + g^,    (5) 

a».i  =  «i.»  +  180"  +  z/tt  +  «. 
log  ( j  Jf)  =  6,1606630      log  {■^*)   =5.««»      »»«  (^if)   -'6^««« 
log  (j  m)  =  5,8596330      log  {^  u)   =  t,^w        log  (,^  *«•)  =  s.a»7 
log  (y  (.")  ==  5,0133951      log  (-1  ii.')  =  i.9o« 


Für 
Einh. 

der 
7.  Dee. 


Diese  Formeln  besitzen  eine  etwas  geringere  Genauigkeit  als  die 
des  Yorigen  Paragraphen.  Um  eine  entsprechende  Genauigkeit  zu 
erzielen,  müfste  man  noch  2.  Ordnungen  weiter  entwickeln. 

Man  kann  indessen  das  rechtwinklige  Dreieck  PiFP^  auch 
mittelst  des  erweiterten  2>^en^rßschen  Theorems  auflösen.  Dieses  Ver- 
fahren giebt  allerdings  eine  durchaus  indirekte  Auflösung.  Von  den  in 
betracht  kommenden  Formeln  entsprechen  die  (1)  S.  362  den  obigen 
und  man  kann  dieselben  aus  jenen  durch  Reihenentwicklung  herstellen 
(wie  auch  zur  PrQfung  geschehen  ist).  Wendet  man  die  genaueren 
Formeln  des  §  10  S.  370  u.  ff.  an,  so  dürfte  (11)  S.  374  zur  Berech- 
nung des  Excesses  besonders  passend  erscheinen,  wenn  b  und  c  bezw. 
als  X  und  y  genommen  werden. 

Dabei  ist  zu  beachten,  dafs,  wie  Fig.  39  S.  421  unmittelbar  zeigt, 
bei  gehöriger  Berücksichtigung  des  Vorzeichens  s  nichts  anderes  ist, 
als  —  ^a.  Das  Vorzeichen  von  €  ist  wie  dasjenige  von  xy  zu 
nehmen. 

Für  {A  —  A*)  u.  s.  f.  genügt  es  auch  jetzt  noch,  wie  aus  §  14 
S.  388  u.  ff.  zu  ersehen  ist,  die  einfachen  Relationen  (1)  S.  362 
beizubehalten. 

§  13.  Zahlenbeispiel  I.  Wir  wenden  die  Formeln  der  beiden 
vorigen  Paragraphen  auf  das  Beispiel  S.  244  u.  ff.  an  und  benutzen 
dabei  7ziffrige  Logarithmen  unter  Ansatz  der  8.  Stelle  aus  den  Pro- 
portionalteilen. 

Gegeben: 

Bi  =  52°  30'  16,7"        «1.2=  239^  33'  0,68921" 
5  =  529979,5784-. 

Die  Formeln  des  §  12  S.  432  f&hren  nun  zu  folgenden  Zahlen: 

log  5  =  5,7242591.6 
log  cos  «1.8  =  9,7048223.3»— 10 
log  sin  «1.2  =  9,9355442.5«  — 10  i 


logw-=5,42908l4.9n 
log  V  =  5,6598034.1n 

Helm  er  t,  mathem.  n.  phyeikal.  Theorieen  der  höh.  Geodäiie.  28 
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5„  =  52«  30',3  +  I  [6,735,.— 10  +  5,429»  +  9,997-10] 

=  52«  30',3  +  3  •  145'  =  54»  7',0 
log  TVo  =  9,9990465  —10        log  q  =  6,8050963 


log-      =8,6239852» -10        log  -  =  8,8547071, 


-10 


log  sin  2Bo  -=  9,978—10 . 


Formel  (3):  I 

5,4290814.9« 
+  7414.4 
—  2.6 
+  8.9 
+  0.2 
log7=  r),429S235^8n 


Formel  (4): 
5,6598034.1« 

-  1281.2 

-  2.6 

-  0.1 

-  0.1 
log  y  =  5,6596750.1« 


Formel  (5): 
2,4920874, 
+  7414  1 
+  1854  J 
—  641 
log  ^a  =  2,4929501« 

in  Sek. 


ja^  -ö'l  1,136" 

Die  Formeln  des  §  11  S.  431  führen  jetzt  zu  den  Werten: 


Argnment  fSi  W„: 


1.  AnnMienug :  62°  SO',S  +  —  •  146'  s=  6S°  42',8 
S^  =  — 870V"  =  — «"»'.068 

2.AnoUierUDg:  iV>  80,278'  +  1°  11,627' 
—  68°  42,806' 

jB,  +  F=.  107«  25,6' 

log  cos  (B,  +F)  =  9,476,-10 

log  ß^  =  2,408,-10 


B,  -  F  =  -  2«  25'  3,2722"        F  =  54«  55'  19,9722". 

•     log  y  =  5,6596750.1« 


log  X  =  5,4298235.8.          1 

8,5126900.3  -10 

Summa  °-°  3,9425136.1«          | 
3  log  TT»  =  9,9971689     - 10  | 

log  (*^)  -=  3,9396825  « 

31og  W„  =  9,9971688.1  -10 

log  (<'"*)  =  3,9396824.2« 

-A©"-      +      1.9           1 

log  {Bi  —  F)  •=  3,9396826.1« 

in  S«k. 

Andcnug  Ton  log  Wf  fOr  l'  gleich  —  8.88 

,,  =  _  4«  5'  39,537" 


8,5097816.7  -10 
log  Wf  =  9,9990271.7  -10 


log  ij  =  4,1684838.5. 

InSdc. 


Digitized  by 


Google 


log  tan  1?  =«=  8,8547988.0.-10 
log  sec  F  =  0,2405679.2 
log  tan  Li.«  =  9,0953667.2.-10 
i,., 70  6' 0,001" 


§  14.    Zahlenbeiapiel  t.  435 

log  sin  ij  =  8,8536889.9,  —10 
log  tan  J'=  0,1535189.7 
-  [3,058  - 10]  ij>  cos»J^=      -  8.2 


«».1 


65»  16'  9,368" 


log  tan  «  =  9,0072071.4 
<  =  +  5«  48'  19,815". 


-10 


log  sin  1}  < 
log  sin  F  > 

log  tan  ~  ' 

2  log  Wf      ■■ 
-log(l-e*). 

-  I  8.2  (s.  0.)  . 

log  aiü  {F  -  B^)  ■ 
S 


8,8536890, 
9,9129511 

8,7926620. 

9,9980543 
0,0029084 

—  '  4 


-10 
-10 

-10 
-10 


7,5602644 
4,6855739 


10 
-10 


\og{F-B,) 

in  Sek. 


Besoltate: 


2,8746905 


Der  nebenftn  laerit  berechnete  Wert  von 
log  (F—  Ä,)  giebt  F  —  Ä,  =  12'  2«,86". 
Damit  folgt  als  Argument  von  W: 
F  -  9,87' 
and  Slog  IFb  2  log  Wp-^  75  Einh.  d.  7.  Dec. 
Addiert  man  dieie  75  sa  dem  bisher  be- 
rechneten Werte  von  log  (F  —  B^)^  «o  folgt 
genauer : 

log  {F  —  J5g)  =  2,8746980 

in  Sek. 

F-  B^==        12'  29,3729" 
B,  =  54»  42'  50,599". 


B^  =  54«  42'  50,599" 
i,„=    7     6    0,001    o.uich 
«2.1  =  65  16    9,368 


nach  8.  247. 

so.eou" 

0,000 
9,S«5. 


§  14.  Fortsetzung.  Auf  das  Dreieck  PiFP,  wenden  wir  die 
Formeln  des  §  10  S.  370  u.  ff.  an,  um  x,  y  und  ^A  genauer  kennen 
zu  lernen.  Nach  den  Angaben  S.  244  u.  ff.,  sowie  nach  der  im  vorigen 
Paragraphen  angestellten  Rechnung  ist,  wenn  wir  die  Punkte  PiFP^ 
vorQbergehend  mit  CÄB  bezeichnen: 


C  =  59»  33'  0,68921" 

^  =  90" 

J5  =  30  32  10,447 


5'  11,136" 


logc  =5,6596750.1 
log  a  =  5,7242591.353 
log  b  =  5,4298235.8 


B,  =  52»  30'  16,7" 
Bi  =  54  55  20,0 
B^  =  54  42  50,6 


Hierzu  hat  man  zunächst: 

ÜT,  —  0,9982777 
JSTi  =  0,9977392 
JSTj  =  0,9977849 


lUtttl: 

JS"=  0,99793393 
log  ä:=  9,9991017.9-10. 

28* 
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Ferner  ergiebt  sich   als  Inhalt  F*  des  ebenen  Dreiecks  in  aus- 
reicbender  Annäherang  nach  der  Formel  JP*  =  y  6c  sin  \9QP——bj  , 

da  log  sin  (90^  ^  ^  e)  =  9,9999999.4-10  ist: 
log  2^*  =  10,7884685.3. 
Zum  Zwecke  des  Übergangs  auf  log  jP  ist  jetzt  weiter: 


log  —  =  8,86504 


«0 


log  —  =  8,91962 
log  A  =  8,62518 


-^  =  0,0051296 
—,  =  0,0069062 

«0*  ' 

6' 


V 


0,0017797 


— ,  =  0,0046052 


=  [7,66325-10] 
Fomel  (16)  S.  367  giebt  hiermit: 
log  F*  =  10,7884685.3 
+     2494.8 

1.0 


~  =  0,0000263 
— .  =  0,0000476 


-,  =  0,0000032 


0,0000257 
[5,410—10] . 


-^M-—i-' 


„8n«+9w«  , 


log  —  Jf »  &,7M(»  t.  Einb.  d.T  7.  Dec. 
f     logi?"    =10,7887181.1 


logi4=    1,70513820-10 


log  1^=10,7887181.1      log(p"^,)=   2,4938563.1 


Zu  Formel  (1)  S.  371  hat  man  nunmehr: 
sin  Bj  =  0,79340 
sin  5,  =  0,81837 
sin  Bi  =  0,81628 

(sin  B,  —  sini,)*  +  (sin^j  —  sin^»)*  +  (sin  JSj— sini?,)*  =  0,001 1512 
^^±^  sin«B,  +  -?-i^  sin«5,  +  ^i^i^  sin'^j  =  0,01808 

Qq  Qq  (Iq 

ff"  —,K  =  [2,4929581.0]  8.k.  ==  5'  11,14161" 
p"  ^^  (0,0011512y  -  0,01808  **)  =  [7,4369«-10]  =  -  0,00273" 
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Wendet  man  dagegen  Formel  (11)  S.  374  an,  so  hat  man: 

I—  ^%  ^  sin*  B.  +  - — ä  e*  cos^i^,  | 
\  -1 — 


"0 


nnd  findet  für  die  3  kleinen  Glieder  -  0,00321"  +  0,00041"  +  0,00002" 
also  zusammen  —  0,00278",  d.  i.  wesentlich  dasselbe  als  vorher. 
Den  zuerst  gefundenen  Wert  behalten  wir  als  den  vermutlich  genaueren 
bei  (S.  382). 

Zur  Berechnung  von  A  —  J.*  u.  s.  f.  genügen  die  Formeln  (1) 
S.  362,  da  die  höheren  Glieder  erst  in  der  5.  Decimalstelle  der 
Sekunden  von  Einflufs  werden,  wie  Formel  (2)  S.  389  zeigt.   Es  folgt: 

C  —  C»  =  103,71296"  (l  -  ^  0,000524  Jr+  ^  0,0003437) 
A-  A*  =  103,71296   (l  -  ~  0,002301  -K"  -  j^  0,000194?) 

B  -B*  =  103,71296   (l  +  ^  0,002825  AT  -  ^^^  0,000149o) 

oder 

C  —  C*  =  103,71296"  +  0,00621"  =  1'  43,71917" 
A  —  A*==  103,71296    -  0,01697    =  1  43,69599 
B  —  B*==  103,71296   +  0,01076   =  1  43,72372 

£  =  5'~lT,13888"" 
und  im  ebenen  Dreieck: 


C*=    59«  31' 16,97004" 
A*  =    Si^  58  16,30401 
B*=    30  30  26,72595 


log  c  =  5,6596749.999 
log  a  =  5,7242591.353 
log  6  =  5,4298235.815 


logsin  =  9,9354158.096-10 
9,9999999.450—10 
9,7055643.912-10 
Öamma=18ü    0    0,00000 

Hiemach  ist: 

log  X  =  5,4298235.815,        log  y  =  5,6596749.999,  . 

Dazu  tritt  noch  mittelst  des  oben  erhaltenen  Wertes  f,  der  sich 
durch  Anwendung  der  eben  gefundenen  Werte  von  x  und  y  nicht 
merklich  ändern  würde: 

^a  =  —  5'  11,13888". 

Die  Reihen  des  §  12  8.  432  geben  bei  der  Berechnung  von  x  u.  y: 
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5,4290814.956, 
+  7414.427 
—        2.625 
+        8.859 
+        0.165 


log  X  =  5,4298235.782» 


5,6598033.984. 

-  1281.161 

-  2.625 

-  0.076 

-  0.114 


log  y  =  5,6596750.008» 


Die  Formeln  des  §  11  S.431  fuhren  nuumehf  zu  folgenden  Zahlen: 
B,  +  F  =.  107»  25'  36,672" 

Arg.  fOT  ir„  ai  58°  42,80(6' 
COS  {Bi  +  F) 0,29949   |  S.mm.: 

—  [8,069-10.1  cos*  (Bi  +  F) 105  -  0,29251  = 

+    803  [9,46614,-10] 
log  ß^  =  2,39785,  - 10    log  ß^  =  0,47  -20 

log  X  =  5,4298235.815» 

8,5126900.290  —10 
l  31og  Wm  =  9,9971687.926  -10 


log(?^)   =«3,9396824.031, 


log  {B,-F) 

In  Sek. 


3,9396825.924, 
Bj  -  J'  ==  -  2«  25'  3,27273"        2?"  =  54»  55'  19,97273" 


Arg.  fQi  IFf  >s  54°  56,88288' 


log  y  =  5,6596749.999, 

8,5097816.695  —10 
Tn- =  9,9990271.646  -10 


4»  5'  39,536740"  log  i?  = 

In  Sek. 


4,1684838.340, 


log  tan  ij  =  8,8547988.144,-10 
log  sec  F  =  0,2405678.736 
[2,028-20]  fi*  sin« F  =       +      0.034 

log  tan  Zi.2  =  9,0953666.914,-10 
Lj.j=_7»6'0,00006" 
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logsinij  =8,8536890.221  »-10 
log  tan  F  =  0,1535189.519 
-  [3,05810—10]  ij»  cos«  F  =       —      8.202 
+  [1,250-20]  V  (8co8» J'  -  9)  =       -      0.037 

log  tan  t  =  9,0072071.501-10" 


«,.,  =  65"  16'  9,36537" 


t  =    5»  48'  19,81504" 
^a  =  _     5  11,13888 
«1.2  -  180"  =  59  33    0,68921 


log  sin  71       =  8,8536890.22» — 10 
log  sin  F       =  9,9129510.78  -10 

log  tan    2  ?  =  8,7926619.64.-10 
21og  W        =  9,9980617.99  -10 
—  log  (1  —  c«)  =  0,0029083.60 
-  -\  8.202  (8.  0.)  =        -      4.10 

—  [2,629- 10]  »2*  (1  +  ZcQS^F)  tan»  4^  =       —     0.07 


Argoment  (ttr  W 


log  sin  {F  -  if,)  =  7,5602718.06  -10 
log  (JF  -  B^)  =  log  {q"  sin  (F  -  B,))  +  |  M  sin»  (F  -  £,)  +  • 


In  Sek. 

j  7,5602718.06-10 
logCF-Bj)»  I  5,3144251.33 
+     9.55 


in  Sek. 


1 


=  2,8746978.94 


F  -  Bg  =  +  12'  29,37275"        B^  =  54"  42'  50,59998" 
Die  vorstehenden  Rechnungen  geben  mithin  folgende 


nach  S.  24411.  ff.: 

nach  S.266u.ff.: 

B^  =-  54«  42'  50,59998" 

60000 

59998 

ii8=    7     6    0,00006   öBtiich 

00002 

00002 

«2.1  =  65   16    9,36537 

86534 

Resultate: 


Man  erkennt  hieraus  die  grofse  Genauigkeit  der  Formeln  des 
§  11  S.  431.  Mehr  zu  zeigen,  ist  nicht  die  Absicht  der  letzten  Rech- 
nungen^ denn  es  läfst  sich  nicht  verkennen,  dafs  die  Anwendung  der 
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Formeln  in  solchen  Fällen  wie  demjenigen  des  vorliegenden  Para- 
graphen darch  die  Notwendigkeit  der  Auflösung  des  rechtwinkligen 
sphärischen  Dreiecks  eine  mühsame  wird. 

§  15.  Rechtwinklige  Koordinaten,  Entfernung  und  Azimate 
ans  geographisehen  Positionen.  Wir  gehen  am  bequemsten  hierbei 
von  den  Formeln  des  §  11  S.  431  aus,  die  mit  Beachtung  der  For- 
meln fQr  die  Kugel  S.  129  umzuformen  sind.  Während  wir  aber 
die  Formeln  des  §  1 1  unter  der  Voraussetzung,  dafs  s :  üq  eine  Gröfse 
1.  Ordnung  ist^  als  bis  zum  Pole  gültig  nachgewiesen  haben ,  setzen 
wir  der  Einfachheit  halber  jetzt  nicht  nur  sia^,  sondern  .auch  Li.t 
als  eine  Gröfse  1.  Ordnung  voraus^  sodafs  am  Pole  17  sec  F  die 
1.  Ordnung  hat  und  die  Ordinate  rj  eine  kleine  örofse  höherer  Ord- 
nung sein  mufs. 

Nach  S.  425  (13)  ist: 

tan  iy  =  tan  ii.2  cos  F  (l  —  ^  J^rj*  +  Gl^ ,  (1) 

woraus  wir,  da  für  die  Kugel  sin  iy  =  sin  L  cos  B^  ist^  zunächst  herleiten: 
sin  iy  =«  sin  L  cos  F .  cos  ij  sec  L  \1  —  —  l^ri^  +  (^h)  • 

Setzt  man  hierin  für  cos  tj  und  sec  L  die  Reihenentwicklungen, 
so  ergiebt  sich: 

sin  1,  =  sin i  0082^(1  +  J  i*  +  ,',  L*  +  ^^^ X«  +  Gl,) 

x(l'-y'J*  +  24V-4'?*-i**.»*+öi,).     (2) 

Nun  ist  ferner  nach  S.  429  (11): 

sin  (F  —  Bi)  =  sin  t]  tan  -    sin  F  fl  +  «*  cos*!''  +  «*  cos*!'' 

-A^^*  +  l«V8in*J'+G/«), 

was  wir  im  üinblick  auf  die  für  die  Kugel  gültige  Formel  sin  {F —  B^) 
=  sin*  —  sin  2B^  sec  ij  mittelst  Substitution  des  Ausdrucks  (2)  über- 


2 
führen  in: 


sin  (F  —  B;) 


l+--^*  +  e*cos»F 


(3) 
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Entwickelt  man  ferner  aus  (1)  rj  nach  Potenzen  von  L,  so  folgt: 

fl  =L  cosF  (l  +  y  i*  8in»F  +  i  L^sm^F  [Ssin^F—  1]  +  Gl,).  (4) 
Hiernach  ist: 

iy*  =  i«cos»2^(l  +  y  i*  8in«F+  -^^^Z*8in»JP'[23sin«F— 6]  +  G/„)  .  (5) 
Damit  gehen  (2)  und  (3)  bezw.  über  in: 

l  +  ^  LUin^ F  +  ^  L'{6  -9 cos^F)Bm^F 
+  -2öi's»n*A61  — 270co8»J'+225co8*F)|(6) 
-  ~  e*Z*  sin»  F  cos* J'  +  Gl^ 

1  +  ^-  L»  8in*F+  c*  cos»  FH-  e*  cos»  F" 
—  j2e*/-*cos^i^+|e*L«sin21^cos«i^J(7) 
+  ^L*  sin«i^(5-9co82-F)  +  Gl,. 


sin  ij  =  sin  L  cos  J' 


sin(F— JB,)  =  sin«~sm2F. 


Um  rechter  Hand  in  diesen  Formeln  F  zu  eliminieren^  bilden  wir 
zuerst  in  leicht  ersichtlicher  Weise: 

cos  B^  =  cos  {F— {F—B^)  =  cos  Fcos  (F—  B.^)  +  sin  Fsin  (JP-  JB,) 

=  cos  F  (l  +  sin  {F  -  J5,)  tan  F  -  \  sin*  (F  -  -B,)  +  G/^), 

wobei    zu  beachten^  dafs  sin  (F — B^)  eine  Gröfse    2.  Ordnung  ist- 
Es  folgt: 


COSj 


cos 


j  1  -  sin(F-  ^2) tanF+  sin« (F-  B^)  [\  +  tan«F) 
*  1  —  sin»  (F  -  B;)  tan  F  sec^F  +  G/g. 


(8) 


Mittelst  (7)  erhält  man  hieraus,  wenn  man  zugleich  für  sin»  ---  die 
Reihe  i  X»  (l  -  l^  L»  +  3J3  i*  +  Gl)  anwendet: 

l- j^X»+|  L»sin»J'+  e»cos»F+  c*  cos'F 
-  \  e«i»  cos«  J'^-  i-  e»L»  co8*f  8in»F      [(9) 
+  ^L\<o\  -195cos*F+135cos^F)+G?e 


8in(F— ^g) = -J  .L»8in  2F 


Digitized  by 


Google 


442  9.  Kapitel.    Rechtwinklige  geodUiscbe  Koordinaten  n.  i.  w. 

Setzt  man  dies  in  (8)  ein,  so  findet  sich: 

l-l  L*  Bia*F+  ^  L*  sin«F(4— 3  sin*20 

-  4-  6*1*  siu'F  co8»F  —  4-  «*i*  8in*F  cos'J^* 
cosF  =  coaBA 

+  ~  f^L*  sm*Fcoa*F(4  -  5  Bm*F) 

+  ;jI^  r'8in*F(-  l+30co8«J'-45co3*iO  +  (^h 
und  hiermit  giebt  (6): 

1--2  c»£»8in»i?'co8*J' 
—  j^e'L*  8iii*Fco8*F(5  —  9  cos«^) 
-  V  e*i*  8in»if  cos*  F  +  GL. 


(10) 


sin  jj  =  sin  i  cos  B^  . 


(11) 


Die  Gröfse  ri,  welche  linker  Hand  vorkommt;  setzt  Kur  Erlangung 
ihrer  Kenntnis  F  voraus.     Um  B^  einzuführen,  entwickeln  wir: 


Bin 


i,  =  8in  f^Vi-6^sin*F)==sin(i^Vi  -e^sin^B, .  ^IL^^,  (12) 


Man  hat  nun  mittelst  Taylors  Satz: 

1  -e«8in*-Ba  =  1  ~  (^sin^F—e\sin2  F{B^^F)  +  coi^2F{B,-F)^+Gl,) 

und  hieraus  mit  Benutzung  von  (9): 

1  -e»8in«B, « 1  -  Ain''JP+  e»Z«8in«Fcos«F(l  ~  -iz»+L«8in«F)  +6/3. 

Es  ist  daher: 


>^r^WF   _  1  _   1  ^2^.  8in«Fcos«2^  ^  I  ß*Z«  sin»Fco8»F 


+  \  ^U  8in»f^co8*F  (I  -  sin^i^)  +  Gl^. 
Wir  bezeichnen  nun 


(13) 


J  yi  ~  c« sin^B,  =  |-  TTg  -=  ^  mit  ij';  IT,  bezw.  p,  fürs  Arg.  jB„  (14) 

und  setzen  für  den  Augenblick  den  Wurzelquotienten  (13)  gleich  1  +  S» 
wobei  g  eine  Gröfse  der  4.  Ordnung  ist.     Man  hat  dann  nach  (12): 

sin  iy  =  sin  {r{  +  S^')  "=  ßi^  ^'  cos  S*?'  +  cos  17'  sin  gjj' 
-.8in,'(l  +  g[l-|V'']  +  GJ8), 
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und  unter  Substitution  des  Wertes  von  t: 

1  —  4-  «*^*  sin*  F  cos«  F  —  4^  e^L^  sin^Fcos^i^] 

+  c*i*  sin«  F  coii'F  (y  cos»i^  "  J  )  +  ^h- 


sm  1}  =  8ia  tj 
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(15) 


Führt  man  dies  linker  Hand  in  (11)  ein,  reduziert  alsdann  auf  sin  tj' 
und  ersetzt  in  den  Gliedern  höchster  Ordnung  F  einfach  durch  B^y 
80  folgt: 

sin  ff  =  sin  Li,i  cos  B^  (l  —  .  -  e*L*  sin'B^  cos*Bg  +  Gl^J  .     (16) 

Über  die  Konvergenz  vorstehender  Entwicklung  ist  kein  Zweifel, 
sobald,  wie  vorausgesetzt,  nicht  nur  sia^,  sondern  auch  Li, 2  eine 
kleine  Gröfse  1.  Ordnung  ist.  Die  Formel  scheint  sogar  auch  am 
Pole  ohne  das  Bestehen  letzterer  Bedingung  zu  genügen,  da  L  in  cos  B2 
multipliziert  auftritt,  aber  dies  ist  nicht  der  Fall.  Läfst  man  nämlich 
Fl  in  den  Pol  fallen,  nimmt  also  B^  =  90®,  so  wird  y  offenbar 
gleich  dem  Meridianbogen  von  B^  bis  90®  und  es  wird  ferner 
L  ==  90®.  Man  hat  dann  aber  sin  rj'  nicht  gleich  cos  -Bg  (1  —  Gig), 
sondern  gleich  cos  B2  (1  —  GQ,  wie  man  aus  den  Formeln  für  einen 
Meridianbogen,  S.  50  (3),  ersehen  kann. 

Um  nun  auch  in  Formel  (7)  rechter  Hand  B^  einzuführen,  setzen 
wir  nach  Taylors  Satz: 

sin  2^2  =  sin  2F  (l  +  2  (^8  -  F)  cot  2F  —  2  {B.,  -  F)*+  G/«). 

Die  Einführung  von  (9)  giebt,  wenn  man  schliefslich  auf  sin  2F 
reduziert: 

sin  2F=  sin  2-Bsj  (l  +  y  V  cos  2F+  ~  ef'Z*  cos^Fcos  2F 

-Az^(|sin«F-^)+G,^).  (17) 

Hiermit  geht  (7)  über  in: 

(  1  +|-i*C08«Jf+^L*C08»J'(8-3c08«i?')^ 


sin  {F-  Bf  )=  sin»  ^  sin  2  B^ 


2  '   24' 

+  e^  coa' F -{- e*  COS*  F 
+  c«L«  cos»  Jf  (I  +  I  cos*  f)  +  Gl, 


(18) 


Da  aber  bei  der  entsprechenden  Gleichung  für  die  Kugel  rechter 
Hand  sec  rf  als  Faktor  auftritt,  führen  wir  auch  hier  denselben  ein. 
Es  ist,  da  sin  tj  und  sin  ij   bis  auf  Glieder  5.  Ordnung  übereinstimmen: 
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sec  ij'  =  V'l  +  tan«ij  +  Gl,  ==  V^l  +  tan^L  cos*JP  +  Gi, 


also: 


sec  ij'  =  1  +  4^  L»  co8»i;'+  ^  L*  cos*  J'CS  —  3  co8»F)  +  Gig.  (19) 


Hiermit  kann  man  (18)  umformen  in  die  Gestalt: 

jr,  (  l+(e*  +  c*)cos*J' 

8in(F  —  ^o)  =  sin*  .-  sin  2jB»  sec  ij'I  /i       i  \ 

^  ^  2  *        '|  +  c*i*cos»i?'(|+{cos*if)  +  (?/g 


(20) 


In  den  Faktor  rechter  Hand  wird  am   zweckmäfsigsten  —  fQrs 

Argument  2^2  eingeführt.    Nach  S.  430(12)  ist^  wenn  daselbst  x  =  l 
genommen  wird : 

^=  1  +  (e«  +  e^)cos^F  +  e'L'&in^Fcos^F  +  GIq',     Arg.  B^. 


Dieses  in  (20)  eingesetzt,  findet  sich: 

2 
X  (l  +e'L'cos'B,  [~  y  +  J-  cos^l^J  +  GlM 


sin(F  — Bg)» 


sm'  —  sin  2i)2  seciy  — 


V   =  1  ZT-;    Arg.  B,. 


(21) 


§  16.    Fortsetzang:    Meridiankon vergenz  u.  s.  f.     Im  An- 

schlufs  an  die  Entwicklung  S.  422  u.  ff.  setzen  wir  zunächst  im  sphäri- 
schen Hilfsdreieck: 

tan  ^  =  —  tan  A  sin  /Jg. 

Nach  S.  423  ist  aber  tan  A  gleich   der   linken  Seite  von  Gleichung 
(9)  S.  423,  also: 

Nach  (l)  und  (5)  S.  440  u.  441  hat  man  fgrner: 

5^  =  cosJ'(l-[,*-,^V  +  Gi«) 

ij«  =  X*  cos*  F  (l  +  |-  X*  sin*  F  +  Gl^). 


tanA=tanX 


(1) 


und 
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taD/l=tanX 


l  +  -*e*cos*F 


+  Gk 


§  16.    PortaeUung:   MeridiankoATergenz  u.  i.  f.  445 

Dieses  in  (1)  behufs  Elimination  von  ij  substituiert,  findet  sich: 
l+lc*(3+sin»Jf)  +  i*(l  -Icos*^)' 
+  c»i»  (l  +  Y  8in»JF'co8*i?') 
+  ^L*(ßO-lO  sin»  Fcos'J'—  cos*  J') 
+  -i-  c*  (5  +  2  sin»F  +  sm*F) 

Wir  haben  nun  femer: 

1— 2  c«cos»Bj[l  +  ^e«(l  +  3sin«i?,) 

+  ^  e*  (1  +  2  sin*.B,  +  5  sin^Bg)]  +  (ilf 


(2) 


Rechter  Hand  elimiDieren  wir  in  der  Parenthese  B^  mittelst  F.    Dazu 
giebt  S.  428  (7)  die  Relation: 

cos«  B^  =  cos«  F  +  Lti  Bin^F  cos  f(i  +  ~L*)  +  ^  fj^P  sin^F  +  ß/«, 

welche  mittelst  der  Formel  (4)  S.  441;  nämlich  mittelst 

ij  =  Z  cos  1^  (l  +  -J-  L^  siu^f)  +  Gl,, 
übergeht  in: 
co8*J?2  =  co8«F  jl  +L«sin«F+-J  i*sin«F+y  L^sin^l^+ö/ej.  (4) 

Aufserdem  ist  hiemach: 

sin'JB,  =  sin«  JP  { 1  —  L«  cos^i^)  +  Gl^ .  (5) 

Mit  Benutzung  dieser  Substitutionen  für  cos«^^  und  sin^JB,  geht  (3) 
über  in  die  Gestalt: 

1  -f-  -^  e«  (1  +  3  sin^F)  +  Vbiu^f' 

+  -  e«L«sin«F(~  1  +  3  sin»-F) 

+  y  L*  sin'F  +  y  i*  8in*2^ 

+  i-  ß*  (1  +  2  sin^F  +  5  sin*i^) 


iap,=  smB2* 


1— 4-^co8«F 


+  G/8 


Multiplizieren  wir  diese  Gleichung  mit  (2)  Seite  für  Seite,  so  er- 
giebt  sich  linker  BLand  tan  A  sin  ß^  d.  i.  zufolge  der  eingangs  des  Para- 
graphen angegebenen  Gleichung  gleich  —  tan  t    Wir  erhalten  daher: 


(3) 


(6) 
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tan^<= — innLaiaBg 


l+j<?L'cos*F 


l  +  ye*(5-3cos«JP) 


-^Gk 


Hier  fOhren  wir  rechter  Hand  mittelst  (4)  endlich  noch  B^  ein,  und 
gelangen  so  zu  der  Formel: 


tan^=> — tanZt.jsinB, 


l+|e»i»co8«B, 


l  +  2«*(5-3cos*J?s,) 


+GI, 


.(7) 


Sind  mit  Hilfe  der  Formeln  (16)  und  (21)  des  vorigen  Para- 
graphen ^  sowie  der  letzten  Formel  (7)  die  Grofsen  iy',  F  und  t  be- 
rechnet, so  ist  zunächst  aus  tf  y  zu  ermttteln  und  aus  F — ^j  x. 
Ersteres  erfolgt  nach  Formel  (14)  S.  442  und  letzteres  nach  Formel 
(3)  S.  50.  Aus  X  und  y  sind  dann  mit  Hilfe  der  Formeln  des  §  6 
S.  416  Entfernung  und  Azimute  zu  bestimmen. 

Man  hat  darin  fli.«  =»  «1.2,  y^  gleich  null  und  also  z/y  ^=^  y^^^  y 
sowie  y  =  Y  y,  femer  zfx  ==  x  und  am  zweckmäfsigsten  in  den  von 

c*  abhängigen  Gliedern  arj  ==  —  y  a:,  Xg  =  +  ■«-  ^  ^^^  ^  *^  ""  T  ^ 
zu  substituieren.  Hierdurch  wird  Kq  bezogen  auf  die  geographische 
F).     Man  erhält: 


Breite  F  +  ^  i^i 
scosai.2  =  a;{l       ^  ^ 
s  8inai.2  =  y(l  + 


^   y*  __  _l  yl  _  2  ?>'  4.  JL  ?2'*ß«8in2B  -I-  GZ  1 


9* 

7    rc* 


1   j:« 

6   V    '    360^* 


9' 
45"7*~ 


^J%«sin2Bo  +  GZ6l, 


(8) 


welche  Formeln  sich^  da  x  bezw.  y  Faktor  aller  Glieder  ist,  ohne 
weiteres   in  logarithmische  Gestalt  bringen    lassen.    Es  ist  aber   in 

mehreren  Beziehungen  vorteilhafter^  zunächst  zu  s  cos  (ai.g  +  —  ^a) 
und  5  sin  («1.2  +  —  ^Üj  mittelst  nachfolgender  Entwicklungen  über- 
zugehen: 

s  cos  («1.2  +  2  -^^)  ^  ^  ^^8  ^1.«  (1  —  y  ^^*  +  ^'s) 
—  Y  ^fl  5  sin  «1.2  (1  +  GIq) 

s  sin  («1.2  +  2  ^aj  =  5  sin  «1.2  (l  —  y  ^Ä*  +  ^^g) 
+  Y  -^Ä  «  cos  «1.2  (1  +  6/«). 
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§  1?.   Reohtwinklige  Koordinaten  ans  geogt.  Positionen. 
Nun  ist 

und  hiermit: 

!.  _  j_  y^ L  y *  _  ^^  ^*y% 
12   Q*         720  p*         1440     9* 
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(9) 


s  sin  (ai.2  +  —  z/a)  =  y 


.  _  j_  «• L  ^  _  Jl.  ^*y* 

li   9*        720  Q*         1440  "^* 


(10) 


§  17.    Znsammenstelliing.     Gegeben:  B^,  B^  und  Li. 2. 

Gesucht:  x^  y  für  P^  in  Bezug  auf  den  Meridian  von  P^\  gesucht 
ferner  5,  «1.2  und  «2.1. 

Die  in  den  vorhergehenden  beiden  Paragraphen  entwickelten  Formeln 
bringen  wir  sogleich  in  die  logarithmische  Form.  L  und  B^  —  F 
sind  in  den  kleinen  Gliedern  stets  in  Sekunden  zu  verstehen. 


log  sin  ri' «« log  (sin  Li .  %  cos  B^  —  j^  z^*  ^»»Ät  ©ob*  5«  -|-  GrZg 

I08  ?7-^  «  2*0884  —  20  f.  Einh.  der  7.  Deo. 
16  o  * 


f}  in  Sek. 


1^ .  «0 _  _ii-8.k^  [1,4902183.305]) 


(1) 
(2) 


W^  sum  Argament  Bf 


log  sin  (F  —  J5,)  =  log  (siu*  -^  sin  B^  cos  JB,  sec  ij'  •  ^^^ 

+  J4  X.«».i^  (-1  +  1  00..^)  +  G/, 

log  :r— ^  =  0,3039383.552:  log  ^ -  s,8s«si -  lo  /.  Kiah.  a«  t.  d«. 

1  ^  ^ 

/f_(JB,  —  \F)ta8ek.\ 
1(^  a;  =  log  ( ;;— \  +  /».  (Ä.  -  f)«  +  /».  (Bi  -  *0«  +  6f  ^ 


(3) 


00(1-««)         [1.4873099.710]      -,.^.„1,„.„ 
"~ ,     W^  nun  Arg.  y  (F,  -f-  ^ 


^4  «  [M8171  -  10]  (oot  (Ä,  +  F)  -  [8,069  -  10]  co«»  (B*  +  F)  +  0,00803)  j    ^  ^^^^^^ 
/^»  «- [8,070 -«0]/J, 


fd.  7.  Dec. 


(4) 
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logtan^==log(— tanLi.2sinJ?2)  +  ~^Z'»co»«Ä,+ ^^  £«co««ä.  (5— soos'ä,) 


Jo»  T^  =  8,856M  —  10  1  *«    «.  ^ 

8^'  »  I  für  Einh. 

log  _=  0.880  -  10         log  ^  =  2,727  -  20  J 


(5) 


9^77= 


ttp  "ftp    _  [6,8031898] 


Wo  «Wtt  Arg.  ^  =  F4-  y  (fi,  —  F) 


(6) 


'       1440         ^* 


(7) 


1440        «•       1440         Q* 

'(8) 


log  {scos(«,.,  +  |^fl)}  ==loga;-^JIf^,-j^v^ 
log  [s  sin  («,.,  +  -i-  ^«)  j  =  log  y  -  ^  Jtf  ^*  -  r* 

'  V."r  ^«^8  ( -  T  9"  f?l  +  n  -'^'  +  G^*  (9) 

«2.1  =  «!.»+  180"  +  Ja  +  <;  (10) 

log  (j^3f)=  5,5586030 


für  Einh. 
der  7.  Beo. 


log  (y  p")  =  5,0133951. 

§  18.  Zahlenbeispiel  I.   B^  «=  52«  30'  16,7"    B^  ==  54«  42'  50,6" 
i,  j  =  7«  6'  0"».tuch  ==  -  25560". 

Die  Formeln  des  §  17  geben  der  Reihe  nach: 

(  log  sinZ,.  j  =  9,0920236.596,  —  10 

log  cos  B^  =  9,7616703.379    —  10 
-  [2,028  —  20]  L*  sin»  B;  cos*  B^  =      —        0.034 


log  sin  n  •=  8,8536939.941,  -  10 
,'  =  _  4»  5'  39,705771"  =  -  14739,705771". 
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g  18.    Zahlenbeispiel  t. 
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log  1}'=  4,1684888.149. 

in  S«k. 

1,4902183.305 
—  log  Fg  =  0,0009678.539 


log  y  -=  5,6596749.993«. 


Argameat  flii  If, 
a>  5«°  41,8433' 


L 


i.t 


2  log  sin  -  i^  =  7,5836556.26- 10 

log  cos  B,      =  9,7616703.38  — 10 
log  sin  Bg      =9,9118387.96—10 
log  sec  ij'       -=  0,001 1098.18 
2  log  TTj        =.  9,9980642.92  - 10 
0,3039383.55 
[3,83334 — 10]  L»co8»B,  (—  -f  +  J  cos»B,) 53.57 


log  sin  {F  -  i^,)=  7,5602718.68  — 10 
F^     54«  55'  19,97285"      F  -  B,  i=  +  12'  29,37285" 
Bi  —  F='-  2«  25'  3,27285"  •    B^  —  F-^-  8703,27285" 


\og{Bi  —  F)  =.  3,9396825.990» 
'°  **■        1,4873099.710 
—  3  log  W„  =  0,0028312.074 

TergL  hi«nii  S.  438.    —  1.893 

iög  a;  =  5,4298235^81«. 


log  tan  ii .  j  -=  9,0953666.904«  — 10 
log  sin  B,     =  9,9118387.956  -  10 
+  [3,35622  - 10]  Z«  cos*  B,  =  +  16.520 

+  [0,880  - 10]  L*  cos*  J5,  (5  -  3  cos»  B^)  =  +  0.221 

-  [2,727—20]  Z*cos*5g  (y  —  y  co8»B,)  -=  —  0.059 

log  tan  <  =  9,0072071.542  — 10 
<  =  +  5»  48'  19,8152". 


Der  hier  gefundene  Wert  von  loga;  zeigt  mit  demjenigen,  welcher 
S.  437  ermittelt  wurde,  eine  nicht  unerhebliche  Differenz.  Augen- 
scheinlich hat  dies  seinen  Grund  darin,  dafs  in  der  Formel  (3)  fQr 
F —  J?,  die  vernachlässigten  höheren  Glieder  merklich  werden.  Gerade 


Heimcrt,  mathMa.  a.  phjiik»!.  Tbcorieen  der  hob.  Ogodtiie. 


89 
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diese  Formel  hat  nicht  die  Scharfe,  wie  die  entsprechende  Formel  (5) 
'S.  431 ;  darauf  weist  schon  die  relative  Gröfse  der  Glieder  4.  Ordnung 
beider  Formeln  hin.  Immerhin  reicht  die  Schärfe  von  (3)  ans,  sobald 
für  die  weitere  Rechnung  die  folgenden  Formeln  des  vorigen  Para- 
graphen zur  Anwendung  gelangen. 
Es  ist  nach 


Formel  (7): 
^5,429823.5.88- 

-  1852.51 

-  0.55 

-  0.52 

-  0.17 


Formel  (8): 

5,6596749.99. 

642.77 

\  -  0.07 

—  0.52 

1+  0.11 


5,4296382.13, 
=  log  Iscos  ^«1.2  +  Y^llH 


«1.2+  Y  -^fl 


5,6596106.74, 
=  log  Is  sin  (c,. g  +  y  ^a)  I 

239«  30' 25,1186" 
log  s  =  5,7242591.37  * 


Formel  (9): 
2,4927011. 
+      1853 
+       643 
2,4929507." 
=  log  4" 

in  S«k. 


.^a  =  —   5'ii,i3o;r 

<c=    5«48' 19,8152" 
a,.,=239"33'  0,68tW" 


;«,.,=  65<»16'  9,3657 

nach  S.  fi61: 

'logs=      5,7242591.37        .ss« 
Resultat:  j  «1.2  =  239<^  33'  0,6868"     o,6889" 
,  «2.1  =    65   16  9,3657       9,3660 

Um  eine  schärfere  Rechnung  zu  erzielen,  könnte  man  sich  der  Formel  (10) 


S.  429  bedienen,  in  welche  nach  (12)  S.  430  der  Wert  von    ""    für  % 
einzufiibren  wäre.    Die  Formel  lautet  nach  einfacher  Reduktion: 


log  sin  (F— B,)« 


log(-  tan  <  cos  F  tan  -^  •  j^*^) 
+  ^  L«  co«»i?.  (~|+  I  cos'Ä,  -^  I  tan«  y)  +  C/.. 


Sie  giebt  unter  Einführung  der  oben  berechneten  Werte  von  t  und  F: 

log  sin  {F  —  5,)  —  7,6602718.20  —  10       -F  —  B,  —  12'  29,37277". 

Mit  diesem  Werte  nimmt  der  log  x  um  40  Einheiten  der  10.  Decimal- 
stelle  ab  und  man  erhält  eine  weit  bessere  Obereinstimmung  als  vorher, 
vorausgesetzt,  dafs  namentlich  noch  e  =^  '—  Jü  nach  einer  der  strengen 
Formeln  des  §  10  S.  370  u.  ff.  aus  den  Seiten  x  und  y  sowie  dem  ZwiBchen- 
winkel  90^  berechnet  wird. 
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§19.  Übertragung  geographischer  Koordinaten  durch  Dreiecks- 
Seiten.  Sobald  wir  annehmen,  dafs  5<0,02ao  d.i.  127*"*,  so  verein- 
fachen sich  selbst  für  die  schärfste  Rechnung  die  Formeln  sehr. 
Zunächst  kürzen  wir  die  Formeln  für  x,  y  und  z/a  in  §  12  S.  432 
vie  folgt  ab: 


log  a:  ==  log  M  +  y  ^,  V»  TV  + 
log  y  =  log  v  —  -g-  i^^j  V?  W*  + 


in  Sek. 


(2) 
(3) 


Die   beträchtlichsten  Vernachlässigungen  der    1.  Formel    haben 
auf  X  einen  Einflufs  gleich 


-f-  05  9"  \~~)  sin*«!.«  cos «1.2  (7  sin*«!.«  —  6  cos*«!.») 
—  —  q"  e*  (^)  sin*  «1.8  cos*ai.  j  sin  2B^, 


zu(l) 


ausgedrückt  in  Äquatorsekunden  d.  h.  als  Zentriwinkel  für  eine  Kugel 
vom  Radius  a^,  den  Fehler  in  x  als  Bogen  grofsten  Kreises  betrachtet. 
Diese  Ausdrücke  geben  im  Maximum  rund 


+  3900"  (-)för  tan  «!  .2  =  ±2,5 
+    9,5"(^)*fürtan«!.2  =  ±l 


«i.2iml.Qu.«=68Y 
«i.2iml.Qu.=45^ 


Bq  beliebig 
5o==±45«. 


zu(l) 


Für  y  werden  die  hauptsächlichsten  Fehlerglieder,  ebenfalls  auf 
Aquatorsekunden  reduziert,  gleich 


—  j^  q'  (^)  8in^«i.2  cos*«!. 2 

+  18  9"  «*  (1)  siii  «1.2  cos*«i.2  sin  2jBo, 
d.  i.  im  Maximum  rund 


zu 


(2) 


+26W(— )  ffirtan  «1 .  2=  +]/ 
±    25"(^)*f0rtanax.2=+]/| 


(Ki.gim  l.Qu.=50— 
«i.2iml.Qu.-=30« 


Bq  beliebig 


zu(2) 


Femer  giebt  die  Vergleichung  von  (3)  mit  (9)  S.  448  als  Fehler 
des  mittelst  (3)  berechneten  z/a: 

29* 
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1    „ ( sy  .  • 

■"24^    W    81*1  «1.2  COS  «i.a 
d.  i.  im  Maximum  ruud  zu  (3) 

+  4300"  (-)  för  tan  «i.«  =  +  1;  «i.«  im  1.  Qu.  =  45^ 

Für  s  =  0,02  «0  werden  daher  x  und  y  bis  auf  0,000012  bezw. 
0,000008  Äquatorsekunden  genau  erhalten,  die  Grofse  z/a  aber  bis 
auf  0,0007". 

Für  s  =  0,05  ao  sind  die  Fehler  im  Maximum  bezw.  0,0012",  0,0008" 
und  0,027";  ^ie  halten  sich  also  auch  hier  innerhalb  von  Beträgen, 
die  wenigstens  für  manche  Zwecke  yemachlässigt  werden  dürfen. 

Es  ist  noch  y.u  erwähnen,  dafs  es  zur  Berechnung  des  Arguments  S^ 
für   Wq  ausreicht,  sich  der  Formeln 

^0  =  -Bi  +  |-  {F  -  5,),      F-B,==  [6,732.  - 10]  «        (4) 

^  iQ  Min. 

ZU  bedienen.  In  den  entsprechenden  Formeln  (2)  S.  432  ist  einfach 
Wq  =  9,9993  —  10,  also  gleich  einem  Mittelwert  eingeführt^  wodurch 
in  F  —  B^  nur  Bruchteile  Minuten  Fehler  entstehen  können.  Die 
Tafel  der  log  W  zeigt  unmittelbar  deren  Geringfügigkeit. 

§  20.  Fortsetzung.  An  Stelle  der  Formeln  des  §  11  8.  431 
setzen  wir  die  einfacheren: 

■og  (B,^-^F)  -  log  (•->.)  _  -  (*^-)"„.  (B,  +  F)  + . . .  (.) 

tan  ii.2  =  +  ^^  iy  sec  F  +  •  •  •  (2) 

tan  t       =  —  sinij  tan  i^  +  • '  *  (3) 

sin  {F  —  B^)  =  sin  ri  sin  F  tan  ~-  ■  ,-^— ,  H .  (4) 

Die  Fehler,  welche  bei  Anwendung  dieser  Formeln  begangen  werden, 
hängen  aufser  von  F  und  ii.2  nur  von  x  oder  y  ab.  Indem  wir  fBr 
diese  letzteren  Gröfsen  sogleich  s  setzen,  ergeben  sich  als  maximale 
Werte  der  beträchtlichsten  Fehlereinflüsse  nachstehende  Ausdrücke: 

»  B.  -  j^;  +  i ,-  ^  (i)'  (6  ™.t±-^  -  7  «„.54£) 

in  Li.  j:  +^59"^  (^)  *»»  -f  sin  JP cos*  L 
in  t:  +  y  p"  c*  (-J-)'8in  J"  cos  F  cos«  < 
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-  A  o"  e>  (--)'8m  J*  008»  F  tan  ^ 

-  ^-  q"  c»  (-)'(l  +  3  cos»  J')  sin  F  tan»  - 


mF-B^: 


wobei  für  die  Fehler  in  Li.t  und  t  berücksichtigt  wurde,  dafs  einem 
Fehler  6  in  tan  u  ein  Fehler  8  cos'u  in  u  selbst  entspricht. 

Zu  diesen  Fehlem  treten  strenggenommen  noch  diejenigen  wegen 
unrichtiger  Berechnung  von  x  und  y  aus  §  19.  Indem  wir  aber  an- 
nehmen, dafs  die  Abkürzungen  der  Formeln,  welche  dort  eingeführt 
wurde,  zulässig  sind,  dürfen  wir  jetzt  von  Fehlern  in  x  und  y  absehen. 

Der  Fehler  in  B^  —  F  wird  ein  Maximum  für  —  (B^  +  F)  gleich 

rund  +  4P  d.  h.  also  für  eine  mittlere  Breite  von  rund  +  41®;  und 
zwar  ist  dcts  Maximum  des  FMers  in  B^  —  F  gleich 

+  i,5"(;j,  zu(i) 

was  far  s  =  0,02ao  nur  0,000012",  für  s  =  0,05ao  aber  auch  erst 
0,0002"  ergiebt. 

Um  femer  das  Maximum  des  Faktors  tan  F  sin  F  cos^  L  in  dem 
Fefalerausdruck  für  £1.2  zu  ermitteln,  beachten  wir,  dafs  nach  S.  425 
(13)  m  sec  F  jedenfalls  ein  Näherungswert  für  tan  L  ist. 

Hiermit  erhalten  wir  in  einer  für  alle  Fälle  zur  Schätzung  des 
Fehlerbetrags  ausreichenden  Annäherung: 

tan  F  sm  F  cos'L  = 


Die  Differentiation  giebt  als  Bedingung  des  Maximums  des  letzten 
Ausdrucks: 

cos*i^  +  (1  +  3i?«)  cos^-F  =  1?» 

und  hieraus  folgt,  abgesehen  von  höheren  Gliedern,  cos^l^  =  iy*.  Der 
Maximalwert  jenes  Faktors  ist  also  in  hinreichender  Annäherung 
gleich  1  :  2ij,  wobei  für  1/  nun,  wie  überhaupt  in  dem  betreffenden 
Fehlerglied,  si%  zu  setzen  ist  Es  folgt  daher  der  Maximalfehler  in 
Li.  2  gleich 

+  46"  {±)\  zu  (2) 

was  für  s  =  0,02ao  rund  0,000006",  für  s  =  0,05ao  rund  0,0003" 
beträgt  Schliefst  man  aber  die  Nähe  des  Poles  aus,  so  ist  der  Fehler 
noch  weit  kleiner. 

Um   das  Maximum  des  Faktors  sin  F  cos  F  cosH  zu  bestimmen, 
beachten  wir,  dafs  nach  S.  426  —  1?  tan  F  jedenfalls  ein  hier  brauch- 
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barer  Näherungswert  von  tan  t  ist  Wir  haben  daher  ausreichend 
genau: 

BiuF  cosF  cos«  t  =  ^^.^,t^.j,,  • 

Man  erkennt,  dafs  wegen  des  Faktors  cos  F  der  Nenner  von  un- 
wesentlichem Einflüsse  auf  die  Lage  des  Maximums  ist;  dasselbe 
findet  daher  (wie  auch  die  Differentiation  zeigt)  statt  bei  F  gleich 
rund  +  45^  und  es  folgt  der  Maximaifehler  in  t  gleich 

+  115"(^)*,  zu  (3) 

was  für  s  ==  0,02 ao  0,0009"  beträgt  und  mithin  vernachlässigt 
werden  darf.  Für  s  =  0,05  a^  wird  der  Maximalfehler  gleich  0,014", 
also  in  manchen  Fällen  wohl  auch  noch  genügend  klein. 

Jedenfalls  entspricht  der  Fehler  vollständig  der  Genauigkeit,  mit 
welcher  ^Jü  berechnet  wird. 

Im  1.  Gliede  des  Fehlerausdrucks  für  F  —  B^  setzen  wir 

cosFtany  =  yij, 

denn  da  nach  S.  429  (8)  cos  F  tan  ^  =  ^  i^  ^1  —  tan*  yj  ist  und 
tan^  Y  höchstens  1  werden  kann,  so  entspricht  diese  Annahme  einem 
Maximum.    Wir  erhalten  also,  für  iy  zugleich  —  substituierend  und  be- 

rücksichtigend,   dafs  sin  1^  cos  2^  sein  Maximum  ^  bei  2^=45®  hat, 

als  Maximalwert  des  Fehlers  von  F  —  B^j  abgesehen  von  der  Nähe 
des  Pols: 

±57"(^);  .«(4) 

was  für  s  =  0,02 Co  0,000009"  beträgt,  für  s-=0,05ao  aber  noch  nicht 
ganz  0,0004". 

Q 

Hierbei  ist  in  (4)  als  Argument  für  W  angenommen  1^+  ~  {B^—F\ 

denn  der  Fehler  wird  für  F  als  Argument  bereits  für  s  =  0,02ao  ^^ 
der  4.  Decimalstelle  der  Sekunden  von  erheblichem  Einflufs. 

Das  2.  Glied  im  Pehlerausdruck  für  F  —  B^  erlangt  nur  in 
der  nächsten  Nähe  des  Poles  Bedeutung.  Während  der  Faktor 
(1  +  3cos*i^)  sinl^  bei  wachsendem  F  nahe  dem  Pole  langsam  ab- 
nimmt, wächst  tan'  ^  sehr  rasch.    Denn  für  F=  90®  —  ij  ist  L  ==  45^ 
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rund  und   für  F  -=»  90®  ist  L  =  90*^.     Das  Maximum  dieses  Gliedes 
stritt  also  ein  für  JF"  =  90*^  und  beträgt 


±8«"ö*. 


.u(4) 


was  für  s  «=  0,02  tto  0,0007"  giebt.  Von  praktischer  Bedeutung  aber 
ist  dieser  Fehler  nicht,  denn  schon  für  F  ==  90®  —  iy  sinkt  er  auf 
0,00005"  herab,  u.  s.  f.  Auch  für  s  =  0,05  a^  ist  er  nur  in  nächster 
Nähe  des  Poles  von  einiger  Bedeutung. 

§  21.  Reihenentwicklungen  für  2/,.2,  t  und  F  —  B^,  Wenn 
man  voraussetzt,  dafs  nicht  nur  i^,  sondern  auch  Z1.2  oder,  was 
dasselbe,  17  sec  F  eine  kleine  Gröfse  ist,  so  lassen  sich  anstatt  der 
Formeln  des  vorhergehenden  Paragraphen  unter  Umständen  mit  Vor- 
teil die  Reihen  anwenden,  welche  schon  §  8  S.  126  u.  ff.  angegeben 
worden  sind. 

Man  erhält  sofort: 


logL,.2  = 

in  Sek. 


log  {g'ti  aecF)  -  -J-  Mrj^  tan^i^ 
+  -^_  3/V  tan«^  [IStan'i^  +  6]  +  Gl, 


90 


(1) 


logt   = 

In  Sek. 


log(F-5,)  = 

in  Sek. 


log  (-  p"ij  ifmF)  —  ~  Mt}^  [2tiux*F  +  1] 
+  j-J^  Mfi*  [26tan*f+  20tün*F—  1]  +  Gl^ 
log  (2-  P'V  tanF.  ^^J  -  l^  Mfi'  [3tan*J'+  1]) 
+  ^l^Q  Mti*  [135tan«F  +  90 tan« i^  -  1]  +  G/, 


(2) 


(3) 


In  die  Formeln  (2)  und  (3)  führen  wir  rechter  Hand  im  2.  Gliede, 
woselbst  sich  tan*l^+  1  zu  sec^i'^  vereinigen  läfst,  die  aus  (1)  und 
(2)  leicht  abzuleitenden  Relationen  ein: 

fi^  sec^i^=  L'  +  l  7i'  tan*F(tan*F+  1)  +  GZ, 

V  i^ii'F  =  ^«  +  ^  i?nan«J'(2tan«F+  1)  +  Gl,. 

Hiermit  nehmen  die  genannten  Formeln  die  nachstehende  vorteil- 
haftere Gestalt  an: 


in  Sek. 


log  (-  Q'ri  tanF)  —  -J-  M [.?« tan«  J*  +  V]] 


(4) 
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log  (F-B,) 


in  Sek. 


-  j^-  Mri*  [25taii*F  -  lOtan^i^  +  1].+  Gl^ , 


1440 


(5)' 


Für  iy  =  0,02  und  F=  65^  mit  tan  =  2,14  tan«  =  4,6  8ec  =  2,37 
ist  der  Einflufs  der  in  17*  multiplizierten  Glieder  der  Formeln  (1), 
(4)  und  (5) 

auf  Li. 2        gleich:      0,0054" 


t 


0,0010" 
0,000004" 


Während  hiernach  für  s^O,02ao  und  F<65^  die  Glieder  4.  Ord- 
nung der  Formeln  (4)  und  (5)  jedenfalls  yemachlässigt  werden  dörfen, 
müssen  sie  für  Formel  (1)  noch  Berücksichtigung  finden.  Erst  für 
iy  sec  2'^<  0,012  wird  der  Einflufs  des  Gliedes  4.  Ordnung  auch  in 
dieser  Formel  sicher  kleiner  als  0,00001".    (Dies  erkennt  man  leicht, 

wenn  man  für  dasselbe  den  grofseren  Wert  —  Jfij*  sec*2^.  ISsec^F 

setzt  u.  8.  f.)  Andrerseits  läfst  sich  unschwer  nachweisen,  dafs  für 
die  angegebenen  Grenzwerte  von  17  und  J^  die  in  (1)  yemachlässigteD 
Glieder  6.  Ordnung  keinen  nennenswerten  Einflufs  auf  die  5  ersten 
Decimalstellen  der  Sekunden  in  Li,%  erlangen  können. 

§  22.  Zusammenstellung.  Gegeben:  B^,  s  und  ai.s  bezw. 
X  und  y  für  P,  in  Bezug  auf  den  Meridian  von  P{. 

Gesucht:  B^,  Li,%  und  a%,i. 


t*  =  s  cos  «1.2 
v  =  s  sin  «1.2 


1  ii€ 
log  a;  =  log  u  +  -3- j-,  »»TTo*  + 

log  y  =  log  V  —  4  v"*^«*  + 


Ja- 

in  Sek. 


\h^yw,*  + 


(1) 


^"^  (t  v)  -  2,55428-10     log  (|  ^.)  -  2,25325-10, 

beide  fttr  Einh.  der  7.  Dec. ; 
W^  sum  Arg.  J?o  =  Ä,  +  y  (^— Ä,),  wobei  (F-Ä,)  in  Min.  =  (6,732»— 10)  u. 
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9 
9m 


9"W„ 


«.(!-«') 


,,  -»  [8,5126900.29-10]  Wm 


W^  zun  Arg.  -   (i^i  +  J^^i  weichet  ia  1.  Anniheniiig  ans  obigem  Wert  F—B^  abioleiton  ist. 


(Die  Änderung  fflr  1  Min.  ist  lu  notieren.) 

Mg"* 

log  — ~  CS  2,930—10  f.  Einh.  der  7.  Deo. 


ri^g"  ^^  yWr  ■?-  =  yWy  [8,5097816.70-^10] 

inSek.  V»  «o 

Wf  Eum  Arg.  F.    (Man  notiere  die  Änderung  für  1  Min.) 


(3) 


(4) 


tan  Xi. 8  =  +  ^^  ij  sec  JP  +  •  • 
tan  t       =  -—  sin  1?  tan  F  -f  •  • 

sin  (F—  Bg)  =  ain  ij  sinFtan  — g-'  i_  i  +  •' 

W  nun  Arg.  F--  ^  (F  — S.);  iit  aus  Wjr  absuleiten. 

-  log  (1  —  e^)  =  0,0029083.6. 

Ist  der  absolute  Wert  der  Breite  <  65^ ,  so  können  anstatt  der 
(4)  nachfolgende  Formeln  Anwendung  finden: 

Lq  ==:  SeC  F  (iy  InSek.)  ^0  =  "-"  *a^  ^  (V  ^8«k-) 


M 


log  Li  ,  =  log  Lo  -  ^-.  ^0*  +  w'^'o*+  15,-  ''^^»'  + 


in  Sek. 


3p 


1        M 


90 q"*   -     •     15(/' 
bleibt  weg  fUr  log  Lo  <  8,40 

M 


logt      =logf,-|.3^..V-e?'«^-«'  + 


in  Sek. 


iog(5,-2o-  log  ,Ä^  - ;-  •  ,7.  t*-i-  £•.  V + 


in  Sek. 


2(1-C«)9' 


1         itf 
2'  *  3  9" 


2   *  69" 


(4*) 


TV  sum  Argument  F  -{•  -  -  (B^  —  F) 


log  3^.  =  5,531813—10  log  J^. -4,s7i-«o 
log  g-^,i  =  5,23078  — 10  log  jjj;-.  =  4,m-»o 
^«'g  idle^^o"  =  4,3874532.3- 10  . 


f.  Einh. 

der 
7.  Deo. 


2(1-««)» 


Schliefglieh  hat  man 


a«.i  =  «1.»  +  180»  -\-  Ja  +  t. 


(5) 


Diese  Formeln  geben  für  s  =  0f)2aQ  B^  und  Li. 2  auf  1  bis  2 
Einheiten  der  5.  Decimalstelle  und  «2.1  auf  ebensoviel  der  3.  Decimal- 
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I  stelle  der  Sekunden  genau.     Spezieller  sind  über  die  Genauigkeit  die 

beiden  letzten  Paragraphen  zu  vergleichen. 
i 

Wünscht  man  die  an  ^wei  Stellen  unserer  Formeln  erforderliche,  übrigens 
bei  Anwendung  logarithmischer  Differenzen  nicht  mühsame  indirekte 
Rechnung  zu  vermeiden,  so  ist  das  durch  einige  einfa^bhe  Reihenentwick- 
lungen leicht  zu  erreichen.  In  dieser  Beziehung  erinnern  wir  insbesondere 
auch  an  die  Reihen  S.  298.  Setzt  man  hierin  a^  ^  »  90^,  so  ergeben 
sich  Formeln  zur  Übertragung  der  Breite,  Länge  und  des  Azimuts  mittelst 
einer  Ordinate. 

Formeln  dieser  Art  waren  bei  der  bayerischen  Landesvermessung  im 
Gebrauche  nach  Entwicklungen  von  Soldner  bezw.  Orff, 

Für  die  preufsische  Landesvermessung  veröffentlichte  neuerdings  (uach- 
dem  wir  bereits  zu  unseren  Formeln  gelangt  waren)  O.  Schreiber  Formeln, 
die  von  den  Formeln  (1),  (2),  (3)  und  (4*)  sich  hauptsächlich  dadurch  unter- 
scheiden, dafs  jede  indirekte  Rechnung  vermieden  ist.  Man  vergl.  die 
Rechnungsvorschriften  für  die  trigonometrische  Abteilung  der  Landesauf- 
nahme. Formeln  und  Tafeln  zur  Berechnung  der  geographischen  Koordinaten 
%  aus  den  Dichtungen  und   Längen  der  Dreiecksseiten.    Berlin  1878,     Zu 

beziehen  durch  die  Königl.  Hofbuchhandlung  von  E.  S.  Mittler  <&  Sohn,    (Es 
sind  besondere  Formeln  für  Dreiecke  1.,  2.  und  3.  Ordnung.) 

unsere  Formeln  dürften  nicht  unbequemer  als  die  ScÄmftcrschen  sein. 
Sie  bieten  vielleicht  dadurch  einen  Vorteil,  dafs  weniger  Korrektionen  zu 
berechnen  sind,  wenn  die  geographischen  Breiten  bereits  nähcrungsweise 
bekannt  sind. 

Die  Anwendbarkeit  der  Formeln  (4)  bis  zu  Distanzen  von  einigen 
Äquatorgraden  zeigte  neuerdings  wiederholt  Andrae  im  3.  Bd.  der  Dänischen 
Gradmessung  (Umarbeitung  von  Formeln  aus  Astronom.  Nachr.  Bd.  50 
Nr.  1187  S.  161  und  Bd.  63  Nr.  1272  S.  369  1869/60).  Von  der  inte- 
ressanten und  ganz  eigenartigen,  z.  T.  geometrischen  Methode  der  Entwick- 
lung giebt  Nr.  1272  der  Astronom.  Nachr.  sowie  Zachariae  a.  a.  0.  S.  198  (nur 
für  Dreiecksseiten  bis  65°  Breite)  am  besten  eine  klare  Vorstellung.  Unsere 
wesentlich  verschiedenen  Entwicklungen  führten  S.  431  §  11  zu  Formeln 
von  noch  grölserer  Schärfe.  Aufserdem  haben  wir  für  Dreiecksseiten  die 
indirekte  Berechnung  von  x  und  y  mittelst  Legendres  Satz,  welche  Andrae 
anwendet,  vermieden  und  durch  Herbeiziehung  höherer  OHeder  bewirkt, 
dals  die  Formeln  (4*)  genauer  sind  als  die  entsprechenden  bei  Zachariae 
und  daher  eine  ausgedehntere  Anwendbarkeit  gestatten. 

Eine  Vergleichung  mit  Astronom.  Nachr.  Bd.  71  1868  Nr.  1690  S.  147 
zeigt,  dafs  ebensolche  Formeln  wie  letzterer  die  trigonometrische  Abteilung 
des  preufsischen  Generalstabes  seit  v.  Müffling,  welcher  1820  deren  Chef 
wurde  (f  1851),  bis  vor  kurzem  angewandt  hat- 

Ebenso  wie  Andrae  berechnet  Barsch  x  und  y  mittelst  Legendres  Satz 
in  seiner  Anleitung  zur  Berecfijiung  rechtwinkliger  spliärischer  Koordinaten 
(Kassel  1868)  und  benutzt  sonst  die  Formeln  (4),  bei  der  8.  derselben  aber 
Argument  F,  Man  vergl.  auch  seine  Tafeln  für  geodätische  Berechnungen 
zwischen  den  geographischen  Breiten  von  35  bis  71^,  nach  Bessels  Elementen. 
(Anlage  zum  Programm  41er  höheren  Gewerbeschule  in  Kassel.    1869.) 

Jordan  rechnet  Bd.  2  seines  Handbuches  S.  280  u.  ff.  nach  Bohnen- 
berger  (1826)  im  allgemeinen  wie  Zachariae,  nur  in  Bezug  auf  x  und  y 
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mittelst  Reiben,  die  im  wesentlichen  nnseren  Formeln  (1)  entsprechen,  über- 
haupt aber  ohne  die  Formeln  in  die  logarithmische  Gestalt  zu  bringen. 

Hansens  Formeln  unterscheiden  sich  von  den  unseren  insofern,  als  sie 
noch  die  reduzierte  Breite  enthalten^  dagegen  benutzen  sie  ebenfalls  die 
Zerlegung  mittelst  rechtwinkliger  Koordinaten.  Vergl.  Geodätische  Unter- 
suchungen S.  38  §  31. 

Die  Methode  der  Zerlegung  in  rechtwinklige  Koordinaten  bei  der  Über- 
tragung geographischer  Koordinaten  dürfte  in  erster  Linie  auf  Legendre 
zurückzuführen  sein.  Nachdem  er  in  den  Memoiren  der  franz.  Akademie 
der  Wissenschaften  von  1787  auseinandergesetzt,  wie  er  sich  die  Berech- 
nung einer  Breitengradmessung  denkt,  giebt  er  in  Belambre^  Methodes 
anälytigues  pour  la  Determination  d*un  Are  du  Meridien.  1799  S.  1  u.  ff. 
einige  Zusätze.  Insbesondere  bestimmt  er  S.  14u.  ff.  Breite,  Länge  und 
Azimut  für  den  Endpunkt  eines  Perpendikels  zum  Meridian,  für  dessen 
Fufspunkt  die  Breite  bereits  bekannt  ist.  Die  Entwicklung  der  Formeln, 
Reihen  bis  s'  iucl.,  ist  eine  sphärische  mit  K[  (Fig.  8  S.  134)  als  Zentrum 
der  Kugel.  Dafs  Legendre  hierbei  nicht  untersucht  hat,  welchen  Einflufs  die 
Abweichung  der  Kugel  vom  Ellipsoid  und  die  Voraussetzung  kürzester 
Linien  auf  letzterem  haben,  erwähnt  schon  Soldner  (Baeyer.  Landesver- 
messiMg  S.  633).  Wenn  dieser  aber  in  gleicher  Hinsicht  auch  Delamhre 
nennt,  so  ist  das  ein  Irrtum,  weil  der  letztere  mit  Sehnen  rechnet,  wo 
selbst  bei  strenger  Rechnung  die  kürzeste  Verbindung  auf  der  Oberfläche 
gar  nicht  in  frage  kommt  (vergL  S.  211).  Auch  ist  bezilglich  Legendres 
auf  die  Abhandlung  von  1806  zu  verweisen  (vergl.  8.  800). 

Wesentlich  anderer  Art  sind  die  von  Gaufs  1847  im  2.  Teile  der  Geo- 
dätischen Untersuchungen  S.  26  u.  ff.  gegebenen  Formeln  (vergl.  S.  312).  Bei 
denselben  ist  die  Zerlegung  nach  rechtwinkligen  Koordinaten  nicht  an- 
gewandt, dagegen  wird  eine  indirekte  Rechnung  benutzt,  indem  in  die  For- 
meln die  arithmetischen  Mittel   der  Breiten  und  Azimute  eingeführt  sind. 

Dieser  Umstand  mufs  von  vornherein  der  Konvergenz  der  Reihen  günstig 
erscheinen,  allein  die  Reihen  für  L  und  t  enthalten  aufser  den,  den  Formeln  (4*) 
entsprechenden  Gliedern  noch  andere,  wodurch  zum  Teil  der  Vorteil  wieder 
aufgehoben  wird.  (Vergl.  weiterhin  das  Beispiel  VII.)  Die  Koefficienten 
der  Reihenglieder  haben  aufserdem  eine  nicht  so  einfache  Form,  wie  oben, 
sodaüs  man  mit  einer  Tafel,  wie  wir  mit  derjenigen  für  log  |/l  —  e*  wxi^B, 
nicht  auskommt. 

Jordan  giebt  S.  421  Bd.  2  seines  Handbuches  Gaufa'  Formeln  (jedoch 
nicht  mittelst  Cr.'  direkter  Ableitung,  sondern  mittelst  einer  andern  eben- 
falls von  G.  herrührenden  indirekten).  Zu  den  Tafeln  giebt  er  noch 
*      Hilfstafeln  für  veränderliche  Eicentricität. 

§  23.   Beehtwinklige  Koordinaten,  Distanz  und  Azimate  aas 
geographischen  Koordinaten  fOr  Entfernungen  Ton  der  Ordnung 
der  Dreiecksseiten.     Setzen  wir  im  Anschlurs  an  §  17  S.  447  an 
Stelle  der  Formeln  (1),  (3)  und  (5)  die  folgenden: 
sin  ff  =  sin  Li,i  cos  B^  -{-  -  - 


sin  (-F—  -Bg)  =  sin*  ---  sin  B^  cos  B^  •       ',  +  •  • 
tan  ^  =  —  tan  Li, 2  sin  5^  +  •  • , 


(1) 
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80  sind  die  begangenen  Fehler,  wenn  L  als  Arcus  verstanden  wird, 
im  wesentlichen  durch  die  nachstehenden  Ausdrücke  gegeben: 

für  ij'  :    —  ^  ff"  c»  V"  sin»  B,  cos»  B^ 
für  if—  B, :    +  i  p"  e*  L*  sin  5,  cos»  5«  (-  ^  +  e"  «o^*^,) 

für  «  :    —  J  9"  e»  U  sin  5,  cos*  B, . 

Es  ist  wie  früher  8.  447  vorausgesetzt,  dafs  L  eine  kleine  Gröfse 
sei,  womit  auch  t  auf  kleine  Werte  beschränkt  ist.  In  Bezug  auf  B^ 
erhält  man  als  Maximalwerte: 

'  B.  —  -I-  as  *  ° 


fürij'  :    —    ll"L»beisin»J5, 


0,093 


'i  —  X 


+  17 


B,  »=  ±  26 


fürJ'-B,:    +    55"L*beisin»J?, 

für  <  :    -I-  130"  Z»  bei  am*B.  =  4" 

Für  L  =  0,02  entsteht  in  J"  —  J5,  0,000009",  in  t  0,0010"  Fehler; 
dagegen  wird  der  Fehler  in  i}'  verschwindend  klein.    L  =•=  0,05  giebt 
in  ij',  F—B,  und  <  bezw.  0,000003",  0,00034"  und  0,016". 
Wir  setzen  nun  ferner  nach  S.  447  (4): 

log.-I<«(ifl=^<»^-S^':)  +  ^j;(-)*oo.  W+F)  +  ...  (2) 

Der  hiermit  in  x  begangene  Fehler  beurteilt  sich  wie  S.  453  und 
zwar  beträgt  er  im  Maximum  in  Äquatorsekunden 

für  X  :  -  1,5"  (J5i  —  Fy,  wobei    ~  {B,  +  F)  —  +  4P 

und  B^  —  F  als  Arcus  verstanden  ist.    Für  B^^  F  ^=^  0,02  giebt 
dies  —  0,000012".    Für  B,  -  F—  0,05  wird  der  Fehler  —  0,0002". 
Nach  S.   130   (4)    haben   wir  nun    sofort  zu    den  (1)   folgende 
Reihenentwicklungen,  in  denen  L  als  Arcus  zu  verstehen  ist: 


log  V  « 

in  Sek. 


log(F-I?,)= 

in  Sek. 


•    1 


log<  = 

la  S.k. 


log  {q"L  cos  5,)  -•    -  ML*  sin»  2?, 
-  ^  ML*  sin»B,  [12—11  sin»  5,]  +  Gl^ 
^oii{^(^)LhmB,i,ozB,.W*)+l^L*\b-^^m*B,\ 
+  ^l^  ML*  [1 19.  -  420  sin»B,  +  300  sin*B,]  +  G/, 

log  (-  q"L  sin  B,)  +  3  ML*  cos»  i?, 
+  g^  ML*  cos»  B,  [7  —  13  sin»  5,]  +  G/« 


(3) 
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VerDachlässigt  man  die  in  V"  multiplizierten  Glieder,  so  ergeben 
sich  im  Maximum  für  ij',  F — B^  und  i  nachstehende  Feh^erbeträge: 


in  V  :    -  4000"  U  für  sin«  B^  =  0,42 

inF^B^x    +  1700"  V  für  sin«  J5,  =  0,10 

in  ^  :    +  3000"  V  für  sin«  B^  =  0,14 


jB,  =  +  4P 

B^  =  +  18« 
1^2  =  +  21^ 


Ist  L  =  0,02,  so  wird  im  Maximum  nur  k\  merklich  fehlerhaft, 
nämlich  um  —  0,000013".  Für  L  =  0,05  sind  die  Maximalfehler  iu 
V,  F-^Bj  und  i  bezw.  —0,0013",  +0,000025"  und  +0,0009". 

Man  erkennt  hiermit  leicht,  dafs  für  die  Formeln  (1)  immer  die 
Formeln  (3)  unter  Vernachlässigung  der  in  L*  multiplizierten  Qlieder 
gesetzt  werden  können,  so  lange  L  den  Betrag  von  etwa  0,02  d.  i. 
rund  1,2*^  nicht  überschreitet  Bei  gröfseren  Werten  von  L  werden 
nicht  nur  die  eben  erwähnten  Glieder  der  Formeln  (3)  merklich,  son- 
idem  auch  die  den  Formeln  (1)  anhaftenden  Vernachlässigungen.  Man 
wird  daher  im  allgemeinen  zu  den  Formeln  des  §  17  S.  447  zurück- 
greifen müssen,  sobald  der  absolute  Werte  von  L  >  0,02  ist. 

§  24.  Fortsetzung.  Um  bequeme  Formeln  zur  Berechnung 
von  s  und  «1.2  zu  gewinnen,  knüpfen  wir  jetzt  nicht  an  die  (10)  S.447 
an,  denn  diese  sind  nicht  mehr  bequem,  wenn  ^a  nach  der  ab- 
gekürzten Formel  —  q'xy :  2^  berechnet  wird. 

Wir  bilden  dagegen  zunächst  mittelst  der  Formeln  (8)  und  (9) 
S.  446  u.  447  indem  wir  sie  nämlich  in  die  Entwicklungen 

S  cos  («1.2  +  y  -^ä)  =  S  cos  «1.2  (l  "~  Tg  ^^  +  ^0 

—  —  ^fl  s  sin  «1.2  (1  +  Gl^ 
8  sin  («1.2  +  y  ^aj  =  5  sin  «1.2  (l  —  ]^  ^«*  +  Gk) 

+  j  Jas  cos  «1.2  (1  +  Gl^) 

einführen,  nachstehende  Formeln: 

1  aj'y»- 

S  cos  («1.2  +  -3-  Ja)  =  X 


s  sin  ^«1.2  +  y  Jaj  =  y 


69«  120  Q*         60    9* 

+  ^^^fe«sin2J5o  +  G«o 

1  -L.  _L  ^  _  i.  5V 

'     180  ~Q*         60     V* 

-^^^e'sm2B,+  Gk 
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oder  logarithmiscb: 


log  [s  cos  («i.»  +  3  Ja))  = 

log  (s  ain  («i.«  +  y  Ja))  = 
Dabei  ist: 


'ogy+w'?-^'^' 


-is'"'7''^"'  +  ö/,. 


**  =  V  :  >*"o* 


'Vsi-^^s(-T^"v)+n-;:+<?^.- 


(1) 

(2) 
(3) 


Läfst  man  nun  in  vorstehenden  Formeln  die  klein  gedruckten 
Glieder  weg,  so  sind  die  begangenen  Fehler  für  $  cos  («i.«  +  y  -^ä] 
und  s  sin  (ai.2  +  y  ^ü)  in  Äquatorsekunden  (vergl.  S.  451),  sowie 
f&r  /Ja  in  Sekunden  bezw.  gleich 

—  ig5  q'  (~)   sinV.2  cos  «1.2  (48in*ai.2  +  ScosV.s) 
+  3ß  q"  ^  (--)   sin*«!  .2  cosVi  .2  sin  2B^ ; 

+  läö  ^    \a)   ^^^  ^* •  *  ^^®*^* •  *  (^^s*^i .2  —  3 sin*a, . 2) 
—  Yg  p"  c*  (~)   sin  «1.2  cos'flfi. 2  sin  2Bq  ; 

1     ../«\*   . 
—  24  P   \^)   siii  «1.»  cos  «1.2  . 


zu(l) 


zu  (3) 


Die  Maximalwerte  dieser  Ausdrücke  sind  zum  Teil  schon  S.  451 
angegeben.  Man  erhält  als  Maximalwerte  der  von  ^  unabhängigen 
Glieder: 


+  1600"  (^)*  für  sin*  «1.2  =  0,7 
+  520"(-)'  „  sin»  «1.2  =  0,7 
+  4300"(^)*  „   tana,.,  =  ±l 


zu(l) 


ai.2  im  I.Qu.  =  57» 
57» 
45»,    zu  (3) 


dagegen  für  die  von  c*  abhängigen  Glieder: 

ai.siml.Qu.  =  45» 


+  9,5"  (^)*fartana,  .,=  +  1 
+  25   (A)\,tan«..,  =  +]/| 


30 


^0  beliebig 

B,=±45» 


zu(l) 
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Hiernach   werden   die   Maximalfehler    für   s :  a^  «=  0,02   in  den 

Werten   von    s  cos  ^ai.2  +  y  ^ä)  ,    s  sin  («i.j  +  y  ^^)    ^^^^  ^^ 
höchstens  bezw.: 

+  0,000006",  +0,000005"  und  +0,0007"; 
für  s :  «0  =  0,05  dagegen  +  0,0005",  +  0,0002"  und  +  0,027". 

§  25.    Znsammenstollnng.    Gegeben:  B^j  B^  und  Z1.2. 
Gesucht:   5,   «1.2  und  «2.1  bezw.  x  und  y  f&r  P^  in  Bezug  auf 
den  Meridian  von  P^ . 

Vo  =  +  cos  B^ .  L1.2      log  V  =  log  Vo  —  67"«  ^0*  +  •  • 


in  Sek. 


in  Sek. 


M 


t^   =  —  8in-B2-^i.2      log^   =log^o  +ir7^«Vo*  +  " 

in  Sek.  in  Sek.  ^  9 

log  ^  =  5,230783-10    log  3^^  =  5,531813-10, 

beide  fOr  Einh.  der  7.  Dec.; 


in  Sek. 


2(1  — c*;p"  z      69 

W^  cum  Ar^ment  B^ 


9 


'<>8  W^'v'  °=  4,3874532.3«-10 

Iog:.  =  log(?^(?^^P^)  +  -(^y  CO.  («.  +  .,+  - 
"'J'wJ^     =  [1,4873099.71]  TT™» ;  "', ax,.  1 ,«.  +  ^) 

log  — T7Z   »   2,930—10  far  Einh.  der  7.  Deo.  * 

y  =  ^,  5J5?«^  =  ^ .  V^  =  5:|8.>  [1^4902183.30] 

log  |s  cos  («1.2  +  y  ^a)|  ==  log  iC  —  y  ^  y^Fo*  +  •  •. 
log  |s  sin  («1.2  +  y  ^a)  I  =  log  y  +  .  . 

in  S«k.  '     "• 

log  (—  Y  yr)  =•  1,407017.  —  10  »i  ««d.  A»gniii«nt  F  + 1  (B.  _  F) 

log  (t  T^)  ■"  2,25325      — 10       «r  EIoH.  d«r  7.  D«o. 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 
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««.1  —  «1.2  +  180^  +  Ja  +  t.  (5) 

Diese  Formeln  reichen  znr  schärfsten  Rechnung  aus,  so  lange 
s  :  a^j  <  0,02  und  zugleich  X1.2  <  1,2°  ist  Für  Spezielleres  in  Bezug 
auf  die  Genauigkeit  sind  die  beiden  letzten  Paragraphen  zu  ver- 
gleichen. 

Kreis  der  Anwendung  der  Formeln.  Aufser  vereinzelten  An- 
wendungen erlangen  z.  B.  bei  der  preufsischen  Landesvermessung  die 
Formeln  dieses  Paragraphen  (oder  doch  ähnliche)  eine  grofsere  Ver- 
wendung, sobald  es  gilt,  einen  kleineren  Landesteil  auf  ein  besonderes 
rechtwinkliges  Koordinatensystem  zu  beziehen.  Einer  der  Punkte, 
etwa  Pj  mit  B^  als  geographische  Breite,  wird  dann  als  Koordinaten- 
auf ang  genommen  und  aus  der  relativen  geographischen  Lage  der 
anderen  Punkte  zu  P^  auf  ihre  Koordinaten  geschlossen.  (Vergl.  S.  420.) 

Die  Aufgabe  dieses  Paragraphen  nnd  des  §  17  S.  447  ist  auf  wesentlich 
andere  Ai-t  mit  Hilfe  des  vertikalen  Schnittes  namentlich  von  Hansen  gelöst 
worden  (vergl.  die  Bern.  S.  265).  Die  betreffenden  Formeln  finden  sich 
in  §  53  und  zum  Teil  in  §  52  S.  70  u.  ff.  seiner  Geodätischen  Untersuchungen. 
Es  scheint  uns  nun  nicht  zweifelhaft,  namentlich  auf  Qrund  einer  Be- 
rechnung des  von  Hansen  §  70  S.  91  gegebenen  Zahlenbeispiels,  dafs  die 
oben  entwickelten  Formeln  deu  JETaiu^nschen  vorzuziehen  sind.  Zur 
eventuellen  Vergleichung  berechnen  auch  wir  in  den  folgenden  Para- 
graphen dieses  Beispiel. 

Oudemans  bespricht  in  Astronom,  Nachr.  Bd.  81  Nr.  1940  S.  805  u.  ff. 
zahlreiche  Ultere  und  unzureichende  Formeln  zur  Lösung  der  Aufgabe, 
aus  geographischen  Koordinaten  Entfernung  und  Azimute  zu  bestimmen. 
Schliefslich  bleibt  er  bei  einer  Umformung  der  obenerwähnten  Hansenschen 
Formeln  stehen,  welche  Umformung  aber  die  Reihenentwicklung  gröisten- 
teils  unter  Anwendung  der  auch  von  uns  S.  82  erw&hnten  Berechnungs- 
formeln der  sin  und  tan  kleiner  Winkel  mittelst  arc  und  sec  vermeidet. ' 
Diese  Formehi  scheinen  in  der  That  recht  bequem  zu  sein,  nur  ist  ihr 
Genauigkeitsgrad  vom  Verfasser  nicht  völlig  festgestellt  und  es  besteht 
der  Übelstand,  dafs  eine  der  Formeln  (es  ist  diejenige  fCLr  die  Entfernung) 
für  kleine  Azimute  versagt  (wegen  des  Nenners  sin  Azimut),  sodafs  der 
Formelapparat  hier  vor  der  Anwendung  einer  Verbesserung  bedarf 

Wenn  es  sich  aber  nur  um  Entfernung  und  Azimute  handelt,  möchten 
wir  jedenfalls  die  Formeln  S.  313  allen  anderen  vorziehen. 

Modifikationen  obiger  Formeln  für  noch  kleinere  Distanzen  siehe  bei 
ZachaHae  a.  a.  0.  S.  218  und  Jordan  a.  a.  0.  Bd.  2  S.  291  u.  ff. 

§  26.  Zahlenbeispiel  Tl.  Vergl.  Hansen ,  Geodätische  Unter- 
suchungen S.  47  und  91  (§37  u.  70). 

.     Gegeben:  5^  =  20«      s  =  -,  a^      «1.2  =  30«. 

Wir   wenden   die   Formeln   von  S.   456   an   und   benutzen    7ziffrige 
Logarithmen   mit  Ansatz   der   8.  Stelle  aus   den  Proportionalteilen; 
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sodafs  die  Genauigkeit  jener  Formeln,  obgleich  s  Terhältnismäfsig 
grofs  ist,  völlig  genügt.  (Es  würden  in  dieser  Hinsicht  auch  noch 
8  genaue  ZifPern  angewandt  werden  können.) 

Man  hat  zunächst  für  die  Umwandlung  von  s  in  Metern,  sowie 
für  u  und  t;  nach  den  Formeln  (1)  S.  456: 

flog  2oo  =  7,1056734.6 


log  9»    =  1,7581226.3 
log  s  =  5,3475508.3 
log  u  =  5,2850814.3 


log  sin  a,.j  =  9,6989700  —  10 
log  cos  «12  =  9,9375306  —  10 

log  V  =  5,0465208.3 . 


In  1.  Annäherung  ist  hiermit 

F  —  Bi^  [6,732«  +  5,285  —  10]  =  -  104,0', 

sodafs  sich  findet  £,= 20»  -  1«  9'=  18«  51'  mit  log  11 0=9,999849—10 
und  log  Wf*  =  9,99940  —  10.     Man  hat  jetzt: 

log  M  =  5,2850814.3 

[  +  [2,55428  -  10]  V*  Tf"/  =  +       443.3 

log  a;  =  5,2851257.6 

(  log  v  =  5,0465208.3 

1  -  [2,25325  -  10]  «*  Fo*  =  —       665.0 
log  y  =  5,0464543.3 
1,40702«  -  10 
log  {xy)  -=  10,33158 
log  Wo*  =    9,99940   -  10 
log  V«  =    l^mOOn^TtT^  —  54,702". 

in  Sek. 

Formel  (2)  S.  456  giebt  nunmehr: 

In  I.  AnntheTang  iit  daa  Ar-  1 
gnment  fur  (K„  gleich  20°— £2'  ' 
=1»<>8',  womit  Slog  ir„, gebildet 
itt,  deuen  Znwaolu  fiUr  l'—TM 
betrigt. 


log  X  ==5,2851257.6 

8,5126900.3-10 
3  log  W,n  =9,9995327.3-10 


—  {Bg  —  F)  wird  genauer  gleich 

—  13,79735]  Sek.  oder  52,86'  und 
also  der  Zuwachs  au  3  log  W„^ 

gleich      -f  7.86  X  0,86. 
ß,-f  F=38<»15'. 


log  (^^  =a,7973485.2 
[2,930— 10](^'''yco8(jy,+J0=  -  2.6 

Zuwachs  XU  3  log  IF^    ==  -[-  2.0 

log  ^-~T)^3^9Tdmß 

in  Selc. 


Bi  —  F=  P  44'  31,168"        F  =  18«  15'  28,832". 

He  Im  er  t,  matheni.  u.  ph>Hikal.  Theorieeu  der  höhereu  Geodäsie.  30 
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Die  Formeln  (3)  und  (4*)  S.  457  geben 
8,5097816.7  -  10 
log  y  =  5,0464543.3 
log  Wf  =  9,9998577.0  —  10 
log  ij  =  3,5560937.0 

in  Sek. 

log  COS  2*^  =  9,9775660.2—  10 
log  tan  F  =  9,5183896.5  -  10 


Änderung  yon  log  Wp  fOr  l' 
gleich  —  8.51 . 


log  L,  =  3,5785276.8 
log^^^  =  3,0744833.5n 


log  Lq  =  3,5785276.8 

—  [5,53181  -  10]  V  =  —         4S.0 

+  [4,271  -  20]  V  =  0.0 

.  +  [4,204  —  20]  ^o'io*  =  0.0 

log  Li.2  =  3,5785228.8 

in  Sek. 

L,.2  =  P3'8,985" 

log  ^0  =  3,0744833.5» 

-  y  X  48,0  ^ 24.0 

-  [5,23078  -  10]  Zi.2«= 244.3 


log^- 

in  Sek. 


AnaUU  Ifi^.  ist  eigent- 
lich   dae    Argument 

3 
/''+--  (fi,  —  F)    mnau- 

wenden.     Die   Ändemng 

von  8  log  W  für  —  0,13' 

ist   aber   vcrBohwindend. 


3,0744565.2. 

f=_    19' 47,016" 
Ja  =  -         54,702 
aj.i  =    30   0    0 
a2.i=209»39^18,282". 

4,38745   —  10 
log  ij  =  3,55609 
log  to  =  3,07448, 
2  log  Wf  =  9,99972  -  10 

0 


-JX48.0  = 
-  l  X  244.3  -= 


1 


log  (B,  —  F)  =  1,01773« 

in  Selc. 

Bt  —  F=  —  10,417"      B,  =  18»  15'  18,415". 

aan-H  a.  ».  O.  S.  48: 


j    ^2=    18n5' 18,415" 

18,417' 

Resultate: 

Li.2=      1     3     8,985 

8,983 

«,.1  =  209  39  18,282 

18,879. 
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§  27.    Zahlenbelspiel  TL    Umkehrong  der  Aufgabe  des  vorigen 
Paragraphen. 

Gegeben:  JB,  =  20»    5,  =  18»  15'  18,415"    Li.,  —  1»  13'  8,985". 
Die  Formeln  des  §  25  S.  463  geben  nach  und  nach  die  folgenden 
Werte,  indem  i,.,  =  3788,985"  ist: 

i     log  Z,.,  =  3,5785228.8 

I  In  Sek. 

[log  cos  5,  -=  9,977.5732.9  —  10 


log  V,  =  3,5560961.7 
, -  [5,23078  -  10]  t*  =  —         24.0 
iögV^3,5560937.7 

In  Sek. 

-  log  Wt  =  0,0001422.6 
1,4902183.3 


Argument  ffir 

log  W, 
=  18*>  15,307' 


log  y  =  5,0464543.6 

flog  Zi.,          3,5785228.8 

in  Sek. 

log  sin  B^  =  9,4958890.8  — 

10 

log  t^  =  3,07441 19.0, 
+  [5,5318 1  —  10]  ij'o*  =  +       440.6 

log  t  =  3,0744560.2« 

In  Sek. 
<  -=  _   19'  47,015". 

4,38745.  —  10 
log  ij;  =  3,55610 
logf,   =3,07441 
2  log  TT«  =  9,99972 

0 


10 


—  y  X  24.0 


-\-\x  440.6  =  + 


6 


log(JP-£,) 

in  Sek. 


1,01774. 
EHe  Formel  (S)  S.  463  giebt: 


F—B^^ 


+    10,417" 
2*^=18»  15'   28,832" 
Bi  —  F.=   1»44'  31,168" 
=      6271,168" 


+  [2,930 


1,4873099.7 
log  (ifi  —  iO  =  3,7973484.6 

in  Sek. 

—  3  log  W^  =  0,0004670.7 
10]  (5,  -  Ff  cos  (5,  +  F) H  2.6 


ArguiDont 
I  (ß.  +  F)  für 

=  le»  7,740'. 
Äi+F=38oi6. 


log  a;  =  5,2851257.6 


30* 


L 
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Die  Formeln  (4)u.(5)  S.463u.4Ö4  geben  mit  log>ro=9,999849- 10, 
dieses  entsprechend  dem  Argument  jBq  =  ^8"  ^^''• 

log  X  =  5,2851257.6 
—  [2,25325  -  10]  y*  W„* 221 .6 


log  [scos («,.,+  J-^a)j  =5,2851036.0 

log  jssin  (ai.a  +  y^«»))  =  5,0464543.6 

c,.,  +  4-^«>=29«59'41,780" 
log  s  =  5,3475508.3 


1,40702,-10 
log  (xy)  =  10,33158 
41ogF„=  9,99940  -10 
logz/fl=   1,73800 

iu  Sek. 

f^fl=-        54,702" 

<  =  -    19' 47,015" 

a,.,=  30»  0'  0,014" 


C2.i=209''39'l  8,297" 


Resultate: 


Hog  X  =  5,2851257.6 
logy=-     5,0464543.0 
log  s  =  5,3475508.3 
aj.i,=  30«  0'  0,014" 
ai.i  =  209  39  18,297" 


nach  ▼origem 
Paragraphen : 

7.6  I 

3.S 
8.3 

0,000" 
18,«82 


nach  ffan*en 
S.  92  a.  a.  O. : 

um    0,004'     gröfser 
als  2<*,  macht 
2.5    im    Logar.     mehr. 

—  0,020" 
18,256. 


§  28.    Zahlenbeispiel  VII.    B,  =  5P  48'    1,9294" 
log  s  =  5,0252128.6     a,.2  =    5«  42' 21,7699" 
für   die    Dreiecksseite   Brocken -Inselsberg   der    hannoverischen    Ver- 
messung nach  Gaufs,    Untersuchungen  über  Gegenstände   der   höheren 
Geodäsie,  2.  Abth.,  S.  33. 

Zu  den  Formeln  (1)  und  (2)  S.  456  hat  man   bei  Anwendung 
Tziffriger  Logarithmen: 

log  sin  «,.2  =  8,9974945.7  —  10        log  cos  ai.»  =  9,9978427.5  —  10 

log  V  =r4,0227074.3   ~"  log  w  =  5,0230556.1 

F—B,  =  [6,732«  -  10  +  5,023]  =  -  56,8' 

log  TTo  wird  mit  dem  Argument  B^  =  51^  48'  —  y  .  57'  d.  i.  51^  10' 

gleich  9,999119  —  10  und  log  T^  =  9,99648  -  10. 
Hiermit  folgt: 

log  u  =  5,0230556.1 

+  [2,5543  —  10]  V«  TV  =  +  4.0 

•  log  a:  =  5,02305601 

log  V  =  4,0227074.3 

-  [2,2533]  M«  WV  =  -        197.6 

"  logy~-r4,Ö22'6876?7 
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log  (xy) 
4  log  W, 


1,40702,  -  10 
9,04574 
9,99648   -10 


log  Ja  •■ 

in  Sek. 


0,44924«;  z/H  =  — 2,8135" 


Formel  (2)  S.  456  giebt  nunmehr: 


In  I.  AnnUmvag  Ut  das  Argn-j 
ment  fOr   W,„  gleich 

51»  «,0S*  —  »•  =  5i»  W  1 
womit  S  log  W„  gebildet  wuide 
deurn  ZawachifBr  !'=•— 12.39  iat. 


—  {B,  —  t")  wird  genauer  gleleb 

^  fZjaaOaj  Sek.  d.  L  X8,U',  >Uo 
du  Argoment  gleich  51°  19^9*. 

B,  ■\-F=il0f39'. 


log  X  =  5,0230560.1 

8,5126900.3—10 
3  log  W„  =  9,9973438.9-10 


log  (^)=  3,5330899.3 
■  [2,930- 10]  (^f )*co8  (J5,  +  20  =  +  0.2 


Zuwach»  »n  «log  W^  «r  —  0,41'=  + 


5.1 


log  (5,  -  i^j  =  3,6330904.6 

in  Sek. 


B,  —  F=  56'  52,6398"        F  =  50»  51'  9,2896". 

Die  Formeln  (3)  und  (4*)  S.  457  geben: 

8,5097816.7  -  10 
log  y  =  4,0226876.7 
log  Wr  =  9,9991265.7  —  10 


(         log  ij  =  2,5315959.1 

I  in  Sek. 

{  log  COS  F  =  9,8002480.4  -  10 
[  log  tan  i^  =  0,0893472.5  —  10 


Änderung  von  log  Wp  fUr  1' 
gleich  —  4.0 


log  Zj  =  2,7313478.7 
log^o  =2,6209431.6« 


log  Lo  =  2,7313478.7 
[5,532  —  10]  «0«  =  —  5.9 

hSbere  Glieder    =  0.0 


log  i,.2  =  2,7313472.8 

in  Sek. 

i,  ,  =  8' 58,7003" 
log  to  =  2,6209431.6« 


_^X5.9  =  - 

[5,231- 10]iyi.2*=  - 


3.0 
4.9 


log  t  =  2,6209423.7« 

in  Sek. 
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^a,.i  =  185^35'21,1815" 


^  =  -  6'  57,7749'" 
^a  =  —        2,8135 
ai.2  =  5H2  21,7699  . 


Da    ßj  —  F 
nar  Itruchieile 
Sek.   betrftgt,  so 
reicht   Wf  un- 
mittelbar zur  Be- 
rechnung aus. 


4,38745  —  10 
log  ri  =  2,53160 
log  <„  =  2,62094n 
2  log  Wf  •=  9,99825   -  10 

hoben  Glieder  tss  0 


log(5j-F)=  9,53824,  -  10 

in  Sek. 


nach  Gemfi 

r     Bj=    500  51'   8,9443" 

8,9444" 

Lu2=     0     8  58,7003 

58,7009 

a,.,  =  185  35  21,1815 

21,1815. 

B^  —  F 0,3453"     B,  =  50»  51'  8,9443" 


Resultate: 


§  29.  Zafalenbeispiel  II.   Beispiel  7  in  Formeln  und  Tafeln  etc. 
(ßir  Breiecksseiten  1.  Ordnung)  von  0.  Schreiber. 

Gegeben:  JBj  =  57«      s  =  120*"'      «1.2  =  315». 

Wir  wenden  hier  Logaritlimen  bis   zu  9  genauen  Decimalstellen  an. 
Die  Formeln  (1)  S.  456  geben: 

log  5  =  5,0791812.46 
log  sin  «i.j  =  9,8494850.02»  —  10 
log  cos  «1.»  =  9,8494850.02  —  10 

F  -  J5,  =  [6,732,  —  10  +  4,929]  =  -  45,8', 
daher  ist 

Bo  =  57»  —  30,6'  =  56»  29,4', 

log  Wo  =  9,998990  —  10  und  4  log  W^  =  9,995960  —  10. 

I  log  u  =  4,9286662.48 

1  +  [2,55428  -  10]  V*  W^*  =  +   255.61 


log  V  =  4,9286662.48. 
log  u  =  4,9286662.48 


log  X  =  4,9286918.09 

log  V  =  4,9286662.48, 
[2,25325  -  10]  M*  Wo*  =  -   127.80 
log  y  =  4,9286534.68. 
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in  Sek. 

Formel  (2)  S.  456  giebt  nunmehr 

In  1 .  Annftbernng  iit  daB  Ar- 
gument für  W^  gleich  bl^—  23' 
=^97\  womit  S  log  JT^  ge- 
bildet ist.  Zuwachs  desselben 
für  i'  gleich  —  11.67^ 


log  Jü  =  1,260322;  Ja  =  18,2105". 


—  (B,  —  F)    wird    genauer 

gleich  Y  [8,«8J4]  Sek.  d.  i. 

itj)»&'  n&d  daher  der  Zuwach. 
«I  J  log  W^  gleich  —  0,t»6 
X  11,67. 


log  X  =  4,9286918.09 

8,5126900.29-10 
3  log  W„,  =  9,9969613.57—10 


log  (^  -\  =  3,4383431.95 
-  [2,930-  10](^ycos(B,+ J')=  +  0.25 

Zuwach«  fürs  log  IFjn 0,135X11,67  =  — 


1..57 


log  {F  -  Bi)  =  3,4383430.63 

in  Sfk. 


Bi  +  F=llS''l*'. 

F-B,^  45'  43,74068"  F  =  56«  14'  16,25932 

Die  Formeln  (3)  und  (4*)  S.  457  geben: 
8,5097816.70   -  10 
log  y  =  4,9286534.68» 
log  Wf  =  9,9989959.90  —  10 


Änderong  von  log  Wf  für  1' 
gleich  —  3,9«. 


log  ,j  =  3,4374311.28, 

in  Sek. 


log  i„  =  3,6925543.59« 
log*,   ==3,6123391.89 


log  cos  F  =  9,7448767.69   —  10 
log  ten  F  =  0,1749080.61 

log  Lo  =  3,6925543.59, 

-  [5,531813  -  10]  t*  =  -       570.80 

+  [4,271  -  20]  t*       =  +  0.05 

_  +  [4,204  -  20]  V  V  =  +  0.07 


log  i,.«  =  3,6924972.91« 

in  Sek. 

Li.i=-  1»  22' 6,03270" 

log  t^  ==  3,6123391.89 

-  4-  X  570.80 285.40 

-  [5,23078  —  10]  ii.»»  =  -      ^12.84 
1^^7^3,6122693.65 

in  Sek. 
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<  =      1«  8'  15,1458" 
^tt  =  18,2105 

la,.2  =  315  0    0 


«,.1=  136  8  33,3563" 

4,3874532.3  -  10 
log  ri  =  3,4374311.3, 
log  t,  =  3,6123391.9 
y    2  log  Wf  =  9,9979919.8  —  10        ,.    . ,     ,    ^      „ 

o         ''  )  womit    sich    aIb    Zuwachs    Ton 

log  (B^-F)  TiTlT  Ann.  =   l,4352155.3n       ^  I  ^  log  »>  ergiebt 

Zuwachs  für  2  log  Tr=  +  2.7  j  2x0,34x3,92. 

-  [5,23078—10]  t^- 285.4 


Äj  _  F  SS  _  27,24    =  —  0,454 


daher   ist         (»,— /-')  =  — 0,54  , 


J- [5,23078-10]  V=- 


206.5 


log  (5,  —  F)  =  1,4351666.1, 

in  Sek. 


Bj-i?'= -27,23746" 
.Bj=  56«  13' 49,02186". 


r    5,=    56»  13' 49,02186" 


Resultate: 


Lt. 


1  22    6,03270  ö«iich 


l  «2.1  =  136     8  33,3563 


nach 

naoh  ScArtiber, 

8.304 

a.  a.  0.  S.  12. 

49,02182" 

49,0218" 

6,03263 

6,0327 

33,3566 

83,355. 

Die  Resultate  vonS.  304  sind  in  der  5.  Decimale  nicht  mehr  sicher. 

§  30.    Fortsetzung  deH  Zablenbeispiels  IL    Umkehrung  der 
vorigen  Aufgabe. 
Gegeben : 

I?,  =  57«       B^  =  56«  13'  49,02186"       i,.«  =  1»  22'  6,03270"  «tueh. 

DiejF'orffie?»(l)und(3)S.463  geben,  indemLi.i,=  —  4926,03270"  ist: 

logL,.,     =3,6924972.91, 

log  cos  Bt  =  9,7449625.47    -  10 

~  log  r)',  =  3,4374598738, 

.  -  [5,230783  -  10]  <„*  =  —       285.28 


Argumeut  für  VFg 
=  .'.6»  13,8170' 


log  V  =  3,4374313.10, 

in  Sek. 

-  log  Wi  =  0,0010038.30 
1,4902183.30 


log  y  =  4,9286534.70, 
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logij.s,     =3,6924972.91- 

log  sin  B,  =  9,9197464.88   -  10 

[  log  <o  =  3,6122437.79 

I  -j-  [5,531813  -  10]  V/  =  +       255.51 


log  t  =  3,6122693.30 

in  S«k. 

<  =  1»  8'  15,1454" 


log  ,;  =  3,4374598.4, 
log«o  =3,6122437.8 
2  log  W^  =  9,9979923.4  — 10 
4,3874532.3,-10 

-  I X  285.28  =  -        142.6 

+  y  X  255.51  =  +       319.4 

log  {F  —  B^=  1,4351668.7 

In  Sek. 


F-  B^  =  +         27,23748" 
F=56M4'  16,25934" 
B,  -  J'  =  +  45'  43,74066" 
=  +     2743,74066". 


Argument   --  (B,  +  *') 

für  log  IK,,, 

=  56»  S7,18M'. 

B,-\-  F=  HS°U'. 


Die  Forntd  (2)  S.  463  giebt  femer: 

1,4873099.71 

log  (B,  -  J')= 3,4383430.59 

-  3  log  Tr„= 0,0030388.00 

+  [2,930 — 10]  {B^-FfcosiB^+F)  =  -  *  0.25 

logä; = 4,9286918.05 

Die  Formeln  (4)  und  (5)  S.  463  u.  464  geben  endlich  mit 
log  Tr„  =s=  9,998990  -  10, 
dieses  entsprechend  dem  Argument  JB^  ==  56*  29,5': 


log  X  =  4,9286918.05 


-  [295325  -  10]  f  Wo*  = 


127.80 


l"g  Iscos  («1.,  +  l  Ja\\  =  4,9286790.25 
log  jssin  («,.,  +  |-  ^fl)j  =  4,9286534.70, 

«1.2  +  3  ^fl  =  315«  0'  6,0686" 
log  «  =  5,0791812.46 


(  1,407017,  -  10 

I  log  (xy)  =  9,857345, 
[4  log  Wq  =  9,995960    -  10 
log  Ja  =  1,260322 

in  Sak. 

(   z/tt=  18,2105" 

<  =      1«    8'  15,1454" 
a,.»  =  314  59  59,9984 
Vi~i~^~  136»    8' 33^3543" 
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Resultate : 


nach  Torigem 

Faragraphon : 

rlog  X  =  4,9286918.05 

.09 

log  y  =  4,9286534.70, 

.68  n 

log  5  =  5,0791812.46 

.46^ 

o,.2  =  314«  59' 59,9984" 

60,0000" 

«j,  =  136    8  33,3543. 

33,3563. 

10.  Kapitel. 

Berechnung  kleiner  Figuren  auf  dem  Rotationsellipsoid 
mittelst  Proijektion  auf  eine  Ebene. 

§  1.  Yerscfaiedene  IJmformnngen  der  Formeln  für  recht- 
winklige sphärische  Koordinaten.  Schon  S.  420  ist  angedeutet 
worden,  dafs  man  bei  der  Vermessung  eines  ausgedehnten  Landes, 
wie  z.  B.  Preufsens,  genötigt  ist,  auf  eine  gröfsere  Anzahl  besonderer 
Abscissenaxen  überzugehen,  um  mit  bequemen  Formeln  rechnen  zu 
können.  Insoweit  es  sich  um  die  Berechnung  von  Koordinaten  aus 
Entfernungen   und  Richtungswinkeln  handelt,   ist  das  Formelsystem 


V  =  5  sin  Hl. 2 
w  =  5  cos  ai ,  2 


(1) 


9        a. 


völlig  zureichend,  so  lange  die  Entfernungen  und  Ordinaten  kleiner 
als  100*^*  bleiben  und  derjenige  Punkt  der  Abscissenaxe,  för  welchen 
Q  genommen  wird,  innerhalb   10  Minuten  in  geographischer  Breite 

oder  20*"*  dem  Argument  a?i  +  ^>  ^  entspricht.     Denn  alsdann  ist  der 

Einflufs  der  vernachlässigten  Glieder  noch  nicht  1'"'". 

In  der  2.  Formel  (1)  ist  u  als  Faktor  gezogen,  um  die  nach- 
folgende Verwendung  zu  erleichtern.  Da  x^  —  x^  mit  u  verschwindet^ 
ist  dieses  Verfahren  zulässig.  (Dasselbe  zeigt  sich  S.  414  u.  ff.  bei  der 
Entwicklung  der  allgemeinen  Formeln.) 

Eine  Modifikation  der  Formeln  (1),  welche  Zachariae  und  andere 
benutzen,  ist  S,  121  bereits  erwähnt,     Sie  berücksichtigt  die  Glieder 
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3.  Ordnung  zum  Teil  durch  kleine  Reduktionen  an  üi,2  und  s^   die 
aber  in  beiden  Formeln  verschieden  sind: 

y«  —  yi  =  s  sin  (ai.2  —  (E  +  «))  +  (>  Gl^ 


(2) 


Diese  Modifikation  yerdankt  ihren  Ursprung  wohl  mehr  der  Art  der 
Herleitung  als  der  Absicht,  die  Unbequemlichkeiten  der  Formeln  (1) 
zu  yermindem. 

'  Diese  Absicht  kann  einer  ersten  Idee  nach  vielleicht  eher  erreicht 
werden,  indem  man  setzt: 


yg  —  yi  =  (s  +  *,)  sin  (äi.2  +  *«)  + 
a;,  —  a?i  =  (s  +  *,)  cos  (äi.«  +  *«)  + 


::,|      (») 


mithin  s  und  Ä1.2  um  gleiche  Beträge  in  beiden  Formeln  ändert, 
s  +  <^»  ist  nichts  anderes,  als  die  Entfernung  zweier  Punkte  in  einer 
Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  Xy,  y^  und  x^,  y^;  ni.2  +  <Ja 
ist  der  zugehörige  Richtungswinkel.  Ohne  Zweifel  sind  d,  und  *b 
Funktionen  der  Koordinaten  der  Punkte. 

Wenn  diese  Funktionen  einfach  genug  sind,  würde  sich  nun 
nicht  blofs  der  Vorteil  ergeben,  nach  den  Formeln  (3),  also  mittelst 
ebener  Polygonometrie  die  genauen  Werte  der  Koordinatendifferenzen 
rechnen  zu  können,  sondern  überhaupt  auch  alle  Figuren  zwischen 
den  Netzpunkten,  insbesondere  bei  der  Einschaltung  Ton  Netzpunkten 
in  das  Hauptnetz,  einfach  nach  den  Formeln  der  ebenen  Geometrie 
behandeln  zu  können,  nachdem  die  Horizontal winkel  angemessen 
korrigiert  sind.  Da  jeder  Richtungswinkel  a  die  Verbesserung  ^b  er- 
halten mufs,  so  ist  diejenige  eines  Horizontalwinkels  die  Diflferenz  der 
da  für  beide  Richtungen  seiner  Schenkel:  da  rechts  —  da  links,  d,  kommt 
nur  insoweit  in  frage,  als  eine  d>ene  Entfernung  s  +  ^«  ^^^  ^^^ 
wahren  zu  yergleichen  ist  —  nicht  aber  bei  der  Koordinatenberech- 
nung, da  diese  sich  auf  die  d)ene  Dreiecksberechnung,  welche  mittelst 
der  reduzierten  Winkel  die  s  +  **  unmittelbar  giebt,  stützen  wird. 

Die  Anwendung  der  Formeln  (3)  selbst  ist  jedoch  nicht  zweck- 
mäfsig,  weil  d«  und  da  unbequeme  Ausdrücke  erhalten.  Man  kann  aber 
alle  geschilderten  Vorteile  erreichen  und  diese  Ausdrücke  vereinfachen, 
wenn  man  eine  der  Koordinaten  x  oder  y  mit  einem  passenden  Faktor 
multipliziert,  ehe  man  sie  als  ebene  Koordinaten  betrachtet.  Es  ist 
leicht  zu  sehen,   dafs  es  gut  ist,   x  als   im  Meridian   liegend,   un- 
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geändert  zu  lassen.  Der  schickliche  Faktor  Ton  y  wird  nun  Toraus- 
sichtlich  von  1  nur  um  eine  Gröfse  2.  Ordnung  abweichen.  Wir  setzen 
ihn  versuchsweise  gleich 

1  +  -/.',  (4) 

WO  c  eine  vorläufig  unbekannte  Konstante  bedeutet.  Bezeichnen  wir 
ferner  mit  s'  die  ebene  Entfernung  s  +  d, 

H    ä'i.2  den  ebenen  Richtungswinkel  Ä1.2  +  *n  [  (5) 

„     X   und  y   die  ebenen  Koordinaten, 
so  ist 

V2  -  y\  =  ^2  (1  +  ^r)  —  »1  (1  +  ^')  =  5'  sin  a;.2 

x't  —  x\  =  X^  —  X^         .  .  .  .  =  S'  cos  01.2 


(6) 


Mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  (1)  folgt  hieraus  ohne  Schwierigkeit; 

.'  sin «;.,  = .  (x+cy^+yf  +  yl)  _  (,,  +  ^^  + ,  gi. 

Die  Division  der  linken  und  rechten  Seiten  giebt,  wenn  man  rechts 
für  den  in  den  Nenner  tretenden  Faktor  Ton  u  im  Zähler  den  Faktor 

einführt  und  zugleich  auch  m^=  s^ — 1;*+  Gl^  und  v^  =  (y^  —  ^1)*+  ^'4 
setzt: 

Dies  wird  besonders  einfach  für  die  Annahme 

.  =  !•  (7) 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  mit  Rücksicht  auf  die  Relation 

t; :  u  «=  tan  Äi .  2 
sofort: 

tan  a'1.2  =  tan  Äi.«  —  \[\  (2/1  +  \  ^)  ^  +  Q^h]' 

Denkt  man  sich  für  die  Tangenten  die  Cotangenten  der  Komplement- 
winkel geschrieben,  so  läfst  sich  unmittelbar  die  Entwicklung  nach 
Taylors  Satz  S.  30u.  31  anwenden.     Sie  giebt: 
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und  zwar  ist  diese  Entwicklung  brauchbar,  so  lange  die  2.  Potenz 
Yon  I }  cos  üi.iiu  vernachlässigt  werden  kann.  Da  ti  =  s  cos  ai.2, 
80  ist  dieser  Ausdruck  eine  kleine  Gröfse  2.  Ordnung,  deren  Quadrat 
gerade  dieselbe  Ordnung  hat  wie  die  anderen  Vernachlässigungen 
in  (8). 

Die  Formel  (8)  giebt  nach  einiger  Reduktion,  insbesondere  Sub- 
stitution von  u==:  s  cos  ai.2)  allgemein  gültig  innerhalb  der  eingangs 
gezogenen  Grenzen: 

(a-,-aJi)(t/i  +  — (y, —yo) 
Äi.2  -  «1.2  =  -  I  q' —. +  Gl,,       (9) 

in  Sok.  ^  ^ 

wobei  rechter  Hand  auch  die  ebenen  Koordinaten  substituiert  werden 
dürfen.    Beachten  wir  femer  (4),  (7)  und  (6),  so  findet  sich: 

und 

s'  =  ix,  -  x,y  +  (y,  -  y,y  (l  +  ^'"'^-^^^  +-^^'  +  Gl,) .  (11) 

Dagegen  ist  entsprechend  den  Formeln  (1)  nach  (1)  S.  416: 

s»  =  (X,  -  x,r  (l  -  y^^y'^^fiy^'-  +  GI,)  +  (y,  -  y,)\     (12) 

Hieraus    folgt   durch  Subtraktion    und    in  naheliegender  Zusammen- 

s-==s^(i+y''+%lt  +  y''  +  Gk), 

wobei  die  vernachlässigten  Glieder  in  die  Parenthese  genommen  wer- 
den durften,  weil  ihre  Faktoren  (y^  —  y^y  und  (x.^  —  x^y  in  (8)  und 
(11)  echte  Bruchteile  von  s^  sind.     Man  kann  nun  sofort  setzen: 

s==s(l  +  ^-^'-  +  %l-±y.'-+Gll  (13) 

Hiermit  sind  die  Relationen  entwickelt,  welche  zwischen  den 
Stücken  eines  von  einer  kürzesten  Linie,  den  Ordinaten  ihrer  End- 
punkte und  der  Abscissenaxe  begrenzten  Trapezes  auf  dem  Ellipsoid 
uud  denjenigen  seiner  ebenen  Übertragung  stattfinden. 

§  2.  Ebene  Projektionen.  Denkt  man  sich  einen  Punkt  als 
Endpunkt  verschiedener  Linien,  so  würde  nach  (10)  die  ebene  Ordinate 
y  streng  genommen  je  nach  der  ins  Auge  gefafsten  Linie  einen  anderen 
Wert  erhalten,  weil  q^  sich  stets  annäherungsweise  auf  einen  inmitten 
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der  EndordiDatenfufspunkte  gelegenen  Punkt  der  Abscisaenaxe  be- 
ziehen soll.  Indessen  wird  der  Fehler  nicht  erheblich,  wenn  man  y 
nach  der  Formel 


y 


('+*&)  « 


aus  y  ermittelt,  wobei  sich  qf  auf  den  Fufspunkt  der  Ordinate  y 
selbst  bezieht.     Der  Fehler  ist  gleich 

und  da  q^  =  h^  :  TT*  ist,  hat  man  hierin  zu  substituieren : 

^  ~  -^  =  ^  (^^  ~  '*  "°'-®«^*  -  (1  -  e«  sin»  JB^)")  , 

wenn  Bf  die  geographische  Breite  für  den  Fufspunkt  der  Ordinate 
y  ist  und  B^  diejenige  geographische  Breite  bezeichnet,  welche  For- 
mel (10)  S.  477  als  Argument  voraussetzt.  Betrachtet  man  Bf  —  ^o 
als  ein  Differential,  so  erhält  man  als  einen  genügenden  Näherungs 
wert  für  den  letzten  Ausdruck: 

y  - 1'  °=  M  ^ ''"  ^^'  •  ^^'  "  ^•^' 


womit  der  Fehler  (2)  der  Ordinate  y  die  nachstehende  Form  annimmt: 
\e^l\im2B^.{BF-B^).  (3) 


Setzen  wir  Seiten  und  Ordinalen  im  Maximum  gleich  100*"*,  so  kann 
Bf  —  Bq  den  Betrag  50  :  6*"*  nicht  übersteigen,  und  es  stellt  sich  als 
Maximalwert  des  Ordinatenfehlers  nur  rund  \  Millimeter  heraus. 

Dieser  unerhebliche  lineare  Fehler  hat  auch  auf  die  Azimute 
einen  ganz  geringfügigen  Einflufs.  Zufolge  (3)  ist  nämlich  der  Fehler 
in  y\  —  y\  gleich 

I  e'  sin  2B,  (g-^  {B,- B,)  -  ^^  {B.-B,)), 

worin  B^  und  B^  die  geographischen  Breiten  der  Fufspunkte  der 
Ordinalen  y^  und  y^  bezeichnen.  Da  man  aber  JB^  =  —  {By  -f-  JBj) 
zu  setzen  hat,  so  reduziert  sich  vorstehender  Ausdruck  auf 

\^^\u2Bo^^-{B,-B,). 

Der  Fehler  in  tan  a'1.2  ergiebt  sich  hieraus,  indem  man  für  B^  —  JBi 
den  nahezu  gleichen  Ausdruck  {x^  —  arj  :  h^  einführt,  gleich 
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und  dies  ist  zugleich  das  Maximum  des  Fehlers  in  Hi.g  selbst,  als 
Arcus.  Multipliziert  mit  p"  und  Bq  =  45^,  yi  =  y^  ^=  100*"*  genom- 
men; ergiebt  sich  als  äufserster  Fehlerbetrag  in  Sekunden  ausgedrückt 
noch  nicht  0,002". 

Indem   wir   nun    die    ebenen   Koordinaten    zu    den    geodätischen 
mittelst  der  Relationen 


X 


y=y{'  +  C^  (5) 


in  Bezug  bringen,  erlangen  wir  eine  ebene  Abbildung  (oder  Projektion) 
eines  Teiles  des  Rotationsellipsoids. 

Denn  man  kann  sich  denken,  dafs  zu  beiden  Seiten  eines  Meri- 
dianes  alle  Punkte  bis  zu  100*'"  Abstand  übertragen  werden,  ohne 
Rücksicht  auf  die  besonderen  Figuren,  zu  denen  sie  vereinigt  sind. 

Diese  ebene  Projektion  ist  innerhalb  der  angesetzten  und  zur 
Anwendung  gelangenden  Glieder  identisch  mit  der  von  Gatiß  zur 
Berechnung  der  hannoverischen  Landesvermessung  (richtiger:  Grad- 
messung, vergl.  0.  Schreiher,  Theorie  der  Projekt ionsmethode  der  hannoveri- 
schen Landesvermessung,  1866,  S.  91)  angewandten  con formen  Pro- 
jektionsmethode. Ebenso  wie  diese  Methode  bietet  sie  nur  dann 
Vorteile,  wenn  die  zu  behandelnde  Messung  sich  blofs  bis  zu  geringen 
Abständen  von  einem  mittleren  Meridian  (der  Abscissenaxe)  entfernt, 
während  sie   entlang  desselben  ganz  beliebig   ausgedehnt  sein  darf. 

Eine  Abbildung  aber  heifst  conform,  wenn  sie  dem  Original  in 
dem  kleinsten  Teilen  ähnlich  ist.  Unendlich  kleine  Rechtecke  des 
Originals  müssen  daher  in  der  Abbildung  nicht  nur  wieder  Rechtecke, 
sondern  auch  zum  Original  ähnliche  Rechtecke  sein.  Wenn  wir  wie  im 
vorigen  Paragraphen  uns  zuerst  die  Ordinaten  y  einfach  rechtwinklig 
zur  Abscissenaxe  in  der  Ebene  aufgetragen  denken,  so  giebt  diese 
Abbildung  unendlich  kleine,  mit  einer  Seite  an  y  angrenzende  Recht- 
ecke wieder  als  Rechtecke,  aber  nicht  als  ähnliche  Rechtecke.  Nach 
S.  407  überstreicht  nämlich  die  unendlich  kleine  Strecke  dy^  wenn 
sich  der  Fufspunkt  der  Ordinate  y  um  dx  verschiebt,  ein  Rechteck 
mit  den  Seiten  ndx  und  dy.  In  derjenigen  ebenen  Darstellung  jedoch, 
welche  die  y  einfach  überträgt,  ist  das  Bild  des  Rechtecks  ein 
Rechteck  mit  den  Seiten  dx  und  dy. 

Dagegen  hat  in  der  oben  ausführlich  behandelten  ebenen  Dar- 
stellung, welche  als  Ordinate  y  (l  -|-  -^  ,  j   annimmt,    das  Bild   sehr 

nahe  die  Form  eines  Rechteckes  mit*  den  Seiten  dx  und  ^y  ( 1  +  g  2  )> 
also  dem  Seitenverhältnis  ndx  :dy. 
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Die  Abweichung  von  der  rechteckigen  Gestalt  erkennt  man  daraus, 
dafs  einem  konstanten  y  bei  veränderlichem  x  ein  schwachveränder- 
liches y'  entspricht,  weil  q^  Punktion  von  x  ist.  Sie  beträgt  in 
Sekunden 

|pV8in2JB^,  (6) 

wie  eine,  mit  der  auf  S.  478  geführten  Rechnung  ziemlich  identische 
Rechnung  zeigt  [vergl.  insbesondere  Formel  (4)].  B  bezieht  sich 
hierbei  auf  den  Ordinatenfufspunkt.  Das  Maximum  des  Ausdrucks 
(6)  beträgt  noch  nicht  0,002",  die  Abweichung  ist  daher  unerheblich. 
Ebenso  unerheblich  ist  die  Abweichung  des  Seitenverhältnisses 
in  der  Ebene  von  demjenigen  auf  dem  EUipsoid.  Man  hat  als 
Seitenverhältnis 


in  der  Ebene:        dx  :  dy  (1  +  0^2) 

auf  dem  EUipsoid:  JXdx  idy  oder  dx  :  —  dy 


(7) 


Nach  S.  411  (4)  ist  aber  n  =  cos  -^  -|-  Gl^  und  daher 

Die  Seiten verhältüisse  (7)  sind  also  bis  auf  den  Bruchteil  5y*  :  24q/ 
identisch.     Die  Differenz  erscheint  noch   geringer  in  ihrer  Wirkung 

auf  y.    Integriert  man  nämlich  die  Differentiale  —  dy  von  null  bis  y, 

so  erhält  man  diejenige  Länge  der  Ordinate,  welche  dem  ellipsoidi- 
schen  Seitenverhältnis  entspricht.  Sie  ist  um  y^:24Qr  grofser,  als 
Formel  (5)  sie  giebt.     Das  macht  im  Maximum  \  Millimeter.   . 

Wir  erwähnen  noch,  dafs  Gaufs  für  Formel  (9)  S.  477  als  Argu- 
ment zu  Q^  nicht  x.'\'—u  sondern  x^  +  «  m  vorschreibt.     Allein 

die  Differenz  beider  Argumente  fällt  für  Seiten  <  100*"  stets  inner- 
halb der  zulässigen  Variation  des  Arguments. 

§  3.  Zusammenstellung  der  Formeln  fär  die  ebene 
Projektion,  Voraussetzungen:  Seiten  und  Ordinaten  nicht  über 
100*"*  lang;  Abscissen  beliebig  lang. 

Zur  Reduktion  vom  Rotationsellipsoid  auf  die  Ebene  ist  nach 
(5)  des  vorigen  Paragraphen:  ji 
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„.  _  «o'  _  V. 

Aignment  für  K  u.  W:    Die  geographische  Breite  des  OrdinateDf^fspunktes. 

Die  logarithmische  Formel  führt  kleine  Yemachrässigungen  ein,  die 
linear  noch  nicht  0,1'""'  und  im  Logarithmus  erst  höchstens  4  Ein- 
heiten der  10.  Decimalstelle  betragen. 

Zur  Reduktion  der  linearen  Längen  auf  die  Ebene  ist  nach  (13) 
S.  477: 

log  s  =  log  s  +  -f-  (y^+^y  + 1  ^^^^0^  +  ^h. 

wobei  in  der  2.  Formel  för  y^*  +  J/iJ/a  +  J/»*  ^^  gröfserer  Bequemlich- 

s  1 

keit  der  Rechnung  —  (j/g  +  3/i)*  +  t  (Vi  "~  ^i)*  gesetzt  wurde.     Die 

durch  Einführung  der  logarithmischen  Form  entstehenden  Fehler  er- 
reichen noch  nicht  1""". 

Für  Q  ist  in  (2)  ein  Argument  anzuwenden,  das  mit  dem  arith- 
metischen Mittel  der  geographischen  Breiten  der  Ordinatenfufspunkte 
etwa  bis  auf  10'  übereinstimmt 

Zur  Reduktion  der  Richtungswinkel  auf  die  Ebene  ist  nach  (9) 
S.  477,  wenn  q  wie  vorher  gebildet  wird: 


(2) 


»1.4  —  flt.» 
In  Sek. 


-vP 


+  Gk.      (3) 


Für  einzelne  Horizontalwinkel  tritt  als  Reduktion  die  Differenz  der 
Reduktionen  für  beide  Schenkel  auf.  Insoweit  es  sich  hierbei  um  Ob- 
jekte handelt,  dei^n  Koordinaten  noch  unbekannt  sind,  müssen  zuerst 
genäherte  Werte  derselben  ermittelt  werden.  Alsdann  ist  es  über- 
haupt zweckmäfsig  in  die  Formel  (3)  rechter  Hand  die  ebenen 
Ordinaten  einzuführen,  was  keinen  nennenswerten  Fehler  giebt. 

Zur  Reduktion  von  der  Ebene  aufs  ElHpsoid  findet  sich,  wie 
aus  den  vorigen  Formeln  leicht  abzuleiten  ist: 

logy^logy'-^^  +  Gl,  ^ 


6       Q* 


loB .  -  log ,-  -  f  (^t^r  -  -«-  {^'f + o.. 


Ä1.2  —  Ä1.2  =  +  V  ^ 


Helmert,  mathcm.  n.  physikal.  Theorieen  der  höh.  Geodäsie. 


+  Gk, 
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wobei  in  der  ersten  dieser  Formeln  q  dem  Ordinatenfufsponkt^  in  den 
beiden  anderen  aber  der  Mitte  zwischen  beiden  Fufspunkten  bis  auf 
10'  in  geographischer  Breite  zu  entsprechen  hat 

Genauigkeit  Die  Genauigkeit  der  obigen  Formeln  entspricht 
vollkommen  derjenigen  des  Formelsystems  (1)  S.  474.  Zum  Teil  ist 
dies  schon  nachgewiesen^  noch  nicht  aber  bezüglich  der  Formeln  (9) 
und  (13)  S.  477.  Man  kann  aber  einen  summarischen  Nachweis  da- 
durch führen,  dafs  man  zeigt,  dafs  bei  gegebenem  y^^  s  und  üi,i  die 
ersteren  sowie  die  letzteren  Formeln  bis  auf  nicht  in  betracht  kom- 
mende Gröfsen  für  y,  —  y^  und  x^  --  x^  dasselbe  geben.  Setzt  man 
abkürzungsweise 

log  S      =    log   S    +    Mdl  y 

Äi.a  —  «1.1  =^"^2, 

in  Sek. 

SO  ist  zunächst  s  •=  s  (l  +  *i  +  y  ^i*  +  •  •)   und  weiter   mittelst 

Bildung  der  Ausdrücke  für  5  cos  «1.2  und  s  sinal.s,  wenn  5coslti.2 
mit  u  und  ^sinlti.i  mit  v  bezeichnet  wird: 

x^  —  a;^  =  M  -{-  u8^  —  t;*2  +  Y  1*  {9^  —  9^)  —  v8^8^  +  •  • 

y;-y;=t;  +  t;*,  +  u*,  +  -it;(tf,«-V)  +  «*i*2  +  -.  (5) 

Beachtet  man  noch,  dafs  nach  S.  476  und  477  gesetzt  werden 
kann: 


y;-y'.  ■=(»,-»!) (i  +  *i  +  v*i*+ ••) 


oder 


SO  folgt  mittelst  des  obigen  Ausdrucks  für  y,  — y\i 

y«  -  yi  =  V  +  w  *,  —  Y  t;  *,»  +  •  • .  (6) 

Vernachlässigt  man  in  den  Formeln  (5)  und  (6)  die  höchsten 
Glieder  und  setzt  einfach 

a?a  —  iCi  «»  M  +  utfi  —  t;dg  +  •  •  (&*) 

y«  —  yi  —  t'  +  w*2 ,  (6*) 

so  begeht  man  im  Maximum  nur  Fehler  von  noch  nicht  l**^,  wie 
die  Untersuchung  der  Mazima  der  yernachlässigten  Glieder  ergiebig 
in  welchen  man 
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!/s  (y.  -  t^)  +  y  v' 


und 

*«  = V 

nehmen  darf.  Um  nun  (5*)  und  (6*)  mit  den  Formeln  (1)  S.  474 
zu  vergleichen,  hat  man  für  (5*)  und  (6*)  die  genauen  Werte 

A  ^yi'  +  yiy«  +  y»' 

(a:.-^,)(|-y.  +  |y.) 
*. 2? 

anzuwenden  und  rechter  Hand  anstatt  y^  y  y^  und  x^  —  x^  die  Grofsen 
y%}  Vi }  ^  "^^  *♦  nvA^  Mafsgabe  jener  Formeln  (1)  einzuführen,  was 
durch  Anwendung  der  (5*)  und  (6*)  selbst  leicht  geschehen  kann. 
Als  Unterschiede  mit  den  (1)  8.  474  stellen  sich  dann  abermals 
kleine  Glieder  heraus,  deren  Maximalbetrag  1"*"*  nicht  erheblich  über- 
schreitet Da  nun  diese  Formeln  (1)  selbst  nur  auf  V^  genau  sind, 
so  kann  man  in  der  That  die  Formeln  (1)  bis  (3)  der  ebenen  Über- 
tragung als  gleich  genau  mit  jenen  bezeichnen. 

Was  endlich  die  Formeln  (4)  anlangt,  so  zeigt  der  Umstand, 
dafs  y  und  y  nur  um  höchstens  ^-^^-q-q  ihres  Betrags  von  einander 
abweichen,  mit  Rücksicht  auf  die  Maximalwerte  der  Glieder  2.  Ord- 
nung jener  Formeln  sofort,  dafs  sie  mit  den  Formeln  (1)  bis  (3)  bezw. 
nur  um  ganz  geringfügige  Beträge  differieren. 

§  4.  Berechnung  der  ebenen  Koordinaten  aus  geographi- 
schen Positionen  und  umgekehrt. 

Wenn  aufser  der  geographischen  Lage  des  Koordinatenanfanges 
P^  noch  diejenige  eines  Punktes  Pg  gegeben  ist,  dessen  ebene  Ko- 
ordinaten X  und  y  zu  ermitteln  sind  —  eine  Aufgabe,  die  bei  dem 
Übergang  zu  den  Detailkoordinatensystemen  auftritt  — ,  so  kann  man 
ohne  weiteres  die  Formeln  (1)  bis  (3)  des  §  25  S.  463  anwenden, 
mit  der  Änderung,  dafs  zu  Formel  (3)  noch  die  Formel 

logy'  =  logy  +  -|,y»W  (1) 

beigefögt  wird,  um  die  ebene  Ordinate  y  zu  erhalten.  Der  numerische 
Betrag  des  Koefficienten  M:  Qb^  ist  S.  463  angegeben;  für  Wf  aber 
wird  man  einfach  W^y  welches  bereits  anderweit  erforderlich  ist,  ein- 
führen dürfen.    Es  entspricht  dieses  den  anderen  Vernachlässigungen 
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des    Formelsystems    auf    S.    463    und    giebt    in    y    nur    Bruchteile 
Millimeter. 

Auch  für  die  umgekehrte  Aufgabe  (welche  auftritt,  wenn  ein 
Dreiecksnetz  in  der  ebenen  Projektion  berechnet  ist),  bleiben  wir  bei 
den  früheren  Formeln  für  geodätische  Koordinaten,  nämlich  den  For- 
meln des  §  22  S.  456  stehen  und  denken  uns  nur  zuerst  die  ebene 
Ordinate  auf  das  EUipsoid  reduziert  mittelst  der  Formel 

log!/  =  logy  -^y»Fr,'  +  .-.  (2) 

Als  gegebener  Punkt  P^  wird  der  Eoordinatenanfang  voraus- 
gesetzt und  die  weitere  Rechnung  knüpft  an  die  Formeln  (2),  (3)  und 
(4*)  a.  a.  0.  an.  Die  Berechnung  von  t  unterbleibt  ebenso  wie  über- 
haupt die  Berechnung  von  5,  ai.2  und  «2.1,  welche  Gröfsen  zunächst 
nicht  in  frage  kommen.  Wünscht  man  aber  die  Richtung  des  Meri- 
dians in  P2  kennen  zu  lernen,  so  ist  auch  t  zu  ermitteln.  Da  nun 
nach  S.  479  u.  480  die  Parallelen  zur  Abscissenaxe  auf  dem  EUipsoid 
sich  sehr  nahe  als  solche  in  der  Ebene  abbilden  und  die  Abbildung 
im  wesentlichen  conform  ist^  so  schliefst  auch  in  dieser  der  Meridian 
mit  der  Parallelen  zur  Abscissenaxe  den  Winkel  t  ein  (Fig.  39  S.  421). 

§  5.  Allgemeine  Bemerkungen  zur  Methode  der  eigenen 
Projektion.  Eine  ausführliche  Theorie  der  6rau/si8chen  Projektions- 
methode gab  0.  Schreiber  a.  a.  0. 

Für  die  von  uns  allein  für  vorteilhaft  gehaltene  Anwendung  der 
Methode  auf  schmale  meridionale  Bezirke  behufs  der  Detailvermessung 
dürfte  die  oben  gegebene  Modifikation  ausreichen,  welche  in  weniger 
strenger  Darstellung  Verfasser  bereits  in  der  Zeitschr.  f.  Verm.-  Wesen 
1876  S.  238  entwickelt  hat,  woselbst  auch  ein  leicht  zu  erstellendes 
logarithmisches  Diagramm  zur  näherungsweisen  (oft  ausreichenden) 
Reduktion  der  Richtungswinkel  auf  die  Ebene  angegeben  ist  und 
praktische  Vorzüge  der  Anwendung  der  Koordinaten  in  der  ebenen 
Projektion  vor  der  Benutzung  der  Koordinaten  auf  dem  EUipsoid 
namhaft  gemacht  sind.  (In  dieser  Beziehung  vergleiche  auch  bei 
Jordan,  Handbuch  Bd.  2,  S.  293  u.  flF.  eine  gegenteilige  Ansicht.) 

Der  Hauptvorzug  der  ebenen  Projektion  scheint  uns  darin  zu 
liegen,  dafs  nach  erfolgter  Reduktion  der  Richtungen  auf  die  Ebene 
alle  weiteren  Rechnungen  nur  nach  den  Regeln  der  ebenen  Geometrie 
erfolgen,  also  die  Berücksichtigung  der  ellipsoidischen  Gestalt  der 
Erde  in  eine  sehr  bequeme  und  anschauliche  Form  gebracht  ist.  Die 
Becücksichtigung  der  kleinen  Glieder  bei  den  Berechnungen  der 
Detailtriangulierungen  auf  dem  EUipsoid  selbst  ist  sehr  störend,  so 
klein  wie  diese  Glieder  auch  sind. 
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Da  bei  Besehränkung  auf  absolute  Werte  der  Ordinaten  y  <0,01ay, 
d.  i.  64*",  das  Vergrofserungsverhältnis  der  Dimensionen: 

1  +  -^^V  (1) 

am  Rande  des  Yermessungsgebietes  nur  bis  zu  ^d^öj^  die  Einheit 
überschreitet,  so  können  in  diesem  Falle  für  die  Zwecke  der  Detail- 
vermessang  die  ebenen  Dimensionen  sogar  ohne  weiteres  als  wahre 
DimensioDen  angesehen  -und  mit  direkt  gemesseneu  Längen  bei  Auf- 
nahme von  Polygouzügen  verbunden  werden. 

Gaufs  selbst  hat  üher  die  conforme  ebene  Projektion  der  hannoveri- 
schen Landesvermessung  nichts  publiziert;  was  man  kennt,  ist  aus  dem 
Briefwechsel  mit  Schumacher  entlehnt.  Er  hat  aber  in  seinen  Geodätisclien 
Untersuchungen  eine  andere  vorzuf?liche  conforme  Projektionsmethode 
entwickelt,  nämlich  diejenige  auf  die  Kugel.  Dieselbe  ist  für  sehr  weit 
au8ge<lehnte  Vermessungen  brauchbar  und  erfordert  nur  ganz  kleine  Re-, 
doktioncQ  der  gemessenen  liichtungen.  Wir  verweisen  bezüglich  dieser 
Methode  auf  die  Originalarbeit,  sowie  auf  die  von  Jordan  in  seinem 
Handbuch  der  Vermessungskunde  gegebene  Bearbeitung  und  bemerken 
hier  nur  so  viel,  dafs  bei  dieser  Methode  gegenüber  der  direkten  Rech- 
nung auf  dem  Ellipsoid  der  Vorteil  einfach  sphärischer  Berechnung  der 
^ographischen  Positionen  besteht,  mit  nachfolgender  bequemer  Über- 
tragung der  geographischen  Breiten  mittelst  einer  Hilfstafel  und  der  geo- 
graphischen Längenunterscbiede  mittelst  Multiplikation  durch  eine  Konstante, 
aufs  Ellipsoid.  Die  direkte  Rechnung  auf  dem  KDipsoid  hat  andrerseits 
den  Vorteil,  dafs  es  leichter  ist,  mit  verschiedeneu  Elementen  desselben 
die  Rechnung  zu  führen  —  auch  ist,  wenigstens  für  kurze  Distanzen,  der 
Zusammenhang  zwischen  den  geodätischen  Ergebnissen  und  geographischen 
Koordinaten  ein  durchsichtigerer. 

Endlich  kann  man  vielleicht  als  Nachteil  jener  Methode  erwähnen, 
dafs  bei  der  Übertragung  der  gemessenen  Winkel  auf  die  Kugel  leicht 
geringfügig  erscheinende  Korrektionen  wegbleiben,  welche  dennoch  für 
weit  ausgedehnte  Gebiete  sich  zu  merklichen  Beträgen  anhäufen. 


11.  Kapitel. 
Die  Berechnungsarbeiten  für  eine  Landesvermessang.'*') 

§  1.  Die  Bedeutung  geographischer  Koordinaten.  Für  eine 
Landes  Vermessung  wird  es  selbst  bei  bedeutender  Ausdehnung  immer 
ausreichen,  die  Annahme  zu  machen,  als  erfolge  sie  auf  einem  Rota- 
tionsellipsoid mit  geradlinigen    Lotlinien,    S.   134.     Zwar   ist   dieses 

*)  YoD  der  Additamenten-   und  der  Sehnenmethode  sehen  wir  hier  ab;  für 
diese  ist  das  Erforderliche  schon  früher  an  den  betreffenden  Stellen  bemerkt. 
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nicht  streng,  aber  der  Einflufs  auf  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte 
ist,  wie  spätere  Untersuchungen  zeigen  werden,  unerheblich.  Die 
Elemente  dieses  Ellipsoids  kommen  dabei  auch  nur  in  geringem  Mafse 
in  betracht,  insoweit  es  sich  eben  um  die  Entfernungen  (und  Flächen) 
handelt;  vergl.  S.  405.  Sie  haben  allerdings  einen  wesentlichen  Ein- 
flufs auf  die  geographischen  Positionen.  Die  berechneten  Werte  der- 
selben können  aufserdem  wegen  der  Lotabweichungen  mit  den 
wirklichen  Werten  recht  erhebliche  Differenzen  zeigen,  allein  in 
erster  Linie  sind  die  geographischen  Koordinaten  bei  grofsen  Landes- 
vermessungen nur  als  Mittel  zur  Bezeichnung  der  gegenseitigen  Lage 
der  Punkte  aufzufassen  -,  sie  sind  in  dieser  Beziehung  viel  bequemer  als 
rechtwinklige  Koordinaten,  die  zwar  von  den  Elementen  des  Ellipsoids 
weit  weniger  abhängen,  deren  Anwendung  praktisch  aber  an  kleine 
Bezirke  gebunden  ist,  S.  474.  Der  Grund  der  erwähnten  Bequem- 
lichkeit ist  der,  dafs  bei  der  successiven  Übertragung  geographischer 
Koordinaten  von  Punkt  zu  Punkt  stets  nur  die  einfachen  Formeln  von 
§  22  S.  456  in  betracht  kommen,  während  bei  Anwendung  recht- 
winkliger Koordinaten  bei  einiger  Ausdehnung  des  Gebiets  infolge 
der  Abhängigkeit  der  Formeln  vom  Abstand  der  Punkte  von  der 
Abscissenaxe  sofort  die  keineswegs  einfachen  Formeln  von  S.  419 
und  event.  noch  kompliziertere  erforderlich  werden. 

Wegen  jener  Bedeutung  der  berechneten  geographischen  Posi- 
tionen ist  es  durchaus  korrekt,  sie  auf  1  Einheit  der  3.,  4.  oder  selbst 
5.  Decimale  der  Sekunden  anzugeben,  da  sie  eben  der  Schärfe  geo- 
dätischer und  nicht  astronomischer  Messungen  zu  entsprechen  haben 
und  da  man  die  Rechnungsschärfe  gern  1  bis  2  Stellen  weiter  als 
die  Messungsschärfe  treibt.*) 

§  2.  Vorläufige  Berechnungen.  Um  die  genaue  Berechnung . 
zu  ermöglichen,  ist  von  der  vorläufig  auf  das  Niveau  des  Meeres 
reduzierten  Basislänge  aus  (s.  §  3)  eine  vorläufige  Seitenberechnupg 
auszuführen.  Man  bedient  sich  dabei  des  Sinussatzes  der  ebenen 
Trigonometrie  unter  Abgleichung  der  Winkelsummen  auf  180®,  wobei 
zugleich  ohne  weiteres  Legendres  Satz  mit  berücksichtigt  ist. 


*)  Es  ist  immerhin  wünschenswert,  dafs  auch  die  berechneten  geographischen 
Positionen  den  wahren  möglichst  entsprechen.  Man  wird  daher  thnnlichst  als 
astronomischen  Ausgangspunkt  einen  von  Störungen  des  Lotes  durch  sicht- 
bare Massenunregelmäfsigkeiten  freien  Punkt  wählen.  Noch  besser  wäre  es, 
den  designierten  Ausgangspunkt  vor  definitiver  Annahme  mit  benachbarten 
Dreieckspunkten  auf  Lotablenkung  zu  vergleichen,  um  auch  lokale  Lotstörungen 
durch  unsichtbare  Massenunregelmäfsigkeiten  zu  erkennen. 

Dieses  Verfahren  ist  auch  der  Messungsfehler  wegen  für  ausgedehnte  Yer- 
messungsgebiete  zu  empfehlen. 
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Demnächst  folgt    eine  beiläufige   Ermittlung    der   geographischen 
Breiten  von  dem  nach  Breite  aatronomiach  genau  festgelegten  An-  * 
fangspnnkt  aus  mit  Hilfe  des  astronomisch  bestimmten  Azimutes  einer 
von  hier  ausgehenden  Dreiecksseite  (des  sogenannten  ersten  Azimutes), 
falls  nicht  eine  ältere  Karte  vorliegt. 

Diese  Ermittlung  hat  nur  den  Zweck,  für  die  Berechnung  der 
Dreiecksexcesse  die  Erümmungsmafse  des  Ellipsoids  genügend  scharf 
finden  zu  können.  Da  die  in  betracht  kommenden  Excesse  meist 
nur  einige  Sekunden  betragen,  würde  in  der  Regel  sogar  ein  Breiten- 
fehler von  \  Grad  noch  nicht  0,001"  Excefsfehler  geben,  wie  die  Difife- 
rentialformel  (3)  S.  403  und  die  daselbst  angestellten  Rechnungen 
zeigen.  Selbst  bei  10"  Excefs  genügt  stets  noch  eine  Genauigkeit  bis 
auf  10'  in  Breite. 

Hiemach  (und  eventuell  eingehender  nach  der  eben  erwähnten 
Formel)  kann  man  ermessen,  wann  eine  ältere  Karte  oder  eine  flüch- 
tige Berechnung  der  geographische^  Breiten  nach  den  Formeln  S.  456 
u.  457  mit  Yemachlässigung  der  höheren  Glieder  und  unter  Annahme 
eines  konstanten  Wertes  W  zu  genanntem  Zwecke  ausreicht. 

§  3.  Rednktion  der  Basis  auf  einen  Normalhorizont.  Wenn 
bei  der  in  §  2  vorausgesetzten  Reduktion  die  geographische  La^e  der 
Basis  nicht  genügend  bekannt  war,  so  ist  eine  erneute  Reduktion  auf 
das  Meeresniveau  auszuführen,  nachdem  durch  die  vorläufige  Be- 
rechnung ihre  geographische  Lage  nach  Breite  und  Azimut  genügend 
bekannt  worden  ist.  (Eine  näherungsweise  direkte  Beobachtung  beider 
Elemente  reicht  auch  aus.)  Die  Reduktion  erfolgt  bei  der  Kürze  der 
Strecke  ohne  Zweifel  ganz  ausreichend  nach  der  Annahme,  dafs  die 
unmittelbar  gemessene  horizontale  Entfernung  als  ein  Kreisbogen  in 
der  mittleren  Meereshohe  der  Basis  aufgefafst  wird.  Ebenso  wird  die 
Projektion  als  Kreisbogen  anzusehen  sein.  Der  Krümmungsradius  für 
letzteren  ist  der  spezielle  Krümmungsradius  des  Ellifisoids  in  der 
mittleren  geographischen  Breite  der  Basis  und  in  ihrem  mittleren 
Azimut;  für  ersteren  ist  er  um  die  mittlere  Meereshohe  gröfser. 

Der  Kalkül  kann  als  im  Princip  schon  auf  S.  6  gegeben  über- 
gegangen  werden,  um  so  mehr  als  seine  Behandlung  keinerlei  Schwierig- 
keit bietet. 

Die  Reduktion  der  Basis  auf  einen  sogenannten  mittleren  Landes- 
horieont  ist  nur  für  kleine  Länder,  wo  unmittelbar  von  der  Haupt- 
triangulation zu  einem  System  rechtwinkliger  Koordinaten  über- 
gegangen werden  kann,  zu  empfehlen.  Für  die  Berechnung  geographischer 
Positionen  führt  aber  dieser  Vorgang  zu  Weiterungen  (wie  einer  der 
folgenden  Paragraphen  zeigen  wird),  während  es  andrerseits  für  die 
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Detailarbeiten  und  wirthschäftlicben  Zwecke  der  Vermessungen  ganz 
*  gleichgültig    ist,   wenn,  die   Entfernungen   von    denen   im   mittleren 

Niveau  einer  Gegend  gemessenen  um  Bruchteile  der  Ordnung  —  ab- 
weichen, da  dies  meist  weniger  als  y^^u^f  sein  wird.  Eventuell  ist 
auch  eine  entsprechende  Reduktion  leicht  auszufuhren. 

Wir  setzen  daher  im  Folgenden  zunächst  die  Reduktion  auf  einen 
Meereshorizont  voraus. 

§  4.    Reduktion  der  gemessenen  Winkel  und  Richtungen. 

Die  auf  den  Netzpunkten  (Stationen)  beobachteten  Winkel  und  Rich- 
tungen können  zuerst  stationsweise  ausgeglichen  werden.  Das  Resultat 
der  Stationsausgleichung  wird  eine  Reihe  Zahlen  sein,  deren  Differenzen 
die  Winkel  darstellen,  die  im  einzelnen  aber  Richtungs werte  heifsen 
und  von  den  Azimuten  um  eine  Konstante  verschieden  sind.  Diese 
W^erte  sind  vor  der  Netzausgleichung  zu  verbessern  in  folgender  Weise: 
l.»Nach  S.  190  (6)  beträgt  für  ein  südwestliches  astronomisches 
Azimut,  das  nach  einem  Objekt  in  der  Meereshöhe  H  genommen  ist^ 
die  Reduktion,  um  das  astronomische  Azimut  der  Projektion  dieses 
Objekts  auf  das  Rotationsellipsoid  zu  erhalten,  in  Sekunden: 

+  Y  ^"^'  ?  ^^^'  1?  sin  2a  -I (l) 

und  also  mit  Bessels  Dimensionen  des  Ellipsoids  hiernach: 

+  0,108"  cos*  B  sin  2a  {H  in  KUomatem)  ^ .  (1*) 

2.  Ferner  beträgt  die  Reduktion  vom'  astronomischen  aufs  geo- 
dätische Azimut  nach  S.  332  (11)  in  Sekunden: 

-1^q"^^.^o^'B^^^^<^+-;  (2) 

oder 

-^  0,028"  cos»  B  sin  2a  {--^^-J  +  ■■■  (2*) 

Hierin  bezeichnen  a  das  gemessene  Azimut,  B  die  Polhöhe  des 
Standpunktes  und  s  die  horizontale  Entfernung  des  Objekts. 

Nach  diesen  Formeln  ist  streng  genommen  jedes  beobachtete 
Azimut  und  jede  beobachtete  bezw.  auf  der  Station  ausgeglichene  Rich- 
tung des  Dreiecksnetzes  zu  korrigieren*  Für  die  Winkel  ergiebt  sich 
die  Korrektion  als  Differenz  der  Korrektionen  der  Richtungen  beider 
Schenkel  von  selbst. 

Sind  die  Entfernungen'  sehr  grofs,  so  können  die  S.  190  und  332 
angegebenen  höheren  Glieder  merklich  werden;  in  der  Regel  aber 
reichen  vorstehende  Ausdrücke  aus. 
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Was  die  Fehler  anbelangt,  die  durch  Unterlassung  der  Roduk- 
tioDen(2)  begangen  werden,  so  ist  darüber  schon  S.  400  u. ff.  gehandelt 
worden. 

Für  den  thatsächlichen  Zustand  der  Erde  sind  vorstehende 
Korrektionen  noch  nicht  genügend;  indessen  repräsentieren  sie  das 
Wichtigste  und  in  erster  Linie  zu  Berücksichtigende.  Wir  wollen  hier 
die  anderen  weiterhin  zu  besprechenden  Korrektionen  vorläufig  namhaft 
machen.    Es  sind: 

3.  Die  Korrektion  wegen  Lotabweichung,  welche  dadurch  entsteht, 
dafs  die  Lotrichtungen  nicht  genau  Normalen  eines  EUipsoids  sind.  - 

4.  Die  Korrektion  wegen  des  Abstandes  der  Geoidfläche  von  der 
Fläche  eines  Rotationsellipsoids. 

5.  Die  Korrektion  wegen  .der  Lateralrefraktion  der  Lichtstrahlen, 
d.  h.  wegen  der  Ausweichung  des  Lichtstrahles  aus  der  Vertikalebene 
vom  Standpunkt  nach  dem  Objekt  infolge  ellipsoidischer  Form  der 
NiTeauflächen  der  Luft. 

Id  Grun^ts  Archiv  von  1869,  Teil  51,  S.  20  ii.  ff.,  behandelt  Swiderhof 
die  sämtlichen  Beduktionen  der  HorizonUilwinkel  unter  Voraussetzung 
einer  rotaiionsellipsoidischen  Gestalt  der  mathematischen  Erdoberfläche. 
ViJlarceau  bespricht  die  Rednktion  wegen  Meereshöhe  in  den  CompUa 
rendus  von  1866,  Bd.  63,  S.  850.  Ändrae  führt  1867  die  Formeln  mit 
teil  weiser  Entwicklung  an  in  Bd.  1  der  Dänischen  Gradmessung  ^  vergl.  das 
Referat  in  der  Viertel jalirsschriß  der  Astronom.  Ges.  1878,  Bd.  13,  S.  72u.ff. 

Dafs  Gaufs  und  Bessel  diese  Reduktionen  bereits  kannten,  ist  nicht  zu 
bezweifehi,  wenngleich  von  ersterem  eine  bezüglicbo  Entwicklung  nicht 
vorliegt  und  Bessel  nur  die  Reduktion  vom  astronomischen  aufs  geodätische 
Azimut  entwickelt.  In  Bezug  hierauf  vergl.  man  eine  Mitteilung  von 
Peters  in  den  Astronom.  Nachr.  von  1856,  Bd.  43,  Nr.  1022,  S.  209. 

§  5.  Berechnung  der  sphärischen  Excesse  der  Dreiecke. 
Zum  Zwecke  der  üblichen  Ausgleichung  des  Netzes  nach  bedingten 
Beobachtungen  ist  zunächst  die  Berechnung  der  sphärischen  Excesse 
derjenigen  Dreiecke  notig,  deren  sämtliche  Winkel  beobachtet  worden 
sind.  Dazu  bedarf  man  der  Inhalte  der  Dreiecksfiächen,  welche  am  be- 
quemsten aus  2  Seiten  und  den  eingeschlossenen  Winkeln  berechnet 
werden.    Die  Logarithmen  der  Seiten  giebt  die  vorläufige  Rechnung. 

Die  Genauigkeit  dieser  Angaben  für  die  Seiten  kann  immer  als 
ausreichend  für  die  Excefsberechnung  betrachtet  werden,  denn  wenn 
jene  auch  nur  bis  auf  ^^^^^  S^^S^;  würde  der  Excefs  bei  10"  Betrag 
doch  nur  um  0,001"  fehlerhaft.  Diese  Genauigkeit  haben  aber  die 
Angaben  der  vorläufigen  Rechnung  selbst  in  grosserer  Entfernung 
von  der  Basis,  da  man  die  aus  den  Stationsausgleichungen  hervor- 
gehenden Winkel  auf  mindestens  +  1"  mittleren  Fehler  genau  voraus- 
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setzen  darf.  Andrerseits  aber  ist  es  überflüssig,  mehr  als  drei  Deci- 
malen  bei  der  Ausgleichung  der  Dreieckswinkel  beizubehalten. 

Was  die  Excefsberechnung  anlangt,  so  ist  schon  S.  403u.ff.  die 
Zulässigkeit  einer  rein  sphärischen  Berechnung  für  eine  mäfsig  aus- 
gedehnte Kette  erörtert  Indessen  ist  es  leicht,  mittelst  der  Tafel 
auf  S.  213  in  AJbrechis  Tafelsammlung  das  spezielle  mittlere  Erümmungs- 
mafs  der  einzelnen  Dreiecke  oder  kleiner  Komplexe  solcher  zu  berück- 
sichtigen. Von  der  nun  in  der  Regel  in  betracht  kommenden  Formel 
(1)  für  log  B  8.  362  genügt  nach  S.  99  in  den  meisten  Fällen  das 
1.  Glied,  sodafs 

rt  hc  8111  Ä    -r^    , 

gesetzt  werden  darf.  In  der  3.  Decimalstelle  kann  sich  ein  Einflufs 
erst  geltend  machen  bei  Seitenlängen  von  mehr  als  120*"*,  wie  S.  99 
ausführlich  erörtert  worden  ist.  Eventuell  ist  dann  Formel  (3)  S.  100 
zu  benutzen,  welche  die  höheren  Glieder  in  bequemer  Weise  zu  berück- 
sichtigen gestattet. 

§  6.  Ansgleiehung.  Um  die  Ausgleichung  der  Beobachtungs- 
fehler bewältigen  zu  können,  müssen  die,  ein  möglichst  weitmaschiges 
Netz  bildenden,  gröfsten  Dreiecke  (die  Dreiecke  1.  Ordnung)  für  sich 
ausgeglichen  werden,  um  als  unveränderliche  Grundlage  für  kleinere 
Dreiecke  zu  dienen,  die  in  Systemen  2.,  3.  und  4.  Ordnung  nach  und 
nach  eingehangen  werden.  Dem  entsprechend  erhalten  die  Dreiecke 
1.  Ordnung  eine  maximale  Genauigkeit  der  Winkelmessung.  [Über  die 
beste  Methode  hierzu  vergl.  0.  Schreiber^  Anordnung  der  Hortjgontdkmnkel' 
messungen  etc,,  Zeitschr.  f.  Vermessungswesen  1878,  Bd.  7,  S.  209u.fl'.; 
sowie  von  demselben  Richtungsbeobachtungen  und  Winkelbeobdchtungeny 
ebenda  Bd.  8,  S.  97  u. «.] 

Sogar  die  Netze  1.  Ordnung  erlangen  bei  grofs^n  Ländern  eine 
solche  Ausdehnung,  dafs  schon  aus  dem  Grunde,  mit  der  Detail- 
bearbeitung nicht  bis  zur  Aufnahme  und  Ausgleichung  des  ganzen 
Netzes  warten  zu  müssen,  auch  für  sie  eine  zeitlich  schrittweise  vor- 
gehende Ausgleichung  in  Teilen  nötig  wird. 

Es  müssen  dann  immer  die  Resultate  der  vorangehenden  Aus- 
gleichungen beibehalten  werden ,  was  allerdings  den  folgenden*  Netz- 
teilen einen  Zwang  auferlegt,  der  aber  so  lange  ziemlich  unschädlich 
ist,  als  in  jeder  der,  dem  Anschlufs  entsprechenden  Bedingungs- 
gleichungen der  mittlere  Wert  des  Aggregats  der  darin  enthaltenen 
Verbesserungen  der  W^inkel  des  anzuschliefsenden  Netzteiles  gröfser 
ist,  als  derjenige  des  Aggregats  der  darin  unterdrückten  Verbesserungen 
der   Stücke   des   unverändert    beizubehaltenden  Netzteiles,    oder   mit 
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andern  Worten:  so  lange  die  Figur  zwischen  denjenigen  Punkten, 
welche  beiden  Teilen  gemeinsam  sind,  durch  den  neuen  Netzteil 
weniger  gut  bestimmt  ist,  als  durch  den  bereits  abgeschlossenen  Teil. 

Andernfalls  kann  ein  erheblicher  Zwang  eintreten  wie  z.  B.  bei 
Einschaltung  eines  stegartigen  Netzes  aus  wenigen  Dreiecken  in  einen 
fertig  ausgeglichenen  Dreieckskranz. 

Tn  England,  wo  die  Haupttriangulation  seit  3  Decennien  beendet 
ist,  bedeckt  das  Netz  1.  Ordnung  gleichmäfsig  das  ganze  Land  und 
ist  in  an  einander  gereihten  Teilen  ausgeglichen. 

In  Preufsen  aber,  dessen  Triangulation  1.  Ordnung  noch  im 
Grange  ist,  wird  dagegen  zunächst  ein  weitmaschiges  Netz  aus  Dreiecks- 
ketten gebildet.  Nach  Ausgleichung  dieses  Kettensystems,  die  stück- 
weise erfolgen  mufs,  füllt  man  die  freien  Maschen  aus,  wobei  aber  stets 
ein  beträchtlicher  Zwang  bleibt.  Wenn  dieses  nun  auch  für  Landes- 
rermessungszwecke  unbedenklich  ist,  so  läfst  es  doch  immerhin  eine 
Benutzung  der  berechneten,  geodätisch  übertragenen  Azimute  für  Grad- 
messungszwecke unthunlich  erscheinen,  da  dieselben  ohne  Zweifel 
oftmals  mehrere  Sekunden  fehlerhaft  sind  (vergl.  u.  A.  das  mährisch- 
schlesische  Netz  S.  253  u.  ff.  und  das  posensche  Netz  S.  88  u.  ff.  des 
Bds.  3  der  Hauptdreiecke). 

Das  ebenfalls  aus  Dreiecksketten  gebildete  Netz  der  englischen 
Vermessung  in  Ostindien  hat  Rostform.  (Vergl.  das  Referat  in  der 
Vierteljahrsschrift  der  Astronom.  Ges.  1873,  Bd.  8,  S.  14  u.  ff.) 

Für  die  gleichzeitige  Verwertung  Yon  Dreiecksnetzen  zu  Landes- 
yermessungs-  und  Gradmessungszwecken  würde  es  vorteilhaft  sein, 
das  übliche  Ausgleichungsverfahren  nach  bedingten  Beobachtungen 
aufzugeben  und  ein  solches  nach  vermittelnden  Beobachtungen  an- 
zuwenden, wie  es  für  sekundäre  Dreiecksnetze  schon  seit  längerer  Zeit 
wiederholt  angewandt  ist.  Jenes  Verfahren  ist  allerdings  wenigstens 
bei  einfachen  Ketten  kürzer  als  das  letztere  (vergl.  die  Atisgleichungs- 
rechnnng  S.  329),  wenn  es  sich  aber  schliefslich  um  die  Gesamt- 
ausgleichung grofser  Netzkomplexe  handelt,  verliert  es  an  Übersicht- 
lichkeit, während  die  Ausgleichung  nach  vermittelnden  Beobachtungen 
sich  stets  übersichtlich  anordnen  läfst.  Wir  werden  dieselbe  in 
den  letzten  Paragraphen  dieses  Kapitels  behandeln,  setzen  aber  im 
Folgenden  zunächst  die  übliche  Methode  voraus. 

Zu  dieser  mag  hier  nur  noch  erwähnt  werden,  dafs  bei  Auf- 
stellungen der  Seitengleichungen  mittelst  des  Sinussatzes  immer  das 
einfache  Legeiidresche  Theorem  genügt,  wie  in  §  5  8.  361  bewiesen 
worden  ist. 

Die  AusgleichuDg  der  Dreiecksnetze  nach  bedingten  Beobachtungen  ist 
in  der  Dänischen  Gradmessung  Bd.  1  von  Andrae  und   mit  einer  inter- 
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esaanten  Modifikation  unter  Anwendung  eines  auch  von  Hanseti  angewand- 
ten Kunstgriffs  in  Bd.  2  S.  303  u.  ff.  der  Hauptdreiecke  der  preufs.  Landes- 
triangulation  ausführlich  behandelt.  Das  Verfahren  Andraes  ist  eine 
Vervollständigung  des  Bessehchen  Ausgleichungsverfahrens,  Das  vom  Verf, 
in  seiner  Ausgleichungsrechnung  S.  240  durch  ein  Beispiel  erläuterte  Ver- 
fahren stimmt  mit  demselben  namentlich  darin  überein,  da&  die  Netzans- 
gleichung  als  zu  bestimmende  Unbekannte  Winkelverbesserungen  benutzt, 
wahrend  die  erwähnte  Modifikation  durch  Einführung  von  Richtnngs- 
verbesserungen  als  zu  bestimmender  Unbekannten  sich  von  beiden  unter- 
scheidet. 

Die  ^Mcfraeschen  Formeln  hat  Verf.  übersichtlich  entwickelt  und  zu- 
sammengestellt in  Bd.  12  der  Vierteljahrschrifl  der  Astronotn.  Ges.  1877 
S.  192  u.  ff. 

Um  die  Ausgleichung  zu  erleichtern,  ist  es  wünschenswert,  die  Beobach- 
tungen so  anzuordnen,  dafs  man  auf  jeder  Station  das  Ausgleichungs- 
ergebnis genau  oder  doch  ohne  grofsen  Fehler  als  einen  einzigen,  vollstän- 
digen (mit  grofser  Genauigkeit  angestellten)  Satz  Richtungsbeobachtungen 
betrachten  kann  {Ausgldchungsrcchnung  S.  332).  Dann  vereinfacht  sich  das 
Ausgleichungsverfahren  im  Netze  sehr  und  nimmt  die  Gestalt  an,  welche 
Gauß  erläutert  und  bei  der  hannoverischen  Gradmessung  angewandt  hat 
(vergl.  sein  auch  auf  S.  185  der  Ausgleichungsrechnung  behandeltes  Bei- 
Bpiel).  0.  Schreiber  hat  hiermit  bei  den  neueren  Ketten  der  preufs. 
Landestriangulatiou  grofsc  Kechnungserspamisse  erzielt  (Vergl.  seine 
oben  erwähnten  Mitteilungen.) 

§  7.  Berechnung  geographischer  Koordinaten.  Nach  beendeter 
Ausgleichung  erfolgt  die  definitive  Seitenberechnung  mittelst  des  Sinus- 
satzes unter  Anwendung  des  einfachen  Legendreachen  Theorems  (§  5 
S.  361)  und  alsdann  die  Berechnung  der  Koordinaten.  Zu  dem  .in 
§  1  Bemerkten  ist  nur  hinzuzufügen,  dafs  zur  Ausführung  der 
Rechnung  für  kurze  Distanzen  die  Formeln  von  S.  456  u.  457  oder 
die  S.  458  erwähnten,  nicht  wesentlich  verschiedenen  Formeln 
0.  Schreihers,  zu  welchen,  wie  bereits  bemerkt,  für  47^  bis  57*^  geogr. 
Breite  Hilfstafeln  berechnet  sind,  sich  am  besten  eignen. 

Kontrollen  der  Rechnung  ergeben  sich  durch  doppelte  Berechnung 
für  diejenigen  Punkte,  in  denen  die  Seitenzüge,  entlang  welcher  die 
Übertragung  der  Positionen  ausgeführt  wird,  zusammenstofsen. 

§  8.    Einschaltung  von  Punkten  in  das  Netz  1.  Ordnung. 

Die  Ausgleichung  erfährt  hierbei  leicht  dadurch  eine  betrilchtliche 
Komplikation,  dafs  eine  grofse  Anzahl  von  Bedingungsgleichungen  ent- 
steht, selbst  in  dem  Falle,  wo  man  successive  immer  nur  je  einen 
Punkt  einschaltet.  Deshalb  ist  es  hier  längst  als  vorteilhaft  erkannt 
worden,  nach  vermittelnden  Beobachtungen  auszugleichen,  denn  dann 
erscheinen  für  jeden  einzuschaltenden  Punkt  immer  nur  seine  2  Koor- 
dinaten oder  überhaupt  2  Bestimmungsstücke  als  Unbekannte.  So  lange 
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die  Distanzen  der  benachbarten  Punkte  noch  mehrere  Meilen  be- 
tragen (wie  im  Netz  2.  Ordnung),  dürfte  die  Wahl  derselben  Un- 
bekannten, wie  für  das  Netz^l.  Ordnung  nicht  unpassend  sein. 
Für  die  Ausgleichung  kann  §  10  als  Erläuterung  dienen;  denn  es 
ändert  sich  das  Verfahren  nur  insofern,  als  die  Koordinaten  der 
Punkte  des  bereits  ausgeglichenen  Netzes  streng  beibehalten  werden 
müssen. 

Für  noch  geringere  Abstände,  aber  auch  unter  Umstanden  für 
jene  ersten  Einschaltungen,  empfiehlt  sich  die  Anwendung  recht* 
winkliger  ebener  Koordinaten  nach  den  Formeln,  welche  im  vorigen 
Kapitel  S.  476  u.  ff.  entwickelt  wurden.  Selbst  dann,  wenn  man  für 
die  Detailaufhahme  Systeme  rechtwinkliger  geodätischer  Koordinaten 
einführt,  ist  es  zur  Berücksichtigung  der  ellipsoidischen  Gestalt  der 
Projektionsfläche  am  bequemsten,  für  die  Zwecke  der  Ausgleichung 
den  Übergang  zu  ebenen  rechtwinkligen  Koordinaten  vorzunehmen 
und  nach  beendeter  Ausgleichung  zu  geodätischen  rechtwinkligen 
Koordinaten  zurückzukehren. 

In  Bezug  auf  das  Detail  der  Ausgleichung  verweisen  wir  auf 
Ausgleichungsrecknung  S.  158  u.  ff.  Man  wird  hieraus  leicht  entnehmen, 
wie  überhaupt  die  Einschaltung  nicht  nur  einzelner  Punkte,  sondern 
auch  ganzer  Netze  auszuführen  ist,  wenn  die  Beobachtungen  auf  den 
Stationen  einfach  als  vollständige  Sätze  aufgefafst  werden  können. 
Für  beliebige  Beobachtungen  hat  Andrae  im  2.  Bd.  der  Dänischen 
Gradmessung  die  Formeln  entwickelt  (vergl.  eventuell  das  Ref.  in 
Bd.  13  der  Vierteljahrsschrift  der  Astronom.  Ges.  1878,  S.  65  u.  ff.); 
abgesehen  von  den  speziellen  Koefficienten  der  Fehlergleichungen  kann 
man  hier  überdies  unmittelbar  das  in  §  10  zu  gebende,  im  wesent- 
lichen identische  Verfahren  anwenden. 

Man  vergl.  auch  in  Bezug  auf  den  Gang  der  Einschaltungen  und 
das  Ausgleichungsverfahren  die  Abhandlung  von  Mauck  über  das 
Vermessungswesen  in  Mecklenburg -Schwerin  in  der  Zeitschrift  für 
Vermessungswesen  1879  Bd.  8. 

Was  die  Lage  der  als  spezielle  Abscissenaxen  dienenden  Meridiane 
anlangt,  so  kann  man  entweder,  wie  in  Preufsen  bei  der  Kataster- 
vermessung, sie  beliebig  nach  lokalem  Bedürfnis  legen,  oder  syste- 
matisch auf  runde  Werte  von  geographischen  Längenunterschieden, 
etwa  von  Grad  zu  Grad,  wobei  es  gleichgültig  ist,  ob  irgend  ein 
Punkt  des  Hauptnetzes  mit  denselben  zusammenfällt  oder  hiebt. 
(Vergl.  auch  über  die  Anlage  einer  Landesvermessung  Zeitschrift  für 
Vermessungswesen  1877,  Bd.  6  S.  607  u.  ff.) 
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§  9.  Landeshorizont.  Wenn  die  Basis  nicht  auf  die  Meeres- 
fläche  reduziert  wird;  sondern  auf  eine  mehr  in  mittlerer  Höhe  des 
Landes  gelegene  Niveaufläche,  den  mittleren  Landeshorizont;  so  mufs 
man  bei  der  Berechnung  der  sphäriscben  Elzcesse  und  der  geographi- 
schen Positionen  dieses  berücksichtigen. 

Die  sphärischen  Excesse  werden  von  den  Dimensionen  des  Bllipsoids 
sehr  wenig  beeinflufst;  man  kann  entweder  mit  denen  des  Erdellip- 
soids  rechnen,  oder  a^  einfach  um  die  Meereshöhe  des  Landeshorizonts 
vermehren;  'falls  man  einen  Einflufs  vermutet.  Was  nun  die  geo- 
graphischen Positionen  anlangt;  so  ist  es  praktisch  am  bequemsten, 
zu  ermitteln;  um  wieviel  sich  der  Logarithmus  der  Grundlinie  durch 
die  Reduktion  auf  die  Meeresfläche  ändert,  diese  Änderung  den 
Logarithmen  aller  Seiten  beizufügen  und  sodann  geographische  Posi- 
tionen mit  denjenigen  Dimensionen  des  Erdellipsoids  zu  rechnen,  für 
welche  Tafeln  existieren.  Dieses  Verfahren  entspricht  der  Annahme, 
dafs  der  Landeshorizont  und  das  Geoi'd  als  ähnliche  EUipsoide  auf- 
gefafst  werden  können.  Selbstverständlich  ist  dies  nicht  streng, 
denn  der  Voraussetzung  eines  Rotationsellipsoids  als  Geoid  und  gerad* 
liniger  (oder  auch  selbst  den  thatsächlichen  Verhältnissen  entsprechend 
gekrümmter)  Lotlinien  entsprechen  Niveauflächen,  die  nicht  genau 
mehr  die  Form  eines  Rotationsellipsoids  haben. 

Strenger  würde  es  seiu;  zwar  die  Form  eines  solchen  zu  adop- 
tieren; aber  die  Halbaxen  Uq  und  b^^  beide  um  die  Meereshöhe  des 
Landeshorizonts  zu  vermehren  (also  e^  nicht  beizubehalten).  Oder 
noch  besser:  Werte  von  üq  und  e^  für  das  Ellipsoid  des  Landes- 
horizonts aus  deil  um  die  Meereshöhe  desselben  vermehrten  Werten  der 
beiden,  dem  Erdellipsoid  in  der  mittleren  geographischen  Breite  des 
Landes  entsprechenden  Werte  von  Qn  und  q»  zu  bestimmen. 

Allein  hierbei  entbehrt  man  der  Bequemlichkeit  der  Benutzung 
vorhandener  Tafeln  und  erzielt  schliefslich  nur  die  Berücksichtigung 
kleiner  Einflüsse,  die  man  bei  anderer  Gelegenheit  meist  vernach- 
lässigt. Wenn  man  nämlich  die  Reduktion  wegen  der  Höhe  der  Ob- 
jekte über  dem  Meere  (bezw.  dem  Landeshorizont)  bei  den  gemesse- 
nen Winkeln  unterläfst,  so  hat  man  auch  das  Recht,  die  Projektionen 
des  Netzes  auf  den  Landeshorizont  und  auf  den  Meereshorizont 
als  ähnliche  Figuren  anzusehen,  was  nur  eine  konsequente  Vernach- 
lässigung giebt,  und  damit  rechtfertigt  sich  dann  das  praktisch  be- 
queme Verfahren. 

Allen  Bedenken  bezüglich  konsequenter  mathematischer  Behand* 
lung  geht  man  aber  aus  dem  Wege  durch  sofortige  Projektion  der 
Grundlinien  auf  den  Meereshorizont,  wie  es  auch  bei  ausgedehnten 
Vermessungen    üblich    ist.     Man    kann   ja    schliefslich    für   Detail- 
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vermeBsiingen  nach  der  hierbei  sicher  ausreichenden  Kugelhypothese 
ZQ  höher  gelegenen  Horizonten  übergehen,  wenn  es  einmal  erwünscht 
sein  sollte. 

§  10.   Die  Ausgleichung  nach  yermittelnden  Beoliachtungen. 

Al8  Unbekannte  führt  man  am  besten  bei  grofseren  Ländern  di^ 
geographischen  Breiten  und  Längenunterschiede  (gegen  einen  be- 
liebigen 1.  Meridian)  ein,  bei  kleineren  Ländern  direkt  geodätische 
oder  ebene,  rechtwinklige  Koordinaten.  Wir  behandeln  aber  nur 
den  ersteren  FalL 

In  diesem  ist  es  nun  erforderlich,  auf  Grund  der  vorläufigen 
Seitenberechnung  eine  vorläufige  Berechnung  der  Breiten  und  Längen 
Yon  dem  astronomischen  Anfangspunkte  aus  in  möglichster  Schärfe 
durchzuführen,  damit  die  Ausgleichung  nur  sehr  kleine  Verbesse- 
mngen  ergeben  kann,  deren  Quadrate  zu  vernachlässigen  sind,  sodafs 
auch  einfache  Differentialformeln  zur  Berechnung  der  Änderungen 
der  Azimute  aus  den  Änderungen  der  geographischen  Positionen 
ausreichen. 

Diese  Differentialformeln  sind  schon  abgeleitet.  Die  2.  oder  3. 
Formel  (4)  8.  282  geben  sofort  die  Änderung  daik  des  Azimuts  im 
Punkte  Fi  nach  dem  Punkte  Pjb,  welche  zu  den  Änderungen  dBi 
und  dBk  der  geographischen  Breiten  und  zu  den  Änderungen  dLt 
und  dLk  der  geographischen  Langen  der  beiden  Punkte  P4  und  Pjt 
gehöret,  und  zwar  hat  man: 


"-'-t. 


1 


+  (dLi  —  dLk)    j^     cos  ati 


•    (1) 


Die  Berechnung  der  Gröfsen  nt  und  ihrer  Differentialquotienten 
ist  bereits  8.  283  u.  ff.  erledigt 

_  Denken  wir  uns  also  in  aller  Schärfe  zu  vorläufigen  Werten 
B  und  L  der  geogpraphischen  Positionen  die  Azimute  derjenigen  geo- 
dätischen Linien  berechnet,  welche  den  Seiten  des  Dreiecksnetzes  ent- 
sprechen, und  ist  an  eines  dieser  berechneten  Azimute,  a^  der  be- 
obachtete (und  gehörig  nach  §4  8.  488  reduzierte)  Wert,  sowie  A,« 
eine  seinem  Beobachtungsfehler  entsprechende  plausible  Verbesserung, 
80  wird  man  dBi^  dBk,  dLi  und  dLk  dergestalt  wählen,  dafs  nach 
Mafsgabe  obiger  Gleichung  dan  dem  Wert 

«••*  +  Aa  —  «,*  (2) 
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gleich  ist.*)     Die  Beobachtung   des   Azimutes   a^    würde   also  die 
Fehlergleichung  geben: 


^i*  = 


'^•*"'"'*+iÄ7i 


"■  "ttT"  (dT)  ®*"  "'*      •  — W^  ®^^  "*'  ^-^^ 

cos  B 
+  (dL,  —  dLt)    ^     cos  a*,- 


(3) 


Hierbei  genügt  es  natürlich  die  Koefficienten  rechts  mit  den  Nähe- 
rungswerten von  a  und  B  zu  berechnen. 

Es  wird  aber  im  allgemeinen  nicht  das  Azimut  gemessen;  son- 
dern ein  Satz  von  2  oder  mehr  Richtungen.  Durch  Beifügung  eines 
angemessenen  Wertes  wird  man  zwar  (und  wir  setzen  es  voraus) 
diese  Angaben  eines  Satzes  annähernd  auf  Azimute  bringen;  es  wird 
aber  immer  noch  eine  unbekannte  Korrektion  — u  bleiben  (ti  Orientie- 
rungsfehler des  Satzes);  die  wir  allen  Angaben  a  eines  Satzes  bei- 
gefügt zu  denken  haben  (Ausgleichungsrechnung  S.  160). 

Rechter  Hand  zu  obiger  Gleichung  tritt  also  nun  noch  die  Un- 
bekannte +  w ,  die  allen  Gleichungen  eines  Satzes  von  Richtungen 
gemeinsam  ist,  für  jeden  neuen  Satz  aber  sich  ändert.  Die  Fdiler- 
gleichnngen  für  einen  SatZ;  der  alle  vorkommenden  Richtungen  enthält, 
erlangen  somit  die  Form: 


k  +  ^  +  (h^  +  hy  +  ^^  + 


Gew.  g^ 
n     9% 

V       93 


(4) 


worin  nach  Mafsgabe  von  Gleichung  (3)  {  die  Differenz  beob.  Azimut 
—  her.  Azimut  bedeutet  und  Xy  y,  z--  die  unbekannten  (differen- 
tialen)  Verbesserungen  der  geographischen  Koordinaten  aller  Punkte^ 
a,  b,  c-'  aber  ihre  Koefficienten  in  abgekürzter  Bezeichnung  vor- 
stellen. Die  Gewichte  g  setzen  wir  gleich  1,  so  lange  wirklich  die 
Richtungen  beobachtet  sind;  dagegen  gleich  null;  sobald  sie  nicht 
beobachtet  sind. 

Ein   2.  Satz  auf  demselben   Standpunkt   giebt  ein  System  der- 
selben Form;  etwa: 

X'i  =  —  Ti  +  «*'  +  aiX  +  fcjt/  +  ^i^  +  •  •  öew.  g'i 
Ai  =  —  &  +  w  +  o^a;  +  J^y  +  Cg^  +  •  •  ;,  g^ 
A's  =  -  Ts  +  «'  +  0^8^  +  hy  +  ^ii^  +  "       V    9^ 


(5) 


*)  Zur  Berechnung  der  ä  könoea  die  Formeln  des  §  23,  S.  313,  dienen. 
Auch  die  Formeln  des  §  11,  S.  157,  dürften  sich  eignen,  und  es  fallen  hier  natar- 
lich  die  Redaktionen  vom  aetrono  mischen  anfs  geodätische  Azimut  weg. 
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ebenso  jeder  andere  Satz  auf  demselben  Standpunkt  und  schliefslich 
auch  auf  anderen  Standpunkten. 

Nur  der  Unterschied  besteht  f&r  verschiedene  Standpunkte ;  dafs 
immer  neue  Aggregate  von  je  4  Unbekannten  auftreten,  während  bei 
den  Gleichungsystemen  eines  Standes  die  Aggregate  aa?  +  6y  +  c;sf  +  *  • 
in  den  Gleichungen  mit  demselben  unteren  Index  (die  also  zu  derselben 
Richtung  gehören)  identisch  sind. 

Aufserdem  tritt  eine  Modifikation  ein  auf  der  1.  Station,  der 
astronomischen  Station.  Für  diese  sind  dB  und  dL  gleich  null. 
Femer  ist  hier  ein  Azimut  wirklich  gegeben. 

Wir  sehen  indessen  vorläufig  davon,  dafs  ein  Azimut  gemessen 
isiy  ab  und  geben  erst  weiterhin  gleichzeitig  mit  der  Berücksichti- 
gung der  Grundlinie  an,  wie  es  einzufahren  ist  Ganz  von  selbst 
wird  man  zu  der  Erkenntnis  gelangen,  dafs  die  Rechnung  dieselbe 
bleibt,  falls  Breit«  und  Azimut  nicht  auf  ein  und  derselben  Station 
gemessen  sind. 

Um  nun  die  Quadratsumme  aller  kXg  zu  einem  Minimum  zu 
machen,  hat  man  nur  das  gewöhnliche  Verfahren  der  Bildung  der 
Nonnalgleichungen  zu  beachten  (Ausgleicfiungsrechnung  S.  116).  In 
Bezug  auf  die  Unbekannten  ergiebt  sich  dabei  ein  Unterschied,  weil 
die  u,  u  . .  immer  nur  in  einem  System  Fehlergleichungen  auftreten, 
Xj  yy  e . .  aber  in  verschiedenen  Systemen.  Jene  lokalen  Unbekannten 
wird  man  vor  allem  eliminieren,  ehe  noch  die  vollständigen  Normal- 
gleichungen für  X,  y,  0 , .  gebildet  sind.  Man  kann  überhaupt,  da  die 
einzelne  Station  x,  y,  0 . .  nicht  einzeln  bestimmt,  sondern  nur  Aggre- 
gate derselben,   diese  Aggregate  zunächst  als  Unbekannte  einführen. 

Nennen  wir  also  diese  unbekannten  Aggregate  auf  derjenigen 
Station,  für  welche  obige  Gleichungen  angeschrieben  sind,  J.,  B, 
C...J  so  lauten  die  Fehlergleichungen: 


Ai  ==  —  ?j  -^  u  ^  A    Gew.  g^ 


A'i  =  —  fi  -{-  u  -{-  Ä  Gew.  ffi 
Ai  =  —  Tä  +  «  +  B  „  gi 
x;  =  —  ?i  +  w'  +  0       „    ^8 


(6) 


Hierzu  gehören  die  Normalgleichungen: 

0 [gl]  +  [<;]«+  Ag,  +  Bg,  +  Cg^  +  --  für« 

0  ^ [gt]  +  W]  u  +  Ag\  +  Bg,  +  Cg',-^--    „  u 


Helmeri,  mAihem.  u.  physikal.  Theorieen  der  höh.  Geodäsie. 
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0  =  —  [jTgig]  +  ug^  +  «V«  +  ' 
0  =  —  [S's^s]  +  «5's  +  «Vi  + 


+  C  [</,]   „  c 


(8) 


Eliminiert  man  ans  letzteren  die  Unbekannten  u,  «...  mittelst 
der  ersteren,  so  nehmen  sie  die  nachstehende  Form  an: 

0  =  —  (al)  +  A{aii)  +  BitiV)  +  C{tit)  +  •  •  für  ^ 
0 -  -  (bl)  +  ^(«1»)  +  Bm  +  C(bc)  +  ■•    „  B 


0  =  -  (ti)  +  A(ixt)  +  5(l»c)  +  C{tt)  + 


0 


(9) 


Um  nun  zu  erkennen,  wie  man  diese  Ergebnisse  für  die  einzel- 
nen Stationen  weiter  zu  behandeln  bat^  denken  wir  uns  die  Normal- 
gleichung für  X  gebildet.  Hierzu  giebt  die  Station,  deren  Fehler- 
gleichungen (4)  und  (5)  speziell  notiert  sind,  einen  Beitrag  rechter 
Hand^  den  man  mit  Benutzung  der  Abkürzungen  Ay  B  ^  C  . .  wie 
folgt  schreiben  kann: 


+  «8  {—  \9^h'\  +  ^9^  +  «*Vs  H h  t/M) 


(10) 


oder  auch: 


a^  {  rechte  Seite  der  Normalgl.  (8)  für  A  } 


(11) 


Da  die  Normalgleichungen  (7)  für  t« ,  u  . . .  dieselben  bleiben^ 
man  mag  A,  B,  C.  als  Unbekannte  betrachten,  oder  direkt  auf 
rc,  y,  z . .  operieren  (in  welchem  Falle  Ay  JB,  C.  eben  nur  vorüber- 
gehende Abkürzungen  bezeichnen);  so  darf  man  im  Ausdruck  (11)  die 
Normalgleichungen  (8)  für  u4,  B,  C  .  gleich  in  der  von  m,  m'  . . . 
befreiten  Form  (9)  nehmen. 

Man  erhält  also  den  Beitrag  einer  Station  zur  Normalgleichung 
für  X,  wenn  man  nach  Mafsgabe  von  (11)  die  rechten  Seiten  der 
Stationsnormalgleichungen  (9)  der  Reihe  nach  mit  dem  Eoefficienten 
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von  X  in  Äj  B j  C . ,  multipliziert  und  addiert  —  und  schliefslich 

für  A,  B ,  C . .  noch  die  Ausdrücke  in  x,  yy  0  . .  einsetzt. 

Dies  dürfte  das  Ausgleichungsgeschäft  genügend  erläutern.    Man 

sieht,  dafs  jede  Station  für  sich  wie  üblich  bis  zur  Bildung  der  Nor- 

malgleichuDgen  zu  behandeln  ist,  dafs   eine  stations weise  Auflösung 

der  letzteren  aber  nicht  notig  wird. 

• 
§  11.    Gleichungen  für  Azimut-  und  Basismessungen.   Jede 

solche  Messung  giebt  eine  Gleichung  zwischen  den  4  Verbesserungen 

der  Koordinaten  der  Endpunkte  der  betreffenden  Linien. 

Der  Azimntmessung  entspricht  als  Bedingungsgleichung  die  Glei- 
chung (3)  S.  496,  wenn  A,*  ==  null  gesetzt  wird. 

Der  Basismessung  entspricht  die  Bedingungsgleichung  s,jfc=s,*+(fe,ifc, 
wobei  Sik  die  gemessene  Länge,  s,*  die  aus  den  genäherten  Ko- 
ordinatenwerten scharf  berechnete  Basislänge  und  dsik  den  Zuwachs 
von  Sik  durch  Änderung  der  geographischen  Koordinaten  der  End- 
punkte bedeutet 

Nach  der  1.  Gleichung  (4)  S.  282  ist  daher  diese  Bedingungs- 
gleichung die  folgende: 


0  =  Sik  —  Sik  +  CLq 


1  -c« 


-WJ"  ^^®  ^ikdBi  +     ^r<,-  cos  KkidBk 
+  {dLi  —  dLk)  -  ^      sin  a*  .• 


(1) 


Sind  mehrere  Grundlinien  gemessen,  so  stellt  man  für  jede  eine 
solche  Bedingungsgleichung  her,  befriedigt  also  jede  Basismessung 
streng.  Verbesserungen  anzubringen  erscheint  schon  darum  über- 
flüssig, weil  das  Verhältnis  zweier  benachbarter  Basislängen  aus  ihren 
direkten  Messungen  weit  schärfer  hervorgeht  als  aus  den  Winkel- 
messungen des  zwischenliegenden  Netzteiles.  Einen  anderen,  wich- 
tigeren Grund,  der  die  Behandlung  der  (1)  als  Fehlergleichungen 
geradezu  als  fehlerhaft  erscheinen  läfst,  werden  wir  in  §  18  des 
folgenden  Kapitels  erkennen   (vergl.  auch   die  Anm.  unten  daselbst). 

Um  die  Bedingungsgleichungen  für  das  Azimut  und  die  Grund- 
linien zu  berücksichtigen,  hat  man  (nach  Ausgleichungsrechnung 
S.  195,  Verfahren  I)  mittelst  derselben  je  eine  Unbekannte  vor  Bil- 
dung der  allgemeinen  Normalgleichungen  zu  eliminieren.  Diese  Eli- 
mination erfolgt,  wie  man  unmittelbar  erkennt,  einfach  in  den  Aus- 
drücken für  -4 ,  B,  C  . ,  sodafs  (wie  auch  von  vornherein  klar)  die 
Bildung  der  Stationsnormalgleichungen  (9)  S.  498  davon  gar  nicht 
berührt  wird* 
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Hat  man  aber  bereits  die  allgemeinen  Normalgleichnngen  aus 
den  Beitragen  (11)  S.  498  ermittelt,  ohne  jene  Bedingungen  zu  be- 
rücksichtigen, so  geschieht  dieses  nachträglich  mittelst  der  Eoefficienten 
jener  Normalgleichungen  in  der  Weise,  wie  es  nachfolgendes  Bei- 
spiel angiebt. 

Seien  x  und  y  zwei  zur  Elimination  bestimmte  Unbekannte; 
dann  kann  man  die  Bedingungsgleichungen  auf  die  Form  bringen: 


Irgend  eine  Fehlergleichung,  deren  ursprüngliche  Form 

A  =  —  l  -\-  ax  '\-by  -{-  cz  -\-  dt  ■■] —    Gew.  g  (3) 

ist,  würde  nun  durch  Elimination  von  x  und  y  die  neue  Form  er- 
halten haben: 
A=— (i— a^--&Äo)  +  (^+ö*3  +  **8)^  +  (^+^*4+t*4)^  +  -'G'ew.(^.  (4) 

In  unentwickelter  Form  [AusgleiehungsrecJinung  S.  80  (6)]'  sind 
die  Normalgleichungen  in  Bezug  auf  (3): 

[aXg]  =  0        [5A(/]=0        [cXg]  =  0    ...;  (5) 

für  X  für  y  fOr  » 

dagegen  ist  in  Bezug  auf  (4)  die  Normalgleichung  für  e  in  unent- 
wickelter Form: 

lic  +  aH-\-bJc,)Xg]  =  0.  .  (6) 

Hieraus  erkennt  man,  dafs  die  Normalgleichung  für  z  sich  mittielst 
der,  in  Bezug  auf  die  Fehlergleichungen  (3)  gebildeten  Normal- 
gleichungen  (5)  wie  folgt  zusammensetzt: 

(Z)  +  (XK  +  (Y)fe,  =  0,  (7) 

wenn  (X),  (Y)  und  (Z)  diese  letzteren  Normalgleichungen  der  Reihe 
nach  in  entwickelter  Form  bezeichnen,  in  welchen  Gleichungen  man 
sich  natürlich  x  und  y  mittelst  der  (2)  durch  ;er,  t . , .  dargestellt  zu 
denken  hat 

An  Stelle  der  (5)  treten  im  allgemeinen  die  (9)  S.  498. 

Wendet  man  das  Verfahren  II  Ton  S.  196  der  Atugleichungsredmung  auf 
TOrstehendes  Beispiel  an,  so  werden  bei  der  successiven  Elimination  der 
Unbekannten  ans  den  Normalgleichongen  nach  Oaufs'  Algorithmus  saletzt 
einige  quadratische  EoefQcienten  von  Unbekannten  null  werden,  weil  sich 
ohne  Azimut-  und  Basismessung  nicht  alle  bestimmen  lassen.  Nichts- 
destoweniger läfst  sich  die  Rechnung  ganz  ohne  Schwierigkeit  fortsetzen, 
wenn  man,  sobald  keine  Unbekannten  mit  quadratischen  Koefficienten  mehr 
vorkommen,  vorerst  die  folgenden  Normalgleichungen  fQr  die  Korrelaten  k 
zu  deren  Elimination  verwendet.  (Vergl.  Auch  Äusgleidiungsrei^mung  S.212D.) 
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§  12.  Ton  Einzelheiten  mag  erwähnt  werden,  dars  es  über- 
flüssig ist;  schon  vor  der  Stationsausgleichung  die  Reduktionen  des 
§  4  S.  488  anzubringen,  wie  auch  daselbst  bereits  bemerkt  wurde. 
Da  immer  dieselben  Reduktionen  auftreten,  wo  A  oder  B  oder  C . . . 
vorkommt,  kann  man  sie  sich  zu  diesen  Gröfsen  einstweilen  ge- 
schlagen denken  und  mufs  bei  Bildung  der  allgemeinen  Normal- 
gleichungen schliefslich  setzen  (§  10  S.  496  u.  497): 


A  ^=^  a^X  -^^  \y  -\-  C^Z  '\'  '  '  *  —  EedokUon  fttr  dM  Asimut  der  1.  Biohfcuiig 

B  =  a^x  +  h^y  +  c^ss  '\ —       „        „    „       „      n  «. 

C  =a^x  +  h^y  +  (^Z'\ „       „    „       „      „  s. 


,  (1) 


indem  die  Reduktion  das  Vorzeichen  des  beobachteten  Azimuts  a  in 
den  Fehlergleichungen  hat. 

In  ganz  gleicher  Weise  kann  man  bei  Bildung  der  Fehler- 
gleichungen zunächst  für  ä  irgend  einen  andern  vorläufigen  Wert  a 
setzen  und  hat  nur  zum  Schlufs  bei  Substitution  der  Ausdrücke  für 
Aj  Bf  (7...  zu  vorstehenden  Ausdrücken  rechter  Hand  noch  bei- 
zufügen bezw.: 

—  ä'i  -j-  «j  für  die  1.  Rlohtung 

—  «2  +  Ög    »1     n    2.  „ 

«3  -f-  «3     M      n     3.  „ 


(2) 


Kommen  lokale  Riehtungen  vor,  d.  h.  solche,  die  nach  Punkten 
gehen,  die  nicht  in  die  Netzausgleichung  Eingang  finden,  so  fallen 
vorstehende  Substitutionen  fort,  da  die  Netzausgleichung  für  diese 
Richtungen  nur  dazu  dient,  sie  selbst  noch  weiter  zu  verbessern.  Ist 
also  die  3.  Richtung  z.  B.  eine  solche,  so  führt  man  einfach  das 
Symbol  C  in  d^r  allgemeinen  Ausgleichung  weiter. 

Man  wird  aber  leicht  bemerken,  dafs  es  zulässig  und  vorteilhaft 
ist^  vor  Bildung  der  allgemeinen  Normalgleichungen  dieses  C  aus  den 
Stationsnormalgleichungen  zu  eliminieren.  Die  Normalgleichung  für 
C,  in  welche  nachträglich  die  Substitutionen  für  A,  B,  D,..  zu 
machen  sind,  dient  nach  Beendigung  der  allgemeinen  Ausgleichung 
nur  noch  dazu,  C  zu  finden  und  aufserdem  bei  der  summarischen 
Bildung  von  [XXg]  einen  Beitrag  zu  liefern  {Axisgleichungsrechnung 
S.  107). 

Wünscht  man  die  Resultate  der  Stationsausgleichungen  gesondert 
kennen  zu  lernen,  so  mufs  man  eine  der  Gröfsen  J.,  JB,  C.  (ent- 
sprechend Bessels  Verfahren)  null   setzen  oder  irgend  wie  annehmen 
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und  die  Normalgleichung  derselben  weglassen;  denn  die  einzelne 
Station  bestimmt  selbstverständlich  diese  Gröfsen  nicht  völlig,  son- 
dern nur  ihre  Differenzen.  Man  erkennt  dies  überdies  daran,  dafs 
stets  die  Summe  der  Stationsnormalgleichungen  (9)  S.  498  identisch 
null  ist.  Die  Resultate  der  Stationsausgleichungen  sind  im  all- 
gemeinen von  der  Form 

öi  +  A;    «2  +  -Boi    äi  +  Co,...;  (3) 

wo  Aq,  Bq,  C^o  •  •  •  ^^®  fö^  diese  Symbole  erhaltenen  bezw.  angenom- 
menen Zahlwerte  bedeuten. 

Setzen  wir  umgedreht  voraus,  dafs  die  Stationsausgleichungen  nach 
Besselschem  oder  verwandtem  Veifahren  beendet  vorliegen,  so  sind  die 
Normalgleichungen  so  umzuwandeln,  dafs  sie  die  hier  vorausgesetzte 
Form  (9)  S.  498  erhalten.  Denkt  mau  sich  aber  in  diesem  System 
der  Normalgleichungen  entsprechend  dem  BesseUehen  Verfahren  etwa 
A  und  die  1.  Gleichung  weg,  so  ist  es  eine  sehr  einfache  Sache,  die 
Ergänzung  zu  bewirken,  da  die  Summe  der  Koefficienteu  derselben 
Unbekannten  in  dem  System  (9)  S.  498  immer  null  ist.  Man  braucht 
also  für  die  Unbekannten  B',  C. . .  in  den  Bessehcheu  Normal- 
gleichungen nur  B  —  A,  C  —  A, ,..  zu  setzen,  die  Glieder  mit  A  in 
jeder  Gleichung  zu  vereinigen  und  dann  die  negative  Summengleichung 
zu  bilden,  in  welcher  man  die  Normalgleichung  für  A  vor  sieh  hat. 
Das  gesamte  Gleichungssystem  ist  das  System  (9)  S.  498.  Bei 
dieser  Umformung  fallen,  indem  man  die  Resultate  der  Stationsaus- 
gleichung acceptiert,  die  (al),  (bl),  (rl)  ...  weg;  man  mufs  aber  nun 
in  den,  den  Ausdrücken  für  A,  B,C ,.,  beizufügenden  Gliedern  a  —ä 
[siehe  oben  das  System  (2)]  den  a  solche  Werte  geben,  dafs  die 
Differenzen  derselben  den  Ergebnissen  der  Stationsausgleichungen 
entsprechen. 

Bei  de^yi  Verfahren  der  preufsischen  Landestriangulation  werden  in 
einem  gewissen  Fall  von  haus  aus,  wie  wir  es  obdn  vorausgesetzt 
haben,  für  alle  Richtungen  einer  Station  Unbekannte  A,  BjC .,.  ein- 
geführt. Die  entstehenden  Normalgleichungen  sind  ohne  weiteres 
beizubehalten  und  zwar  in  der  ursprünglichen  Form.  Denn  die,  wie 
dort  üblich,  durch  Beifügung  einer  Bedingungsgleichung  zwischen  den 
AjBjC..,  modificierte  Form  ist  jetzt  für  die  Gesamtausgleichung 
unbrauchbar  und  sie  dient  im  vorliegenden  Falle  nur  noch  dazu,  um 
rasch  die  Stationsergebnisse  allein  zu  erhalten."  Zum  Zwecke  der  Er- 
läuterung betrachten  wir  den  Fall,  dafs  alle  Winkel  (Kombinationen 
von  je  2  Richtungen)  gleich  oft  gemessen  seien  {Schreibers  Beob- 
achtungsverfahren, s.  o.).  Es  ist  dies  zugleich  der  einzige  Fall,  in 
welchem   die   Landestriangulation   das   erwähnte   Verfahren    benutzt^ 
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sonst  wendet  sie  das  Besselache  an.    Dann  also  erbalten  die  Stations- 
normalgleichongen  die  Form: 

0 («l)  +  (««)  A  H-  (ab)  B  +  (ttb)  C  +  • 

0  =  —  (bl)  +  (ttb)  A  +  (fltt)  5  +  (ttbj  C  +  • 
0 (ti)  +  (ab)  A  +  (ab)  B  +  (oa)  C  +  • 


(4) 


d.  h.  alle  quadratischen  EoefGcienlen  sind  einander  gleich^  ebenso  alle 
nichtquadratischen;  dabei  ist  für  n  Richtungen  wegen  des  identischen 
Verschwindens  der  Summe  aller  Gleichungen 

(ttfl)  =  -(n-l)(«b>  (5) 

Die  Landestriangulation  fügt  nun  die  Bedingungsgleichuug 

0  =  ^  +  B  +  c^H----  (6) 

bei.  Wird  dieselbe  mit  (üb)  multipliziert  und  von  den  (4)  abgezogen, 
so  erhält  man  das  modificierte  System: 

0  =  -(fll)+,^^^(tttt)^' 

n 


0 


(7) 


Ein  ganz  direkter  Versuch  führt  aber  leicht  zu  der  Überzeugung,  dafs 
bei  der  Gesamtausgleichung  nach  vermittelnden  Beobachtungen  dieses 
System  zur  Bildung  der  Normalgleichungen  nicht  benutzt  werden  darf. 

Man  kann  dies  auch  wie  folgt  ^kennen,  womit  zugleich  eine 
anschauliche  Darstellung  jenes  Verfahrens  gewonnen  wird  (die  in  an- 
deren komplizierteren  Fällen  ebenfalls  angewandt  werden  kann). 

Wir  ziehen  im  ursprünglichen  System  (4)  den  Ausdruck 

(ab)(^  +  B  +  C+...) 

in  (ab)  nu  zusammen  und  schreiben  also  mit  Rücksicht  auf  (5): 
0  =  -  (« 1)  -  « .  ;^  (a «)  +  ^  (tt  tt)  A 
0  =  -  (b l)  -  « .  ^  --  («fl)  +  -^-  (a«)  B 


(8) 
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Stellt  man  sich  aber  vor^  dafs  nur  ein  yoUständiger  Satz  aller 
Richtungen  mit  dem  Gewicht  — ^^  (öä)  beobachtet  sei,   so  erhält 

man  direkt  ganz  dieselbe  Form  der  Gleichungen,  wie  der  übliche 
Rechnungsgang  zeigt  [S.  497  u.  498  (6)  bis  (9)].  Man  kann  also  den 
Komplex  der  Winkelbeobachtungen  wie  einen  vollständigen  Satz  auf- 
fassen mit  dem  Gewicht  — ^^-  (ää)  :  äquivalenter  ScUz  (vergl.  Aus- 
gleichungsrechnung  S.  164). 

Da  nun  die  Stationsnormalgleichungen  die  Form  (8)  annehmen 
und  bei  dem  Verfahren  des  §  10  die  Annahme  (6)  unzulässig  ist, 
so  müssen  wir  (8)  d.  h.  nach  Restitution  des  Ausdrucks  für  u:  das 
System  (4)  und  nicht  (7)  für  die  Netzausgleichung  beibehalten. 

Die  modificierte  Form  (7)  giebt  jedoch  die  Winkel  bei  der  Stations- 
ausgleichuug  (und  nur  um  diesa  handelt  es  sich  in  dem  Falle)  ganz 
korrekt,  da  A,  B,C ...  nach  (7)  und  (8)  nur  um  eine  Konstante,  w 
selbst,  verschieden  erhalten  werden. 

Man  siebt  nnn  aach ,  beiläufig  bemerkt,  weshalb  es  zulässig  ist,  bei  der 
Ausgleichung  des  Netzes  nach  bedingten  Beobachtungen  mit  den  Gleichungen 
(7)  zu  rechnen,  ohne  die  Bedingungsgleichung  0«»-4  +  J?  +  ^+'*» 
weiter  aufzuführen,  wie  es  bei  der  Landestriangulation  in  der  That  üblich 
ist.  Denn  denkt  man  sich  im  vorliegenden  Falle  den  (8)  entsprechend 
anstatt  Ä,  B,  C  •  •  •  Ä^u,  B  —  u,  C  —  u  •  •  •  geschrieben,  so  föUt  doch 
u  stets  aus  den  Bedingungsgleichungen  heraus,  da  die  Gröüsen  Ä  —  u, 
B  —  u,  C  —  u,-  "  nicht  einzeln,  sondern  immer  paarweise  auftreten. 

§  13.  Summarische  Berechnung  yon  [XXg].  Die  allgemeinen 
Normalgleichungen  für  x,  y,  z ...  nehmen  die  Form  an: 


(1) 


0  = 
0  = 
0  = 

-{al)  +  {aa)x  +  (flV)y-^{ac)g  +  ..-\ 

-  (bl)  +  (ab)  X  +  (6fc)  y  +  (5c)  «  +  .  • . 

-  {cl)  +  (ac)x  +  (bc)  y  +  {cc)  «  +  ••• 

wobei  es  ganz  gleichgültig  sein  mufs,  ob  man  hierzu  durch  die 
Stationsnormalgleichungen  gelangt,  oder  direkt  Jedenfalls  sind  die 
w,  u  . . .  eliminiert  zu  denken. 

Man  hat  nun  nach  allgemeinen  Formeln  in  Gati^scher  Ausdrucks- 
weise [Ausgleidiungsrechming  S.  107  (9)  bezw.  S.  121  (8)]: 


~[9l 


II 


f(aD'    ■     jbl.t)* 
[  {aa)  "■"  (66  .  1) 


+ 


(er 

{cc  . 


_...) 


(2) 
(3) 
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wobei  in  [XXg]  und  [II g]  die  Summienmg  über  untere  und  obere  In- 
dices  und  über  alle  Stationen  erstreckt  ist^  bei  den  andern  eckigen 
Klammem  aber  nur  über  untere  Indices,  d.  h,  über  jeden  einael- 
nen  Satz.   . 

Während  Teil  II  vorstehenden  Ausdruckes  für  [kXg]  sich  mittelst 
der  allgemeinen  Normalgleichungen  (1)  berechnen  läfst  und  auch  in 
die  Gestalt: 

II={(aO:5  +  (fcZ)y  +  (^0^  +  --}  (4) 

gebracht  werden  kann,  ist  es  für  den  ersten  nötige  weiter  zurückzu- 
gehen. Es  werden  aber  bereits  bei  den  Stationsausgleichungen  die 
Summen  zur  Berechnung  des  Beitrags  jeder  Station  filr  den  Teil  I 
ermittelt  (vgl.  die  (7)  S.  497),  vorausgesetzt,  dafs  man  bereits  hierbei 
die  definitiven,  mittelst  der  auq  den  vorläufigen  Werten  der  geographi- 
schen Koordinaten  berechneten  Azimute  ä  abgeleiteten  l  angewandt  hat. 
Sind  dazu  indes,  wie  schon  oben  vorausgesetzt,  andere  Werte  ä'  ver- 
wandt, und  sind  auch  anfangs  die  Reduktionen  weggeblieben,  so  ist 
nun  eine  neue  Formel  nötig,  welche,  die  Stationsrechnungen  benutzend, 
eine  möglichst  einfache  Bildung  des  Teiles  I  gestattet.  Wir  gehen 
zur  Entwicklung  derselben  über. 

Die  Stationsausgleichungen  geben  anstatt  der  X  andere  Verbesse- 
rungen 6]  auch  M,  u  . . .,  sowie  A,  BjC, .,  haben  hier  nicht  die  Werte, 
wie  sie  der  allgemeinen  Ausgleichung  entsprechen,  sondern  andere 
Werte,  die  wir  durch  den  untern  Index  0  auszeichnen.  Da  auch  die  l 
nicht  notwendig  schon  diejenigen  der  allgemeinen  Ausgleichung  sind, 
mufs  dafür  ein  andres  Symbol  1  gesetzt  werden.  Für  die  Richtungs- 
sätze einer  Station  hat  man  also  zunächst  mit  Rücksicht  auf  die 
Staüonsausgleichung  allein  nachstehende  Fehlergleichungen: 


(5) 


Die  Beziehung  der  1  zu  den  l  ergiebt  sich  daraus,  dafs  für  irgend 
eine  Richtung  (entsprechend  dem  in  §  12  S.  501  vorausgesetzten 
Gange)  zu  setzen  ist: 

l  a=s  a  —  Cc'        l  =  CC  —  €C  -f-  n«d.  t  diese  Biohiung 

Man  hat  also  allgemein:  (6) 

l  ssss  1  -j-  cf '  —  5  -j-  ^*'  '•  ***•*  Bichtung.  )    • 

Die  Stationsfehlergleichungen  geben  nun  in  Verbindung  mit  der 
letzten  Beziehung  die  Relationen: 


f,=. 

-ll  +  Mü 

+  A 

Gew. 

9i 

«1  = 

-i;+ 

«i+A 

Gew 

g'i 

e,  =  . 

-l*  +  «o 

+  5„ 

» 

9i 

-u+ 

«i  +  -Bo 

» 

9i 

«3  =  - 

-i»+«( 

.  +  Co 

)t 

9i 

• 

«i  +  C?o 

.  » 

9i 

... 
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-«.+«o  +  (l) 
-c,  +  «„  +  (2) 

-e,  +  «o  +  (3) 

9i 
9s 

-ei  +  «i  +  (l) 

-  ei  +  «i  +  (2) 

-  ei  +  «i  +  (3) 

«/i 

• 

(7) 


wenn  man  die  nachstehenden  Abkürzungen  benutzt: 

(1)  ==  (ä'i  +  A^)  +  Redi  —  ä,     f-  d.  l.  Biohtang 

(2)  =  («i  +  5o)  +  iicd,  -  ä,  ,  „  ».      „ 

(3)  =  (äi  +  Co)  +  Bcrfi  -  ä,  „  ,.  ».      ,. 


?' 


(8) 


in  denen  äl  +  ^^,  äi  +  ^o;  ^»  4~  ^o?  •  •  •  ^i®  Ergebnisse  der  Stations- 
ausgleichungen für  die  Richtungen  bedeuten  (§  12  S.  502). 

Bildet  mau  nun  nach  den  Relationen  (7)  zunächst  für  eine  Station 
durch  Quadrieren  und  Addieren  \Ug],  so  folgt,  wenn  bei  llg  und 
ecg  nach  oberen  und  unteren  Indices  summiert  wird: 

lU9]  =  [ccg]  +  {u,+{l)\'g,-\-{H,-^{2)}*g,-{-{H,  +  m'g,+ 

+  {«i+(l))Vi  +  {"i  +  (2;}^<7i+{«i  +  (3)P</i  + 


(9) 


Alle  doppelten  Produkte  fallen  hierbei  weg,  da  zufolge  der  Stations- 
normalgleichungen deren  Faktoren 

[ßtfl't]  =  [e«5'«]  =  fe^s]  =  •  •  ■ 
sowie  ^^^3  _  ^^y^  _  ^^.^.^  _    ^ 

gleich  null  sind. 

Andrerseits  finden  fQr  die  einzelnen  Reihen  (also   Summierung 
nach  unterem  Index  allein),  die  Beziehuugen  statt: 

[Ig]  =  %  [g]  +  (1)  ^i  +  (2)  9,  +  (3)  ^3  +  •  • 
[i'^'J  =  Wo  [g']  +  (1)  g\  +  (2)  g,  +  (IV)  g',  +  '"\'        (10) 


Man  erhält  hieraus  leicht  die  Werte  von  [lg]^:[g]f  [l'gf'lg']} 
und  damit  für  die  einzelne  Station  die  Gleichung: 


'  ^^     [g]      [g] 


[ee^]+(l/[i/,l+(2)*M+(3n</,]  +  - 

_  { (i)_s._i(2)?^  +  (^9»_+  -  ■  r 

_  {(l)g'.  +(2)g'2  +(3^g3 +  •••}•  _ 

[g] 


(11) 


Dieselbe  gilt  für  jede  Station  und  man  hat  daher  für  Teil  I,  um 
nicht  die  {  der  einzelnen  Beobachtungen  herstellen  zu  müssen,  die 
Rechnung  wie  folgt  zu  führen.     Es  ist  zu  setzen: 
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Ij 


(12) 


'Summe  aller  [ßCg]  für  alle  Stationen  nach  Mafsgabe  aller  Statiuniaasgleichungen 

I     (  Summe  aller  (i)  [^i]  ^^  <^®  ^^  Netae  beobaohteten  Richtungen,  wobei  [flf,]  1 
J  ,s_  i         l         die  Summe  der  Gewichte  aller  iSinstellungen  der  i .  Riditung  bedeutet        ' 
_  j  8,„„,  ^„  {(l)g.+(2)g.  +  (8)g. +  •••}'  ^^  ^^  g^^  ^^^^^^  ^-^ 

\  die  Summe  der  Gewichte  aller  Biohtungen  ei'ne«  Aar««s  bedeutet. 

Sind  die  Teile  I  und  11  und  damit  {XXg\  nach  den  vorigen  Formeln 
ermittelt,  so  erhält  man  damit  also  [XXg\  durch  summarische  Be- 
rechnung; wir  denken  uns  hierbei  die  [eeg]  für  die  Stationen  kon- 
senquentermafsen  ebenfalls  nach  den  bekannten  Summenformeln  ab- 
geleitet. 

Zur  Kontrolle  kann  man  nunmehr,  ebenso  wie  man  die  [eeg] 
aus  den  numerisch  im  einzelnen  ermittelten  e  berechnen  kann,  auch 
[IXg]  aus  den  einzeln  berechneten  X  ermitteln  —  oder  man  kann,  um 
nicht  wie  bei  den  e  auf  die  einzelnen  Beobachtungen  nochmals  zurück- 
gehen zu  müssen,  sich  der  weiterhin  folgenden  Kontrollformel  bedienen. 

Zieht  man  von  jeder  Fehlergleichung  für  X  die  entsprechende 
für  e  ab,  vergl.  (6)  S.  497  und  (7)  S.  506,  und  beachtet  die  Be- 
ziehung von  Z  zu  1,  so  erhält  man  für  die  Richtungssätze  irgend 
einer  Station:  . 


Ai-c.  +  *-(l') 
A,  =  ft,  +  «J  -  (3') 

9i 
9i 
9i 

x\  =  c;  +  «y  -  (1') 

A;=e;  +  d'-(2') 

A;  =  .;  +  d'-(3') 

9\ 
9\ 
9\ 

,(13) 

worin  gesetzt  ist: 

<J  =  M-M„;     (J'  =  tt' -«;;..•                            (14) 

(l')  =  (l)-(aia;  +  6.y  +  c.^  +  ...) 
{2')^{2)-{a,x  +  h,y  +  c,z  +  ...). 
(3')  =  (3).-  {a,x  +  h,y  +  c,z  +  ■  ■  ■) 

• 

(15) 

Man  erhält  nun  mittelst  der  vorigen  Gleichungen  durch  Bildung 
aller  XXg  für  eine  Station,  so  dafs  also  die  Summen  [XXg']  und  [eeg] 
sich  auf  oberen  und  unteren  Index  innerhalb  einer  Station  beziehen: 


[AA^] 


\eeg\  +  (l^'Q/,]  +  (2')*[!?J  +  (30'M  + 
+  **[</]  +  «»'%']  +  ••• 
-  2(1')[*</.]  -  2(2')[*i7,]  -  2(3')[*^3]  -  • 


(16) 


Nun  ist  aber  aus  den  Normalgleichungen  fffr  Wq  und  v,  sofort  abzuleiten, 
vergL  (7)  S.  497: 
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u, —  ^ 

w- ~~ -, — i — '■  —  '■ ■ 

l<7j 

und  hieraus  mit  Rflcksicht  auf  die  (6)  und  (8): 

o_       -     ...      ^^    - 


Ebenso  ist: 


.,  _  (!')/,  +  (8')/,  +  (3')g'3  +  •  •  • 


(17) 


u.  s.  f.  für  alle  anderen  Sätze.  Mittelst  dieser  Relationen  folgt  aber, 
indem  man  die  Gleichung  fär  d  mit  \jg\8j  diejenige  für  d' Tnit  [jg^Si 
multipliziert,  u.  s.  f.  und  dann  addiert: 

«*[i?]  +  0«7']  +  -"  =  (l')[<J^.]  +  (2')[*^,]  +  (3')[*<7,]  +  ----    (18) 

Man  erhält  sonach  fQr  die  einzelne  Station: 

(  [eeg-]  +  {\y\9,-\  +  {2y\g,]  +  (S'OQ/sl  +  • '  •  | 

[Ug\  =     __  {(Ojy,+(2-)j7,  +  (3-)<y3  +  -)^         {(lVt  +  (2V2  +  (8V3+--l'  K^^^ 

l      "  M         '  [9']  ,  \ 

Durch  Bildung  der  Summe  [kXg\  für  das  ganze  Netz  ergiebt  sich 
endlich  die  Kontrollformel: 

(I  Summe  aller  [eco]  für  alle  Stationen;  ans  den  einzelnen  e  >a  berechnen  | 
I      f  Snmme  aller  (t")*  [flr,]  für  alle  Biobtongen  des  Netzes ,  wobei  [p,]  \ 
\kXQ^  =  l  ^     ^^  Gewichtssnmme  aller  Einstellungen  der  i.Bichtung  bedeutet      J 

_  j«.„„.  .u„   (a')<7.+(2')g.^±(8')g.  +  ---.}V  ^,  g,^J 
l     wobei  [g^  die  Oewiobtssumme  aller  Biohtungen  eines  Sataes  ist.    j  . 


(20) 


§  14.  Fortsetzung.  Die  Funktion  von  (1),  (2),  (3)  . . .  in  dem 
Ausdrucke  für  I  nach  Formel  (12)  S.  507)  und  die  ganz  ebenso  ge- 
bildete Funktion  von  (1'),  (2'),  (3')  .  .  in  de'm  Ausdrucke  für  [XXg] 
nach  (20)  oben  kann  man  in  vielen  Fällen  mit  Nutzen  unter  An- 
wendung der  Koefficienten  der  StaHonsnormalgleichungen  bilden. 

Setzt  man  in  die  nachstehenden  Aggregate 

^9i  +  ^'ffi  +  •  •  •     +  ^[^iV 

ng2  +  ugi  +  .,.    +jB[(/,][^  (1) 

w5'3  +  «*'5'i  +  ---     +  C[g^] 

die  Gewichte  g,  g\  .  entsprechend  den  Bichtungssätzen  einer  Station 
genommen  und  unter  u,  u  . ,  sowie  A,  B,C,,  vorläufig  ganz  beliebige 
Werte  verstanden,  fiir  m,  u' .  • .  die  Werte: 


Digitized  by 


Google 


§  14.    Sammarische  Berechnung  von  [Hg]. 


509 


_      Äg,  +  Bg,  +  og,  + 

U    = • p — i 


[g\ 


[g'] 


} 


(2) 


80  gehen  sie,  wie  der  Vej^leich  mit  (7)  bis  (9)  S.  497  u.  498  zeigt,  in 
nachstehende  Aggregate  über: 


(«a)^  +  (ttk)5  +  (ar)C+., 


(3) 


{Ag,  J^Bg^+Cg^+.  . 

■  V 

•  •}' 

m 

deren  Koefficienten  völlig  mit  denen  der  Stationsnormalgleichiingen 
übereinstimmen.  Multipliziert  man  nun  die  Aggregate  in  beiden 
Formen  mit  Ä,ByC...  der  Reihe  nach,  addiert  sie  dann  und  eliminiert 
aus  der  1.  Form  w,  u  . . .  mittelst  der  (2),  so  wird  erhalten: 


(4) 
Ä{iaü)  A  +  («k)  B  +  (af)  (7+  . 
+  £{(««»)  .1  +  (bk)  B  +  Oit)C+. 
+  C{iiit)A+{U)B  +  (tt)C  +  . 

1+ 

Hierin  kann  man  für  die  noch  willkürlichen  Werte  A,ByC , . .  setzen: 
^  =  (1)    £  =  (2)    C=(3)...  (5) 

oder 

^  =  (1')    JS  =  (2')    (7=(30...  (6) 

und  erhält  damit  Formeln  zur  stationsweisen  Berechnung  der  be- 
treflFenden  Glieder  der  Formeln  (12)  S.  507  und  (20)  S.  508.  Die 
Stationsnormalgleichungen  sind  hierbei  in  der  Form  (9)  S.  498  voraus- 
gesetzt;  wie  es  für  die  Bildung  der  zur  gesamten  Netzausgleichung 
gehörigen  allgemeinen  Normalgleichungen  nach  §  10  nötig  ist. 

An  diese  Form  ist  man  aber  nicht  gebunden^  sondern  kann  auch 
die  BessehahB  Form  anwenden.  Zieht  man^  um  dies  nachzuweisen,  von 
dem  Ausdrucke  rechter  Hand  in  (4)  den  Ausdruck  ab: 
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Ä{{aa)  A  +  (ab)  Ä  +  (at)  Ä -\- . . .} 
+  B{(ü\t)  A  +  (bb)  A  +  (b()  A  +  ...\ 
-{-  C\{tit)  A  +  {U)  A  +  {tt)  A  +  . . .] 
\  + 

d.  h.  null,  und  setzt  man  dann  B  —  J.  =  B\     C  —  -4  =  C  . 
folgt  der  gleichwertige  Ausdruck: 


5'{(bb)B'  +  (bf)C'  +  ...} 

;+c'{(bf)B'  +  («)c'  +  ...) 


?» 


80 


a) 


wie  man  successive  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehungen  (HH)  -{'  (nb) 
+  (at)  +  . . .  =  0,  (ab)  +  (bb)  +  (bt)  +  . . .  =  0,  u.  s.  f.,  ohne 
Mühe  findet. 

Dieses  zeigt,  dafs  man  auch  mit  den  Eoefficienten  der  Bessd&iihffiL 
Stationsnormalgleichungen  rechnen  kann,  wenn  man  in  (4)  rechter 
Hand  den  gleichwertigen  Ausdruck  (7)  einführt  und  darin  setzt: 


jB'  =  (2)  — (1)     C 

B'=(2')-(r)  a- 


-  (3)  —  (1)  .  .  .  für  die  Anwendung  «nf  (12)  S.507 
'(3')  — (1')..  .     „     „  „  „     (»0)8.508. 


)(8) 


Nunmehr  ergiebt  sich  mittelst  der  Eoefficienten  der  reducierten 
Normalgleichungen  endlich  noch  eine  3.  Form  der  rechten  Seite  in  (4) 
(Ausgleichungsrechnung  S.  101).  Man  kann  nämlich  anstatt  (7)  schreiben : 


+  (bJ.2j{i)'  +  ...)* 


(7*) 


für  welche,  durch  successive  Elimination  aus  (7)  in  bekannter  Weise 
abzuleitende  Umformung  wir  den  Nachweis  übergehen. 

Mit  dem  letzten  Ausdrack  sind  wir  bei  dem,  den  einzelnen  Statians- 
messungen  äquivalenten  System  von  Winkelfunktionen  angelangt.  Ein  Ver- 
gleich mit  Ausgleichungsrechnung  S.  166  (6)  wird  zeigen,  dafs  die  ge- 
schlungenen Parenthesen  der  einzelnen  Zeilen  des  Ausdrucks  (7*) ,  wenn  man 
für  B\  C\  //  . . .  die  Zahlwerte  zufolge  einer  Stationsausgleich nng  setzt, 
ein  dem  Komplex  der  Stationsmessung  äquivalentes  System  von  Funktionen 
der  Winkel  zwischen  der  1.  und  den  anderen  Richtungen  vorstellen.  Wendet 
man  aber  die  1.  Reihe  der  Substitutionen  (8)  an,  so  erhält  man  die  negativen 
Änderungen  dieser  Funktionen  durch  Einführung  der  Näherungswerte  ä  und 
der  Reduktionen  beim  Übergang  zur  Netzausgleichung.    Setzt  man  dagegen 
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die  2.  Sabstitutionen  (8)^  so  erhält  man  die  negativen  Verbesserangen  der- 
selben Funktionen  zufolge  der  Netzausgleichnng.  Der  Ausdrack  (7*)*  stellt 
dann  die  in  ihre  Gewichte  multiplizierte  Quadratsumme  dieser  Verbesse- 
rungen vor. 

§  15.  Mittlerer  Fehler  der  Gewichtseinheit;  allgemeine 
Bemerkungen.  Das  angegebene  Ausgleichungsverfahren  gilt  nicht 
nur,  wenn  die  ^  =s  1  oder  null  sind,  sondern  allgemein;  es  setzt  aber 
voraus,  dafs  erhebliche  Fehlerquellen  bei  der  Netzausgleichung  nicht 
hervortreten^  dafs  also  die  Beobachtungsfehler  nicht  zum  Teil  durch 
konstaut  oder  systematisch  wirkende  Ursachen  erzeugt  werden.  V?ir 
gehen  hier  auf  die  in  dieser  Beziehung  bemerkenswerten  Fragen:  wie 
im  letzteren  Falle  die  Ausgleichung  zu  modificieren  wäre,  ob  und 
wann  für  einzelne  Richtungen  oder  Messungen  überhaupt  ungleiche 
Gewichte  einzuführen  sind  und  welches  die  Bedeutung  der  aus  der 
Ausgleichung  folgenden  mittleren  Fehler  ist,  nicht  ein.*)  Wir  er- 
wähnen nur  die  rein  formelle  Beziehung,  dafs  der  m.  F.  der  Ge- 
wichtseinheit für  die  einzelne  Station  zufolge  der  Stationsausgleichung 
sich  mittelst  des  zugehörigen  [eeg]  nach  der  bekannten  Formel  ergiebt: 


±l4^ 


worin  R  die  Anzahl  der  Richtungsbeobachtungen,  S  die  Anzahl  der 
Sätze  und  m  die  Anzahl  der  Richtungen  bedeutet. 

Die  Widersprüche  der  Netzausgleichung  allein  geben   als  m.  F. 
der  Gewichtseinheit: 


±Vm- 


SN+  F  +  G  +  S'  W 


worin  M  die  Anzahl  der  Richtungen  von  den  N  —  F  Standpunkten 
nach  den  N  Netzpunkten  überhaupt  und  G  die  Anzahl  der  Grund- 
linien bedeutet.  Aus  (1)  und  (2)  zusammen  folgt  endlich  durch 
Addition  der  Zähler  und  Nenner: 


Die  Nenner  entsprechen  in  jedem  Falle  der  Anzahl  der  über- 
schüssigen Beobachtungen  {Äiisglekhungsrechnung  S.  208  und  325**)). 

*)  Über  diese  Fragen  vergL  die  erwähnten  ÄhhancUungen  von  Schreiber  nnd 
das  mehrgenannte  Referat  über  die  Dänische  Oradmessung,  sowie  diese  selbst. 

**)  Bezüglich  unserer  Formel  für  die  Anzahl  der  Winkelgleicbungen  ebenda 
S.  326  sei  hier  beiläufig  ergänzend  bemerkt,  dafs  sie  znfolge  ihrer  Ableitung 
nur  fär  den  Fall  gilt,  wo  jeder  Standpunkt  wenigstens  mit  2  anderen  solchen 
durch  gegenseitige  Richtungen  verbunden  ist.  Dies  ist  allerdings  in  guten 
Dreiecksnetzen  immer  der  Fall. 
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Bei  ihrer  Bildung  ist  natürlich  angenommen^  dafs  solche  Punkte  nicht 
als  Netzpunkte  gezählt  sind,  welche  nicht  in  die  Netzausgleichung 
aufgenommen  wurden  resp.  werden  konnten,  gleichwohl  aber  in  den 
Stationsausgleichungen  vorkommen.  Wenn  dergleichen  überhaupt  nicht 
vorhanden  sind,  so  ist  M  —  [m]  =  0. 

Die  in  den  letzten  Paragraphen  angegebene  Ausgleichungsmethode 
wird  zwar  bei  einfachen  Ketten  komplizierter  als  die  übliche  nach 
bedingten  Beobachtungen,  aber  sie  gestattet  mit  Leichtigkeit  den 
Zusammenschlufs  verschiedener  Neige,  welche  in  gemeinsamen  Punkten 
zusammentreffen,  nicht  blos  in  der  Weise,  dafs  die  Resultate  der 
Einzelausgleichungen  einiger  Netze  ganz  oder  teilweise  beibehalten 
werden,  sondern  auch  so,  dafs  der  Gesamtkomplex  eine  Ausgleichung 
aus  einem  Gusse  erfährt. 

Zu  letzterem  Zwecke  ist  aus  den  Normalgleichungen  der  ver- 
schiedenen Netzteile  durch  Addition  derjenigen  Gleichungen,  welche 
derselben  Unbekannten  angehören,  ein  Hauptsystem  zu  bilden.  Der 
Übersichtlichkeit  wegen  wird  üian  jene  Addition  erst  vornehmen, 
nachdem  bereits  die  Unbekannten,  welche  nicht  in  mehreren  Netzteilen 
erscheinen,  eliminiert  sind:  ein  Verfahren,  welches  ganz  streng  ist. 

Wie  sich  die  Ausgleichung  gestaltet,  wenn  die  Resultate  der 
Ausgleichung  der  Einzelnetze  teilweise  beibehalten  werden  sollen, 
bedarf  ebenso  wenig  der  Besprechung,  wie  die  bereits  erwähnte  Ein- 
schaltung von  Punkten  in  ein  fertiges  Netz,  da  hier  das  allgemeine 
Verfahren  keine  weitere  Änderung  erleidet,  als  dafs  einzelne  Un- 
bekannte gegebene  Werte  annehmen. 


12.  Kapitel. 

Messungen  auf  der  physischen  Erdoberfläche  und  näherangs- 
weise  Bestimmung  einzelner  Teile  des  Geoids. 

§  1.  Keferenzellipsoid  und  Lotabweichung.  Bei  allen  Be- 
trachtungen seit  S.  134  ist  angenommen  worden,  dafs  die  Lotrichtungen 
der  'geodätischen  Operationspunkte  auf  der  physischen  Erdoberfläche 
die  geradlinigen  Lotlinien  einer  mathematischen  Erdoberfläche  seien, 
welche  die  Gestalt  eines  schwachabgeplatteten  Rotationsellipsoids  hat. 
Indes  schon  Kapitel  1  u.  2  der  Einleitung  setzen  aus  einander,  in- 
wiefern dies  irrig  ist.  Damach  besitzen  weder  die  mathematische  Erd- 
oberfläche, noch  überhaupt  Niveauflächen  in  der  Nähe  der  physischen 
Erdoberfläche  jene  Form  in  Strenge,  sondern  nur  angenähert.    Auch 
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haben  diese  Niveauflächen  nicht  genau  parallele  Lage  zu  einander, 
weshalb  die  Lotlinien  schwach  gekrümmt  sind  und  von  Lotrichtungen 
bei  mathematischen  Auseinandersetzungen  unterschieden  werden 
müssen. 

Wenn  nun  also  bisher  für  die  Reduktion  der  geodätischen 
Messungen  ein  solches  Rotationsellipsoid  vorausgesetzt  wurde,  so  ist 
das  keinesfalls  streng.  Aber  die  Unbekanntschaft  mit  der  genaueren 
Gestaltung  der  Niveaufiächen  notigt  vorerst  dazu,  auch  in  der  Praxis 
jene  Voraussetzung  zu  machen:  es  ist  eine  1.  Annäherung. 

Nehmen  wir  indessen  einmal  an,  dafs  die  Figur  der  Niveauflächen 
und  demgemäfs  auch  der  Verlauf  der  Lotlinien  bekannt  seien.  Wie 
würde  man  alsdann  die  geodätischen  Messungen  auf  der  physischen 
Erdoberfläche  reduzieren?  Würde  man  insbesondere  auf  eine  der 
Niveauflächen  reduzieren? 

Hier  lautet  die  Antwort:  Nein.  Wie  schon  in  der  Einleitung 
erwähnt,  besitzen  das  Geoid  und  ebenso  alle  der  physischen  Erd- 
oberfläche benachbarten  Niveauflächen  aufser  kontinentalen  rasch 
wechselnde  lokale  Unregelmäfsigkeiten.  Diese  letzteren  äufsem  sich 
namentlich  als  beträchtliche. Variationen  der  Gröfse  der  ti[rQmmungs- 
radien,  wobei  Diskontinuitäten  oder  kontinuirliche  Variationen,  die 
praktisch  solchen  gleich  zu  achten,  nicht  ausgeschlossen  sind.  Die 
lokale  Veränderlichkeit  ist  der  Geschwindigkeit  nach  dieselbe,  wie 
bei  einem  Hügelland,  ohne  dafs  es  indes  zur  Bildung  von  Thälern 
(Konkavitäten)  kommt,  weil  der  Krümmungsradius  voraussichtlich  doch 
stets  nach  innen  gerichtet  bleibt. 

Solche  unregelmäfsige  Flächen  eignen  sich  nicht  zur  bequemen 
mathematischen  Behandlung.  Namentlich  würden  Reihenentwicklungen, 
wie  bereits  S.  22  bemerkt  wurde,  schon  für  kurze  geodätische  Linien 
von  der  Länge  der  Dreiecksseiten  1.  Ordnung  ganz  unpraktikabel,  ja 
zum  Teil  unmöglich  werden,  da  auf  solche  Strecken  bereits  zahlreiche 
Variationen  der  Krümmung  stattfinden. 

Man  hat  allerdings  die  Formeln  der  Geodäsie  zum  Teil  für  be- 
liebige Flächen  entwickelt,  u.  a.  diejenigen  für  geodätische  Dreiecke 
und  für  die  Abweichung  des  vertikalen  Schnitts  von  der  geodätischen 
Linie.  Allein  für  wirkliche  Niveauflächen  sind  diese  Entwicklungen 
gänzlich  wertlos,  da  sie  viel  zu  wenig  Glieder  haben  und  oftmals  nicht 
konvergieren  würden.  (Ebenso  wertlos  sind  natürlich  die  Schlüsse, 
welche  aus  jenen  Entwicklungen  für  die  Allgemeingültigkeit  der  üb- 
lichen geodätischen  Methoden  gezogen  worden  sind.) 

Die  mathematische  Behandlung  verlangt  eine  einfache  Fläche  und, 
wie  früher  bemerkt,  genügt  das  schwach  abgeplattete  Rotationsellip- 
soid nicht  nur,  sondern  ist  auch  trefilich  geeignet  wegen  seiner  be- 
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quemen  Formeln.  Der  Einwand;  welcher  sich  gegen  seine  Anwendung 
erheben  läfst^  dafs  ein  nichthomogener^  flüssiger  Körper  keine  rotations- 
ellipsoidischen Niveauflächen  hat;  also  selbst  in  diesem  Idealfalle 
gerade  durch  die  Einführung  des  Ellipsoids  Lotabweichungen  rech- 
nungsmäfsig  entstehen,  kommt  dagegen  gar  nicht  in  betrachte  weil 
die  thatsächlichen  Verhältnisse  der  Massenlagerung  weit  gröfsere  Lot- 
abweichungen erzeugen. 

Das  Ellipsoid  nun,  welches  an  Stelle  der  mathematischen  Erd- 
oberfläche als  Projektionsfläche  dient,  nennen  wir  im  allgemeinen  ein 
Beferenzellipsoid,  Es  ist  nämlich  keineswegs  zu  verwechseln  mit  einem 
sich  dem  Geoid  überhaupt  möglichst  anschmiegenden  günstigsten 
Itotationsdlipsoid,  dessen  Axe  in  die  Erdaxe,  dessen  Mittelpunkt  in 
den  Erdschwerpunkt  fällt:  dem  Erddlipsoid.  Es  ist  vielmehr,  was 
später  klar  werden  wird,  nur  ein  solches,  dessen  Axe  bei  unbestimmtem 
Abstand  von  der  Erdaxe  parallele  Lage  zu  dieser  hat,  und  welches 
femer  in  der  Gegend  der  betreffenden  geodätischen  Operationen  (in 
weiter  zu  erörternder  Weise)  dem  Geoid  nahe  liegt  und  es  schneidet 

Die  Loiarichtung  eines  geodätischen  Punktes  weicht  nun  von  der 
Lotlinie  des  Referenzellipsoids,  welche  durch  ihn  hindurchführt,  ab 
um  die  Lotabweichung.  Diese  Lotabweichungen  sind  selbstverständlich 
verschieden  je  nach  der  Wahl  der  Dimensionen  des  Ellipsoids,  sowie 
seiner  Lage  und  sie  dürfen  nicht  mit  den  Lotabweichungen  gegen  die 
Lotlinien  des  am  besten  anschliefsenden  obengenannten  Ellipsoids 
(des  Erdellipsoids)  verwechselt  werden,  die  wir  als  absolute  Lot- 
abweichungen oder  auch  als  Lotablenkungen  bezeichnen  dürfen,  wenn 
es  gilt,  sie  von  jenen  zu  unterscheiden,  die  nur  relative  sind. 

Im  allgemeinen  halten  wir  die  Bezeichnung  Lotabweichung  ffir 
die  zutreffendste,  weil  sie  die  Meinung  ausschliefst,  als  habe  man  es 
nur  mit  der  Wirkung  lokaler  Massenimregelmäfsigkeiten  zu  thun. 

§  2.  Reduktion  der  UorizontalwlnkeL  Indem  wir  jetzt  voraus- 
setzen, dafs  die  Lotabweichungen  der  geodätischen  Operationspunkte 
auf  der  physischen.  Erdoberfläche  gegen  ein  Referenzellipsoid  bekannt 
seien,  lassen  sich  die  Gröfsen  ermitteln,  welche  an  den  gemessenen 
Horizontalwinkeln  angebracht  werden  müssen,  um  sie  auf  die  Vertikal- 
schnitte  beziehen  zu  können,  die  ihre  durch  die  ellipsoidischen  Lot- 
linien 8Luf  dem  Ellipsoid  entstehend  Projektionen  verbinden. 

Um  den  Standpunkt  P^  auf  der  physischen  Erdoberfläche  legen 
wir  eine  Hilfskugel  von  beliebigem  Radius,  der  als  Einheit  der  Längen 
dient  und  verschieben  alle  in  betracht  kommenden  Geraden  parallel 
durch  Pj.  Fig.  41  zeigt  die  Durchschnitte  dieser  Parallelen  mit  der 
Oberfläche  der  Hilfskugel;  die  Bögen  gröfsten  Kreises  zwischen  den- 
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selben  geben  die  Winkel  zwischen  den  Linien,  und  die  Winkel  zwischen 
den  gröfsten  Kreisen  geben  die  Flächenwinkel  an.  Insbesondere  stellt 
Z  den  Durchschnitt  der  Lotlinie  des  EUipsoids,  welche  durch  Pj  führt, 
vor  und  Z'  den  Durchschnitt  der  wirklichen  Lotrichtung  in  P^.  Ersteres 
ist  das  eüipsoidische  Zenith,  letzteres  das  wirkliche  Zeniih  von  P^  an 
der  Hilfskugel  (Himmelskugel). 

N  sei  femer  der  Nordpol^  als  Durchschnitt  des  nördlichen  Endes 
einer  Parallelen  durch  P^  zur  Axe  des  Referenzellipsoids^  die  wir  der 
Erdaxe  parallel  voraussetzen,  mit  der  Hilfskugel,  und  Pg  bezeichne 
den  Durchschnitt  der  scheinbaren  Richtung  (d.  i.  der  letzten  Tangente 
des  Lichtstrahls)  von  P^  nach  P,   mit  der  Hilfskugel. 

Im  übrigen  werden  die 
Bezeichnungen  an  den  Linien  S^    r-r^^ 

von  Fig.  41  verständlich  sein. 

ZZ'  =  &  bezeichnet  die 
Lotabweichung;  sie  hat  das 
ellipsoidische  Azimut  Ä  und 

das  wirkliche  Azimut  1 80^+-^'- 

J.  +  1^1.2  ist  das  ellip- 
soidische Azimut  der  schein- 
baren Richtung  nach  dem  Ob- 
jekt Pj  und  Ä  -f  W[,i  ist 
das  entsprechende  wirkliche 
Azimut. 

£^1.8  ist  die  ellipsoidische 
Zenithdistanz,  01,%  ist  die 
wirkliche  Zenithdistanz  der 
scheinbaren  Richtung  nach  P,. 

Denkt  man  sich  in  Fig.  41  noch  die  scheinbare  Richtung  nach  einem 
andern  Objekt  P,  angegeben,  so  wird  Ä -{-  TTi.s  das  ellipsoidische, 
Ä-]-  Wi,s  das  wirkliche  Azimut  der  scheinbaren  Richtung  nach  dem 
Objekt  Pg.  Es  ist  daher  die  Reduktion  des  gemessenen  Horizontal- 
winkels (  p  ')  Auf  <lie  ellipsoidische  Lotlinie  gleich 

(W^.,-W,.,)-iW'^.,-Wii)oderiW,.^-W[.i)-(W^.,-Wi.2).(l) 
Das  sphärische  Dreieck  ZZ'P^   giebt  nun   ohne   weiteres  nach 
der  1.  ^6perschen  Analogie   S.  78  (6)  folgende  Gleichung   zur  Be- 
stimmung von   Wi.2  —  Wi,2: 

Bin  —  -  -  -^ 
2 


Fig.  41. 


tan 


+  ^;. 


^1.2-  ^1. 


tan 


9 


(1) 


33* 
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Hieraus  folgt: 

Sin 2 =  tan  y  sm cot  —    ^ (2) 

oder  in  stets  ausreichender  Annäherung: 

Wi.2  -  Wi.2  =  —  0  cot  iSfl.s  sin  W[.2  H .  (3) 

Wenn   man   das  wirkliche  Azimut  von  P^  in  Pj  mit  ai.a  bezeichnet^ 
so  kann  man  noch  schreiben: 

Wi.2—  W[.i  =  —  Öcot/i.2sin(ai.2  —  ^')  H •  W 

Zur  Beduktion  des  Horizimtalmnkels  (    p  ')  ai^f  <lie  ellipsoidische 
Lotlinie  hat  man  hiemach  den  Ausdruck: 

&  (cot  js\,2  sin  (ai.2  —  -4')  ~  cot  ^ii  sin (ai.s  —  A'))  H ,     (5) 

wobei   man   S   in   Sekunden    nehmen    mufs,    um    die   Reduktion   in 
Sekunden  zu  erhalten. 

Die  Auflösung  der  Sinus  in  (5)  giebt  für  die  Reduktion  anstatt 
(5)  den  Ausdruck: 

I  (cot  jSfi.2  sin  al.2  —  cot  0[,s  sin  a'i.s) 


—  tl  (cot  /i  .2  COS  a'i  .2  —  cot  J8fi  .8  COS  ai.  s)  + 
wobei  gesetzt  sind: 

0  COS  ^'  =  6      0  sin  .4'  =  Tj.  (7) 

Nachdem  vorstehende  Reduktion  (6)  am  Horizontalwinkel  an- 
gebracht ist^  bezieht  sich  derselbe  auf  die  Voraussetzung,  dafs  in  P| 
die  Vertikalaxe  des  Theodolits  der  ellipsoidischen  Lotrichtung  folgt, 
und  es  ist  strenggenommen  noch  wegen  Lateralrefraktion  zu  korri- 
gieren (S.  489). 

Damit  aber  der  Winkel  dem  Flächenwinkel  zwischen  den  Ver- 
tikalschnitten entspricht,  welche  von  der  durch  die  ellipsoidische  Lot- 
linie bewirkten  Projektion  des  Punktes  P^  nach  den  entsprechenden 
Projektionen  der  Punkte  P^  und  Pj  gehen,  mufs  noch  weiter  korri- 
giert werden,  wie  früher  fÖrs  Ellipsoid  schon  angegeben  ist,  wegen 
der  Höhe  der  Objekte  Pg  und  P,  über  dem  Ellipsoid  (die  Reduktion 
darf  also  nicht  mittelst  der  Meereshöhe  der  Objekte  erfolgen).  Die 
Höhe  des  Standpunkts  P^  aber  ist  gleichgültig. 

Aufserdem  ist,  wie  früher  angegeben,  eventuell  der  Übergang 
von  den  Vertikalschnitten  zu  den  geodätischen  Linien  zu  bewirken. 
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Dies  ist  der  Theorie  nach  die  Reihe  der  Reduktionen.  In  der 
Praxis  treten  aber  erhebliehe  Vernachlässigungen  ein,  worüber  weiter- 
hin mehr.*) 

§  3.  Reduktion  der  Azimute^  geographischen  Breiten  und 
Längen.  Das  sphärische  Dreieck  NZZ'  giebt  zunächst  zur  Ent- 
wicklung der  Differenz  A  —  A'  mittelst  der  1.  ^eperschen  Analogie 
S.  78  (6): 

.     A-\-  Ä 
.   J?'+B         ""^    "  2         .        (9  ,,. 

cot  -^—  =  —Ä--Ä  ^^'^  Y  (1) 

Bin 

2 

oder 

sm  — ~-  =  tan  ^-  tan  — ^  sin  — ^ (2) 

Hieraus  folgt  stets  ausreichend  genau,  insofern  starke  Annähe- 
rungen an  die  Pole  in  Wirklichkeit  gegenwärtig  ausgeschlossen  sind 
und  bei  dem  geringen  Betrage  von  &  daher  sin  (A  —  A')  stets  sehr 
klein  bleiben  wird: 

^  —  J['  =  ®  tan  JS'  sin  ^'  -f  . . .  .  (3) 

Nun  ist  aber  das  wirkliche  Azimut  von  Pg  in  P^,  d.  h.  ai.2,  gleich 
A'  +  Wi,%  und  das  entsprechende  ellipsoidische  Azimut  ai.2  gleich 
A  -\-  Wi.i.  Man  hat  daher  als  BeduJction  des  wirklichen  aufs  etlip- 
soidische  Azimut  den  Wert 

ai.2  -  «1.2,  d.  i.  (A  -  Ä)  +  (TFi.s  ~  Wi.^) 
oder 

©  (tan  P' sin  A—  cot  /  sin  (a'i.a  -  Ä))  +  •  • .  (4) 

Dafür  kann  man  mit  Rücksicht  auf  die  (7)  oben  auch  schreiben: 

—  I  cot  /  sin  «1.2  +  ^  ^^^  ^  +  cöt  /  cos  ai  .2)  +  •  • .         (5) 

Es  mag  hierbei  noch  bemerkt  werden^  dafs  die  Azimute  ebenso 
wie  die  Horizontalwinkel  strenggenommen  wegen  Lateralrefraktion 
zu  korrigieren  sind,  und  dafs  ferner^  insoweit  es  sich  um  irdische 
Objekte  handelt^  wegen  der  Hohe  derselben  über  dem  Referenzellip- 
soid  und  eventuell  wegen  des  Übergangs  von  dem  Yertikalschnitt  zur 
geodätischen  Linie  zu  reduzieren  ist. 


*)  Es  kann  gleich  hier  bemerkt  werden,  dafs  eigentlich  die  Korrektion 
wegen  Lateralrefrakiion  zu  heginnen  hätte.  Da  man  sie  aber  doch  nur  nach  der 
Voraussetzang  einer  ellipsoidischen  Gestalt  der  Geoidfläche  in  Rechnung  ziehen 
kann,  so  geht  die  Reduktion  wegen  Lotabweichung  ganz  passend  voran 
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In  Bezug  auf  die  geographische  Breite  giebt  Fig.  41  Dreieck 
NZZ'  unter  Anwendung  der  2.  ^q^erschen  Analogie  8.  78  (6)  die 

Gleichung: 

A  +  Ä 

tan— 2—  = 3^3^  tan-.  (6) 

cos-   ^ 

Hieraus  folgt,  abgesehen  von  der  Nähe  der  Pole,  in  völlig  aus- 
reichender Annäherung,  als  Bed/uktion  der  wirklichen  geograpkisäien 
Breite  auf  die  ellipsaidische  Breite: 

B  -  JB'  =  +  ®  cos  ^'  H +  6  +  •  • .  (7) 

Für  den  Längenunterschied,  abgerechpet  von  irgend  einem  1. 
Meridian,  erhält  man  aus  dem  Dreieck  NZZ': 

8in(L'-Z)  =  8in«^.  (8) 

Es  ist  daher  in  stets  ausreichender  Näherung,  wobei  nur  wieder  die 
nächste  Nähe  der  Pole  ausgeschlossen  ist,  die  Beduktion  der  wirk- 
lichen geographischen  Ijänge  auf  die  elUpsoidische: 

i  —  L'  =  -  e  sin  J[  sec  ir  +  . .  «=  -  ij  sec  jB'  +  . . .        (9) 

Man  wird  bemerken,  dafs  die  Reduktionen  in  Azimut  und  in 
geographischer  Länge  wesentlich  bezw.  ausschliefslich  von  17,  der  west- 
lichen Komponente  der  Lotabweichung  0,  dagegen  sehr  wenig  oder 
gar  nicht  von  |,  der  südlichen,  abhängen.  Hierdurch  ist  ein  wert- 
voller Zusammenhang  beider  Reduktionen  gegeben,* der  sich  weiterhin 
fruchtbar  erweisen  wird. 

§  4.  Bednktlon  der  Zenithdistanzen;  trigonometrische 
Uöhenmessnng. 

Das  sphärische  Dreieck  ZZ'P^  in  Fig.  41  giebt: 

cos  Zi,2  =  cos  Zi .2  cos  @  —  sin  /1.2  sin  ©  cos  Wi.%.  (1) 

Hieraus  folgt: 
cos  i£^i  2  —  COS  /1.2  =  —  sin  ®  sin  is[ .2  cos  Wi  2  —  28in*  —  cos  /i.j: 

so  lange  nun  als  0  sich  auf  irdische  Objekte  bezieht,  also  keines- 
falls klein  ist,  kann  man  in  ausreichender  Näherung  hiemach  zur 
Reduktion  der  wirklichen  auf  die  elUpsoidische  Zenithdistanz  setzen: 

^1.2  —  /1.2  =  +  ®  cos  Wi,i  +  . .  =  ©  cos  (ai.2  —  Jl')  +  •  •  > 
oder 

^1.2  —  /i,«  =  I  cos  ai.2  +  fj  sin  a\,2  +  •  • .  (2) 
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Indem  aber  Z\,%  die  beobachtete  Zenithdistanz  bezeichnet,  ist 
dieselbe  behufs  Anwendung  auf  eine  trigonometrische  Höheumessung 
erstens  wegen  Höhenrefraktion,  zweitens  nach  Formel  (2)  zu  ver- 
bessern.    Die  erstere  Korrektion  wird  man  wie  gewöhnlich  auf  die 

Form  —  \y   bringen  können,  worin  \  den  Refraktionskoefficienten 

in  Pj  und  y  den  Eonvergenzwinkel  zwischen  den  Lotrichtungen  in  P^ 
und  Pg  bezeichnet.  Den  Eoefficienten  \  nehmen  wir  vorläufig  als 
bekannt  an. 

Um  nun  zunächst  zu  einer  Figur  zu  gelangen,  erinnern  wir  uns, 
dafs  die  ellipsoidischen  Lotlinien  sich  im  allgemeinen  nicht  schnei- 
den und  zwischen  Pj  und  P2 
keine  gemeinsame  Yertikalebene 
existiert  Als  Bildfläche  benutzen 
wir  daher  eine  Ebene,  die  parallel 
zu  beiden  ellipsoidischen  Lot- 
linien inmitten  zwischen  ihnen 
liegt  und  projicieren  darauf  die 
Lotlinien. 

Die  auf  diesen  Lotlinien  ab- 
gemessenen Strecken  H  und  'N 
(Fig.  42)  projicieren  sich  natür- 
lich richtig,  ebenso  y,  der  Winkel 
zwischen  denselben;  nicht  ganz 
korrekt  ist  es  dagegen,  den 
Bogen  Sq  der  Fig.  42  als  Länge 
der  geodätischen  Linie  zwischen 
Vi  und  J2  zu  nehmen,  und  ebenso 
wenig  ist  der  mit  fi.»  bezeich- 
nete Winkel  genau  gleich  fi.g, 
der  von  Refraktion  befreiten  ellipsoidischen  Zenithdistanz.  Da  aber  die 
Entfernung  der  Punkte  P1P2  im  vorliegenden  Falle  stets  eine  im  Ver- 
gleiche zu  a^  kleine  sein  wird,  so  wird  auch  der  kleinste  Abstand  der 
ellipsoidischen  Lotlinien  klein  sein  im  Verhältnis  zu  PiJF^.*)  Da  sie 
also  verhältnismäfsig  sehr  dicht  an  der  Projektionsebene  gelegen  sind, 
ergiebt  sich  leicht  weiter,  dafs  man  ohne  merkbaren  Fehler  in  Fig.  42 

♦)  Mit  Rücksicht  auf  S.  137  (9)  und  Fig.   10,  sowie  nach  S.  41   (9)  folgt 
oähemDgBweise  als  kleinster  Abstand  der  Lotlinien,  abgesehen  vom  Zeichen: 

H  cos'J?  sin  2  a  .  «^  , 
worin  "B  und  a  mittlere  geographische  Breite  and  mittleres  Azimut  sind,  ik  aber 
die  Abplattung  bezeichnet.    Der  Abstand  ist  sonach  sicher  kleiner  als  ^^  der 
Distanz  und   der  Neigungswinkel   der  Linien  1\  P^  und  s^  zur  Projektionsebene 
beträgt  im  Maximum  kaum  ^^. 


Hlhpsaid- 


Fig.  42. 


Digitized  by 


Google 


520  12.  Kapitel.    Messungen  auf  der  physischen  Erdoberfläche. 

Sq  in   der  Thai   als  geodätischen  Abstand  P1P2   auf  dem  Referenz- 
ellipsoid  und  Winkel  Z^P^P^  als  fi.2  bezeichnen  darf. 

Das  Dreieck  P^P^K  giebt  nun  nach  dem  Tangentensatz  der 
ebenen  Trigonometrie: 

=  tan  I  (g,.  1  -  Si .0  :  tan  (18O»-  {  (&.  i  +  g, .,)) ,  (3) 

oder  mit  Rücksicht  darauf,  dafs  fe.i  =  y  +  180"  —  fi.»  ist: 

=2  (p..,+ 2  (ir,  +  Ä,  +  iV,+iV,))  tan-i-ytan-[(&..-S..O--Ei.i.  (4) 

Hierin  bezeichnet  das  Glied  ^2.1  die  Differenz  P^K  —  PiK 
welche  von  den  Autoren  gewöhnlich  gleich  null  angesetzt  wird. 

(>i.2  ist  für  das  arithmetische  Mittel  von  PiK  und  PIK  ein- 
geführt; man  kann  offenbar  in  grofser  Annäherung  setzen: 

So  =  791.2. 

Setzen  wir  noch  für  tan  y  y  die  Reihenentwicklung  und  eli- 
minieren auch  im  letzten  Paktor  gg.i,  so  folgt  als  Formel  für  so- 
genannte einseitige  Zenithdistanzen: 

wobei 

,  _ «  A  -I-  ^'  +  ^'  +  ^±±^\ 


in  Sek.  ^1.2 


5i.2=-8^i.2+  o^i/  +  SiCosai.2  +  i?i8inai.2  +  --. 


(5) 


An  I  und  i]  sind  hier  die  Indices  1  angebracht,  um  anzudeuteo, 
dafs  sie  die  Komponenten  der  Lotabweichung  im  Standpunkte  P^  be- 
zeichnen. 

Man  erhält  ferner  als  Formel  für  gegenseitige  Zenithdistanzen: 

(fi,-if,)  +  W--Z^i)  =  «..(l+A^)tan-i-a,.i-gi.O-J^.i" 

mit 

c    _  «   A  -4-  H,  +  H,  +  N,  +  N,\ 


&.  1  —  ?1 . 2  =  ^2. 1  —  ^1.2  + 


+  Sgcosai.i  +  ^sinai.i 
—  Sicosai.a— ijisinai.j-j-' 


(6) 
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Um  noch  /  zu  erhalten,  beachten  wir  die  der  Gleichung 
ti.i  +  gl.  1  — 180®  —  y  entsprechende  Gleichung  gl. s  +  gi.  i  — 180<»  =  y . 
Damach  hat  man: 


-{ 


liCosai.2  +  i?iBinai.2l 
+  ii  cos  oa.i  +  ijg  sm  a2.i ) 


In  (6)  und  (7)  bezeichnen  |j  und  ij,  die  Komponenten  der  Lot- 
abweichung in  Pg.  Sm  aber,  welche  Gröfse  in  (5)  und  (6)  zur  Ab- 
kürzung eingeführt  ist,  entspricht  offenbar  sehr  nahe  der  horizontalen 
Entfernung  von  Pj  und  P,,  gemessen  in  einer  in  mittlerer  Höhe  zwi- 
schen beiden  Punkten  gelegenen  Niveaufläche. 

Die  Formeln  (5)  und  (6)  zeigen,  dafs  auf  eine  trigonometrische 
Hohenmessung  nicht  nur  die  Lotabweichungen,  sondern  auch  die 
Abstände  des  Referenzellipsoids  vom  Geoid  Einflufs  haben.  Betrachtet 
man  aufser  den  Lotabweichungen  die  H,  welche  von  den  Meeres- 
hohen (S.  8)  nicht  merklich  verschieden  sein  werden,  als  bekannt,  so 
würden  nach  (5)  und  (6)  Zenithdistanzmessungen  dazu  dienen  können, 
die  Abstände  N  des  Referenzellipsoids  vom  Geoid  (bis  auf  eine  Kon- 
stante) zu  bestimmen,  wenn  eine  ausreichende  Kenntnis  /der  Refrak- 
tionskoefficienten  zu  erlangen  wäre,  woran  es  jedoch  gerade  fehlt.  Es 
soll  dieses  hier  aber  nicht  weiter  ausgeführt  werden,  vielmehr  •  ver- 
sparen wir  die  weitere  Ausführung  auf  Teil  II  dieses  Buches,  weil  ins- 
besondere die  Theorie  der  Refraktion  wesentlich  physikalischer  Natur  ist. 

Wir  werden  dann  auch  das  kleine  Ergänzungsglied  Ei,i  behandeln. 

§  5.     Die  Reduktion  der  Basis  eines  Breieclisnetzes.     Die 

Grundlinie  hat  in  der  Regel  nur  eine  im  Verhältnis  zu  a^  sehr  kleine 
Länge,  meist  kaum  10*™.  Da  aufserdem  aus  praktischen  Gründen 
die  physische  Erdoberfläche  wenigstens  in  roher  Annäherung  in 
der  Richtung  der  Basis  eben  sein  mufs,  so  kann  man  ohne  weiteres 
annehmen,  dafs  die  Messung  in  einer  der  beiden  elUpsoidischen  Vertikal- 
ebenen  durch  die  Punkte  PiPg  erfolge,  welche  überdies  für  den  vor- 
liegenden Zweck  als  zusammenfallend  angesehen  werden  können. 

Denkt  man  sich  nämlich  von  P^  oder  P^  aus  die  Mefsstangen 
eingerichtet,  so  erfolgt  die  Messung  strenggenommen  in  einer  der  bei- 
den wirklichen  Vertikalebenen  entlang  der  physischen  Erdoberfläche; 
eine  der  Lotabweichung  entsprechende  Drehung  der  Vertikalebene 
um  die  Gerade  PiP^  giebt  aber  keine  merklich  andere  Profillinie 
aof  der  physischen  Erdoberfläche,  da  dieselbe  wegen  der  voraus- 
gesetzten annähernden  Ebenheit  von  der  mathematischen  Geraden 
PiPg  nicht  erheblich  genug  absteht. 

Dieselbe  Annahme  kann  man  machen,  wenn  von  einem  mittleren 
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Punkt  C  aus  aligniert  wird,  wenn  C  so  liegt,  dafs  der  Horizon- 
talwinkel nach  Pi  und  P,  gerade  180^  beträgt  In  diesem  Falle  er- 
folgt die  Messung  auch  in  einer  Ebene  durch  PiPg,  welche  aber 
f[ir  C  Yertikalebene  ist.  Dieselbe  bildet  wegen  der  vorausgesetzten 
Kürze  der  Distanz  mit  den  anderen  genannten  Yertikalebenen  kleine 
Winkel,  die  hauptsächlich  nur  noch  von  der  Lotabweichung  abhängig 
sind.*)  Der  maximale  Abstand  der  unter  den  verschiedenen  Umständen 
gemessenen  Linien  auf  dem  Terrain  ist  daher  näherungsweise  gleich 
einem  Kreisbogen,  dessen  Radius  der  gröfste  Yertikalabstand  der 
Profillinie  von  der  mathematischen  Geraden  TyP^  ^^^  dessen  Zentri- 
winkel höchstens  vom  Betrage  der  Lotabweichungen  ist  —  also  ge- 
wifs  in  praktischen  Fällen  eine  sehr  kleine  Gröfse. 

i;  In  Fig.  43  ist  als  Projek- 

^^li  ^i^if  ^  tionsebene  wie  bei  Fig.  42  eine 

Ebene  parallel  zu  den  elHp- 
soidischen  Lotlinien  P^Pi  und 
T^F%  benutzt  Man  erkennt  so- 
fort, dafs  in  dieser  Figur  das 
Verhältnis  der  Länge  der  Profil- 
linie zu  der  (mit  den  beiden 
Yertikalschnitten  im  wesent- 
lichen identischen)  Kürzesten 
zwischen  Pi  und  P%  bis  auf  un- 
merkliche Grofsen  dasselbe  ist 
wie  in  Wirklichkeit,  weil  beide 
Linien  zur  Projektionsebene 
offenbar  sehr  nahe  gleiche  Nei- 
gung haben,  durch  die  Projek- 
tion aber  überhaupt  obendrein 
die  Dimensionen  nur  in  geringem  Betrage  sich  ändern. 

Wir  setzen   daher   in  Fig.  43  sogleich   die  Bezeichnungen   der 
wirklichen  Längen  ein. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  aus  dem  Resultat  der  Messung  im 

Profil  auf  die   kürzeste  Entfernung  s^  von  P[  und  Pi  zu  schliefsen. 

Die  Messung  ist  aber  wesentlich  eine  staffeiförmige.     Zur  Yer- 


jsa^^fid 


Fig.  43. 


*)  Nach  8.  189  ist  der  Abstand  der  ellipsoidischen  Vertikalschnitie,  die  von 
F{  nach  P,  und  umgekehrt  führen,  für  die  vorausgesetzte  Distanz  kleiner  als 
0,01»»»'»».  Der  Schnitt  der  in  C  vertikalen  Ebene  mit  dem  Terrain  hat  aber  jeden- 
falls von  jenen  beiden  im  allgemeinen  einen  noch  kleineren  Abstand.  Dies  er- 
kennt man,  wenn  man  sich  C  beweglich  und  alle  Lagen  von  P,  bis  P,  einnehmen 
denkt.  Insofern  dabei  die  geographische  Breite  im  allgemeinen  immer  zu  oder 
abnimmt,  dreht  sich  die  YertikalebeDe  kontinuierlich  nur  nach  derselben  Seite. 


Digitized  by 


Google 


§  5.    Die  Reduktion  der  Basis  eines  Dreiecksnetses.  523 

deatlichusg  zeigt  Fig.  43  drei  horizontale  Strecken  Ly  L'  und  L'' 
(anstatt  der  in  der  Praxis  vorhandenen  zahlreichen  Lagen  der  Mefs- 
Stangen).  Würde  nun  thatsächlich  mit  den  Lotlinien  des  EUip- 
soids  gearbeitet,  so  könnte  man  sofort  setzen,  indem  jede  Strecke  als 
Kreisbogen,  konzentrisch  mit  ihrer  Projektion  aufs  EUipsoid,  be- 
trachtet werden  darf: 

9 


worin  IT  +  ^,  ^'  +  N\  u.  s.  f.  die  Höhen  der  Strecken  über  dem 
Ellipsoid  bedeuten  und  für  ^  in  allen  Gliedern  völlig  ausreichend  der 
Krümmungsradius  des  EUipsoids  im  mittleren  Azimut  der  Basis  ge- 
nommen werden  darf.  Durch  Reihenentwicklung  erhält  man  aus  dem 
Vorigen  die  stets  ausreichende  Näherungsformel: 

^-i(l-^i^  +  L-(l_»^)  +  ....  (2) 

welche  sich  noch  dadurch,  dafs  bei  Berechnung  der  kleinen  Glieder 
L  — ~ —  u.  s.  f.  für  die  bis  auf  Kleinigkeiten  mit  einander  über- 
einstimmenden Faktoren  L,  L'  u.  s.  f.  ein  Durchschnittswert  ein- 
geführt wird,  vereinfachen  läfst  in: 

«.  =  (i  +  z'  +  ...)(i- ^4^ +  •••)•  (^) 

Hierin  bezeichnen  Hm  und  Nm  die  Summen  der  H,  H'  -  "  bezw. 
N,  N'--*  für  die  sämtlichen  Strecken  dividiert  durch  ihre  Anzahl. 
Man  kann  Hm  als  durchschnittliche  Höhe  des  gemessenen  Profils 
über  dem  Geoid  ansehen,  dagegen  ist  Nm  die  durchschnittliche  Höhe 
des  Geoids  über  dem  Referenzellipsoid  unterhalb  der  Basis. 

Vorstehende  Formel  setzt  voraus,  dafs  bei  der  Messung  die 
Stangen  normal  zu  den  Lotlinien  des  EUipsoids  liegen  oder  doch  ihr 
Neigungswinkel  gegen  dieselben  ermittelt  wird  und  dafs  mit  diesen 
Lotlinien  gelotet  wird.  Da  dieses  nun  nicht  der  Fall  ist,  so  betrachten 
wir  beispielsweise  die  Messung  der  Strecke  L',  Fig.  43,  und  nehmen 
wie  bisher  der  Einfachheit  halber  an,  dafs  L'  horizontal  sei  und  das 
Ende  R  lotrecht  über  dem  Ende  Fvon  L  liege;  dann  weichen  diese 
horizontale  und  lotrechte  Richtung  von  der  entsprechenden  ellip- 
soidischen  um  die  in  Richtung  der  Basis  fallende  Komponente  der 
Lotabweichung  ab.  Heifst  diese  z/g,  so  ist  strenggenommen  anstatt 
L'  in  (3)  einzuführen: 

L'  cos  Ji  +  (H'  —  H)  sin  z/g.  (4) 

Dafs  dieses  selbst  bei  beträchtlichen  Werten  von  z/g  eine  gegen  L'  ganz 
verschwindende  Abweichung  zeigt,   die  auch  bei   ihrer  Summierung 
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über  die  ganze  Basis  weg  in  der  Regel  nichts  Erhebliches  giebt,  ist 
leicht   zu    erkennen.     Man   darf  daher   Formel    (3)    als   hinreichend 
streng  betrachten;  in  der  Regel  auch  dann  noch,  wenn  die  Messungs- 
operation von  dem  oben  angenommenen  idealen  Vorgänge  etwas  abweicht. 
In  Grunerts  Archiv  von  1869,  Teil  61,  S.  28  vergleicht  Sonderhof  die 
geodätische  Linie  auf  einer  zum  Rotationsellipsoid  parallelen  Niveaafläcbe 
mit  derjenigen  auf  dem  Rotationsellipsoid,  wenn  beide  zwischen  denselben 
Lotlinien  liegen.    Das  Ergebnis  stimmt  mit  dem  oben  bei  der  Reduktion 
befolgten  Vorgange  überein. 

§  6.  Erste  Annäherung  bei  der  Berechnung  eines  Dreieclis- 
netzes.  Wenn  über  die  Beziehung  des  Geoids  zu  einem  Referenz- 
ellipsoid  noch  nichts  bekannt  ist^  so  wird  man  in  1.  Annäherung  das 
Geoid  als  mit  irgend  einem  plausiblen  Referenzellipsoid  (die  An- 
nahme der  Dimensionen  nach  Bessel  ist  ganz  angemessen)  identisch 
ansehen  müssen,  sodafs  nun  von  Lotabweichung  und  Hohen  N  nicht 
weiter  die  Rede  sein  kann.  Bei  der  Reduktion  der  Basismessung 
nach  Formel  (3)  auf  voriger  Seite  wird  also  auch  ein  Nm  nicht  be- 
rücksichtigt werden  können. 

Dadurch  allein  entsteht  indessen  noch  kein  Fehler. 

Macht  man  nämlich,  wie  bisher  immer  geschehen,  die  Annahme, 
dafs  die  Axe  des  Referenzellipsoids  parallel  zur  Erdaxe  sein  soll,  ohne 
indessen  mit  ihr  zu  koincidieren,  so  wird  die  Annahme  N^  ==  null 
nur  heifsen,  dafs  das  Referenzellipsoid  und  das  Geoid  unterhalb  der 
Mitte  der  Basis  sich  schneiden. 

Anders  freilich  ist  die  Sache,  sobald  mehrere  Basismessungen  in 
betracht  kommen,  da  die  Annahme  N^  =  null  nur  für  eine  Basis 
ohne  weiteres  zulässig  ist,  wie  im  folgenden  §  10  sich  zeigen  wird. 
Wenn  man  also  für  alle  Grundlinien  Nm  =  null  annimmt,  so  giebt 
dies  notwendig  in  den  reduzierten  Längen  derselben  Fehler.  Die 
Gröfse  dieser  Fehler  wird  im  allgemeinen  vom  gegenseitigen  Abstände 
der  Grundlinien  abhängen;  man  bemerkt  leicht,  dafs  bereits  Werte  A» 
von  nur  wenigen  Metern  genügen,  um  eine  Unsicherheit  zu  erzeugen, 
die  weit  gröfser  ist,  als  diejenige  infolge  der  eigentlichen  Messungs- 
fehler, selbst  wenn  man  diese  zu  ^^joVi^Tr  ^^^  Länge  annimmt. 
Immerhin  gestaltet  sich  diese  Unsicherheit  nicht  sehr  bedenklich,  weil 
die  mittelst  Dreiecksketten  aus  den  Grundlinien  abgeleiteten  linearen 
Längen  der  geodätischen  Linien  wegen  der  Winkelbeobachtungsfehler 
eine  weit  geringere  Genauigkeit  besitzen.*) 

*)  Nach  vorliegenden  Erfahrungen  steigert  sich  bereits  im  Basisnets  der  m. 
F.  der  Dreiecksseiten  aof  ttüVtht  ^^^  g  s  o^o  o  o  ^^^  wächst  leicht  weiter  nach  M&fä- 
gäbe  der  in  §  8  demnäcbbt  anzugebenden  Formel  bis  auf  tWctht  ^°^  mehr.  Man 
vergl.  das  Referat  über  die  Dänische  Gradmessung ,  S.  63,  Bd.  13  der  Viertd- 
Jahrsschrift  der  Astronom,  Ges, 
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Indem  wir  vorläufig  diese  Angelegenheit  nicht  weiter  verfolgen, 
ist  nun  nächst  dem  Fehler  bei  Reduktion  der  Grundlinien  auf  die 
Fehler  bei  Reduktion  der  Winkel  hinzuweisen.  Streng  genommen 
ist  jeder  Horizontalwinkel  nach  S.  516  (6)  zu  reduzieren,  um  fürs 
Referenzellipsoid  gültig  zu  werden.  Wegen  der  bei  der  1.  Annäherung 
mangelnden  Kenntnis  der  Lotabweichungskomponenten  §  und  rj  mufs 
diese  Reduktion  unterbleiben.  Die  Fehler,  welche  dadurch  entstehen, 
sind  allerdings  in  der  Regel  höchstens  vom  Betrage  weniger  Zehntel- 
sekunden. Nur  im  Hochgebirge,  wo  die  Lotabweichungen  und  zugleich 
die  cot/  im  allgemeinen  die  gröfsten  Werte  erreichen,  können  die 
Fehler  wohl  auf  1"  und  mehr  anwachsen.  Jedoch  wird  bei  Dreiecken 
1.  Ordnung  die  Gefahr,  dafs  dies  geschieht,  dadurch  vermindert,  dafs 
stark  geneigte  Yisuren,  d.  h.  grofse  Werte  von  cot  /,  selten  vorkommen 
und  meistens  vermieden  werden  können.  Nehmen  wir  also  au,  dafs 
im  allgemeinen  diese  Einflüsse  etwas  kleiner  sind,  als  diejenigen  der 
Beobachtungsfebler,  so  ist  bei  der  Beurteilung  ihres  Einflusses  auf 
die  schlief slichen  Ergebnisse  des  Dreiecksnetzes  zu  beachten,  ob  sie 
wie  diese  als  zufällige  Fehler  wahrscheinlich  einer  teilweisen  Kom- 
pensation unterliegen,  oder  ob  ein  konstanter,  systematischer  Charakter 
derselben  eine  Anhäufung  ihres  Einflusses  bewirken  kann. 

Man  sieht  leicht  ein,  dafs  beides  stattfinden  wird.  Die  Lotab- 
weichungen haben  zum  Teil  einen  systematischen  Charakter,  der  von 
der  Wahl  des  Referenzellipsoids  und  den  kontinentalen  Unregelmäfsig- 
keiten  des  Geoids  abhängt,  zum  Teil  einen  rasch  veränderlichen,  der 
von  den  lokalen  Unregelmäfsigkeiten  des  Geoids  bedingt  ist.  Die  Ver- 
änderlichkeit der  Reduktionen  der  Horizontalwinkel  wird  aber  nicht 
nur  durch  letztere,  sondern  auch  durch  die  Schwankungen  in  den  cot  g 
bedingt,  die  für  Dreiecke  1.  Ordnung  in  der  Regel  indes  kleine 
negcUive  Werte  annehmen  werden.*) 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  einige  Betrachtungen  über  die 
Wirkungen  der  Vernachlässigung  dieser  teils  systematisch,  teils  zu- 
föllig  veränderlichen  Reduktionen  anzustellen. 


*)  Aus  der  bekannten  N&herongsformel  für  trigonometrische  Höhenmessung: 
H,^H,=^8  cot  z\^^  +  ^  (1  -  Ä;), 
die  sich  auch  aus  (6)  S.  620  ableiten  iSist,  folgt 


Digitized  by 


Google 


536  12.  Kapitel.    Messungen  auf  der  physischen  Erdoberfläche. 

§  7.  Einflurs  der  Lotabweichnngen  aaf  die  Ergebnisse  fttr 
ein  Dreiecksnetz.  Setzen  wir  voraas^  dafs  cot  /  für  die  3  Seiten  eines 
gleichseitigen  Dreiecks  denselben  Wert  hat,  wozu  Gleichheit  der  Hohen 
der  3  Punkte  gehört,  und  nehmen  wir  ferner  an,  dafs  die  Lotablenkung 
in  den  letzteren  ebenfalls  identisch  ist,  so  wird  die  Winkelsnmme 
dieses  Dreiecks  durch  die  Vernachlässigung  der  Reduktionen  nicht 
beeiuflufst.  Abgesehen  vom  Faktor  0  cot  /  ist  nämlich  fär  die  3 
Winkel  die  Reduktion  nach  (5)  S.  516: 

sin  (a[,2  —  -4')  —  sin  (aj.s  —  Ä) 
sin  (oi.s  —  A)  —  sin  (ai.i  —  A') 
sin  (oi.i  -—  Ä)  —  sin  (ai.2  — ■  Ä') 

wenn  180^  -{-  Ä  das  allen  3  Punkten  gemeinsame  wirkliche  Azimut 
des  ellipsoidischen  Zeniths  ist  Es  geht  aber  in  der  That  jene  Summe 
in  null  über,  weil  infolge  der  Gleichseitigkeit  des  Dreiecks  die  vertikal 
über  einander  stehenden  Azimute  um  je  120^  verschieden  sind,  sodafs 
jede  Vertikalkolonne  für  sich  verschwindet.*)  Selbstverständlich  ändert 
nun  auch  die  Ausgleichung  nichts  an  dem  Einflufs,  welchen  diese 
vernachlässigten  Reduktionen  auf  die  einzelnen  Winkel  haben. 

Eine  einfache  aus  gleichseitigen  Dreiecken  bestehende  Dreiecks- 
kette wird  sich  daher  in  leicht  zu  übersehender  Weise  deformieren. 
Wir  betrachten  zunächst  2  an  einander  stofsende  Dreiecke  1.2.3  und 
2.4.3  und  ermitteln  die  Fehler  in  den  Seiten  2.4  und  3.4,  wenn 
1.2  als  Ausgangsseite  dient. 

Man  hat  aber 

.    /2.3\'.    /2.4\ 
sin  I        j  sin  I        I 

(2.4)  =  (1.2)       ^^^       ^^^ 


sin  ('3')  sin  (Y) 


sin 

(3.4)  =  (1.2)- 

"M  »  r*"  l  4  j 

Die  vernachlässigten  Reduktionen  sind,  abgesehen  vom  Faktor  &  cot  0, 
in  (  *  j  :      sin  (ö^.i  —  Ä')  —  sin  («3.2  —  -4) 

*)  Dasselbe  ergiebt  sich ,  wenn  man  nngleicbseitige  Dreiecke  betrachtet  und, 

entsprechend  gleicher  Höhe  der  Punkte,  cot/  gleich  —  -   setzt  {Bessel,  Ähhandl, 

Bd.  3,  S.  82).  Auch  die  bei  der  Ausgleichung  auftretenden  Zentralsysteme  wer- 
den unter  gewissen,  näherungsweise  oft  zutreffenden  umständen  in  ihren  Wider- 
sprüchen nicht  von  konstanten  Lotabweichnngen  beeinflufst. 
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in  (  *  j  :     sin  (a^,^  —  A^  —  sin  («i.»  —  Ä') 
in  ^  j  j  :     sin  («1.2  —  A')  —  sin  (al.s  —  A') 
in  (  g  j  :     sin  (ai.2  —  J.')  —  sin  (ai.4  —  A') 
in  (  2  )  :     sin  (ai.4  —  A')  —  sin  (oi.s  —  Ä). 

Mit  Rücksicht  auf  den  Parallelismus  der  Seiten  1.2  und  3.4,  1.3 
und  2.4  kann  man  diese  Reduktionen  in  sofort  ersichtlicher  Ab- 
kürzung auch  schreiben 

für(Y):    +r,  +  r, 

» (V)-  +*■»+*■« 

/4.S\  . 
»     \  2  /  '  *■»  ~  *■!• 

Hiennit  erhält  man  den  Einflafs  dieser  Gröfsen,  wenn  alle  Winkel 
zn  60"  angenommen  werden,  für  log  ~  gleich 

4  Jf  cot  60«.  (r,  +  r,  -  2r,)  (1) 


Q      ä 

und  für  log  r-^  gleich 

4ilfcot60^(2r3-2r,),  (2) 

wobei  die  r  in  Sekunden  ausgedrückt  gedacht  sind.  Setzt  sich  an 
die  Seite  3.4  ein  anderes  Dreieckspaar  und  so  fort,  bis  2i  Dreiecke 
eine  geradgestreckte  Kette  im  Azimut  a'i.s  bilden  (vergl.  Fig.  13  S.  198), 
und  bezeichnen  wir  die  Ausgangsseite  1.2  mit  a  sowie  die  ihr  paral- 
lelen Anschlufsseiten  3.4  u.  s.  f.  der  Dreieckspaare  mit  a,  a". . .  a^*'>, 
dagegen  die  in  Richtung  2.4  sich  an  einander  setzenden  Seiten  mit  d, 

cf . . .  c?'"~*>,  so  wird  der  konstante  Teil  der  Lotabweichung  auf  log  — 
den  nachstehenden  Einflufs  haben: 
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4  M cot  60« .  {2ir^  -  2 1 r^.  (3) 

Dagegen  ist  der  Einflufs  auf  log gleich 

4  (i  —  1)  Jtf  cot  60°.  (2r3  -  2r,)  +  i  Mcoi  60^  (r^  +  r^  -  2r,).  (4) 

Berechnet  man  hieraus  den  Einflufs  für selbst,   sodann  durch 

Addition   aller   Werte    desselben   fOr  i  =  l  bis  t  den   Einflufs  auf 
^^-^y  wobei  [d]  =  der  Langseite  des  Netzes  in  Richtung  2 .4  ist,  so 


folgt  endlich  als  Einflufs  auf  log  Li; 


4  if  cos  60^  {ir,  +  r,  —  (i  +  1)  r, }.  (5) 

Nächst  diesen  Einflüssen  auf  die  Seitenverhältnisse  betrachten 
wir  noch  den  Einflufs  auf  den  Horizontalwinkel  zwischen  der  Lang- 
seit«  [d\  des  Netzes   in  Richtung  2.4   und   der  Ausgangsseite    1.2. 

Der  Fehler  im  Winkel  (  '  j  ist  aber  gleich  —  ^g  +  ^s  und  die  Fehler 

der  gestreckten  Winkel  zwischen  den  Strecken  d,  cf,  ...£?•  ~^>  sind 
der  Reihe  nach  alle  gleich  —  2r2.  Hierdurch  entsteht  eine  Krümmung 
der  Langseite  und  es  wird  der  Oesamtfehler  im  bezeichneten  Winkel, 
wie  man  durch  Projektion  auf  eine  Richtung  quer  zu  2.4  findet,  gleich: 

(—  ^2  +  ♦^s)  —  -^♦^S  i 

d.  i. 

-ir,  +  r,.  (6) 

Dagegen  ist  der  Fehler  in  der  Differenz  der  Azimute  der  Seiten 
a^')  und  a  gleich 

-2ir,.  (7) 

Nach  diesen  Formeln  wird  man  nicht  nur  für  das  ideelle  Dreiecks- 
netz sondern  auch  vielfach  bei  thatsächlichen  einfachen  Dreiecks- 
ketten den  Eiuflufs  des  allen  Stationen  gemeinsamen  Teiles  der  Lot- 
abweichungeil  schätzen  können,  während  ein  anderer  veränderlicher 
Teil  sich  mit  den  Messungsfehlern  kombiniert.  Zur  Vergleichung 
betrachten  wir  nun  noch  die  Anhäufung  dieser  letzteren,  insoweit  sie 
als  zufällig  zu  betrachten  sind. 


§  8.  Einflufs  zufftlUger  Fehler.  Wir  knüpfen  zunächst  wieder  an 
die  Seitenverhältnisse  /_  und  -  \,  im  1.  Dreieckspaar  an,  die  Dreiecke 

1.6  1  .  A 

als  gleichseitig  vorausgesetzt.    Ist  nun  (i  der  mittlere  zufallige  Fehler 
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eines  Dreieckswinkels ,   so   erkennt   man  leicht,   dafs   der    m.  F.   in 


log 


2.4 


3.4 


^        und  ebenso  in  log  j-^  gleich  wird: 


+  4-afcot60«.,ty4, 


(l*)u.(2*) 


indem  namUch  in  diesen  Seitenverhältnissen  je  4  von  einander  unab- 
hängige Winkelfehler  auftreten.  Die  Existenz  der  Bedingungsgleichung 
zwischen  den  3  Dreieckswinkeln  ändert  hieran  nichts,  weil  sie  gleich 
grofse  Verbesserungen  an  den  gleich  genau  gemessenen  Winkeln  er- 
zeugt und  weil  bei  der  gleichen  Grofse  der  Winkel  somit  das  Sinus- 
verhältnis nicht  beeinflufst  wird.*) 


r»(0 


^(•-1) 


Man  hat  nun  den  Einflufs  auf  log  —  sowie  auf  log ,  indem 

diese  Seitenverhältnisse  sich  aus  i  von  einander  unabhängigen  Seiten- 
verhältnissen mit  dem  m.  F.  (1*)  zusammensetzen,  gleich: 


+  43fcot60o.ft)/4t. 
—  ff 

Komplizierter  ist  die  Berechnung  für  den  m.  F.  log 


(3*)  u.  (4*) 


M. 


Wenn 


wir  darauf  Bficksicht  nehmen,  dafs  die  Seiten  d,  d  . . .  alle  gleich  a 
sind,  80  wird  der  Ausdruck  für  —  im  Anschlufs  an  F^.  13  S.  198: 


(?MV) 


sm 


(V)  + 


+ 


(•s')-^(V) 

(V)-^(V) 

(Y)MV) 
TV)"»« 


"(V) 


sm 


sm 


(V)  + 


Die  hier  angesetzten  Glieder  beziehen  sich  auf  3  Dreieckspaare. 
Um  nun  zum  mittleren  Fehlerquadrat  zu  gelangen  ^  hat  man  die 
Differentialquotienten  nach  allen  vorkommenden  Winkeln  zu  bilden, 
darin  alle  Winkel  gleich  60^  zu  setzen  und  die  Quadratsumme  der 
genannten  Quotienten  mit  ^  zu  multiplizieren. 


*)  Auf  den  geringen  bezw.  verschwindenden  Einflufs  der  Winkelgleichuagen 
in  den  Dreiecken  anf  die  Seitenverhältnisse  haben  wir  schon  in  den  Si¥dien 
üW  rcUionelle  Vermessungen^  Abschnitt  4,  Art.  49,  Zeitsdirift  f.  Math.  u.  Phys. 
1S68  anünerksam  gemacht.  Nur  die  Seitengleichungen  vermehren  die  Genauig- 
keit der  Seitenverhältnisse  wesentlich.  (Vergl.  das  Referat  über  die  Dänische 
Gradmessung,  S.  63  in  Bd.  13  der  Vierteljahrsschrift  der  Astronom.  Ges.).  Selbst- 
verständlich darf  man  nicht  weiter  schliefsen  wollen,  dafn  es  überflüssig  sei, 
alle  3  Dreieckswinkel  zu  messen.  Denn  wollte  man  deren  nur  2  messen,  so  würde 
eines  der  Seitenverhältnisse  im  Dreieck  erheblich  ungenauer  werden. 

Helmert,  mftthem.  u.  phytik.  Theorieen  der  hoh.  Oeodilsie.  34 
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Die  Bestandteile  des  mittleron  Fehlerqnsdrais  werden,  abgesehen 
Tom  Faktor  -ttj  /t*  cot*  60",  gleich 

»«  für  jeden  der  3  Winkel  (^fj,  (Y),  f^^), 
(i  -  1)«  für  jeden  der  4  Winkel  (V),  (%'),  (V)'  (V)' 

ii-2y„    „    „4    „    (Y),(V).(V)^(V). 


1     w  .;         »     ♦         w  l  8  M  6  M  7  /'"' 

oder  zusammen  genommen  gleich 

_,-.  +  4(.-«H-(i-i)«  +  ...  +  i)  +  t,- 

das   giebt,    weil   die   Summe   der   Quadrate  von   1   bis  t^  gleich  ist 
-^  i  (i  +  1)  (2i  +  1),  für  den  mittleren  Fehler  von  ^  den  Betrag 


4-  ft  cot  60^.  }/y  f  (8f*  +  6»+  10> 

sn 
lere  Fehler  gleich 


In  log  —  endlich  ist  demnach ^  weil  ^  gleich  *  ist,  der  mitt- 


±^Mcot60\(i  Yy  ♦  +  T  T  +  ^  •  (^*) 

Etwas  anders  gestalten  sich  die  Ausdrücke  für  die  Voraussetzmig 
vollständiger  (oder  diesen  äquivalenter)  Satzbeobachtungen,  jedoch 
bleibt  in  (5*)  jedenfalls  dasjenige  gewahrt,  worauf  es  uns  besonders 
ankommt,  nämlich  Zunahme  mit  yTund  nicht  mit  u*) 

Um  zu  dem  mittleren  Fehler  im  Horizontalwinkel  zwischen  der 
A.usgangsseite  1 . 2  und  der  Langseite  [d]  in  Bichtuug  2 . 4  zu  ge- 
langen, bezeichnen  wir  die  wahren  Fehler  der  Winkel  (  '  j?  (  i  )> 
^  ^  ),  •  •  •  mit  «,,  «4,  «e  •  •  •. 

Alsdann  findet  man  durch  Projektion  auf  eine  Richtung  normal  zur 
Seite  2 . 4  sofort,  dafs  der  Fehler  im  genannten  Horizontalwinkel  ist: 


*)  DaGi  die  Änderung  der  Ausdrücke  nicht  erheblich  sein  kann,  erkennt  man 
daran^  dafs  zur  successiven  Berechnung  der  a,  a\  a "  .  .  .  nur  von  einander 
wesentlich  unabhängige  Elemente  in  betracht  kommen. 
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«.  +  T  ((»- 1)  **  +  (*- 2)  «6  +  •  •  •  +  2«.«-i)  +  ««<)  • 

Nehmen  wir  alle  diese  Winkel  mit   dem   mittleren  Fehler  ft  direkt 
beobachtet  an^  so  folgt  nun  als  mittleres  Fehlerquadrat  sofort: 

Der  mittlere  Fehler  im  bezeichneten  Horizontalwinkel  wird  also  gleich 


±^Vi 


..1,1 

•  +  T  +  67 


Hierbei  ist  auf  die  überschüssigen  Messungen  im  Netze  noch 
keine  Rücksicht  genommen.  Diese  geben  aber  etwa  noch  eine  2.  Be- 
stimmung gleicher  Sicherheit  durch  die  Lai^seite  [c]  hindurch.  Wir 
setzen  daher  den  m.  F.  näherungsweise  gleich 


Die  Differenz  der  Azimute  der  Seiten  a^^  und  a  kann  man  durch 
die  beiden  Langseiten  [d]  und  [c]  des  Netzes,  sowie  durch  den  Zug 
der  zwischen  beiden  liegenden  Seiten  a  und  b  herstellen.  Diese  Be- 
stimmungen sind  im  wesentlidien  von  einander  unabhängig  und  die 
Ausgleichung  vereinigt  sie  nach  Mafsgabe  ihrer  Gewichte,  die  sich 
näherungsweise  wie  1:1:^  verhalten.  Da  nun  der  mittlere  Fehler  der 
Differenz  der  Azimute  der  Seiten  a^*)  und  a  aus  einer  Langseite  gleich 


wird,  so  findet  sich  der  mittlere  Fehler  für  jene  Differenz  der  Azimute 
mit  Rücksicht  auf  die  Ausgleichung  näherungsweise  gleich 


§  9.    Yergleiehung^  Zeitpunkt  der  Oesamtansgleichmig  u.  a. 

Die  im  vorstehenden  Paragraphen  abgeleiteten  Ausdrücke  werden  sich 
etwas  verändern,  wenn  man  die  Bedingungen  der  Ausgleichung 
unter  Voraussetzung  vollständiger  Richtungsbeobachtungen  streng  be- 
achtet. Aber  schon  in  der  vorliegenden  Form  genügt  das  Gegebene  zu 
zeigen  (was  hier  die  Veranlassung  der  Entwicklungen  war),  dafs  der 
Einflufs  der  zufälligen  Feh%r  bei  einigermafsen  grofsen  Werten  von 
i  von  den  entsprechenden  Einflüssen,  welche  nach  §  7  unter  gewissen 
Voraussetzungen  aus  den  Reduktionsfehlem  resultieren,  übertroffen 
werden  kann,  selbst  wenn  die  konstanten  Werte  von  f\,  r^  und  r^ 
nur  soviel  Hundertstelsekunden  betragen,  als  [i  Zehntelsekunden. 

34* 
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Gröfsere  Dreiecksketten,  welche  einzeln  ausgeglichen  sind  und 
anf  besonderen  Grundlinien  beruhen,  werden  in  ihren  Anschlafsseiten 
wie  überhaupt  in  den  Bedingungen  ihres  Zusammenschlufses  hiernach 
Widersprüche  zeigen  können,  die,  insoweit  die  Winkel  in  betracht 
kommen,  nicht  nur  yon  den  zufalligen  Messungsfehlem  der  Winkel 
und  dem  veränderlichen  Teil  des  Lotabweichungseinflusses,  sondern 
auch  merklich  von  dem  konstanten  Teil  des  Einflusses  der^  Lot- 
abweichungen auf  die  Winkel  abhängen.  Je  gröfser  die  Güte  der 
Messungen  ist,  um  so  mehr  kann  letzterer  hervortreten.  Da  nun 
nach  S.  523  auch  die  aus  der  Unkenntnis  der  Höhenlage  des  Geoids 
gegen  das  Referenzellipsoid  entspringenden  Reduktionsfehler  der  Grund- 
linien im  allgemeinen  nicht  ganz  unerheblich  sind,  so  wird  eine  Ge- 
samtausgleichung des  Komplexes  aller  Dreiecksketten,  die  über  einen 
Teil  der  Erdoberfläche  ausgebreitet  sind,  nicht  eher  vorgenommen 
werden  dürfen,  bis  entweder  durch  vorläufige  Rechnungen  nachge- 
wiesen ist,  dafs  die  betreffenden  Einflüsse  der  Lotabweichungen  und 
der  Höhenlage  des  Geoids  nicht  wesentlich  diejenigen  der  zufalligen 
Messungsfehler  übersteigen,  oder  bis  auf  Grund  einer  vorläufigen  Be- 
stimmung wenigstens  des  systematischen  Teiles  der  Lotabweichungen 
und  der  Höhenlage  des  Geoids  eine  Reduktion  der  Richtungen  im 
Dreiecksnetz  und  der  Grundlinien  statl^efunden  hat  Diese  Richtungs- 
reduktion würde  strenggenommen  sogar  eine  Neuausgleichung  der  ein- 
zelnen Ketten  erfordern  (und  nur  die  Stationsausgleichungen  würden 
nicht  zu  wiederholen  sein).  Indessen  wird  man  wohl  in  der  Regel 
bei  der  Berechnung  der  Dreiecksnetze  ohne  Reduktion  der  Richtungen 
wegen  relativer  Lotabweichungen  stehen  bleiben  können,  wenn  es 
sich  nur  darum  handelt,  Untersuchungen  über  die  Gestalt  eines 
mäfsig  ausgedehnten  Teiles  des  Geoids  anzustellen,  oder  wenn  die 
Messungen  eine  Landesanfnahme  bezwecken. 

Im  ersteren  Falle  wird  man  zunächst  ein  sich  den  Messungen 
möglichst  anschmiegendes  Referenzellipsoid  bestimmen,  sei  es  von 
gegebenen  Dimensionen  oder  erst  noch  zu  ermittelnden.  Gegen  dieses 
EUipsoid  relative  Lotabweichungen  werden  in  der  Regel  einen  von 
Punkt  zu  Punkt  wesentlich  veränderlichen  Charakter  zeigen  nnd  es 
wird  also  kein  vorwiegend  systematischer  Einflufs  derselben  zu  be- 
fürchten sein,  ebenso  wenig  wie  der  Einflufs  der  Höhenlage  des  Geoids 
ein  erheblicher  werden  kann.  Günstig  ist  noch  der  Umstand,  aafs 
die  Wahl  der  Dimensionen  des  Ell]psoid|i  auf  die  Berechnung  der 
Dreiecke  einen  ganz  geringfügigen  Einflufs  hat,  wie  aus  den  Unter- 
suchungen S.  405  hervorgeht.  Wenn  man  also  schliefslich  die 
Dimensionen  des  EUipsoids  abändert,  so  braucht  deshalb  keine  Neu- 
berechnung zu  erfolgen. 
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Im  zweiten  Falle;  dem  der  Landesaufnahme^  dürfte  es  stets  aus- 
reichen von  denjenigen  Reduktionen  ganz  abzusehen,  welche  daraus 
entspringen;  dafs  die  Voraussetzung  eines  EUipsoids  keine  ganz  zu- 
treffende ist.  Genügt  es  hier  doch  für  Zwecke  der  Detailvermessung 
in  der  Regel  von  dem  oft  verhältnismäfsig  beträchtlichen  Unterschied 
zwischen  direkt  auf  der  physischen  Erdoberfläche  gemessenen  Ent- 
fernungen und  den  entsprechenden  aus  der  Haupttriangulation  ohne 
weitere  Rücksicht  auf  die  Höhenlage  abgeleiteten  Entfernungen  ab- 
zusehen. Allerdings  können  bei  Einschaltungen  jene  Winkelreduk- 
tionen infolge  steiler  Yisuren  gröfser  als  die  Beobachtungsfehler 
werden,  indes  ist  andrerseits  durch  die  Einschaltung  in  ein  festes 
Netz  Fehleranhäufungen  vorgebeugi*) 

§  10.  Die  Berechnung  der  Lotabwelehungen  für  angenom- 
mene Dimensionen  des  Referenzellipsoids  setzt  voraus,  dafs  man  ent- 
weder für  einen  Punkt  die  Lotabweichung  null  setzt  oder  sie  als 
unbekannte  Gröfse  in  die  Rechnung  einführt.  Hierbei  nehmen  wir 
natürlich  an,  dafs  alle  DreiecJcanetee  in  Verbindung  mit  einander  stehen 
—  oder  richtiger  umgedreht:  Netze,  die  nicht  mit  dem  gewählten 
Ausgangspunkt  der  Berechnung  in  Verbindung  stehen,  fallen  ganz 
bei  den  weiter  zu  besprechenden  Rechnungen  heraus. 

Im  ersteren  Falle,  Nullsetzen  einer  Lotabweichung,  trifft  man 
über  das  Referenzellipsoid  offenbar  die  Bestimmung,  dafs  es  von  der 
wirklichen  Lotrichtung  jenes  Ortes  -  normal  getroffen  wird.  W^n 
man  nun  aufserdem,  um  Fig.  41  und  die  Formeln  dieses^  Kapitels 
anwenden  zu  können,  Parallelismus  seiner  Axe  zur  Erdaxe  voraus- 
setzt, so  ist  seine  Lage  völlig  bestimmt  bis  auf  eine  Verschiebungs- 
gröfse  parallel  zu  jener  Lotrichtung,  welche  von  der  Vernachlässigung 
der  Nm  bei  der  Reduktion  der  Grundlinien  abhängt  Ist  nur  eine 
solche  vorhanden,  so  schneidet  das  Ellipsoid  das  Geoid  unterhalb  der 
Mitte  jener  Basis.  Sind  mehrere  gemessen,  so  wird  man  ihm,  so 
lange  eben  nicht  bereits  mit  genäherten  Werten  von  Nm  reduziert  ist, 
eine  mittlere  Lage  (die  sich  genau  nicht  ohne  weiteres  angeben  läfst) 
dergestalt  zuschreiben  müssen,  dafs  einzelne  Nm  positiv,  andere  negativ 
sind.  (In  welchem  Abstand  die  Erdaxe  von  der  Axe  des  Referenz- 
ellipsoids liegt,  läfst  sich  auch  nicht  angeben,  es  sei  denn,  dafs  man 
bereits  Kenntnis  von  der  Lage  des  oben  erwähnten  Ausgangspunktes 


*)  Nicht  unerwähnt  mag  bleiben,  dafs  man  die  Znlässigkeit  der  sphärischen 
Berechnung  der  Figuren  innerhalb  eines  kleinen  Teiles  des  das  Geoid  ersetsenden 
Rotationsellipsoids  leicht  mittelst  der  Methode  der  Lothab  weichnngen  zeigen  kann. 
Als  Lotabweichungen  treten  dann  eben  die  Winkel  zwischen  den  Ellipsoid-  und 
Kugeluormalen  auf. 
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zur  Erdaxe  hätte  ^  welche  Kenntnis  sich  überdies  auf  den  üblichen 
geodätisch -astronomischen  Wegen  gar  nicht  erlangen  läfst.) 

Es  ist  aber  nicht  vorteilhaft^  für  einen  Punkt  die  Lotabweichung 
gleich  null  zu  setzen.  Das  Anschmiegen  des  Referenzellipsoides  läfst 
sich  weit  besser  erzielen^  wenn  man  die  Lotabweichung  auch  im  An- 
fangspunkte der  Berechnungen  als  unbestimmt  annimmt. 

Da  dieses  zugleich  der  allgemeinere  Fall  ist,  so  werden  wir  die 
Aufgaben:  die  successive  Berechnung  der  Lotabweichungen  zu  zeigen, 
eventuell  die  Dimensionen  des  EUipsoids  zu  verbessern  und  die  Form 
des  Geoids  soweit  als  möglich  aus  den  Lotabweichungen  abzuleiten, 
an  ihn  anknüpfen. 

Auf  die  Aufgabe,  Lotabweichungen  für  ein  Referenzellipsoid  zu 
ermitteln,  dessen  Axe  nicht  parallel  zur  Erdaxe  ist,  werden  wir  nicht 
eingehen.  Die  Formeln  dazu  würden  sich  —  soviel  mag  bemerkt 
werden  —  leicht  aus  Fig.  41  bestimmen  lassen,  wenn  man  darin  2  Nord- 
pole N  und  N'  unterscheiden  würde.  Nächst  den  Dimensionen  des 
EUipsoids  und  den  Komponenten  der  Lotabweichui^  eines  Anfangs- 
punktes, also  4  Unbekannten,  würden  noch  2  Unbekannte,  die  die 
Lage  von  N  gegen  N'  feststellen,  auftreten.  Da  jedoch  die  ellip- 
soidischen  geographischen  Breiten  von  den  wirklichen  bei  diesem 
Vorgänge  recht  erheblich  abweichen  können,  wird  man  um  so  mehr 
davon  absehen,  als  die  relativen  Lotabweichungen  wohl  in  der  Regel 
durch  ortHche  rasch  veränderliche  Formveränderungen  der  Niveau- 
flächen bedingt  werden.  Aufserdem  komplizieren  sich  die  Berech- 
nungsvorschriften, wenn  man  die  Differenz  von  N  und  N'  nicht  ge- 
radezu klein  annimmt,  recht  erheblich,  wie  man  aus  Fergolas  wieder- 
holt erwähnter  Ähhandhmg  bezw.  der  Vierteljahrsschrift  der  Astronom. 
Ges.y  Bd.  11,  ersehen  wird.  Der  Grund  ist,  dafs  man  nicht  ohne 
weiteres  die  höheren  Potenzen  des  Unterschieds  NN'  vernachlässigen 
darf  (was  Fergola  allerdings  schliefslich  z.  T.  doch  noch  thut).. 

§  11.  Einfliufs  der  Lotabweichungen  auf  die  geodätisch  er- 
mittelten geographischen  Koordinaten:  Formeln  zur  Berechnung 
der  Lotabweichungen. 

Denken  wir  ims  aus  den  wirklichen  Werten  der  geographischen 
Breite  und  Länge  sowie  des  Azimuts  JBi,  L'i  und  «i.g  in  Pj  mit  Bülfe 
der  linearen  Länge  der  Kürzesten  PxT^  u^ter  Annahme  bestimmter 
Dimensionen  eines  Referenzellipsoides  Breite,  Länge  und  Azimut  in  F^ 
berechnet,  so  werden  diese  im  allgemeinen  von  den  wahren  Werten 
jBi,  Li  und  «i.i  dieser  Gröfsen  abweichen. 

Wir  nennen  die  berechneten  Werte  JB»,  Li  und  «i'.i. 

Hätte  man  die  Rechnung  mit  den  ellipsoidischen  Werten  j?|,  L^ 
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und  ai.8  ausgeführt,  so  hatten  sich  auch  die  ellipsoidischen  Werte 
B^,  L^  und  as.i  ergeben,  um  diese  Werte  mit  jenen  zu  vergleichen, 
benutzen  wir  die  Differentialformeln. 

Nach  §  3  S.  517  u.  518  ist  in  ausreichender  Annäherung: 

B,   ^Ä  =  +  !,  +  .. . 

L,    -il    __,,8ecÄ  +  ---  (1) 

«1.2  — «1.2 -•  +  iji,tanBl  H , 

wobei  in  der  letzten  Formel  ebenso  wie  bei  der  Berechnung  des  Drei- 
ecksnetzes von  den  kleinen,  in  die  Cotangenten  der  Zenithdistanzen  mul- 
tiplizierten Gliedern,  sowie  von  dem  Einflufs  des  Abstandes  des  Geoids 
vom  EUipsoid  auf  die  Reduktion  der  Richtungen  wegen  der  Höhe 
der  Objekte  abgesehen  ist  —  oder  angenommen  wird,  dafs  alle 
Richtungen,  also  auch  al.s  bereits  mittelst  vorläufiger  Werte  der 
Lotabweichungen  um  diese  Glieder  korrigiert  worden  sind. 

Indem  wir  nun  die  Werte  +  li ,  —  iji  sec  Bi  und  -}-  ij^  tan  JBi 
als  dBi,  ÖLi  und  dai.2  in  die  Formeln  (7)  bis  (9)  S.  282  einführen, 
erhalten  wir: 


J?2  — Ä'  — +  ^T|cos^a+ri—  (^)     1  sinai.jsinaj.ij  g^ 


m     TT,»  ^     .  -. 


(2) 


L^—Li^^^^  ^8   'jsin^ft—  j  1—  \-^j    lsinai.2C0sa2.i| secJBj.gi 
—  I  sec  JBi  H W^  sec  B^  tan  J?i  cos  «2. 1 1  iJi  + 


(3) 


«2.1 «2.1 


^gpl-e« 


m  W,^ 


sin'z/a 


8ina^2 


+ [i  -  (S^  J  [i  -  (S,.  J  ""* «"  ^^  ««•* 

+  ((S,  ,  ■+■  5  ^«  **°  •®«  ^'^^  "*-4  tan  -^1  •  'Ii  +  • 


li 


(4) 


Wenn  man  hierin  für  B^,  L^  und  a^.i  den  (1)  entsprechend  die 
Substitutionen  benutzt: 

B,   =S,   +U  +  '"  I 

L^    «=»14    —  ijg  sec  Bi  +  -  •  •  (5) 

«2. 1  =  «2. 1  +  %  t*n  Ä  -f-  •  •  •  , 

SO  erhält  man  Gleichungen  zwischen  den  Komponenten  |  und  ri  der 
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Lotabweichungen  beider  Punkte  P^  und  Pg  bezüglich  des  Referenz- 
ellipsoids.     Sie  lauten: 


B'i—S'i  —  |j  +  -^^%-|co8^a  +  ri—  [^)    Jsina,.2  8inai.,U, 


w    w  * 

—  jZi-^  tan  Bi  sin  a«.  i .  ij,  + 


.  =  0 


(«5) 


sin'  Ja 


I. 


(8) 


Li  —  Li  +  sec JBj.iJ, TT ^"^1  ^^^'^^ ""    ^ —  (t")        sinai. jcosaa.  1 1 secJj.?] 

—  1 1  H TTg  sin  Bj  sec  Bj  cos  «2.  i }  sec  JJ^ .  ly^  +  . . .  =  0 

«i'.i  —  «2.1  —  tan  B^ .  i]^ 

1 + [i  -  (S),.  J  [i  -^  (S),.  J  «^'^^  «»•  ^  ^^  «^ 

über  die  strenge  und  näherungsweise  Berechnung  der  hierin 
auftretenden  Eoefficienten  vergl.  §  11  S.  283. 

Man  kann  in  den  Eoefficienten  jedenfalls  die  wirklichen  Werte 
der  geographischen  Eoordinaten  und  der  Azimute  anstatt  der  ellip- 
soidischen  anwenden,  die  der  Einfachheit  halber  eingeführt  sind. 

Wenn  man  nun  femer  erwägt,  dafs  einerseits  die  Beobachtungs- 
fehler in  J5^,  L'  und  a  schon  in  der  1.  Decimalstelle  der  Sekunden 
auftreten,  dafs  andrerseits  die  Eomponenten  der  Lotabweichungen  im 
allgemeinen  nur  einzelne  Sekunden  betragen,  so  erscheint  es  über- 
haupt völlig  genügend,  die  Eoefficienten  von  £j^  und  rj^  auf  drei 
Decimalen  anzugeben,  was  für  s<0,lao  und  (wie  immer)  abgesehen 
von  hohen  Breiten  auf  die  Vernachlässigung  von  e^sia^^  d.  h.  auf 
die  Anwendung  der  Formeln  (10)  S.  285  hinauskommt 

Esergiebt  sich  darnach  unter  den  ebener  wähnten  Voraussetzungen: 


S^2    —  Jft  —  I2  +  Si  ^^  -^1.»  +  Vi  ^  ^1.«  sin  J?i  -| =  0 

Li'    —  IJ%   +  ij,  sec  jBj  +  li  sin  Li,%  tan  B^ 

—  1;,  (secJ?i  +  sinii.2tanJBiC8cai.8Cosa2.i)  -\ =0 

«i'.i  —  «i.i  —  %  tan  JBj  —  li  sin  Li, 2  sec  B^ 

+  1J1  cos  Li, 2  sin  ^1  sec  jBj  H =  0, 


(9) 
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genau  bis  auf  Glieder  von  der  Ordnung  e^s  :  Gq  in  den  Koefficienten 
Ton  gl  und  ly^.  Dabei  bedeuten  S^^  1!^,  «i.i  die  wirklichen  Werte 
der  geographischen  Breite  und  Länge  sowie  des  Azimuts  der  geo- 
dätischen Linie  in  P^;  Bi,  ZJ,  «i'.i  hingegen  die  von  P^  aus  mittelst 
-Bi?  I^ii  «1.2  ^Mid  s  berechneten  Werte.  Es  ist  ferner  in  den  Koef- 
ficienten Li,2^=  L^  —  L^  zu  nehmen. 

In  dem  Koefficienten  von  i?i  in  der  2.  Gleichung  (9)  kann  man  für 

sin  Zfi.2  tan  B^  esc  «i.g  cos  «a.i 
auch  schreiben: 

sin  —  tan  B.  sec  B^  cos  «».  i . 


Setzt  man  g^  und  ri^  gleich  null,  so  folgt  aus  (9): 

(9*) 


Ig  =  Si  ^2  +  •  •  • 

1^2  =  —  (ig  —  14)  cos  1?2  H 

^2  ==       (««.  1  —  «2. i)  cot  B^  + 


Man  hat  daher,  falls  sowohl  geographische  Längen  wie  Azimute 
vorliegen,  durch  die  doppelte  Bestimmung  von  i^g  die  Gleichung 

(«2.1  -  «i.i)  +  {Ui  -  Xi)  sin  5,  + 0,  (10) 

welche  Bedingungsgleichung  eine  Kontrolle  der  Genauigkeit  der  geo- 
dätischen und  astronomischen  Operationen  giebt.  Setzt  man  S^  und 
\  nicht  null,  so  ist  der  Ausdruck,  welcher  die  linke  Seite  der 
Gleichung  (10)  bildet,  gleich  der  Summe  zweier  Bruchteile  von  ?/i, 
und  von  Jj,  welche  in  Bezug  auf  s  :  a^  die  1.  Ordnung  haben. 

Die  3.  Gleichung  (9*)  verliert  übrigens  in  der  Nähe  des  Äquators 
ihre  Brauchbarkeit,  weil  hier  die  Fehler  der  Azimutmessung  stark 
vergrofsert  in  1^2  übergehen.  Die  Gleichung  (10)  aber  ist  auch  hier 
anwendbar  und  von  Nutzen. 

Sie  ist  schon  von  iMplace  angegeben  worden  (vergl.  den  Schlufs 
dieses  Kapitels)  und  wird  auch  als  das  TJieorem  von  Laplace  be- 
zeichnet 

Unter  der  Annahme  {,  und  rj^  gleich  null  für  München  berechnet  Carl 
von  Orff  S.  65  u.  ff.  der  Abhandlung:  Bestimmung  der  geographischen 
Breite  der  Königl.  Sternwarte  bei  München,  im  Supplement  zum  21.  Bd. 
der  Annalen  derselben  Sternwarte  für  mehrere  Funkte  nördlich  und  süd- 
lieh der  Alpen  Lothabweichungen  und  gelangt  S.  57  zu  6  Eontroll- 
gleichungen aus  doppelter  Bestimmung  von  97: 
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Mannheim  X"— 

r«—  4,71" 

a  — 

.«'-.+  2,94" 

(L"- 

-L')üaB'=-  3,58' 

Pfänder 

-19,98 

+  U.84 

— 14,73 

Zarich 

+  0,71 

-  0,1 

+  0,6 

Rigi 

—  2,16 

—  2,31 

-  1,6 

Bern 

+  6.14 

+  0,4 

+  M 

Mailand 

+  «,«1 

+  0,2 

+  *,* 

Länge  der  Ketten 

Mannheim 

a"— «  +(L"-i 

')  sin  B  —  —  0,64" 

60  Meilen 

Pfänder 

»                    »» 

+  0,11 

22       „ 

Zürich 

»»                    >» 

+  0,4 

88       „ 

Rigi 

>»                    »> 

-«,9 

83       „ 

Bern 

II                    »» 

+  4,9 

48       „ 

Mailand 

»1 

19 

+  ' 

t,6 

62       „ 

Für  die  geodätische  Übertragnng  der  Breite  und  Länge  sowie  des  Azimut» 
wurden  hierbei  mit  Vorteil  zuerst  Polarkoodinaten  berechnet  und  dann  die 
Formeln  S.  298  angewandt. 

Bessel  hat  1837  in  den  Astronom.  Nachr.  Bd.  14,  S.  269  u.  ff.  in  der  Ab- 
handlung: Über  den  Einflufa  der  Ünregelmäfsigkeüen  der  Figur  der  Erde 
auf  geodätische  Arbeiten  o.  s.  f.  (vergl.  auch  AbJiandl,  Bd.  3,  S.  19u.ff., 
insbesondere  S.  36)  die  Ausdrücke  für  die  Eoefficienten  von  £i  und  rj^  ohne 
Benutzung  der  reduzierten  Länge  llt  entwickelt,  was  nur  mittelst  Reihen- 
entwicklung möglich  ist.  Seine  Angaben  sind  jedoch  in  gleicher  Weise 
entstellt  wie  die  andern  auf  S.  295  erwähnten,  ohne  dafs  indessen  dieser 
Umstand  ebenso  wie  bei  jenen  Angaben  von  erheblichem  Einfluls  auf  die 
Resultate  der  numerischen  Rechnung  wird. 

§  12.  Genauigkeit  der  berechneten  relatlyen  Lotabweichungen. 

Es  mögen  ds,  da,  dB',  dL'  Verbesserungen  der  beobachteten  wirk- 
lichen Werte  für  s,  a,  B  und  L  bezeichnen.  Dann  geben  uns  die 
Gleichungen  (10)  S.  285  mit  Rücksicht  auf  (10*)  ebenda  sofort 
folgende  Ausdrücke,  welche  den  Gleichungen  (6),  (7)  und  (8)  S.  536, 
bezw.  den  drei  Gleichungen  (9)  S.  536  linker  Hand  beizufügen  sind: 

cos  Li,%dB.  —  8B^  +  q'  cos  «2.1 1-  sin  Li,%  cos  JBitfa'i.j      (1) 

8L\  —  dZ;  +  sin  ii.2  tan  B^dB, 


—  p"  sec  J?«  sin  aj.i sin  —  secjB-cosas.i^ai.sl 

—  sin  Li,%  sec  B^8B\ 

-{-  p"  tan  J?2  sin  «2.1 1-  cos  Li. %  cos  B^  sec  B^dai,%  —  * «i.i. 


(2) 


(3) 


Denkt  man  sich  aus  den  (9)  S.  536  %^  und  i},  berechnet,   so  stellt 
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jetzt  (1)  zugleich  den  Einflurs  der  Beobachtuogsfeliler  im  Sinne  einer 
Verbesserung  für  gg  dar;  dagegen  ist  —  (2)  cos  J?,  und  +  (3)  cot  B^ 
der  entsprechende  Einflufs  für  tj^.    Derselbe  ist  also  gleich 

(ßL\  —  dL\)  cos  B^  —  sin  ii.«  sinjB,  dB'^ 

+  p"  siniCi.  1 1-  sin  —  cos  as.i^^i  2 

bezw. 

—  sin  Li,i  cscJ?,  dB'^ 

+  q'  sin  «2.1  —  +  cos  ii.2  cos  J?j  cscJ?2  ^of'i.a  —  cotB,  Jai.i. 


(2*) 


(3*) 


Femer  ist  der  Einflufs  auf  die  linke  Seite  der  KontroUgleichung 
(10)  S.  537  gleich 

(ßL\  —  9L\)  sin  JB,  —  sin  Li, 9  cos  B^dB'^  ] 

+  (cos  2/1.2  cos  J?i  sec  JB,  —  sin  —  tan  B^  cos  a^  a)  Ja'i. 2  —  *«».  1.  j 


(4) 


«0 

Dieses  zeigt^  dafs  die  KontroUgleichung^  unabhängig  yom  Fehler 
is  ist^  dafs  sie  ferner  in  der  Nähe  des  Äquators  auch  frei  von  den 
ÖL'  wird  und  dafs  sie  endlich  jedenfalls  eine  gute  Eontrolle  der 
Azimutübertragung  durch  das  Dreiecksnetz  giebt. 

Was  die  Bestimmung  von  ti2  anbetrifft^  so  zeigen  die  Ausdrücke 
(2*)  und  (3*)  vorerst  natürlich  wieder  die  ünbrauchbarkeit  der 
Azimutmessungen  am  Äquator,  sodann  aber  überhaupt  eine  Über- 
legenheit der  geographischen  Längenbestimmung  gegenüber  den  Azimut- 
messungen, weil  8ai,i  in  (2*)  selbst   im  Maximum  nur  den  Faktor 

sin  —  hat,  während  in  (3*)  der  Faktor  jeden  Wert  annehmen  kann. 

Es  tritt  zwar  in  (2*)  noch  das  Fehlerglied  (ßL\  —  Äi'Jcos  J?,  auf, 
wozu  (3*)  nichts  Analoges  hat,  allein  dieses  vermindert  den  Genauig- 
keitsgrad der  Bestimmung  von  i},  nicht  wesentlich,  wenn  tele- 
graphische Längenbestimmungen  nach  den  besten  Methoden  voraus- 
gesetzt werden.  Denn  der  mittlere  Fehler  einer  solchen  beträgt  in 
der  That  nicht  mehr,  wie  derjenige  einer  Azimutmessung.*)   Während 

*)  Nach  J.{6fec^  vorläufiger  Ausgleichung  einiger  Längenbestinmiungen  in 
den  Astronom.  Nachr.  Bd.  89,  No.  2182  S.  805  u.  ff.,  finden  wir  als  m.  F.  der 
besten  Längenbestimmungen  ±  0,76".  Dagegen  würde  nach  6  Doppelazimut- 
bestimmungen des  Geodätischen  Instituts  (mit  2  verschiedenen  Instrumenten 
nach  2  verschiedenen  Methoden)  der  m.  F.  einer  Doppelazimutbestimmung 
gleich  ±  0,68".  Dies  sind  jedoch  extreme  Werte,  die  sich  durch  definitive 
Bearbeitung  der  Endresultate  wesentlich  reduzieren  werden.  Wir  vermuten  in 
beiden  Fällen  auf  ±  \'\  Dagegen  folgt  aus  7  Doppelbestimmungen  des  Geodäti- 
schen Instituts  in  geographischer  Breite  als  m.  F.  einer  solchen  Doppelbestim- 
mung ±  0,29". 
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aber  {SL!^  —  ^^'J  ^^^  ™'  F.  der  Längendifferenz  unmittelbar  ent- 
spricht^ setzt  sich  dal. 2  aus  dem  m.  F.  der  Azimutmessung  und  den 
Übertragungsfehlern  durch  das  Dreiecksnetz  zusammen.  Dieser  Teil 
wächst,  insofern  er  zufälliger  Natur  ist,  nach  S.  531  (6*)  mit  der 
Quadratwurzel  aus  der  Entfernung,  insofern  er  aber  von  konstanten 
Ursachen  abhängt,  nach  S.  528  (6)  direkt  mit  der  Entfernung. 

Die  Ausdrücke  (1),  (2*)  und  (3*)  gestatten  die  mittleren  Fehler 
in  der  Bestimmung  von  i^  und  17,  zu  berechnen,  wenn  die  mittleren 
Fehler  in  JB',  L\  s  und  a   gegeben  sind. 

Setzen  wir  beispielsweise  in  der  mittleren  Breite  von  45®  eine 
Kette  von  20  an  einander  hängenden  Dreiecken  voraus,  die  im  Azimut 
45*^  eine  Längenerstreckung  von  637*™  hat,  so  ergeben  sich  zunächst 
nach  (5*)  S.  530  und  (6*)  S.  531  mit  ft  =  ±  0,5"  und  t  =  10  die 
mittleren  Beträge 

ds  =  ±3,5"^    und    öw  =  ±0,r', 

wenn  w  den  Winkel  zwischen  der  Anfangsseite  und  Langseite  des 
Netzes  bezeichnet.  Nehmen  wir  femer  als  mittlere  Fehler  der  Breiten-, 
Längen-  und  Azimutbestimmung  bezw.  +  0,3",  +  0,5"  und  +  0,5", 
so  wird  der  mittlere  Betrag  von 

dB",  und  (JJB;  =  +  0,3",  (SL',  -  dL\)  =  +  0,5" 

*a'i.2  =  +  0,5"  +  0,7"  =  +  .0,9" 
Salr  -  *«;.2  =  ±  0,5"  +  0,5"  +  1,0"  =  +  1,2", 

wobei  das  3.  Glied  des  letzten  Ausdruckes  nach  Formel  (7*)  S.  531 
ermittelt  wurde.     Die  Ausdrücke  (1),  (2*)  und  (3*)  geben  jetzt; 

+  0,3  +  0,3  +  0,7.0,11  +  0,07.0,9  =  +  0,4"  für  fe 

+  0,7.0,5 +  0,07.0,3 +  0,7.0,11 +  0,07.0,9  =  +  0,4"  „    iy, 

+  0,14.0,3 +  0,7. 0,1 1  +  1,2  =  +  1,2"  „    i?,. 

Die  grofse  Überlegenheit  der  geographischen  Längenbestimmungen 
tritt  hier  deutlich  hervor. 

Immerhin  verdienen  die  Azimutmessimgen  einige  Aufmerksamkeit, 
denn  sie  lassen  sich  leichter  als  Messungen  geographischer  Längen 
anstellen.  In  den  meisten  Fällen,  wo  es  sich  um  die  Ermittlung  der 
Lotabweichungen  einer  gröfseren  Anzahl  astronomischer  Stationen 
handelt^  wird  man  nur  Breite  und  Azimut  bestimmen  können.  Damit 
aber  in  den  rj  keine  Fehleranhäufung  eintritt,  sind  für  einige  gröfsere 
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Distanzen  auch  geographische  Längen  zu  ermitteln.  Den  Azimut- 
messungen fallt  dann  die  Aufgabe  zu,  die  17  dazwischen  zu  interpolieren. 
Der  Anblick  der  obigen  Fehlerausdrücke  giebt  noch  zu  der  Be- 
merkung Veranlassung,  dafs  bei  sehr  beträchtlichen  Ausdehnungen 
die  Bestimmung  von  5  und  ij  aus  den  geographischen  Breiten  und 
Längen  wegen  der  Fehler  in  s  und  a  eine  sehr  ungenaue  werden 
kann.  Dieses  ist  indes  unvermeidlich.  Der  Fehler  in  S  und  r^  wird 
übrigens  wesentlich  kleiner,  als  obige  Ausdrücke  ihn  angeben,  wenn 
nur  bei  grofser  Ausdehnung  des  triangulierten  Gebietes  stets  mehrere 
Grundlinien  gemessen  werden  und  bei  der  Ausgleichung  des  Netzes 
hierauf,  sowie  auf  die  Kontrollglekhungen  (10)  S.  537,  welche  in  ge- 
höriger Anzahl  zu  schaffen  sind,  Rücksicht  genommen  wird. 

In  den  Astronom.  Nachr.  Bd.  90,  No.  2144  und  Bd.  91,  No.  2170  giebt 
Sadebeck  den  Einfluls  der  Lotabweichung  auf  die  Horizontalwinkelmessung 
vom  Brocken  an.  Eb  findet  sich  für  den  Brocken  zur  Ermittlung  der 
Lotabweichung,  wobei  Seeberg  bei  Gotha  als  Ausgang  diente  mit  £|  »»  0 
und  rji  =  0: 


astron.      jB'j  =51^48'  10,59' 
geodät.     Ri »  1,41 


Ei  igt  aUo    (*   «  _  9  18' 

nach  nnierer  ■ 
Beseicbnuiiga- 
weise 


-1 


-L;  2=  26,757* 
X'/  2=26,986 


17,  secB, —-8,435' 
,?, 2,12 " 


*«.!' 


:  355^8' 29,665" 
21,430 


i?,tanB,=-  —  8,235" 

,3,  -  -  6,48". 


Der  Fehler  der  Kontrollgleichung  ist  6,6",  was  auf  einen  groben  Fehler 
hinweist.  Sadebeck  nimmt  eine  Ausgleichung  vor,  die  jedoch  verfehlt  ist, 
indem  sie  2  Bedingungsgleichungen  voraussetzt,  obgleich  die  3  Bestim- 
mungen für  2  Elemente  der  Lotabweichung  doch  nur  einer  Bedingung 
unterliegen  können.  Es  ist  dies  eben  die  Eontrollgleichung.  Jene  2  Glei- 
chungen kommen  dadurch  zustande,  dafs  die  Bichtung  der  Lotabweichung 
nach  einer  1.  Rechnung  in  versteckter  Weise  als  fest  gegeben  ein- 
geführt wftd. 

Wegen  des  zu  vermutenden  groben  Fehlers  erscheint  eine  Ausgleichung 
unthnnlich.  Will  man  aber  doch  ein  Mittel  bilden,  so  genügt  das  ein- 
fache arithmetische  Mittel  ij,  »  —  4,3"  vollständig.  Denn  nach  (2*)  und 
(3^)  S.  539  sind  die  wesentlichsten  Teile  der  Fehler  in  den  beiden  Werten 
von  97,  gleich 

(tfLj  —  dL\)  eos  JBj,    bezw.     (^a\  2  —  ^«2  i^  cot  B^ 
mit 

cos  B^  -=  0,62  cot  J5j  «=  0,79  . 

unter  der  Voraussetzung  gleichen  mittleren  Betrags  von  SL'^  —  SL\ 
und  da\  s  ~~  ^S.i  ist  daher  das  Verhältnis  der  Gewichte  gleich  0,79':  0,62*. 
Bei  der  gänzlichen  Ungewifsheit  über  die  Zulässigkeit  jener  Voraussetzung 
ist  aber  diese  Ungleichheit  der  Gewichte  ohne  Bedeutung. 

Übrigens  entsteht  möglicherweise  der  grofse  Widerspruch  nur  dadurch, 
dafs  dem  a^^^  nicht  ein  auf  Seeberg,  sondern  ein  auf  Inselsberg  gemes- 
senes Azimut  zu  gründe  liegt  (vergl.  weiterhin  S.  668).    Der  zweite  obiger 
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Werte  von  i},  würde  alsdann  sehr  stark  yon  der  Lotabweichung  auf  Insels- 
berg beeinfloTst  sein. 

§  13.  Die  AnsfAhrang  der  Beehnung  wird  sich  in  der  Praxis 
verschieden  gestalten  können,  je  nach  der  Häufigkeit  der  astronomischen 
Stationen  und  der  Vollständigkeit  der  Beobachtungen  auf  denselben. 
Wir  wollen  drei  Fälle  etwas  detaillierter  behandeln. 

Im  1.  Falle  nehmen  wir  an,  dafs  keine  überschüssigen  Gleichungen 
zur  Bestimmung  der  Lotabweichungen  entstehen,  indem  auf  jeder 
astronomischen  Station  (eine  einzige  ausgenommen)  nur  entweder  das 
Azimut  einer  Dreiecksseite  oder  der  Längenunterschied  gegen  eine 
andere  astronomische  Station  gemessen  ist. 

Im  2.  Falle  setzen  wir  voraus,  dafs  auf  allen  astronomischen 
Stationen  Breite  und  Azimut,  zum  Teil  aber  auch  Längendifferenzen 
gemessen  seien. 

Im  3.  Falle  nehmen  wir  dasselbe  an,  zugleich  aber,  dafs  alle 
geodätischen  Stationen  auch  astronomische  Stationen  seien. 

In  allen  drei  Fällen  setzen  wir  voraus,  dafs  die  Bestimmungen 
der  Längendifferenzen  ein  zusammenhängendes  Netz  bilden  und  dafs 
die  Bedingungsgleichungen,  welche  sich  durch  überschüssige  Be- 
stimmung von  Längendifferenzen  ergeben,  bereit^  durch  eine  Aus- 
gleichrmg  befriedigt  worden  sind  und  somit  als  definitive  angesehen 
werden  können.*)  Dieser  Vorgang  erscheint  so  lange  völlig  zulässig, 
als  in  den  Eontrollgleichungen  des  Netzes,  S.  537  (10),  die  Fehler  der 
Azimutübertragung  dominieren,  so  dafs  es  ein  sehr  zweifelhafter 
Gewinn  sein  würde,  die  geographischen  Längen  zu  verbessern.  Gegen- 
wärtig ist  dieses  aber  wohl  bei  allen  Gradmessungsnetzen  der  Fall, 
weil  infolge  der  Schwierigkeit  der  Längenbestimmung  die  Anzahl  der 
sowohl  in  Länge  als  auch  in  Azimut  behandelten  Stationen  immer 
eine  verhältnismäfsig  kleine  bleiben  wird. 

Auch  die  Breitenbestimmungen  können  eventuell  mit  Vorteil, 
wie  es  mehrfach  geschehen  ist^  einer  separaten  Ausgleichung  dahin 
unterworfen  werden,  dafs  man  aufser  den  geographischen  Breiten 
auch  die  Deklinationen  der .  Sterne  (und  bei  a  Urs.  min.  sowie  den 
Polstemen  überhaupt  auch  die  Rektascensionen)  als  unbekannte  an- 
sieht und   alles   durch  eine   gemeinsame  Ausgleichung  bestimmt.**) 


*)  Vergl.  hierzu  u.  a.  die  S.  639  u.  citierte  Arbeit  AJbrechts, 
**)  In  dieser  Weise  gingen  W.  Struve  bei  der  Gradmessung  in  den  russischen 
Ostseeprovinzen  und  Jamea  bei  der  englischen  Gradmessung  vor  (vergl.  das  mehr- 
fach erwähnte  Hauptwerk  der  englischen  Landesvermessung).  Da .  in  neuester 
Zeit  mit  besonderer  Rücksicht  auf  Gradmessungszwecke  sehr  scharfe  SternOrter 
abgeleitet  worden  sind,  so  kann  das  Verfahren  vielleicht  dahin  modificiert  wer- 
den, dafs   man  die  Stemörter  als  gegeben  ansieht,  aber  die  auf  der  einzelnen 
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Man  wird  alsdann  zunächst  nur  die  Breitendifferenzen  erhalten,  aber 
sehr  genau,  und  kann  scfalierslich  mit  strenger  Beibehaltung  derselben 
auch  noch  die  geographischen  Breiten  selbst  herstellen.  Einen  Vorteil 
wird  allerdings  dies  Verfahren  nur  bieten,  wenn  auf  benachbarten 
Stationen  hinlänglich  viel  gemeinsame  Sterne  nach  derselben  Methode 
beobachtet  sind,  sodafs  die  Breitendifferenzen  frei  von  den  Deklinationen 
und  Instrumentalfehlem  werden.  Dafs  es  aber  notig  ist,  noch  immer 
die  Genauigkeit  der  Breitendifferenzen  (welche  offenbar  am  meisten 
interessieren)  zu  yerschärfen,  zeigen  die  verhältnismärsig  grofsen 
Unterschiede  der  Bestimmungen  derselben  Breiten  nach  verschiedenen 
Methoden. 

§  14.  1.  Fall  praktischer  Bestimmung  der  Lotabweichung. 

Die  Formeln  (6)  bis  (8)  oder  (9)  S.  536  gestatten  die  Berechnung 
von  I  und  17  für  alle  astronomischen  Stationen,  wenn  diejenigen 
einer  1.  Station  P^  unbestimmt  gelassen  werden.  Als  solche  denken 
wir  uns  eine  Station  gewählt,  die  im  Netz  der  Längenbestimmungen 
vorkommt,  für  welche  aber  auch  die  geographische  Breite  und  ein 
Azimut  gemessen  sind. 

Wir  nehmen  endlich  noifh  an,  dafs  das  Dreiecksnetz  im  Zusammen- 
hauge  ausgeglichen  und  demnach  ohne  Widersprüche  sei,  dafs  femer 
von  Pj  nach  allen  astronomischen  Stationen  Polarkoordinaten^  also 
die  Längen  der  Badienvektoren  sowie  die  Winkel  zwischen  denselben 
und  den  anschliefsenden  Dreiecksseiten  in  ihren  Endpunkten  berechnet 
seien.  Da  nun  in  P^-das  Azimut  einer  Dreiecksseite  direkt  beobachtet 
isty  kann  man  sofort  die  al.«-  für  jede  Station  Pi  angeben,  a«-.!  findet 
sich  aus  dem  beobachteten  Azimut  einer  Dreiecksseite  in  Pi  und  den 
berechneten  Winkeln. 

Alsdann  kann  man  nach  früher  angegebenen  Formeln  aus  Si,i 
und  ai,i  auf  ff/,  Li  und  «i'.  1  übergehen.  Für  jeden  Punkt  P^yP^...Pi.. ., 
wo  Breite  und  Länge  oder  Azimut  gemessen  sind,  erhält  man  nach 
den  eingangs  genannten  Formeln  eine  Gleichung  für  1,-  und  eine  für 
tji,  die  sich  in  die  nachstehenden  symbolischen  Formen  bringen  lassen: 

l<  — -fc  +  Oili  +  Mi)  ,j. 

fli  =  —  ti  +  Oiii  +  bifiJ 

Hierin  sind  h  und  Tt  Sekundenwerte,  o,-  und  h  Eoefficienten.  Diese 
Bestimmung  von  |,-  und  rii  ist  offenbar  eine  nur  gerade  hinreichende 
ohne  jede  Kontrolle,  sodafs  alle  Beobachtungsfehler  und  die  Reduktions- 

Station  kaum  vollständig  eliminierbaren  Instrumentalfehler  durch  möglichst  iden- 
tischen Vprgang  bei  der  Breitenbestimmung  auf  verschiedenen  Stationen  streng 
zu  eliminieren  sucht. 
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.fehler  der  Azimute  ganz  in  die  Werte  |,  und  r^i  eingehen.  Ein  Nutzen 
der  Längenbestimmungen  zur  Verbesserung  der  i)  aus  den  Azimuten 
tritt  nicht  hervor,  weü  sich  eben  nirgends  doppelt  bestimmte  ij  ver- 
gleichen lassen. 

Um  schliefslich  definitive  Werte  der  |  und  rj  zu  erhalten,  ist  für 
^1^  und  i^j  eine  Annahme  zu  machen,  d.  h.  das  Referenzellipsoid  ist 
in  eine  bestimmte  Lage  zur  Lotrichtung  P^  zu  bringen: 

Man  wird  bei  der  Wahl  von  li  und  rj^  am  besten  so  verfahren, 
dafs  die  Summe  der  ^  -^  rff  ein  Minimum  wird  in  Bezug  auf  1, 
und  tji  als  Unbekannte  (Variable).  Diese  Wahl  ist  wenigstens  dann 
eine  sehr  passende,  sobald  die  astronomischen  Stationen  gleichmäfsig 
über  einen  Teil  der  Geoidfläche  verbreitet  sind. 

Die  Ausgleichung  ist  eine  solche  nach  vermittelnden  Beobachtungen 
un^  ohne  alle  Schwierigkeiten.  Bezeichnen  wir  1^  und  i}^,  insofern  sie 
Unbekannte  sind,  mit  x  und  j^,  so  lauten  fiir  die  Fehler  li^  I2  •  •  •  ^i)  ^2  •  •  * 
die  Fehlergleichungen  in  symbolischer  Form: 


die  nach  Aiisgleichungsrechnung  S.  115u.  ff.  weiter  zu  behandeln  sind. 

Wir  bemerken  hierbei  nur  noch,  dafs  man  beiden  Fehlergleichungs- 
systemen und  allen  einzelnen  Gleichimgen  so  lange  unbedingt  dasselbe 
Gewicht  erteilen,  mufs,  als  nicht  die  Beobachtungs-  und  Reduktions- 
fehler nach  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  so  anschwellen  können, 
dafs  die  g  und  ij  von  ihren  wahren  Werten  um  Beträge  abweichen; 
die  selbst  von  der  Ordnung  dieser  Werte,  als*o  Beträge  von  mehreren 
Sekunden  sind.  Nach  §  12  S.  540  wird  dieses  zuerst  bei  Azimut- 
messungen eintreten  können. 

Was  die  Berechnung  von  J5I',  L'!  und  aj'.i  anlangt,  wofür  oben 
die  Benutzung  von  Polarkoordinaten  vorausgesetzt  wurde,  so  ist  noch 
darauf  hinzuweisen,  dafs  dieselbe  auch  ohne  solche  erfolgen  kann. 
Es  genügt  und  ist  unter  Umständen  vorteilhafter,  von  Punkt  zu  Punkt 
die  Breite  und  Länge  sowie  das  Azimut  zu  übertragen.  Diese  Über- 
tragung kann  erfolgen  entweder  durch  die  Dreiecksseiten  selbst  oder 
durch  eingeschaltete  Hilfslinien,  die  vielleicht  die  benachbarten  astro- 
nomischen Stationen  verbinden.  Natürlich  giebt  sie  dieselben  Resultate, 
wie  die  andere  oben  vorausgesetzte  Rechnung,  falls  sich  diese  durchaus 
auf  die  für  P^  erhaltenen  astronomischen  Beobachtungswerte  und  das 
Dreiecksnetz  stützt  und  nirgends  etwa  noch  ein  anderes  beobachtetes 
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Azimut  zur  weiteren  Übertragung  angewandt  wird.  Der  Form  nach  be- 
steht indes  der  Unterschied,  dafs  nicht  das  aii  für  einen  Punkt  P,-  er- 
halten wird,  sondern  das  Azimut  der  letzten  zur  Übertragung  benutzten 
Linie,  welches  hier  vorübergehend  mit  «7.*  bezeichnet  werden  soll. 
Die  Azimutbeobachtung  in  P,-  giebt  hierzu  mit  Benutzung  der  Winkel 
im  Netze  unmittelbar  einen  Wert  aj.*,  der  sofort  mit  aik  verglichen 
werden  kanu. 

In  der  Gleichung,  welche  der  Azimutmessung  entspricht,  ist  nun 
bei  diesem  Vorgange  an  Stelle  von  «J'.i  —  «»-.i  zn  setzen  o^'*  —  «i-.*. 
Beide  Werte  stimmen  aber  mit  einander  überein,  da  die  DifiFerenzen 
«7.1  —  «7.»  nnd  «i.i  —  «»-.*  denselben  Winkelwert  bezeichnen,  wie 
sich  mit  Rücksicht  auf  die  S.  543  angegebene  Berechnungsweise  von 
«{.1  leicht  findet.  (Ein  Unterschied  entsteht  nur  dann,  wenn  das  Netz 
für  die  verschiedenen  Berechnungen  etwas  verschiedene  Orientierung 
hat,  was  auch  einen  Unterschied  dieser  Winkel  bedingt.  Derselbe 
wird  aber,  wie  aus  §  19  S.  405  zu  ersehen  ist,  verschwindend  klein, 
weil  die  den  beiden  Orientierungen  entsprechenden  Unterschiede  in 
den  geographischen  Breiten  der  Punkte  in  der  Regel  so  geringfügig 
ausfallen,  dafs  sie  ohne  Einflufs  auf  die  bei  Anwendung  des  erweiterten 
i^pendreschen  Theorems  zu  berechnenden  Reduktionsglieder  bleiben.) 
Wendet  man  anstatt  der  Polarkoordinaten  die  zuletzt  besprochene 
successive  Übertragung  an,  so  müssen  für  die  Differentialformeln 
Bchliefslich  noch  die  uu  und  a,-.i,  sowie  eventuell  die  Si.i  berechnet 
werden,  weil  diese  Gröfsen  in  denselben  ohne  Weitläufigkeit  nicht 
wohl  entbehrlich  sind.  Selbstverständlich  reicht  hier  eine  mehr  ober- 
flächliche Rechnung  mit  wenig  Decimalen  aus,  die  zweckmäfsig  die 
Formeln  des  §  23  S.  313  u.  ff.  in  abgekürzter  Gestalt  benutzen  wird. 
Ein  Beispiel  zu  vorstehender  Aufgabe  bietet  die  Vermessung  von 
Grofsbritannien  und  Irland,  vergl.  das  Hauptwerk  derselben:  Ordnance 
Trigonametricäl  Survey,  Principal  TricmgulaÜon  S.  686  u.  ff.  Hier  sind 
für  35  Stationen  die  Breite,  für  5  Stationen  die  Längendifferenz  mit 
Greenwich  und  für  35  Stationen,  von  denen  keine  mit  einer  Längen- 
station identisch  ist  und  die  z.  T.  auch  nicht  mit  den  Breitenstationen 
zusammenfallen,  die  Azimute  zur  Verwertung  gelangt  Den  Rech- 
nungen wurden  Äirys  Elemente  für  das  Erdellipsoid  (vom  Jahre  1830) 
zu  gründe  gelegt. 

Man  blieb  jedoch  dabei  nicht  stehen,  sondern  fügte  den  Glei- 
chungen für  I  und  tj  noch  Glieder  bei  für  einen  Zuwachs  von  a^  und 
e^  und  bestimmte  nunmehr  das  Minimum  von  g,*  +  Vi^  ^^  Bezug  auf 
X,  y  und  diese  beiden  unbekannten  Zuwachse  der  Elemente  der 
Meridianellipse.  In  Bezug  auf  die  Gewichtsannahme  sind  mehrere 
Ausgleichungen  nach  verschiedenen  Gesichtspunkten  durchgeführt. 

Helmert,  mathem.  u.  pbysikal.  Tbeorieen  der  höh.  Oeodätie.  35 
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Diese  vorzügliche  und  zum  Studium  höchst  empfehlenswerte 
Arbeit  ist  auch  dadurch  interessant,  dafs  f&r  eine  gröfsere  Anzahl 
Stationen  Lotablenkungen  durch  benachbarte  sichtbare  Massenunregel- 
mäfsigkeiten  ermittelt  wurden.  Die  Yergleichung  (auf  die  wir  im 
2.  Band  zurückkommen)  zeigt,  dafs  in  der  That  zum  grofsten  Teil 
die  betreffenden  Lotabweichungen  gegen  das  wie  angegeben  ermittelte 
Referenzellipsoid  durch  die  lokalen  Ursachen  erklärbar  sind  (S.  699; 
wie  weit  in  der  Herbeiziehung  solcher  zu  gehen  ist,  siehe  S.  700)  *) 

Einige  der  erwähnten  Ausgleichungsrechnungen  sind  nach  vor- 
heriger Korrektion  wegen  lokaler  Attraktion  ausgeführt.  Schüefslich 
ist  (S.  710-713)  ein  Ellipsoid  mit  der  Abplattung  1:280,4  als 
plausibelstes  ausgewählt  und  der  definitiven  Landesvermessung,  sowie 
den  für  diese  beizubehaltenden  geographischen  Positionen  zu  gründe 
gelegt  (S.  717). 

Die  Details  lohnen  die  Mühe  des  Nachschlagens. 

§  15.  2.  Fall  praktischer  Bestimmang  der  Lotabweiehung. 
Dieser  unterscheidet  sich  vom  vorigen  dadurch,  dafs  die  Bestimmung 
von  71  für  einige  Punkte  eine  doppelte  ist,  indem  sie  nämlich  sowohl 
aus  der  Längendifferenz,  als  auch  aus  der  Azimutmessung  erfolgt. 
Wenn  wir  nun  jene  als  sehr  genau  bestimmt  und  die  gegenseitigen 
Entfernungen  der  ins  Netz  der  Längenbestimmungen  eingeführten 
Punkte  nicht  gerade  klein  voraussetzen,  sodafs  die  Azimutdifferenzen 
sehr  erheblich  ungenauer  werden  als  die  Längendifferenzen,  so  erscheint 
es  passend  und  zugleich  bequem,  rj  aus  der  Längenbestimmung  defi- 
nitiv beizubehalten. 

Wir  verzichten  also  im  Folgenden  auf  eine  Verbesserung  der  geo- 
graphischen Breiten  und  Längen  und  verbessern  nur  die  Azimute  und 
die  Stücke  des  geodätischen  Netzes. 

Der  Rechnungsgang  kann  nun  zunächst  wie  im  1.  Falle  angelegt 
werden.  Es  entsteht  dann  aber  einige  Schwierigkeit,  die  Eontrollen 
für  die  Azimutmessungen,  welche  von  der  an  einigen  Punkten  statt- 
findenden Doppelbestimmung  von  iy  geliefert  werden,  auszunutzen. 

Streng  genommen  mufs  auf  diese  Kontrollen  schon  bei  der  Netz- 
ausgleichung Bücksicht  genommen  werden.  Wenn  das,  soviel  uns 
bekannt,  noch  nirgends  geschehen  ist,  so  hat  dieses  wohl  seinen  haupt- 
sächlichsten Grund  in  der  geringen  Genauigkeit  der  Bestimmung 
geographischer  Längen  bis  in  die  neueste  Zeit,  infolge  welcher  in 
der  That  die  Kontrollen  kaum  eine  Bedeutung  für  die  Winkel  des 
Netzes,  sondern  lediglich  für  jene  Längenbestimmungen  allein  bean- 
spruchen konnten. 

*)  Vergl.  in  dieser  Beziehung  auch  das  Werk:  Die  bayerische  Landespnniessung. 
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Aufserdem  nehmen  die  betreflFenden  Kontrollgleiehungen  eine 
etwas  ungewöhnliche  Form  an,  wie  man  erkennt,  wenn  man  bei  Ab- 
leitung der  GleicBung  (10)  S.  537  l^  und  i^i  nicht  null  setzt,  son- 
dern als  unbestimmte  Gröfsen  beibehält.  Alsdann  erscheinen  in  der 
modificierten  Gleichung  (10)  zwei  neue  Glieder  mit  |j  und  tj^.  Die 
KoefScienten  dieser  beiden  Gröfsen  sind  zwar  in  der  Regel  klein,  aber 
es  ist  doch  unzweifelhaft  notwendig,  sie  zu  berücksichtigen,  was  in 
der  Form  zu  geschehen  hat,  dafs  alle  Ergebnisse  der  Ausgleichungs- 
rechnung als  lineare  Funktionen  von  1^  und  tj^  dargestellt  werden. 

Die  hierbei  entstehende  Komplikation  der  Rechnung  in  Verbin- 
dung mit  der  Schwierigkeit,  die  relativen  Genauigkeiten  der  Längen- 
bestimmungen und  der  Azimut-  und  Winkelbeobachtungen  richtig  ein- 
zuführen, werden  vielleicht  auch  jetzt  noch  als  triftige  Gründe  gelten, 
die  geodätische  Netzausgleichung  zunächst  mit  jenen  Eontrollen  nicht 
zu  vermischen. 

Sehen  wir  also  von  einer  direkten  strengen  Behandlung  ab,  in- 
dem wir  uns  die  Netzausgleichung  wie  üblich  erfolgt  denken,  so  bleibt 
die  Aufgabe  zu  losen,  nachträglich  jene  Eontrollen  zu  verwerten. 

Ein  Näherungsverfahren  ist  folgendes:  Da  nur  die  astronomischen 
Stationen  interessieren,  substituieren  wir  an  Stelle  des  primären  Drei- 
ecksnetzes ein  ideales,  welches  benachbarte  astronomische  Stationen 
zu  Dreiecken  oder  Polygonen  verbindet. 

In  diesem  idealen  Netz  betrachten  wir  nicht  nur  die  Richtungen, 
d.  h.  die  Azimute  bis  auf  eine  jeder  Station  eigentümliche  Eonstante, 
sondern  auch  die  Seiten  als  unabhängige  Beobachtungsgrofsen,  deren 
Gewichte  nach  Mafsgabe  der  Seitenlänge  geschätzt  werden  (§  8 
S.  528  u.  flf.  giebt  eine  Andeutung  in  dieser  Hinsicht). 

Die  Wahl  des  idealen  Netzes  ist  mehr  oder  weniger  willkürlich, 
aber  nicht  gleichgültig.  Um  gar  nichts  von  der  Strenge  zu  opfern, 
hätte  man  die  Na  astronomischen  Punkte  durch  einen  offenen  Zug 
von  Na  —  1  Linien  zu  verbinden  und  diese  Linien,  sowie  die  Na  —  2 
Zwischenwinkel  als  Ergebnisse  der  geodätischen  Netzausgleichung  in 
die  allgemeine  Netzausgleichung  einzuführen. 

Hierbei  wären  aber  die  2  Na  —  3  Stücke  nicht  als  unabhängig 
anzunehmen,  sondern  es  wäre  ein  System  von  2 Na  —  3  Funktionen 
derselben  zu  bilden,  welche  dem  Ergebnis  der  geodätischen  Netz- 
ausgleichung äquivalent  sind  und  die  ihrerseits  erst  als  unabhängige 
Gröfsen  in  die  Gesamtausgleichung  eingeführt  werden  dürften. 

Die  Bildung  derartiger  äquivalenter  Funktionen  (Beobachtungen) 
zeigt  im  allgemeinen  §  27  S.  222  u.  flf.  unserer  AnsglcichungsrecJinung,  In- 
dessen ist  es  unvorteilhaft,  weil  zu  mühsam,  eine  strenge  Ausgleichung 
auf  diese  Art  herbeiführen  zu  wollen.     Da  es  sich  aber  um  eine  An- 

36* 
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näherang  allein  handelt,  so  hat  die  eben  gegebene  Erörterung  doch 
den  Gewinn  zu  zeigen,  dafs  darnach  zu  streben  ist,  im  idealen  Netz 
ein  dem  Ergebnis  der  geodätischen  NetzausglBichung  möglichst 
äquivalentes  System  von  Beobachtungen  zu  erhalten. 

Indem  man  im  idealen  Netz  mehr  als  2Na  —  3  Stücke  annimmt^ 
wird  es  weit  eher  möglich,  werden  als  bei  nur  2^«  —  3  solchen,  sie  so 
zu  wählen,  dafs  sie  selbst  als  unabhängig  zu  betrachten  sind.  Im  all- 
gemeinen läfst  sich  übersehen,  dafs  es  vorteilhaft  ist,  wenn  die  Linien 
des  idealen  Netzes  das  primäre  Netz  möglichst  gleichmäfsig  über- 
ziehen, und  dafs  sie  da  zu  vermeiden  sind,  wo  dieses  letztere  keine 
direkte  Verbindung  giebt.  Indem  nicht  nur  Winkel,  sondern  auch  lineare 
Längen  als  fingierte  Beobachtungen  in  das  ideale  Netz  eingeführt  wer- 
den, resultiert  der  Vorteil,  nicht  an  wohlgeformte  Dreiecke  und  an 
Dreiecke  überhaupt  gebunden  zu  sein,  sondern  auch  Polygone  an- 
wenden zu  können. 

Für  die  praktische  Anwendung  des  Vorstehenden  ¥rird  es  notwendig 
werden,  an  einer  Reihe  von  F&Ilen  die  günstigste  Wahl  idealer  Netze  za 
studieren.  Hier  würde  dieses  zxx  weit  führen.  Wir  hoffen  aber  BfAter  dar- 
auf zurückkommen  zu  kOnnen  und  es  sei  für  jetzt  nur  bemerkt,  daCs  man 
sich  bei  diesem  Studium,  welches  an  ebenen  Figuren  stattfinden  darf,  am 
besten  rechtwinkliger  Koordinaten  bedienen  wird.  In  ähnlicher  Weise 
wie  §  10  S.  495  u.  ff.  angegeben  ist,  hat  man  die  Normalgleiehnngen  für 
die  Koordinaten  der  Netzpunkte  herzustellen,  sodann  aber  diejenigen  der 
nichtastronomischen  Punkte  zu  eliminieren.  Alsdann  mufs  mittelst  eines 
idealen  Netzes  dasselbe  System  näherungsweise  hergeleitet  werden. 

Betrachten  wir  jetzt  irgend  eine  Linie  PiPk  des  idealen  Netzes  und 
denken  uns  JBi',  Lt  und  «*»•  von  P,-  aus  mittelst  Sn,  «i*,  ^t'  und  XI  be- 
rechnet. Bezeichnen  wir  nun  mit  dsn,  San  und  dai,- Verbesserungen 
Yon  Sikf  ccik  und  au,  so  ergeben  sich^  alle  Glieder  auf  Sekunden  redu- 
ziert, folgende  drei  Gleichungen  (vergl.  §  11  und  12  S.  534  u.  ff.): 

Lk  —Lk  +  rik  sec5*  +  gr,|,  +  fti?,-  +  q^dSik  +  q^da'ik  -\ -=0(1) 

ccki  —  «i,  —  Vk^mBk  +  r^ii  +  r^rji  +  rj^ds.k  +  rjia'fk  —  *a]b  +-=0. 
Hierin  haben  die  Koefficienten  jo,  q,  r  nachstehende  Näherungswerte: 


Pi  =  cos  Lik 

p^  =  sin  Lik^inBi 


/>3 


«0 


cos  aki 


=  sin  Lik  cos  Bi 


q^  =  sin  Lik  tan  Bk 
sec  Bi 


& 


(Z3 


(74 


+  sin  —  tan  Bi  sec  Bk  cos  «*, 


sec  Bk  sin  «*, 


sm        sec  Bk  cos  Uki 


(2) 


Digitized  by 


Google 


§  15.    2.  Fall  praktisch  er  BestimmuDg  der  Lotabweichung. 


549 


r^  =  —  sin  Lik  sec  Bk 
/•g  =  cos  Lik  sin  Bi  sec  Bk 

Tg  ==  —  tan  Bk  sin  a*  ,- 

r^  =  cos 1-  sm  --  tan  Bk  cos  «*, 

=  cos  Lik  cgs  jB,-  sec  Bk . 


^ 


zu  (2) 


In  strenger  Form  lauten  dagegen  diese  Koefficienten  nach  S.  536 
(6)  bis  (8),  sowie  nach  S.  280  (6): 

Ih  =  -Wf    ^^^  z/a  +  Fl  -  (^)^  1  sin  «.*  sin  a*<  l 

(Zi  = ipii — j8inz/a—     1— ^^^7      sin  a,iCosaiki[seci?* 

fft       /^w\     I   1       /^w\   1         ^     •              8in«z/a\ 
1— l-i-l   +1  —  1  3-)      cosz/asina*j -. 

"    """'■|+['-(^),J['-(Sl]™'--«.. 

A  =  —  -^  ITT c«  **°  -'^»  ^^"  "*' 

^2  ==  —  1 1  -| — -  IT*  sin^i  sec  Bk  cos  a*»  |  sec  J5,- 

r,  «  j  (^).^  +  ^j^*  TT*  tau  B* cos  «*,  [  tan  B, 


A 


«3' 


"     TT ' 


--   IT*  sec  Bk  sin  a^i  ,•      (li=^ Wk  sec  Bk  cos  «*, 


*-3  =|-  Wb  tan  I?A  sin  a*.  r^  =  (^).^+-^TritanjBACOsaA/. 


(3) 


Hierbei  ist  Ja  =  a*.  —  «,*  —  180®  und  W*  =l/l  —  e^sin^i?*; 
im  übrigen  vergleiche  §  11  8.  283. 

Enthält  das  ideale  Netz  Q  astronomische  Punkte  und  darunter 
aufser  Punkt  P^A  Punkte  mit  geographischer  Längenbestimmung,  sind 
ferner  R  Verbindungslinien  angenommen  und  für  jede  derselben  die 
3  Gleichungen  (1)  aufgestellt^  so  ist  zunächst  zu  beachten^  dafs  als 
Unbekannte  auftreten  2  {Q  —  1)  Lotabweichungskomponenten  g  und  iy, 
ausgenommen  (^  und  iq^y  welche  unbestimmt  bleiben  und  von  der 
Definition  des  Beferenzellipsoids  abhängen.     Unbekannt  sind  femer 
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Q  —  A  —  1  geographische  Längen  L\  welche  nur  symbolisch  in  die 

beireffenden  Gleichungen  (1)  eingeführt  werden  können.    (Ist  z.  B.  Li 

unbekannt,  so  erscheint  i*  in  der  Form  Lk  =  L\  +  einem  Zahlwert) 

Eliminiert  man  diese  3  (^  —  1)  —  ui  Unbekannten,  so  bleiben 

Z{R-Q+l)  +  A  (4) 

Bedingungsgleichungen  zwischen  den  ds  und  Sa  übrig,  welche  nunmehr 
gestatten,  die  Ss  und  Sa  als  Punktionen  von  g^  und  rj^   herzuleiten. 

Fehlte  jede  geographische  Längenbestimmung  (oder  allgemeiner: 
wäre  kein  astronomischer  Punkt  gleichzeitig  in  Azimut  und  geo- 
graphischer Länge  bestimmt),  so  hätte  man  nur  3  (R  —  Q-^l) 
Gleichungen,  die  ganz  ohne  Widerspruch  erfüllt  sein  müfsten,  da  sie 
nur  Stücke  des  bereits  ausgeglichenen  geodätischen  Netzes  mit 
einander  kombinieren.  Zu  diesen  Polygongleichungen  treten  aber  noch 
A  Gleichungen,  die  der  Kontröügleichung  (10)  S.  537  entsprechen. 

Die  Ausgleichung  erfolgt  nun  auf  Grund  dieser  Bedingungs- 
gleichungen in  der  Weise,  dafs  die  für  alle  Linien  des  idealen  Netzes 
zu  bildende  Summe 

9bS^  +  g^i^  +  flr^w»  (5) 

ein  Minimum  wird,  wobei  die  g  Gewichte  bedeuten  und  —  u  dem  Fehler 
der  astronomischen  Azimutbestimmung  der  einzelnen  Stationen  ent- 
spricht, während  v  nur  den  Fehler  der  geodätischen  ßichtungsangabe 
allein  bezeichnet.*) 

In  den  Gleichungen  (1)  ist  demgemäfs  Sa  =  v  —  w  zu  nehmen; 
u  konstant  für  alle  ßichtimgen  von  einer  Station  aus. 

An  Stelle  von  (5)  setzt  mau  für  die  numerische  Rechnung  besser 

^(•^")*+*-(=»)'+/'C"«r.        w 

wo  nun  g,  g  und  g'  bezw.  umgekehrt  proportional  den  mittleren 
Werten  der  drei  Quadrate 

zu  nehmen  sind,    (nt  kann  in  diesen  Ausdrücken  ohne  Schaden  durch 

*)  Gehen  von  einer  Station  n  längere  Richtungen  aus,  deren  gegenseitige 
Lage  durch  Rechnung  ermittelt  wurde,  so  besteht  das  Resultat  in  n  Zahlen, 
deren  Differenzen  der  gegenseitigen  Lage  der  Richtungen  entsprechen.  Diese 
geodätiBchen  Richtungsangaben  werden  zu  astronomischen  d.  h.  zu  Azimuten 
durch  die  Beifügung  des  Orientierungsfehlers  auf  Grund  einer  Azimutbestimmung. ' 
Da  diese  aber  keine  der  Richtungen  direkt  betrifft,  erscheint  es  am  angemessensten, 
dtt  für  allt  Richtungen  in  v  —  u  zu  zerspalten  und  nicht  für  eine  Richtung  etwa 
V  einfach  zu  unterdrücken,  welches  letztere  überdies  keinesfalls  zulässig  ist. 
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s  ersetzt  werdoD.)  Man  hat  jetzt  den  Vorteil,  es  mit  Fehlergrölsen 
zu  thun  zu  haben,  die  auf  gleiche  Mafseinheit  reduziert  sind. 

Sind  die  ds  und  da  ermittelt,  so  ergeben  sich  aus  den  (1)  die 
S  und  iy.  Alsdann  kann  die  weitere  Behandlung  wie  §  14  S.  543  u.  ff. 
vor  sich  gehen. 

§  16.  2.  Fall^  Fortsetzung:  Näherungsweise  Ausgleichuug 
nach  yermittelnden  Beobachtungen.  Sowohl  im  Hinblick  auf  die 
Anzahl  der  Gleichungen,  wie  auch  zur  Erzielung  einer  gröfseren 
Übersichtlichkeit  wird  sich  vielfach  die  Anwendung  der  Ausgleichung 
nach   yermittelnden  Beobachtungen  empfehlen. 

Wir  denken  uns  zunächst  irgendwie  durch  scharfe  Rechnung  ein 
System  zusammengehöriger  Werte  der  B,  L,  s  und  a  liir  alle  astro- 
nomischen Stationen  abgeleitet^  welche  Werte  wir  z.  B.  für  die  Linie 

PiPi  mit  

Bi  Bk  Li  Lk  Sik  «1*  a*i 

bezeichnen.  Mit  Rücksicht  auf  die  (1)  S.  535  erhalten  wir  als  Ver- 
besserungen dieser  Gröfsen,  um  sie  auf  die  günstigsten  ellipsoidischen 
Werte  zu  bringen: 

(?J5,=  ^-f  6,-5,  +  ... 

dLi  =  L'i  —  vii  sec  Bi  —  i,  +  •  •  • 

daik  =  a'ik  +  Sa'ik  +  Vi  *»»  ^»  —  ««*  +  * ' 

dSik  =  Sik+  äSii  —  Sik'\ (l) 

dBk  =  -Bi  +  S*  —  ^jb  H 

dLk  ««  Iri  —  ly*  sec  Ä  —  i*  -) 

daki  —  «i,  +  dati  +  ijk  tan  Bi—äki  +  " 

Man  kann  nun  entweder  diese  dB,  dL,  da  und  ds  für  dB,  SL,  da 
und  ds  in  die  Gleichungen  (4)  S.  282  einführen,  wobei  nur  die 
Indices  i  und  h  bezw.  für  1  und  2  zu  nehmen  sind  —  oder,  was 
vorzuziehen  ist,  man  behält  die  dB  und  dL  als  Unbekannte  (anstatt 
g  und  71  im  andern  Falle)  bei. 

Indem  wir  diesen  Weg  einschlagen,  müssen  wir  aus  den  Aus- 
drücken für  da  die  Gröfsen  17  eliminieren.  Wir  setzen  also  mit  Rück- 
sicht auf  die  (1) 

daik  =  a'ik  —  äik  +  Saa  +  (i;  —  Li  —  dL,)  sin  ß,  -| 1 

daki  =  ati  —  äki  +  dati  +  (Lk  —  Lk  —  dLk)  siuBk  H .1 

Wir  beachten  ferner,  dafs  zufolge  der  Gleichung  (5)  S.  275  gesetzt 
werden  darf: 
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--  sm  B,  +  -^-  cos  a,, j^,-  (^^-)^^  cos  «,„ 


Uq  rV  ^ 

COS  .B. 


(3) 


womit  sich  die  Koefficienten  der  dL  wesentlich  vereinfachen  lassen. 
Die  (4)  S.  282  gehen  nun,  dB,  dL  und  da   in  Sekunden  ver- 
standen, nach  einigen  weiteren  einfachen  Transformationen  üher  in: 


8sijt  = 


--  oaki 

«0 


^(s.jfc  —  s.Jt)  +  -yys"  COS  «a^-B»  +  -|jr8-  cos  «*.e?Ä 

cos  Äj^ 

+  —ypr-  sm  cfA,  (di.-  —  dLk)  H 

-7^  {^ik  —  a!*  +  (i»  —  L'i)  sin  J9,) 
~  "iTT"  Vds  /i."^  a.*»^i y^s~  sin  «A^dJ?* 

cos  B^   /^m  \  COB  J?j^ 

-^  (äki  —  ccki  +  (Lk—L'k)  sin  Bk) 

—     1,^.3-  Sin  a.iköf^, ^^-3    [j^j.j^  sm  «jt.d-B* 

B^  cosB^/dniX 

^cos  a,tö?Li ^^—  ^^j.^cosÄi.rfLtH . 


cos  B^ 


(4) 


Diese  Gleichungen  sind  für  jede  Linie  aufzustellen;  sodann  ist 
noch  da'  in  t;  —  u  zu.  zerspalten  und  u  nach  rechts  zu  schaffen.  Zu 
den  Fehlergleichungen  für  d$  und  t;  tritt  jetzt,  um  die  bekamiten 
Ausgleichungsformeln  anwenden  zu  können,  noch  ffir  jede  Station 
die  identische  Gleichung 

u  =  w,  (5) 

u  natürlich  für  jede  Station  ein  anderes.  Rechter  Hand  bedeutet  n 
eine  Unbekannte,  linker  Hand  eine  Verbesserung. 

Nach  Mafsgabe  des  Ausdrucks  (6)  S.  Ö50  sind  nun  Normcdgleickingm 
zu  bilden  für  die  Unbekannten  dB  und  dL^  ausgenommen  dB^  und 
dLyy  welche  als  unbestimmte  Grofsen  in  der  Rechnung  bleiben;  ferner 
für  die  u  der  sämtlichen  Q  Stationen  und  endlich  für  die  L  der 
Q  —  A  —  1  in  geographischer  Länge  nicht  bestimmten  Stationen. 
Zusammen  4^  —  A  —  3  Gleichungen. 

Von  diesen  sind  aber  diejenigen  für  die  u  und  ZrMeicht  zu 
eliminieren.    Sind  endlich  die  dB  und  dL  bezw.  die  L'  gefunden,  so 
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geben  die  (1)  mittelst  derselben  und  der  beobachteten  2^  und  L  die 
l  und  ri  als  Funktionen  von  1^  und  ijj  (bezw.  dL^  an. 

.  §  17.  Modifikation  des  2.  Falles  für  das  europäische  Dreiecks- 
netz. Das  europäische  Dreiecksnetz  besteht  aus  vielen  für  sich  geo- 
dätisch ausgeglichenen  Komplexen,  welche  teils  eine  wesentlich  lineare 
Form  als  Dreiecksketten ,  teils  eine  flächenartige  Ausbreitung  als 
Dreiecksnetge  haben.  Während  wir  uns  die  letzteren  wie  im  vorigen 
Falle  durch  ideale  Netze  ersetzt  denken,  welche  aber  aufser  den 
astronomischen  Stationen  noch  die  Anschlufspunkte  mit  Nachbar- 
komplexen enthalten  müssen,  denken  wir  uns  erstere  einfach  durch 
eine  gebrochene  Linie  ersetzt,  welche  die  astronomischen  Stationen 
verbindet  und  an  welche  die  Anschlufsseiten  sich  direkt  oder  mittelst 
einer  Hilfslinie  ansetzen. 

Im .  allgemeinen  ist  nun,  wenn  nach  bedingten  Beobachtungen 
ausgeglichen  werden  soll,  für  jede  Linie  das  System  der  3  Gleichungen 
(1)  S.  548  herzustellen  und  wie  S.  550  Sa  in  v  —  u  zu  .zerspalten. 
Für  die  nicht  astronomischen  Stationen  bleiben  aber  die  in  g  und  17 
multiplizierten  Glieder  weg,  weil  sie  unbestimmbar  sind;  dagegen 
treten  an  Stelle  der  wirklichen  Werte  J5',  L'  und  a  auf  diesen  Stationen 
die  unbekannten  ellipsoidischen  Werte  B,  L  und  a  (einfach  durch 
Wegfall  des  obem  Index)«  Dafs  dem  so  ist,  zeigt  unzweifelhaft  die 
Entwicklung  §  11  S.  534  u.  ff. 

Was  die  Anschlufsseiten  anbetrifft,  so  ist  für  diese  die  eben  an- 
gegebene Rechnung  nur  in  den  Netzen  auszuführen,  aber  in  den 
Ketten  in  der  Regel  nicht,  weil  wir  voraussetzen,  dafs  sie  sich  hier 
in  der  Regel  nur  einseitig  an  einen  gebrochenen  Linienzug  anreihen. 
(Die  Berechnung  der  3  Gleichungen  ist  eben  nur  für  diejenigen  An- 
schlufsseiten erforderlich,  die  sich  beiderseits  an  Linien  desselben 
Komplexes  anreihen.) 

Die  einseitig  anhängenden  Anschlufsseiten  geben  dagegen  im 
betreffenden  Komplex  2  Gleichungen  der  Form: 

Seite  pq  =  Zahlwert  +  dspg 


'pq  ~~  ^po  **  Zahlwert  +  ^pq  -—  Vpo,] 

wobei  die  Anschlufsseite  mit  pq  und  die  anschliefsende  Seite  des 
Linienzuges  mit  po  bezeichnet  ist  dSpq  bedeutet  die  Verbesserung 
der  linearen  Länge;  femer  bedeuten  Vpq  und  Vpo  die  Verbesserungen 
der  geodätischen  Richtungsangaben.  Selbstverständlich  müssen  8Spq 
lind  f;p,  im  Nachbarkomplex  noch  einen  unterscheidenden  Index  er- 
ludten. 

Sind  alle  diese  Gleichungen  aufgestellt,  so  werden  wie  im  vorigen 
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Falle  (S.  550)  die  Unbekaunteu  eliminiert^  wodurch  nun  die  Bedingungs- 
gleichungen zwischen  den  ds  und  da  «^  v  —  u  erhalten  werden. 

Als  Unbekannte  treten  auf  die  |  und  17  der  Q  astronomischen 
Stationen  bis  auf  die  2  Werte  Si  und  rj^  (einer  willkürlich  gewählten 
Station),  welche  als  unbestimmte  Werte  stehen  bleiben;  femer  die 
Q — A —  1  geographischen  Längen  derjenigen  astronomischen  Stationen, 
die  nur  in  Breite  und  Azimut  bestimmt  sind;  ferner  die  B,  L  und  a 
auf  den  nichtastromischen  Stationen;  endlich  noch  die  Anschlufsseiten. 

Für  diejenigen  Ketten  (Netze),  welche  ohne  Grundlinie  sind,  tritt 
aufserdem  noch  je  eine  Unbekannte  in  den  Verbesserungen  ds  der 
linearen  Längen  der  Linien  auf,  indem  wegen  der  nur  vorläufigen 
Berechnung  dieser  Dimensionen  den  gewöhnlichen  Symbolen  ds  noch 
Glieder  in  der  Form  von  Produkten  einer  Unbekannten  in  die  linearen 
Längen  beigefügt  werden  müssen. 

Ehe  nun  zur  weiteren  Ausgleichung  na%h  der  Bedingung  (5) 
oder  (6)  S.  550  verschritten  werden  kann,  ist  zu  überlegen,  ob  die 
Stücke  der  einfachen  Linienzüge,  welche  die  Dreiecksketten  ersetzen,  als 
unabhängig  aufgefafst  werden  sollen,  oder  nicht  Im  ersteren  Falle 
erlangen  die  Kontrollen  (1)  durch  die  Anschlufsseiten  gar  keinen  Ein- 
flufs  auf  die  Ketten,  weil  kein  Zusammenhang  zwischen  den  ds  dieser 
Seiten  und  den  Verbesserungen  der  anderen  Stücke  besteht 

Es  leuchtet  aber  ein,  dafs  eine  Veränderung  in  der  Länge  einer 
Anschlufsseite  auch  Veränderungen  in  der  Länge  und  dem  Azimut 
der  anderen  Linien  notwendig  macht  und  wenn  nun  auch  für  den 
Komplex  zweier  an  einander  hängender  Ketten  im  ganzen  genommen 
wegen  des  entgegengesetzten  Vorzeichens  der  Verbesserungen  der 
Anschlufsseite  in  beiden  Ketten  nicht  immer  eine  wesentliche  Längen- 
änderung eintritt,  so  bleibt  doch  jedenfalls  die  Änderung  im  einzelnen. 
Auch  Azimutänderungen  werden  erfolgen. 

Eine  näherungsweise  Berücksichtigung  des  Einflusses  der  An- 
schlufsseiten würde  von  selbst  eintreten,  wenn  wir  auch  Air  die 
Ketten  die  Bildung  eines  geschlossenen  idealen  Netzes  voraussetzen 
wollten.  Indessen  halten  wir  es  für  einfacher,  hier  bei  dem  einfachen 
Linienzug  als  Regel  stehen  zu  bleiben;  wir  denken  uns  aber  ein 
(wenigstens  näherungsweise)  äquivalentes  System  von  Funktionen 
der  Verbessenmgen  der  Stücke  eingeführt,  wie  bereits  S.  547  an- 
gedeutet ist. 

An  Stelle  der  ds  und  v  (den  Verbesserungen  der  geodätischen 
Richtungsangaben,  S.  550)  treten  nun  als  lineare  Funktionen  der- 
selben Gröfsen,  die  wir  mit  dl  bezeichnen  wollen.  Die  Ableitung 
des   funktionalen  Zusammenhangs   zwischen   den   dl   und  ds  und  v 
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giebt  auch  eine  Bestimmung  des  den  dl  zukommenden  mittleren 
Quadrats  und  damit  eine  solche  ihres  Gewichts  g. 

In  den  Bedingungsgleichungen  sind  dann  die  ds  und  v  mittelst 
der  dl  zu  eliminieren  und  endlich  die  Ausgleichung  so  vorzunehmen, 
dafs  die  Summe  der  in  ihre  Gewichte  multiplizierten  Quadrate  der  dl 
und  der  anderen  noch  verbliebenen,  als  unabhängig  betrachteten  Ver- 
besserungen [vergl.  S.  550  (5)  bezw.  (6)]  ein  Minimum  wird. 

Die  detaillierte  Ausföhrung  zu  Vorstehendem  insbesondere  die  Bildung 
äquivalenter  Systeme  hoffen  wir  an  anderer  Stelle  ausführlicher  zu  be- 
handeln. Hier  verweisen  wir  auf  die  S.  648  gegebenen  Notizen  und  be- 
merken nur,  dafs  eine  ausreichende  Lösung  für  Ketten  ziemlich  leicht  zu 
erzielen  sein  wird,  wenn  den  Spezialausgleichungen  immer  die  Berechnung 
der  mittleren  Fehler  einiger  Hauptergebnisse  beigefügt  sind  und  dann  den 
gegebenen  Ketten  einfachere  Ketten  aus  gleichseitigen  Dreiecken  mit  nahezu 
gleicher  Genauigkeit  der  entsprechenden  Ergebnisse  für  den  Zweck  der 
Bildung  der  äquivalenten  Systeme  substituiei-t  werden. 

Bei  der  Behandlung  des  vorliegenden  Falles  nach  vermiUdnden 
Beobachtungen,  welche  sich  durch  Übersichtlichkeit  sehr  empfiehlt^ 
ist  zunächst  für  jedes  ideale  Netz  (jeden  Linienzug)  wie  §  16  S.551  u.  AT. 
zu  verfahren,  nur  fallen  auf  den  nichtastronomischen  Stationen  die 
Glieder  mit  |  und  ly  weg  und  es  sind  an  Stelle  der  JB',  V  und  a 
in  den  Gleichungen  einfach  die  ellipsoidischen  Werte  i?,  L  und  a 
zu  setzen. 

Diese  a  sind  bis  auf  eine,  allen  Richtungen  einer  Station  ge- 
meinsame Grpfse  u  bekannt,  sodafs  an  Stelle  von  8a  auch  hier 
V  —  ti  tritt.  Aber  da  für  diese  u  keine  Beobachtungen  existieren, 
so  fallen  also  auf  den  nichtastronomischen  für  die  u  die  Fehler- 
gleichungen 

vergl.  S.  552,  fort.  Auf  den  nichtastronomischen  Stationen  nehmen 
überhaupt  die  Fehlergleichungen  (4)  S.  552  für  die  *«,*  nach  einiger 
Reduktion  rechter  Hand  die  einfachere  Form  (3)  S.  496  an. 

Als  Unbekannte  treten  auf  (vergl.  S.  552  Schlufs  des  §  16)  die 
S  und  ri  von  Q  —  1  astronomischen  Stationen,  die  Q  —  A  —  1  Werte 
L'  der  nicht  in  geographischer  Länge  bestimmten  astronomischen 
Stationen,  die  B  und  L  der  nichtastronomischen  Stationen,  endlich 
die  u  aller  Stationen  und  die  durch  mangelnde  Basismessung  ent- 
stehenden Unbekannten. 

Ehe  aber  zur  Bildung  der  Normalgleichungen  verschritten  wer- 
den kann,  müssen  die  Ausdrücke  für  die  ds  und  v  in  die  mit  dl  am 
Schlüsse  voriger  Seite  bezeichneten  äquivalenten  Funktionen  eingesetzt 
werden,  insoweit  nicht  bereits  diese  8s  und  v  als  unabhängige  Grofsen 
aufgefafst  sind. 
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Die  grofse  Übersichtlichkeit  des  Verfahrens  der  Ausgleichung  nach 
vermittelnden  Beobachtungen  beruht  darauf,  dafs  man  zunächst  für 
jedes  Netz  (jede  Kette)  die  Normalgleichungen  gesondert  aufstellen  und 
diejenigen  Unbekanntem  eliminieren  kann,  welche  nur  in  der  betreflfenden 
Abteilung  vorkommen  und  durch  dieselbe  allein  schon  bestimmbar  sind. 

Es  gehen  also  im  wesentlichen  in  das  Hauptsystem  der  Normal- 
gleichungen, welche  sich  für  jede  Unbekannte  dprch  Addition  der  so 
modificierten  entsprechenden  Normalgleichungen  der  einzelnen  Ab- 
teilungen bilden,  nur  die  in  wenigstens  2  Netzen  (Ketten)  auftreten- 
den Unbekannten  über.  Es  wird  daher  die  kleinstmögliche  Anzahl 
von  Unbekannten  zur  gemeinsamen  Ausgleichung  herangezogen. 

§  18.  Strenge  Ausgleichung  des  europäischen  Dreleeks- 
netzes.  Eine  solche  kann,  wenn  überhaupt  praktisch  durchfuhrbar, 
nur  nach  vermittelnden  Beobachtungen  erfolgen,  weil  die  Anzahl  der 
Bedingungsgleichungen  schon  für  die  einzelnen  Netze  und  Ketten 
vielfach  eine  an  der  Grenze  der  Übersichtlichkeit  liegende  ist.  Dieses 
wird  nur  wenig  gebessert,  wenn  man  etwas  von  der  Strenge  ab- 
sehend mit  Andrae  den  Ketten  möglichst  einfache  fingierte  Ketten 
unter  Weglassung  aller  Diagonalen  substituieren  wollte.*) 

Wir  denken  uns  demgemäfs  für  jedes  Partialnetz  (für  jede  Kette) 
die  Ausgleichung  nach  S.  495  u.  ff.  durchgeführt  —  wenn  nicht  von 
haus  aus,  so  doch  nachträglich  nach  bereits  erfolgter  bedingter  Aus- 
gleichung, wobei  dann  die  Absolutglieder  wegfallen,  falls  man  von 
Näherungswerten  ausgeht,  die  den  Resultaten  dieser  Ausgleichung 
genügen.  (Man  wird  sich  namentlich  im  letzteren  Falle  mit  wenig- 
ziffrigen  Koefficienten  der  Unbekannten  begnügen  dürfen.) 

Bei  der  Bildung  der  allgemeinen  Normalgleichungen  jedes  Partial- 
netzes  werden  jetzt  aber  die  Verbesserungen  der  geographischen 
Koordinaten  keines  Punktes  unterdrückt  (wie  dort  diejenigen  des  astro- 
nomischen Anfangspunktes),  sondern  es  werden  für  alle  Punkte  die 
Normalgleichungen  gebildet.  Wir  nehmen  ferner  an,  dafs  die  Basis- 
messungen und  Azimutbestimmungen  (wie  alle  astronomischen  Bestim- 
mungen) vorerst  unberücksichtigt  bleiben. 

Aus  diesen  Normalgleichungen  eliminiert  man  zunächst  die  Ver- 
besserungen der  Koordinaten  derjenigen  Punkte,  welche  astronomische 
Bestimmungen  nicht  aufweisen  excl.  derjenigen  der  Anschlufspunkte 

*)  Vergl.  8.  244  u.  ff.  der  Verhandlungen  der  5.  aUgemeinen  Konferenz  der 
Europäischen  Gradmessung.    Berlin  1878. 

Sobald  Ketten  zu  Polygonen  zusammentreten,  läfst  sich  die  Ausgleichung 
nicht  mehr  so  einfach,  wie  an  diesem  Orte  angegeben  ist,  ausführen.  Auch 
sind  die  von  uns  mehrfach  erwähnten  Kontrollen  aus  geographischen  Längen 
und  Azimuten  nicht  berOcksichtigt  (überhaupt  nicht  erwähnt). 
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benachbarter  Netze,  sowie  der  Endpunkte  der  Basen  und  der  Ziel- 
punkte bei  astronomischen  Azimutbestinuuungen. 

Ist  ein  solcher  Zielpunkt  eine  lokale  Marke,  so  ist  die  Ver- 
besserung für  die  Richtung  nach  derselben  (entsprechend  dem  C  S.501) 
in  dem  Normalgleichungssystem  zu  konservieren. 

Die  Absolutglieder  dieser  Normalgleichungen  yerschwinden,  so- 
bald man  sich  unter  den  Unbekannten  derselben  weitere  Yerbesse- 
nmgen  denkt,  die  an  den  Ergebnissen  einer  separaten  Ausgleichung 
dieses  Partialnetzes  anzubringen  sind.  (Bei  dieser  separaten  Auf- 
losung wären  4  der  Unbekannten  null  zu  setzen  oder  willkürlich  an- 
zunehmen, wenn,  wie  vorausgesetzt,  von  einer  Einführung  der  Basis- 
und  Azimutmessung  abgesehen  wird.) 

Um  nun  die  wie  oben  modificierten  Normalgleichuugen  der  ver- 
schiedenen Partialnetze  kombinieren  zu  können,  müssen  die  in  ihnen 
erscheinenden  Unbekannten,  insoweit  sie  sich  eben  auf  dieselbe  Gröfse 
beziehen,  Verbesserungen  derselben  Näherungswerte  bezeichnen.  Dieses 
ist  leicht  zu  bewerkstelligen: 

Bezeichnet  in  einem  System  Z  einen  Näherungswert  einer  Un- 
bekannten, z  seine  als  Unbekannte  in  der  Ausgleichung  auftretende 
Verbesserung  und  werden  im  anderen  System  die  entsprechenden 
Grofsen  bezw.  Z^  und  is^  genannt,  so  ist 

Z+0  =  Z,  +  0,  (1) 

und  man  hat  nun  im  2.  System  für  0^  einfach  Z  —  Z^  -^  z  zu  sub- 
stituieren, um  Z  auch  in  diesem  System  als  Näherungswert  einzuführen. 

Auf  diese  Art  wird  man  in  einigen  Normalgleichungen  wieder 
Absolutglieder  erhalten.  Nun  addiert  man  alle  Normalgleichungen, 
deren  quadratische  Eoefficienten  zu  derselben  Unbekannten  gehören 
und  erhält  ein  HauptnormcUgleichungssystemj  welches  oflFenbar  den  ge- 
samten Winkelbeobachtungen  des  ganzen  Netzkomplexes  äquivalent 
ist     (Seine  Summe  ist  identisch  null) 

Hierzu  treten  zunächst  die  Gleichungen  für  die  Basismesstingen. 
Da  wir  mehrere  voraussetzen,  betrachten  wir  sie  hier  zunächst  als 
Fehlergleichungen*  Die  Messung  der  Linie  PiP^  giebt,  wenn  dstt  die 
Verbesserung  der  linearen  Länge,  sowie  dB  und  dL  die  Verbesse- 
rangen der  oben  für  das  Hauptnormalgleichungssystem  der  Winkel- 
messungen angenommenen  Näherungswerte  der  ellipsoidischen  geo- 
graphischen Breiten  und  Längen  bedeuten  [vergl.  S.  499  (1)  od.  S.  552  (4)J : 


jprf  cos  aikdBi  +    1^3-  cos  ati  dBi- 
cos  B^ 


(2) 
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Als  FeUergleichungen  im  gewöhnlichen  Sinne  diese  Gleichungen 
beizubehalten^  ist  indes  nicht  passend.  Denn  der  grofste  Teil  der  ds 
entsteht  durch  die  mangelnde  Reduktion  wegen  der  Höhe  des  Geoids 
über  dem  EUipsoid.  Sobald  wir  eine  Ausdehnung  des  Netzes  wie 
diejenige  des  europäischen  voraussetzen;  können  wir  bei  einer  ganz 
strengen  Behandlung  von  derselben  nicht  absehen.  Da  aber  die  Re- 
duktion vorläufig  unbekannt  ist^  lassen  wir  die  ös  für  die  Grundlinien 
als  unbestimmte  Gröfsen  in  der  Rechnung.*)  Auf  die  Messungsfehler 
braucht  eine  besondere  Rücksicht  nicht  genommen  zu  werden;  sie 
treten  ganz  zurück,  wie  schon  S.  499  bemerkt  wurde. 

Wir  denken  uns  nun  mittelst  der  Basisgleichungen  in  jedem 
Partialnetz,  wie  S.  499  u.  500  angegeben  ist,  eine  Unbekannte  eli- 
miniert, sodafs  diese  Gleichungen  (2)  in  die  Gesamtausgleichung  gar 
nicht  eingehen. 

Aber  es  entsteht  der  Unterschied  gegen  früher,  dafs  jede  Basis 
eine  unbestimmte  Gröfse  ds  in  den  Absolutgliedem  der  Normalglei- 
chungen zurückläfst. 

Die  gemessenen  Azimute  geben  nach  S.  282  (4)  und  S.  551  (l) 
Fehlergleichungen  in  der  nachstehenden  Form,  diese  speziell  bezogen 
auf  an  in  P.  für  FiPk'. 


^a'ik  =  «a  —  an  —  ^,-  tan  JB, 


"^ik 


COS^L 


+  ~'w  ~  ^^®  *'*•  (^^*  ■"  ^^^ 


+ 


(3) 


Man  hat  nun  noch  für  jeden  Punkt  die  Beziehungen: 

1 


L  +  dL 
li  +  dB 


L'  —  ij  sec  JB  + 


(4) 


wenn  wieder  dL  und  dB  die  Verbesserungen  der  Näherungswerte 
L  und  B  bezeichnen,  die  schon  bei  dem  oben  erwähnten  Haupt- 
normalgleichungssystem  der  Winkelmessungen  auftreten. 

Mittelst   der   (4)  kann   man  entweder  anstatt  der  dB  und   dL 
5  und  71  einführen  oder,  was  weit  bequemer  ist,  tj  aus  (3)  eliminieren 


*)  Für  eine  LandesyermeBSQng  ist  dagegen  die  Annahme  98  =  null  sehr 
zweckmilfsig,  denn  man  erhält  dadurch  in  allen  Teilen  Dimensionen  im  Meeres- 
niveau. Infolge  des  etwas  fehlerhaften  mathematischen  Zusammenhanges  ist 
nur  die  Übereinstimmung  der  Resultate  etwas  ungünstiger,  als  bei  ganz  strenger 
Behandlung. 
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und  zwar  mittelst  der  1.  Gleichung  (4)  durch  dL  ausdrücken.     Mit 
Rücksicht  auf  die  2.  Gleichung  (3)  S.  552  geht  (3)  nun  über  in: 

Sa'ik  =  «.*  —  «i*  +  {Li  —  L\)  sin  JB,- 
1— cVdw> 


«0 


i—e^/dm\      .  ,T>    I   1—«'   •         j-D 

'WT  (  di)    ®^^  "•  *  ^^*  "f"  W^  ^^^  "* ' " -^^ 

+  "TT,    WA,  ^^'  ^ikdLi  +  -.^  cos  «*,di* 


+  •••.(5) 


Als  Fehlergleichung  ist  diese  Gleichung  aber  nur  da  zu  behan- 
deln, wo  L'  beobachtet  ist.  Denn  da  jedes  L'  nur  in  einer  Gleichung 
vorkommt;  so  mufs  da  gleich  null  angenommen  werden,  wo  L' 
nicht  beobachtet  ist. 

Die  Gleichungen  (5)  stellen  wir  also  nur  f&r  die  in  Azimut  und 
geographischer  Länge  bestimmten  Punkte  auf  und  bilden  dann  die 
Beiträge  dieser  Gleichungen  zu  den  Normalgleichungen  der  in  ihnen 
auftretenden  dL  und  dB  mit  Rücksicht  auf  die  Gewichte. 

Dient  als  Zielpunkt  der  Azimutmessung  eine  lokale  Marke,  so 
tritt  rechter  Hand  in  (5)  an  Stelle  des  die  grofse  Parenthese  ent- 
haltenden Aggregats  die  eine  früher  S.  501  und  557  mit  C  bezeichnete 
lokale  unbekannte  +  sin  BtdLt. 

Die  Bestimmung  der  Gewichte  der  Azimutbeobachtungen  im  Ver- 
hältnis zu  den  geodätischen  Richtungsbeobachtungen  hat  nach  dem 
Satze  zu  erfolgen,  dafs  die  Gewichte  umgekehrt  proportional  den 
mittleren  Fehlerquadraten  zu  setzen  sind.  Indem  wir  annehmen,  dafs 
die  Netzteile  auch  einzeln  vollständig  ausgeglichen  werden  oder 
wenigstens  die  Dreiecksabschlüsse  gebildet  sind,  wird  sich  hieraus 
für  die  Gewichtseinheit  der  Richtungs-  bezw.  Winkelbeobachtungen  das 
mittlere  Fehlerquadrat  ergeben.  Mafsgebend  ist  immer  derjenige  Wert 
des  mittleren  Fehlerquadrats,  den  die  Widersprüche  des  Netzes  allein 
geben.  Das  mittlere  Fehlerquadrat  der  Azimute  kann  am  sichersten 
dadurch  ermittelt  werden,  dafs  man  die  doppel-  und  mehrfachen  Be- 
stimmungen der  Azimute  zu  verschiedenen  Zeiten  und  mit  verschie- 
denen Instrumenten  mit  einander  vergleicht.*) 

In  dem  schliefslich  aus  der  Addition  der  Beiträge  der  Azimut- 
messungen zu  den  entsprechenden  Gleichungen  des  bereits  gebildeten 
Normalgleichungssjstemes  erhaltenen  Gesamtnormalgleichungssystem  ist 
für  einen  Punkt  P^  dL^  und  dB^  unbestimmt  zu  lassen,  sodafs  da- 
für die  Normalgleichungen  wegfallen  und  alle  andern  dL  und  dB 
schliefslich  als  Funktionen  von  dL^  und  dB^  auftreten. 


*)  Siehe  die  Anm.  S.  639. 
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Um  die  Auflösung  der  Normalgleichungen  möglichst  übersichUich 
zu  gestalten,  ist  es  ratsam,  zunächst  jedes  Partiainetz  für  sich  in  der 
oben  angegebenen  Weise  zu  behandeln.  Aus  den  Partialnormal- 
gleichungssystemen  können  dann  vorerst  alle  Unbekannten  eliminiert 
werden,  die  nur  in  einem  derselben  auftreten.  Dann  erst  erfolgt  die 
Addition  der  Gleichungen,  die  zu  derselben  Unbekannten  gehören 
und  somit  die  Bildung  eines  im  Zusammenhange  weiter  zu  behan- 
delnden Systems. 

Indem  man  nun  mittelst  der  Beziehungen  (4)  von  dL  und  dB  zu 
5  und  71  übergeht,  erhält  man  alle  |  und  r^  als  Funktionen  der  Werte 
li  und  rj^  und  der  dsT  der  Grundlinien. 

In  1.  Annäherung  wird  man  die  8s  ^  null  setzen  und  dann 
über  5i  und  r^^  disponieren,  etwa  wie  §  14  S.  543  u.  ff.  Darnach  wird 
man  suchen,  die  Höhenls^e  des  Geoids  zu  dem  gewählten  Referenz- 
ellipsoid  mittelst  der  S  und  rj  in  weiterhin  anzugebender  Weise  zu 
bestimmen,  um  endlich  im  stände  zu  sein,  Näherungswerte  für  die  ds 
anzugeben  und  eine  neue  Rechnung  für  die  $  und  rj  durchzuführen. 
Schliefslich  kann  man  auch  aus  den  Widersprüchen  bezw.  den  Ver- 
besserungen, welche  die  Gesamtausgleichung  fordert,  den  mittleren 
Fehler  der  Gewichtseinheit  feststellen,  wozu  die  S.  504— 511  gegebe- 
nen Vorschriften  mit  geringen  Modifikationen  ausreichen. 

§  19.  3.  Fall  der  Bestimmnng  yon  Lotabweicliiingen:  Jede 
Station  des  Dreieeksnetzes  ist  auch  astronomische  Station.    In 

diesem  Falle  ist  es  möglich,  direkt  die  kleinen  von  den  cot  /  ab- 
hängenden Einflüsse  der  Lotabweichungen  zu  berücksichtigen,  ohne 
durch  vorhergehende  Näherungsrechnungen  schon  Näherungswerte 
derselben  abgeleitet  zu  haben  (S.  535  o.).  Man  wird  also  in  diesem 
Falle  beinahe  ganz  unabhängig  von  der  Hypothese  über  die  Erd- 
gestalt. Denn  es  bleibt  nur  als  Voraussetzung  eine  näherungsweise 
ellipsoidische  Form  und  als  Vernachlässigung  der  sehr  kleine  Fehler 
bei  der  Reduktion  der  Richtungen  wegen  der  Höhe  der  Objekte  über 
dem  Referenzellipsoid  (wofür  man  eben  nicht  ganz  zutreffend  die 
Meereshöhe  nimmt). 

Die  Ausgleichung  beginnt  genau  wie  S.  495  u.  ff.  mit  der  Aus- 
gleichung der  Stationen.  Bei  dem  Übergange  zur  Netzausgleichung 
wird  aber  die  Bedeutung  der  Aggregate  aa;  +  6y  -|-  c^  -|-  •  •  •  eine 
andere. 

Indem  wir  nämlich  auf  den  Ausdruck  (5)  S.  517  Rücksicht 
nehmen,  erhalten  wir  jetzt  als  die  einer  Azimutmessung  entsprechende 
Fehlergleichung,  vergl.  S.  552  und  558: 
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daik ««  «ijfc  —  cLik  —  rii  tan  JB.-  —  i?,-  cot  Za  cos  «,*  +  S,-  cot  0,*  sin  a,* 

/ 1  —  «*  /dm  \  JT>|1  —  «'•         ^d1 

wr  \di)ki^^  ^ihdBi  +  "i^  sin  UkiäBk 


•  i 


C08  Sj, 

-| 17^  -  COS  aki  (dLk  —  dLt) 


+ 


Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehungen 

L  '\-  dL  '^  L'  —  71  sec  B  -j- 
B+dB  =  B'  +  li'\ 


•••} 


(1) 


und  unter  Beachtung  der  2.  Gleichung  (3)  S.  552:    . 

dttik  =  äik  —  ai*  +  (5»  —  -K)  cot  0ik  sin  «a 

+  (Li  —  Li)  (sin  Bi  +  cot  Za  cos  JB,  cos  «a) 


r  1   /dixi\        w.jL  "I  cosJBt 


(2) 


+  • 


Insoweit  es  sich  um  die  den  geodätischen  Richtungsbeobachtungen 
entsprechenden  Fehlergleichungen  handelt,  setzen  wir  für  daa  wie 
S.  496  (3)  eine  Verbesserung  Xu  und  fügen  rechts  für  jeden  Satz 
noch  eine  Unbekannte  u  bei.  Die  Vergleichung  von  (2)  mit  (3)  und 
(4)  8.  496  zeigt  nun  die  etwas  veränderte  Bedeutung  der  Aggregate 

aa;  +  6y  +  c;? -j .     Einesteils  besteht  sie  in  einer  Veränderung 

der  Eoefficienten  der  dB  und  dLy  andrerseits  tritt  da,  wo  L'i  nicht 
beobachtet  ist,  diese  Gröfse  (oder  bequemer  Li  —  Li)  als  neue  Un- 
bekannte auf. 

Das  weitere  Verfahren  zur  Bildung  der  Netznormalgleichungen  ist 
vorerst  ganz  wie  S.  497  u.  ff.  Nur  bemerken  wir  noch,  dafs  man  in 
allen  Fehlergleichungen  Xnt  den  Teil  {Li  —  L'^  sinJBj  einfach  weglassen 
darf.  Denn  man  kann  sich  ihn  dem  Orientierungsfehler  u  der  ein- 
zelnen Sätze,  da  er  unabhängig  von  dem  besonderen  Objekt  ist,  hin- 
zugefügt denken.  Hierdurch  wird  der  Koefficient  von  (L  —  L') 
wesentlich  verkleinert  und  daher  die  Rechnung,  insbesondere  falls  L\ 
unbekannt  ist,  etwas  bequemer. 

Die  bis  jetzt  erhaltenen  Normalgleichungen  entsprechen  den 
geodätischen  Richtungsbeobachtungen  allein.  Für  jede  Station  erhält 
man  aber  noch  eine  Fehlergleichung  der  Form  (2)  infolge  der  Azimut- 
messung.    8aik   bezeichnet  darin   unmittelbar  die  Verbesserung   der 

Helmert,  matbem.  u.  pbysikal.  Tbeorieen  d«r  bOb.  OeodAsie.  36 
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letzteren.  Man  hat  nun  die  Beiträge  aller  dieser  Gleichungen  zu  den 
Normalgleichungen  der  verschiedenen  Unbekannten  mit  Rücksicht  auf 
die  Gewichte  zu  bilden  und  den  betreffenden  früheren  Normalgleichungen 
zuzufügen. 

So  ist  wenigstens  der  strenge  Vorgang.  Allein  da  die  Be- 
stimmung der  Unbekannten  L\  da  wo  eben  die  geographische  Längen- 
bestimmung fehlt^  wesentlich  nur  auf  der  Azimutmessung  beruht^ 
weil  hier  allein  L'  einen  grofsen  Eoefficienten  hat,  so  wird  man  in 
denjenigen  Gleichungen  (2),  welche  Azimutmessungen  auf  Stationen 
entsprechen,  wo  Z!  unbekannt  ist,  am  besten  einfach  da  ^^  null 
setzen  und  die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  L'  als  Funktion  der 
anderen  Unbekannten  benutzen. 

Hiemach  modificiert  sich  das  Verfahren  dahin,  dafs  aus  den 
Aggregaten  aa:  +  ^y  +  ^^^  +  ••  •  ^ie  unbekannten  L' mittelst  jener  Azimut- 
gleichungen (2)  vor  Bildung  der  Normalgleichungen  zu  eliminieren  sind. 

Als  Azimutfehlergleichungen  bleiben  nur  diejenigen  Gleichungen 
(2),  für  welche  Li  direkt  beobachtet  ist 

Diese  L'  nehmen  wir  (ebenso  wie  die  ff)  ohne  Verbesserungen 
aus  dem  schon  früher  angegebenen  Grunde  (§  15  S.  546),  dafs  eine 
Einführung  solcher  nur  viel  Mühe  ohne  wesentliche  Vorteile  erzeugt, 
so  lange  die  Stationen  mit  geographischen  Längenbestimmungen 
relativ  selten  sind,  welcher  Fall  praktisch  allein  in  betracht  kommt. 

(Für  die  JB^ist  der  Grund  dafür,  dafs  es  genügt  von  Verbesserungen 
abzusehen,  der  geringe  Betrag  der  Eoefficienten  dieser  Gröfsen  in  den 
Fehlergleichungen.) 

Über  die  Berücksichtigung  der  Grundlinien,  sowie  hinsichtlich 
anderer  Details  vergl.  den  vorigen  Paragraphen.  Ist  das  Gesamtr 
System  aufgelöst,  so  führen  die  (1)  zu  den  |  und  ly  u.  s.  f.  wie  dort. 

§  20.  Reförenzellipsoid  von  günstigsten  Dimensionen.  Bisher 
wurden  die  Elemente  der  Meridianellipse  a^  und  e*  als  gegeben  voraus- 
gesetzt, jedoch  bereits  in  §  14  S.  545  für  einen  bestimmten  Fall  an- 
gedeutet, wie  gleichzeitig  mit  der  günstigsten  Wahl  von  li  und  17, 
auch  eine  günstigste  Wahl  der  Form  des  Referenzellipsoids  getroffen 
werden  könnte. 

Dieselbe  Methode  kann  auch  in  den  anderen  Fällen  angewandt 
werden.  Nachdem  nämlich  alle  g  und  rj  zum  Schlufs  der  Gesamt- 
ausgleichung als  Funktionen  von  S^  und  ij^  erhalten  sind,  kann  man 
wie  im  ersterwähnten  Falle  diesen  Ausdrücken  Glieder  beifilgen, 
die  von  Änderungen  rföf^  und  de^  der  bis  dahin  benutzten  Werte  a^ 
und  e*  abhängen.  Man  wird  in  allen  Fällen  (vergl.  S.  543)  Gleichungen 
der  nachstehenden  Form  erhalten: 
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I.  •=-?.  + «.1,  +  6. '?.  +  c.-^  +  *-|r=ii 


0) 


c.=  — 

^•••^ 

IT,» 
1-e' 

cos  a,- 

.1 

ferner 

Cf  =  - 

-"^ 

-'TT, 

0 

sin  «,. 

1 

Um  die  Ausdrücke  ftir  die  Eoefficienten  c  und  d  zu  bekommen,  be- 
achten wir  die  Gleichungen  (6),  (7)  und  (8)  S.  536.  Dieselben  zeigen, 
dafs  Änderungen  dJK',  dL7  und  daj'i  in  den  berechneten  beziehungs- 
weisen Werten  Bi\  L'/  und  a/,  i  für  5i,  i?t  ^md  i^j  bezw.  die  Änderungen 
dSi,  —  dL'i'  cos  Bif  daii  cot  JB,-  hervorbringen.  Wie  diese  Änderungen 
SSlj  dLi  und  dai,i  aber  von  da^  und  de*  erzeugt  werden,  geben 
die  Formeln  des  §  16  S.  294  an.     Es  ist: 

*  =  p'i-zr^(-  cos  a.M  +  -  sina,M),(2) 

di  =>  q'  Wi  (—  sin  a..i  —  —  cos  a.M),(3) 
wenn  i;,  mittelst  der  geographischen  Länge  ermittelt  ist;  dagegen 
c; p"-^'TF;sma,.i    d;  =  e''F;(|8ina,..-^cos«..x +  ^^«),(4) 

wenn  17  mittelst  des  Azimuts  ermittelt  isi 

Die  Bedeutung  von  S5,  9C  und  IC  erhellt  aus  S.  294,  wo  immer 
Index  i  an  Stelle  von  Index  2  zu  setzen  ist. 

Wie  man  sieht,  stimmen  die  beiden  Formen  von  dj  nicht  ganz 
überein ;  sie  unterscheiden  sich  durch  das  allerdings  kleine  Glied  mit  W. 
Im  Falle  nun  |  und  ri  nach  den  Methoden  der  §§  15  bis  19  S.  546  u.  ff. 
bestimmt  sind,  wird  man  stets  den  Ausdruck  (3)  für  d,'  anwenden 
mQssen,  weil  alle  ij  den  Bestimmungen  der  geographischen  Längen 
thunlichst  angepafst  sind. 

Ganz  streng  ist  dieses  Verfahren  allerdings  nicht,  eben  so  wenig 
wie  überhaupt  der  ganze  Vorgang;  denn  bei  Berechnung  der  von  da^ 
und  d^  abhängenden  Glieder  denkt  man  sich  die  geodätischen  Linien 
von  P^  nach  den  verschiedenen  Punkten  P,-  sowohl  hinsichtlich  ihrer 
linearen  Länge  als  auch  hinsichtlich  ihrer  Azimute  unverändert, 
während  doch  durch  eine  Änderung  in  a^  und  f?  sich  das  Netz  etwas 
deformiert  und  also  auch  die  linearen  Längen  und  die  Azimute  Ände- 
rungen erleiden,  welche  für  ein  z.  B.  so  beträchtlich  wie  das  euro- 
päische Netz  ausgedehntes  Netz  recht  wohl  erheblich  werden  können. 

Ein  völlig  korrektes  Verfahren  ergiebt  sich,  wenn  man  bei  den 
Ausgleichungen  nach  vermittelnden  Beobachtungen  (S.  551  u.  S.  555  u.  ff.) 
den   Ausdrücken   für  öatk  und  Ssik  noch  nach  §  14  S.  291  die  von 

30* 
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düQ  und  de?  abhängigen  Glieder  beifügt.  Haben  wir  es  beispiels- 
weise wie  im  vorhergehenden  Paragraphen  nur  mit  Dreiecksseiten 
1.  Ordnung,  also  kurzen  Entfernungen  zu  thun,  so  erhalten  wir 
nach  den  Formeln  (6)  S.  291  als  Zuwachse  rechter  Hand  in  den 
Gleichungen 

für  daa :  y  ^_^  ,  ^  (2 cos^  JB  sin  «  cos  a  -j ) 

„  «s,,:  ^sa-|^^,(2cos«£cos««-[l-6«]sin^£+...), 
wobei 


«.•+^*  ««  +  «*.• -180» 


(5) 


W  snm  Argnment  B 

ZU  nehmen  sind. 

Der  erstere  Ausdruck  ist  nicht  nur  allen  Pehlergleichungen  für 
gemessene  Azimute,  sondern  auch  allen  Fehlergleichungen  für  die 
geodätischen  Richtungsbeobachtungen  auf  den  Stationen  beizufügen, 
er  tritt  also  auch  auf  als  Zuwachs  der  Ausdrücke  aa;  +  6y  +  cj?  -| . 

Bei  bedingter  Ausgleichung  im  Anschlufs  an  die  Formeln  (1) 
S.  548  u.  ff.  hat  man  den  -B^',  L'{  und  «*',•  die  durch  die  Formeln  des 
§  16  S.  294  gegebenen  Werte  der  tfJB,-,  öLi  und  da*,-  zuzufügen,  wobei 
die  Indices  1  und  2  durch  i  und  k  zu  ersetzen  sind.  Die  Unbekannten 
düQ  und  d^  müssen  dann  ebenso  wie  die  anderen  vorerst  eliminiert 
werden,  wenn  man  es  nicht  vorzieht,  die  Ausgleichung  nach  §  26 
8.  215  unserer  Ausgleichungsrechnung  zu  behandeln. 

Einen  eigentlichen  Wert  erlangt  übrigens  die  Bestimmung  von 
düQ  und  de^  nur  dann,  wenn  die  astronomischen  Punkte  über  die 
Fläche  wenigstens  annähernd  gleichmäfsig  verteilt  sind. 

Das  richtigste  Prinzip  zur  Bestimmung  von  da^  und  de^  ist  das,  die  über 
die  ganze  Fläche  zu  erstreckende  Summe  der  N^  zu  einem  Minimum  zu 
machen.  Allein  der  Ausführung  stellen  sich  grofse  praktische  Schwierig- 
keiten entgegen. 

§  21.    1.' Annäherung  zur  Bestimmung  des  Oeoids.    Wenn 

Lotabweichungen  $  und  ri  gegen  ein  gilt  anschliefsendes  Ellipsoid 
für  eine  so  dicht  liegende  Anzahl  Punkte  bestimmt  sind,  dafs  sie 
nicht  mehr  von  Punkt  zu  Punkt  einen  regellos  verlaufenden  Gang, 
sondern  einen  mehr  regelmäfsigen  Charakter  zeigen,  dann  kann  man 
eine  Bestimmung  der  Geoidfläche  vornehmen,  freilich  nur  unter  der 
Voraussetzung,  dafs  die  Lotlinien  innerhalb  ihrer  Ausdehnung  von 
den  Stationen  auf  der  physischen  Erdoberfläche  bis  zum  Geoid  als 
Gerade  angesehen  werden  dürfen.  Wegen  der  thatsächlichen  Krümmung 
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der  Lotlinien  bleibt  eine  Ungenauigkeit^  deren  Betrag  indes,  wie  wir 
später  sehen  werden,  gering  ist,  insoweit  er  nicht  von  lokalen  Ur- 
sachen herrührt,  welcher  aber,  insoweit  dieses  der  Fall  ist,  der  Rech- 
nung im  allgemeinen  zur  Zeit  aus  praktischen  Gründen  gar  nicht 
unterworfen  werden  kann. 

Der  Fehler  verschwindet  überdies  praktisch  genommen,  wenn  die 
Stationen  alle  in  geringer  Meereshöhe,  oder  doch  nahezu  gleich  hoch 
liegen.  Im  letzteren  Falle  kann  man  jedenfalls  annehmen,  dafs  sich 
die  Konstruktion  in  Strenge  auf  eine  Niveaufläche  anstatt  auf  die 
Geoidfläche  selbst  bezieht. 

Zum  Unterschied  vom  Geoid  wollen  wir  die  den  Lotabweichungen 
angepafste  Fläche  das  Sphäroid  nennen. 

Die  Konstruktion  kann  in  nachstehender  Weise  empirisch-graphisch 
vorgenommen  werden,  wenn  stets  beide  Komponenten  |  und  ij  ge- 
geben sind. 

Man  vereinigt  in  einer  Übersichtskarte  die  Stationen  zu  nahezu 
geradlinigen  Zügen  und  berechnet  zuerst  an  jedem  Punkt  die  in  die 
Zugrichtung  fallende  Komponente  y  der  Lotabweichung.  Ist  a  das 
Azimut,  so  wird  nach  Fig.  41  S.  515  die  Komponente  y  =  ®  cos  {Ä  —  a'), 
also  wegen  der  (7)  S.  516: 

y  =  I  cos  a'  +  ij  sin  a.  (1) 

Der  Sinn  hiervon  ist  der,  dafs  im  Azimut  a  die  Tangente  des  Sphäroids 
den  Depressionsmnkel  y  in  Bezug  auf  die  Tangente  des  Referenz- 
ellipsoids  hat. 

Alle  Werte  y  trägt  man  in  grofsem  Mafsstabe  auf  Millimeter- 
quadratpapier als  Ordinaten  auf,  rechtwinklig  zu  Abscissen,  deren 
Differenzen  den  horizontalen  Entfernungen  entsprechen.  Durch  die 
erhaltenen  Punkte  legt  man  eine  Kurve  aus  freier  Hand,,  wobei  zur 
Abrundung  der  Kurve  Abweichungen  von  den  Punkten  zulässig  sind, 
die  jedoch  innerhalb  des  Betrages  des  Einflusses  der  plausiblen 
Beobachtungsfehler  in  %  und  17  auf  y  bleiben  müssen  und  in  der 
Regel  abwechselnd  +  und  —  zu  nehmen  sind. 

Man  kann  aber  mit  völlig  genügender  Annäherung  für  den  Zu- 
wachs der  Erhebung  /IN*  =='  Nk  —  Nly  welche  das  Sphäroid  in  Bezug 
aufs  EUipsoid  von  Pi  bis  P*  besitzt,  setzen: 


^^N' 


'  =  -/f^^,  (2) 


wobei   die   Integration  über   die   ganze   Länge   der  kürzesten   Linie 
von  Fi  bis  P*  zu  erstrecken  ist. 

Kommen  in  der  Zeichnung  C|  Sek.  der  Ordinaten  und  c^  Meter 
der  Abscissen  auf  l***^,  so  ist  qy"^  =  y"  und  c^s"*^  =  s^,  daher 
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oder 


9 


(3) 


Fik  bedeutet  die  Fläche  zwischen  den  Ordinaten  y<  und  y*  in  Quadrat- 
millimetem.  Dieselbe  kann  mit '  dem  Polarplanimeter  oder  durch 
mechanische  Quadratur  berechnet  werden. 

Im  letztern  Falle  mifst  man  alle  Ordinaten  in  einem  hinreichend 
kleinen  Interwall  ^s"**"  der  Abscissen  ab,  sodafs  man  zwischen 
je  2  benachbarten  Ordinaten  die  Interpolationskurve  als  Gerade  be- 
trachten darf.  Bei  der  üngenauigkeit  der  ganzen  Procedur  wird  es 
dann  genügen,  abgesehen  von  strengeren  Formeln,  zu  setzen: 

Fa  =  (iy  -  I  in  +  y*))  ^s,  (4) 

wobei  27y  die  Summe  der  Ordinaten  in  Millimetern  von  y»  bis  y* 
incl.  bezeichnet. 

Noch  bequemer  wird  der  Ausdruck,  wenn  für  jedes  Stück  /fs 
die  mittlere  Ordinate  gemessen  wird.    Hierbei  ist  einfach 

jr.^  s-s  27  (der  mittleren  Ordinsten;  /^S  •  (5) 

Nach  diesen  Formeln  berechnet  man  die  Werte  /flffui  eine 
hinreichende  Anzahl  Punkte  in  Bezug  auf  einen  derselben  und 
kann  endlich  ein  Verzeichnis  derselben  anlegen  oder  auch  ein 
(natürlich  behufs  gröfserer  Deutlichkeit  verzerrtes)  Profil  des  Sphäroids 
bezüglich  des  EUipsoids  herstellen. 

In  der  Regel  wird  man  einen  grofsen  Teil  der  Punktzüge  in 
meridionaler  Richtung  legen,  nicht  nur  weil  es  bequem  ist',  sondern 
auch  weil  die  Anzahl  der  ermittelten  5  überwiegen  wird.  Man  wird 
dann  allerdings  genötigt  sein,  da  sich  hinlänglich  viele  Punkte  auf 
einem  Meridian  nur  selten  vorfinden  werden,  $  für  ideelle  Meridian- 
punkte  aus  solchen  zu  beiden  Seiten  liegenden  zu  interpolieren.  Als 
Abscissen  dienen  zugleich  am  besten  direkt  die  geographischen  Breiten. 

Meridionale  Züge  genügen  indes  allein  nicht,  denn  sie  geben  nur 
die  Figur  einer  Anzahl  Schnitte  ohne  Zusammenhang.  Um  sie  zu 
verbinden,  müssen  so  viele  Punkte  auch  in  rj  bekannt  sein,  dafs  man 
entweder  entlang  von  Parallelkreisen  mit  den  rj  allein,  oder  in  irgend 
welchen  Azimuten  (jedoch  die  Meridianschnitte  kreuzend)  verbindende 
Profile  herstellen  kann. 

Lassen  sich  mehrfache  Verbindungen  herstellen,  so  giebt  dieses 
Kontrollen  für  die  Richtigkeit  der  Konstruktion.    Man  kann  dieselben 
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durch  eine  Ausgleichung  ausnutzen.  Dieselbe  wird  gerade  so  geführt, 
wie  für  Nivellements  und  zwar  am  besten  nach  vermittelnden  Beob- 
achtungen; wobei  als  Unbekannte  zunächst  nur  die  Höhen  der  Knoten- 
punkte der  Profile  über  einem  beliebigen  Nullpunkt  eingehen  und  ^N' 
jeder  Profilstrecke  zwischen  2  Knotenpunkten  als  Beobachtung  auf- 
tritt. (Vergl.  weitere  Details  in  der  Atisgleichungsrechnung  S.  310 
unten.*)) 

Die  Gewichte  dieser  Beobachtungen  nimmt  man  im  allgemeinen 
umgekehrt  proportional  den  Entfernungen,  da  unter  sonst  gleichen 
Umstanden  die  mittleren  Fehlerquadrate  in  den  ^N*  offenbar, mit  der 
Anzahl  n  der  Ordinaten  wachsen,  die  zu  ihrer  Bildung  benutzt  sind. 
Wenn  freilich  die  graphischen  Interpolationen  der  Lotabweichungen 
sich  für  verschiedene  Profile  sehr  ungleich  genau  herstellen  lassen, 
mufs  auch  hierauf  bei  der  Gewichtsbestimmung  Rücksicht  genommen 
werden,  indem  man  die  Gewichte  umgekehrt  proportional  den  Ent- 
fernungen mal  den  mittleren  Fehlerquadraten  der  Ordinaten  setzt, 
fOr  welche  letztere  die  Unsicherheit  beim  Zeichnen  Anhaltspunkte 
zur  Bestimmung  giebt  (siehe  das  Beispiel).  Bei  wenig  Zwischen- 
punkten in  einer  Strecke  kann  sogar  das  Gewicht  umgekehrt  proportional 
dem  Quadrat  der  Entfernung  mal  dem  mittlem  Fehlerquadrat  der 
Ordinaten  werden,  weil  dann  die  Ordinatenfehler  alle  nach  einer 
Seite  liegen. 

Sind  die  Höhenunterschiede  der  Knotenpunkte  ermittelt,  so  werden 
die  Yerbessemngen  für  die  Zwischenpunkte  bestimmt  {Ausgleichungs- 
rechnung S.  311),  und  nun  ist  nur  noch  die  Höhe  eines  Punktes  des 
Sphäroids  über  dem  Ellipsoid  notig,  um  das  Sphäroid  völlig  zu  be- 
stimmen. Ist  nur  eine  Grundlinie  gemessen,  so  schneiden  beide 
Flächen  sich  am  Orte  dieser  Grundlinie;  bei  mehreren  Grundlinien 
allerdings  bleibt  eine  Unklarheit  (vergl.  S.  524  u.  533),  und  man 
mufs  sich,  dann  das  Sphäroid  etwa  so  gelegt  denken,  dafs  es  eine 
mittlere  Lage  zum  Ellipsoid  in  Bezug  auf  die  Orte  der  Grundlinien 
hat.  Diese  Unsicherheit  ist  übrigens  von  geringem  Belang,  da  die 
Lage  der  Axe  des  Referenzellipsoids  zur  Erdaxe  ja  doch  nicht  näher 
bekannt  ist  (S.  533)  und  da,  wie  oben  bemerkt,  das  Sphäroid 
aufserdem  mehr  eine  Niveaufläche  in  der  mittleren  Höhe  des  be- 
treffenden Gebiets  der  physischen  Erdoberfläche  als  das  Geoid  selbst 


*)  Nur  führe  man  die  Höhen  über  einem  unbestimmten  Nullpunkt  ein,  Bodafs 
die  Smome  der  Normalgleichungen  identisch  null  wird,  was  bei  der  hier  zweck- 
mäfBigen  AnflGsiiDg  durch  Näherung  (a.  a.  0.  S.  133)  eine  grölkere  Konvergenz 
ergiebt 

(Kmistgriff  von  Gaufs  nach  v.  Freeden,  die  Praxis  der  M.  d.  kl,  Qu,  S.  29») 
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darstellt.  —  Schliefslich  kann  man  durch  Kurven  gleichen  JN'  das 
Sphäroid  in  der  ebenen  Zeichnung  charakterisieren. 

§  22.    Zahlenbeispiel:     Lotabweiehungen  im  Harze.     Das 

königlich  preufsische  geodätische  Institut  hat  im  Harze  eine  Reihe 
Lotabweichungen  $  bestimmt^  welche  einen  ausgesprochen  regelmäfsigen 
Gang  zeigen.  Wir  beschränken  uns  hier  auf  eine  Reihe  von  Punkten, 
die  nahe  dem  Meridian  des  Brockens  liegen,  Fig.  44.  Nach  S.  150 
der  Publikation  der  astronomischen  Arbeiten  von  1675  (erschienen  1876) 
.  hat  man  dafür  folgende  Zahlen: 


Meeres- 
hOhe 

O^tl.  L&nge 

von 

Ferro 

Polhehe 

Station 

geodätisch 

astronomisch 

£ 

Heldburg 

395" 

28»  24' 

50»  17'  23,57" 

19,25" 

+    4,32" 

Dollmar 

^  740 

28     9 

37  32,45 

27,35 

+    5,10 

Inselsberg 

916 

28     8 

51    8,66 

11,47 

—    2,81 

Graula 

456 

28.  9 

51     3  30,44 

.    28,38 

+    2,06 

Mahlhausen 

227 

28     9 

12  10,44 

6,18 

+    4,26 

Lowenburg 

422 

28  13 

26  34,26 

33,93 

+    0,33 

Tettenbom 

323 

28  13 

34  22,39 

17,29 

+    5,10 

Hohegeis 

640 

28  20 

39  58,38 

57,02 

+    1,36 

Osterode 

260 

27  54 

43  23,20 

23,18 

+    0,02 

Brocken 

1143 

28  17 

48     1,41 

10,59 

-    9,18 

Ilsenburg 

249 

28  21 

52  24,86 

35,71 

—  10,85 

Harzburg 

217 

28  13 

53  25,74 

39,25 

— 13,51 

Fallstein 

167 

28  18 

52     1    5,91 

9,34 

—   3,43 

Asse 

203 

28  19 

8  20,38 

20,38 

0,00 

Bei  Berechnung  der  geodätischen  Polhöhen  ist  diejenige  der  Stern- 
warte Seeberg  bei  Gotha  zu  Grunde  gelegt.  Als  Azimut  diente  das 
1869  auf  dem  Inselsberge  gemessene  (vergl.  S.  148  a.  a.  0.).  Die  J 
beziehen  sich  also  auf  ein  Bessehches  Ellipsoid,  das  für  Seeberg  |  »»  0 
und  für  den  Inselsberg  ij ««  0  giebt.*) 


*)  Ganz  streng  ist  das  nicht,  doch  mit  Rücksicht  auf  den  geringen  geo- 
graphiischen  Längenunterschied  L  von  Inselsberg  and  Seeberg  genügend.  Formel 
(9)  S.  536  zeigt  nämlich,  dafs  bei  der  Übertragung  des  ellipsoidischen  Azimats 
nach  Seeberg  von  Inselsberg  aus,  weil  hier  £  nicht  genau  null  ist,  ein  kleiner 
dem  sin  L  proportionaler  Einfluls  entsteht,  der  jedoch  schliefslich  die  von  See- 
berg aus  berechneten  |  nur  in  verschwindendem  Ma&e  afficiert. 
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Bezüglich  seiner  Höhenlage  zum  Geoid  genügt  unter  Hinweis 
auf  den  Schlufs  von  §  21  die  Bemerkung,  dafs  beide  in  der  Gegend 
des  untersuchten  Gebiets  irgendwo  sich  schneiden^  dafs  das  Sphäroid 
aber  eher  einer  Niveaufläche  in  einigen  Hundert  Meter  Meereshöhe 
als  dem  Geoid  selbst  entspricht. 

Um  ein  nahezu  meridionales  Profil  zu  erhalten,  wurden  Hohegeis 
und  Osterode  einerseits,  Harzburg  und  Ilsenburg  andrerseits  zu  einem 
ideellen  Punkt  vereinigt : 


Länge    I  Polhöhe  geodätisch 


l-  Hohegeis  +  y  Osterode  j 
(--  Ilsenburg  +  y  Harzburg  j 


28^  15' 
28   17 


Für  y  kann  in  den  Formeln  S.  565,  da  das 
Azimut  a  des  Zuges  gering  ist,  direkt  |  gesetzt 
werden,  oder  wenn  man  von  Süden  nach  Norden  j^ 
geht,  d.  L  «'  -=  180^  annimmt,  —  g. 

In  der  graphischen  Darstellung  wur- 
den 2  extreme  Interpolationskurven  gebildet. 
Dabei  war 


öiMo'sr     +  i,r 

51  52  55         —  12,2 


£ 


1»««  Ordinate  =  0,1" 


and 


mithin 


1«« 

Abscisse  <= ', 

50"  in  geogr. 

Breite 

= 

927™, 

n: 

Cl 

=  0,1 

c. 

=  927«» 

9" 

1 

2220 

Fig.  45  zeigt  diese  graphische  Darstellung  in 
halber  Grofse. 

Es  wurden  folgende  Zahlen  erhalten: 


JK  •vJlEW®    I 


i^SUh 


4H;4mmAay 


&€^m^ 


^JÜMiainHwy 


- 


eJZßm^ 


IfwSr 


Fig.  HL 


Digitized  by 


Google 


570 


12.  Kapitel.    Messungen  auf  der  physischen  Erdoberfläche. 


1 

1       ' 

. 

II. 

1 

Hüttel 

-  F 

SJN' 

-F 

sjir 

50«20' 

0,00'»*) 

1 

0,00"  0,00» 

Von  50«20'  bis  50«30' 

+  1009»""'' 

+  0,45 

+ 1220«™ 

+  0,55 

0,50 

W 

30  „ 

40 

+  1034 

+  0,92 

+  1110 

+  1,05 

0,98 

u 

40  „ 

50 

+  465 

+  1,12 

-  45 

+  1,03 

1,07 

»; 

50  „ 

51  0 

—  523 

+  0,89 

-  318 

+  0,88 

0,88 

;; 

51  0  „ 

10 

+  505 

+  1,12 

+  505 

+  1,11 

1,11 

?; 

10  „ 

20 

+  650 

+  1,41 

+  850 

+  1,49 

1,45 

V 

20  „ 

30 

+  65 

+  1,44 

+  285 

+  1,62 

1,53 

j} 

30  „ 

40 

+  800 

+  1,80 

+  760 

+  1,96 

1,88 

79 

40  „ 

50 

—  978 

+  1,36 

—  1070 

+  1,48 

1,42 

>; 

50  „ 

52  0 

-1875 

+  0,52 

—  1925 

+  0,62 

0,57 

79 

52  0  „ 

10 

—  305 

+  0,38 

—  295 

+  0,48 

0,43 

*^ 


Fig.  45. 


Die  beiden  Interpolationskurven,  welche  beide  genau  durch  die 


*)  Als  Nullpunkt  willkürlich  aDgenommen. 
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Punkte  gelegt  sind,  geben  ziemlich  gut  übereinstimmende  Resultate. 
Es  ist  wohl  möglich,  dafs  dieses  ein  Zufall  ist.*)  Nach  Ansicht  der 
Zeichnung  kann  man  aber  annähernd  die  Differenzen  F  nach  beiden 
Kurven  von  10'  zu  10'  in  geograp&scher  Breite  als  zufällige  be- 
trachten. Bildet  man  aus  den  Quadraten  der  11  Differenzen  der  F 
in  derselben  Zeile  die  mittlere  Differenz  im  Sinne  eines  mittleren 
Fehlers,  so  folgt  als  mittlerer  Fehler  eines  jdN'  für  eine  Strecke  von 
10'  in  geographischer  Breite  ' 

±  0"»,10 . 

Für  den  Gesamthöhenunterschied  in  I  oder  II  also  ist  hiemach 
der  m.  F.  gleich: 

+  0,lVTl,  d.  i.  ±0,33'» 

und  für  das  Mittel  beider  Ergebnisse         * 

+  0,23'«. 

Die  hierin  noch  nicht  enthaltene  Unsicherheit  der  |  selbst  ver- 
gröfsert  diesen  mittleren  Fehler  nur  wenig.  Andrerseits  ist  derselbe 
eher  zu  grofs  als  zu  klein  geschätzt ,  indem  im  einzelnen  die  beiden 
Interpolationskuryen  möglichst  extreme,  obgleich  plausible  Lagen  er- 
halten haben.  Die  Fig.  45  zeigt  auch  die  dem  Mittel  von  I  und  II 
entsprechende  Interpolationskurve. 

§  23.  Lotabweichungen  in  der  Alpengegend.  Carl  von  Orff 
hat  in  der  Schrift  Bestimnitmg  der  geographischen  Breite  der  König- 
lichen Sternwarte  bei  München,  1877  (Supplement  zum  21.  Bde.  der 
Annalen  der  Sternwarte)  einen  sehr  interessanten  Anhang  beigefügt, 
worin  mittelst  süddeutscher,  österreichischer,  schweizer  und  italieni- 
scher Dreiecksnetze  Lotabweichuugen  nördlich  und  südlich  der  Alpen 
gewonnen  werden.  Auch  hier  ist  ein  Gang  unverkennbar,  jedoch  ist 
trotz  31  Punkten  in  Breite,  8  in  Länge  und  14  in  Azimut  (aufser 
dem  Ausgangspunkt  München  mit  g^  ==  0  ly^  =  0)  bei  der  Gröfse  der 
Verteilungsfläche  eine  nur  sehr  unsichere  Bestimmung  des  Sphäroids 
möglich.  'Für  eine  Reihe  Punkte  nahe  dem  Münchener  Meridian  hat 
man  nach  8.  60  a.  a.  0.  folgende  Werte: 


*)  S.  206  der  Zeitschrift  für  Vertnesstmgswesen  Bd.  4  1876  giebt  Barsch 
ähnliche  Resnltate,  welche  Differenzen  bis  zu  0,4^  mit  den  Ergebnissen  I  und 
bis  zu  0,2m  mit  den  Ergebnissen  II  zeigen. 
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No. 

Station 

Geogr.  Breite, 
angenähert 

i 

9 

Nürnberg 

49<»27,5' 

+    4,9" 

8 

Wülzburg 

49    1,5 

-    1,8 

7 

Ingolstadt 

48  45,8 

+    4,8 

6 

München 

48    8,3 

0,0*) 

5 

Holzkirchen  ] 

„  .-      ,            Mittel 

Peifsenberg  j 

47  50,5 

-    3,5 

Benediktbeuren 

4 

Wendelstein 

Mittenwald 

Lanserkopf 

Mittel 

47  31,5 

-12,1 

3 

S.  Salvatore 

45  51,1 

+  13,2 

2 

Padua    \      ; 
Venedig  j 

45  24,9 

+    5,5 

1 

Bologna 

44  29,8 

-    6,6 

Fig.  46. 


Die  graphische  Darstellung  giebt  nun  für  2  zum  Teil  zusammen- 
fallende ^  aber  im  allgemeinen  doch  extreme  Ausgleichuiigskurven 
unter  Ausgleichung  der  kleinen  Schwankungen  bei  den  3  nordlichen 
Punkten: 


*)  Angenommen. 
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I. 

II. 

Mittel 

Redu- 
ziertes 
Mittel 

—  F 

zir 

—  F 

UN" 

44,5» 

0,0» 

0,0"' 

0,0»*) 

Von  44,5"  bis  45 

-  16,5«^ 

-0,9 

wie 

-0,9 

-0,9 

-2,0» 

r,    45 

„  45,5 

+  17 

+  0,0 

in 
I 

+  0,0 

+  0,0 

-1,1 

«    45,5 

„  46 

+  52 

+  2,8 

+  2,8 

+  2,8 

+  1,4 

,.    46 

„  46,5 

+  44 

+  5,2 

+  85 

+  7,4 

+  6,3 

+  5,2 

„    46,5 

n    47 

-17,5 

+  4,3 

+  14 

+  8,2 

+  6,3 

+  5,2 

«    47 

„  47,5 

-56,5 

+  1,2 

—  69 

+  4,5 

+  2,8 

+  1,7 

„    47,5 

„  48 

-33 

-0,6 

\ 

+  2,7 

+  M 

+  0,0*) 

„    48 

«  48,5 

+    2,5 

-0,4 

wie 

+  2,8 

+  1;2 

+  0,1 

„    48,5 

„  49 

+  12,5 

+  0,2 

in 

I 

+  3,5 

+  1,9 

+  0,8 

„    49 

„  49,5 

+  12,5 

+  0,9 

+  4,2 

+  2,6 

+  1,5 

Hierbei  war 
c,  ■ 


1  und  c,  =  11150,  ^%  =  0,054. 


Die  reduzierten  Mittel  sind  durch  Subtraktion  von  1,1*"  entstanden. 
Die  Unsicherheit  des  totalen  Höhenunterschieds  von  45,5  bis  49^ 
geographischer  Breite  dürfte  2  bis  3*"  nicht  überschreiten. 

Die  Fig.  46  zeigt  noch  eine  Interpolationskurve  Y  füi*  ein  zweites 
näherungsweise  meridionales  Profil.  Die  Nummern  T,  2^,  3',  4',  5',  6',  7',  8' 
beziehen  sich  dabei  der  Reihe  nach  auf  die  Punkte  Mondoyi,  Turin, 
Mailand,  Andrate,  Rigi,  Zürich,  Strafsburg-Tübingen,  Mannheim. 

Der  Verlauf  der  |  ist  hier  ganz  ähnlich  wie  in  dem  ersten  Profil 
und  man  kann  auch  in  den  Höhen  nach  Mafsgabe  der  Flächen  einen 
ähnlichen  (rang  und  gleiche  (vielleicht  etwas  gröfsere)  Extreme  erwarten. 

§  24.  Anwendung  der  Bechnung  auf  die  Bestimmung  deä 
Sphäroids.  Um  die  Willkürlichkeiten  des  graphischen  Verfahrens 
zu  vermeiden,  kann  man  den  Weg  der  Rechnung  betreten.  Man 
wird  allerdings  sehr  bald  finden,  dafs  hier  die  willkürliche  Wahl  der 
Interpolationsformel  auch  bedenklich  ist.  Sie  ist  vielleicht  sogar 
bedenklicher  als  die  Willkür  beim  graphischen  Verfahren,  weil  es 
schwieriger  ist,  den  Grad  der  Willkür  zu  konstatieren.  Nur  bei  sehr 
dicht  liegenden  Bestimmungen,  die  eine  wirkliche  Ausgleichung  ge- 
statten, dürfte  die  Rechnung  vorzuziehen  sein. 


*)  Angenommen. 


Digitized  by 


Google 
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Nimmt  man  an^  dafs  die  Sphäroidfiäche  sich  durch  eine  Glei- 
chung darstellen  läfst*),  so  kann  man  bei  mäfsiger  Ausdehnung  eines 
Stückes^  das  in  Untersuchung  ist,  für  N'  eine  Reihe  der  Form  an- 
wenden: 


(1) 


worin  JB  «=^  B  —  B^y  JL  ^=^  L  —  Lq  ist  und  K^  den  Wert  Ton 
N'  im  Ausgangspunkte  .(^o^o)  bezeichnet.  Diese  Reihe  kann  man 
entweder  als  Taylors  Reihe  auffassen,  oder  als  eine  Interpolations- 
formel, die  aus  derjenigen  von  Lagrange  für  einen  Meridianschnitt,  also 
aus  einer  Reihe  nach  Potenzen  von  JBy  hervorgeht,  wenn  die  Eoef- 
ficienten  wieder  als  Potenzreihen  nach  z/L  entwickelt  werden. 

Ist  nun  dM  ein  Meridianelement  und  dP  ein  Element  des  Parallel- 
kreises,  dann  ist  -^  dM  der  Zuwachs  von  N'  nach  Norden  för  dM 

dN' 
und  -^  I,  dB  der  Zuwachs  von  N'  nach  Westen  flttr  dP.     Da  diese 

Grofsen  bezw.  auch  gleich  ^dM  und  —  ridP  sind,  so  hat  man: 

(2) 


dN'      ,    .  dN' 


wobei  Qm  den  Krümmungsradius  im  Meridian,  Qn  denjenigen  im  Perpen- 
dikel für  die  geographische  Breite  B  bezeichnet. 

Führt  man  die  Differentiation  aus,  so  erhält  man  Ausdrücke  ftSr 
g  und  iy,  welche  zeigen,  wie  aus  einer  Reihe  gegebener  |  und  ti  sich 
der  Ausdruck  (1)  für  N'  bis   auf  die  Konstante  Nq  bestimmen  läfsi 

Für   eine   Funktion  i.  Grades  müssen  (2  +  3  H t  +  1),  d,  i. 

~  i  (i  -f-  3)  Komponenten  der  Lotabweichung  vorliegen.  Verteilen  sich 

dieselben  nicht  gleichmäfsig  auf  $  und  %  so  müssen  doch  wenigstens 
%  der  gegebenen  Werte  Komponenten  5  oder  ij  sein,  je  nachdem 
die  Anzahl  der  i}  oder  g  dominiert. 

*)  Nähei'ungswcise  wird  dieses  trotz  der  KrüiumangsdiskontiQaitateQ  des  Geoids 
(S.  22)  der  Fall  sein.  Aber  es  bleibt  doch  jedenfalls  eine  grofae  Schwierigkeit 
infolge  derselben,  da  viele  Glieder  mit  zu  bestimmenden  Koefficienten  zur  Dar- 
stellung erforderlich  werden. 
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§  24.    Anwendang  der  Rechnung  auf  die  Bestimmung  des  Sphäroids.    575 

Wenn  man  überlegt,  dafs  eine  Äusmittelung  der  Funktion  N* 
sich  nur  lohnen  wird,  falls  für  eine  grofsere  Anzahl  Punkte  |  und  tj 
gegeben  sind,  so  giebt  es  bei  strenger  Darstellung  dieser  Werte  auch 
viele  Koefficienten  zu  bestimmen.  Eine  Verminderung  der  Anzahl 
derselben  verlangt  eine  Ausgleichung,  die  aber  wegen  der  hierbei 
unvermeidlichen  (mit  der  Natur  der  Potenzreihe  verbundenen)  grofsen 
Zahlenkoefficienten  sehr  mühsam,  ja  in  der  Regel  wohl  undurchführ- 
bar wird.  Ein  einfaches  Zahlenbeispiel  wird  die  Schwierigkeit  weiterhin 
erläutern  und  bestätigen. 

Einfacher  ist  natürlicherweise  die  Rechnung,  wenn  es  nur  gilt, 
einzelne  Profile  zu  behandeln.  Das  erwähnte  Beispiel  bezieht  sich 
in  der  That  nur  auf  ein  Profil;  allein  selbst  hier  wird  die  numerische 
Arbeit  der  Ausgleichungsrechnung  schon  bedeutend. 

Am  einfachsten  ist  es  noch,  alle  Lotabweichungskomponenten  für 
ein  Profil  streng  darzustellen,  weil  man  hierbei  die  Lagrangesche 
Int^rpolationsformel  in  der  ursprünglichen  Form  anwenden  kann,  ohne 
eine  Auflösung  von  Gleichungen  erst  vornehmen  zu  müssen.*)  Man 
hat  z.  B.  fiir  eine  meridionales  Profil,  wenn  die  Werte  |i,  l^;  ••• 
5i . .  •  6n  för  n  Punkte  gegeben  sind,  welche  in  Bezug  auf  einen  will- 
kürlichen Anfangspunkt  in  geographischer  Breite  die  Abstände  ^B^^ 
z/JBg,  . . .  z/B,-  . . .  -JB„  haben,  als  interpolatorisch  für  den  Punkt 
z/JS  bestimmten  Wert  |: 


<^     JB—JB^JB  —  JB^     JB—JB._^JB—JB._^^     JB-^dB^ 
^^^  S»  dB. --dB,  JB.—Jjß^ ' ' '  JB^—JB7~^  dB. -JB. _^^"  JB^-^JB^ 


(3) 


Die  Entwicklung  der  n  Glieder  der  Summe  rechter  Hand  giebt 
I  als  Potenzreihe  von  /JB.**)  Jedoch  dürfte  es  in  der  Regel  be- 
quemer sein,  für  eine  Anzahl  z^B  in  gleichem  Intervall  §  zu  be- 
rechnen und  /JN'  durch  mechanische  Quadratur  abzuleiten. 


*)  Diese  Interpolationsformel  ist  nichts  anderes  als  die  allgemeine  Auflösung 
des  Problems.  Um  sie  zu  gewinnen,  können  die  Koefficienten  der  Potenzreihe 
aus  dem  mittelst  Determinanten  aufzulösenden  Gleichungssystem  entnommen 
werden,  welches  die  streng  darzustellenden  Werte  der  Potenzreihe  geben.  Aufser- 
dem  ist  insbesondere  noch  ein  bekannter  Satz  über  die  Umformung  eines  Pro- 
duktes aller  Differenzen  gegebener  Gröfsen  in  eine  Determinante  anzuwenden. 

**)  Es  liegt  der  Gedanke  nahe,  die  allgemeine  Formel  für  £  auch  für  den 
Fall  aufzusuchen,  dafs  mittelst  Ausgleichungsrechuung  ans  n  Beobachtungen  eine 
Potenzreihe  mit  weniger  als  n  Koefficienten  hergeleitet  werden  soll.  Dieses  kann 
in  der  That  auch  mittelst  der  bekannten  Determinantensatze  geschehen,  allein 
trotz  der  theoretischen  Einfachheit  dürfte  doch  die  Formel  für  die  Anwendung 
zu  mühsam  erscheinen. 

TchShycJief  hat  sich  in  mehreren  Abhandlungen  (vergl.  insbesondere  die 
MimotrcB  de  VAcad,  imp.  des  sciences  de  St,  Petersbaurg  von  1868  und  1869)  mit 
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Ein  anderer  und  zwar  recht  bequemer  Weg  zur  interpolatorischen 
Darstellung  der  Lotabweichungen  einzelner  Profile  ergiebt  sich^  wenn 
man  darauf  verzichtet^  sämtliche  gegebene  Werte  durch  eine  Glei- 
chung zu  befriedigen. 

Das  einfachste  Verfahren  ist^  immer  nur  mit  Rücksicht  auf  2 
benachbarte  Lotabweichungen  zu  interpolieren,  d.  h.  also  für  ein 
meridionales  Profil  zwischen  ii  und  ^  zu  setzen: 

JB  —  dBj^  JB—JB^ 

«  =  «•  JB.^JB,  +  «*  JB,-JB,  •  W 

Im  Profil  der  |  giebt  das  gerade  Linien  zwischen  je  2  Punkten, 
also  eine  Interpolation  mit  Unstetigkeiten,  die  sich  aber  im  Profil 
der  N'  versteckt,  da  die  Gleichheit  der  §  an  den  Unstetigkeitsstellen 
des  erstgenannten  Profils  zusammenfallende  Tangenten  [siehe  die 
1.  Gleichung  (2)]  im  Profil  der  N'  erzeugt. 

Vorzuziehen  ist  es  in  vielen  Fällen,  immer  3  benachbarte  Lot- 
abweichungen zu  beachten,  also  für  ein  meridionales  Profil 


^       JB  —  JB^JB  —  dB^  JB  —  JB^JB  —  ^B^ 

^  JBj^  —  dB^  JBj^  —  JB^  "^  ^*  ^B.  —  JB]^  JB^  —  JBj^ 


jB  —  JBf^  dB  —  dB. 


+  ^*^5r=: 


dBj^  —  dBj^  dBj^  —  dB. 


(5) 


zu  setzen,  wobei  ^^  |,-,  ^jt  3  auf  einander  folgende  gegebene  Werte 
sind.  Als  Interpolationskurve  im  Profil  der  %  tritt  jetzt  die  Parabel 
2.  Grades  auf.  Selbstverständlich  giebt  es  auch  hier  Unstetigkeiten, 
aber  auch  nur  im  Profil  der  |. 

Für  die  praktische  Anwendung  dürfte  vielleicht  als  eweckmäfsigstes 
Verfahren  ein  Vorgang  der  Art  anzuwenden  sein,  dafs  man  immer 
4  benachbarte  Lotabweichungen  in  eine  Interpolationsformel  (3) 
bringt,  aber  jedesmal  nur  das  mittehte  Stück  der  Interpolationskurve 
benutzt.*)  Man  wird  auf  diese  Art  die  kleinsten  Diskontinuitäten 
erhalten.  Die  Formel  lautet  hier,  wenn  |a,  It,  ik,  h  auf  einander 
folgen : 


dem  Problem  der  Interpolation  beschäftigt,  u.  a.  auch  mit  der  Interpolation 
nach  der  Methode  der  kl.  Qu.  (1859).  Die  grofsen  Zahlen  sind  jedoch  hierbei 
nicht  vermieden,  wie  überhaupt  eine  wesentliche  Vereinfachung  gegen  die  gewöhn- 
liche Procedur  für  diese  Methode  nicht  erreicht  ist  und  auch  nicht  mOglich 
scheint. 

*)  Von  diesem  Vorgange  ist  mau  allerdings  an  den  beiden  Enden  der  zu 
interpolierenden  Amplitude  genötigt  etwas  abzuweichen,  was  aber  gerade  an 
den  Enden  ohne  Belang  ist. 
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577 


H 


jB-dB.dB—JBi^JB  —  JB^  JB—JB^JB 

i    r  6» 


JBj^  dB 


JB^  n 


^  /iB^-JB.  dBf^—JBj^  jBj-'dB^ 


JB.  —JB^  JB.  —JBj^  JB. --JB^ 


+  1* 


JB- 


-JB^JB  —  JB-JB- 


JB. 


-JB^  JBj^—JB.  JB^—JB^ 


jB,  JB  —  JB.  jB  —  JB.  JB  —  JB. 


jB, 


-JB,^JB^ 


JB;JB,  —  JB, 


wobei 


und 


(G) 


Ober  zwei  andere  Interpolationsformeln  vergl.  das  American  Journal 
of  Mathemaiics  pure  and  applied  Vol.  II  No.  4,  1879;  dieselben  sind 
aber  im  vorliegenden  Falle  weniger  zweckmäfäig.  —  Zur  Interpolation 
gegebener  Werte  £  für  Punkte  einer  Fläche  giebt  es  auch  Formeln;  schon 
Lambert  erwähnt  solche  im  3.  Teil  seiner  Beiträge  zum  Gehrauch  der 
Mathematik  (1772),  S.  68  u.  ff.  Hier  treten  immer  an  Stelle  der  Faktoren 
JB  —  JBi ,  ...  die  Faktorenpaare  {JB  —  JBi  ){JL  —  JLi )  auf.  Würde 
man  eine  solche  Formel  auf  den  Harz  anwenden,  so  gäbe  ihre  Integration 
nach  B  den  Ausdruck  für'^'  bis  auf  eine  unbekannte  Funktion  von  JL, 
zu  deren  Bestimmung  es  einer  Anzahl  Werte  97  bedarf.  Übrigens  macht 
auch  bereits  Lambert  auf  die  Vorteile  periodischer  Reihen  aufmerksam. 

§  25.  Fortsetzimg.  Eine  im  allgemeinen  weit  mehr  als  die 
Potenzreihe  za  strenger  Darstellung  und  zu  Ausgleichungen  geeignete 
Formel  erhalt  man,  wenn  K  für  einen  Meridian  nach  Fouriers 
Reihe  entwickelt  gedacht  wird  und  die  Eoefficienten  selbst  wieder 
als  Funktionen  des  geographischen  Längenunterschieds  nach  Fourier 
entwickelt  werden.    Wir  setzen  also: 


(1) 


N'  =  &o  +  ^1  ^^^  ^  +  ^2  ^^^  2a;  +  63  cos  Sx  + 

+  «1  sin  a;  +  «2  ^^^  2a;  +  a^  sin  3a;  + 

bi  =  6,'.o  +  6i.i  cos  y  +  6,-. 2  cos  2y  +  •  •  • 

-f  b'i,i  sin  y  +  &;.2  sin  2y  H 

a,  =  ö/.o  +  «f.i  cos  y  +  a^.g  cos  2y  +  •  •  • 
-f  a'i.i  sin  y  +  a-.2  sin  2y  -| 


ist  und  X  und  y  solche  Vielfache  von  ^B  und  /JL  bedeuten,  dafs 
die  zur  Interpolation  gelangenden  Amplituden  von  x  und  y  an- 
gemessen kleiner  als  2n  sind.  Man  mufs  es  nämlich  vermeiden,  dafs 
die  äufsersten  gegebenen  Werte  von  JV'  zu  Werten  von  x  bezw.  y  ge- 
hören, die  nahezu  um  2ä  verschieden  sind,  weil  der  Ausdruck  (1)  bei 
Variationen  von  x  und  y  um  2;r  dieselben  Werte  N'  wiedergiebt.  Die 
Nichtbeachtung  dieses  ümstandes  erschwert  offenbar  die  Darstellupg. 
Um  dieselbe  noch  mehr  zu  erleichtern,  ist  aufserdem  eine  Modi- 
fikation des  Ausdrucks  (1)  notwendig.  Die  DifFerentialquotienten  von 
^V,  welche  mittelst  der  Relationen  (2)  des  vorigen  Paragraphen  zu 
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-den  Ausdrücken  für  |  und  fj  führen,  besitzen  nämlich  bei  der  jetzigen 
Gestalt  des  Ausdrucks  (l)  kein  von  Cosinus  oder  Sinus  freies  Glied. 
Es  ist  daher  die  Summe  der  |  oder  iy  für  alle  Werte  über  eine 
Periode  von  x  oder  y  hinweg  gerade  null. 

Fügen  wir  nun  in  den  Ausdrücken  (1)  rechter  Hand 

zu  N' :         das  Glied  üq  x 
V  *«•    :  „  ry       ^«'o  y  (1*) 

7j  «I  :        j,      »,     ö«-.o  y , 

so  kommen  jetzt  in  den  Differentialquotienten  auch  konstante  Glieder 
vor,  sodafs  die  Summe  der  J  oder  i/  innerhalb  einer  Periode  nicht 
mehr  notwendig  null   sein  wird,   was  den  Anschlufs  sehr  erleichtert. 

Die  Differentialquotienten  sind  jetzt  erst  in  völliger  Allgemeinheit 
i^owriersche  Reihen;  sie  bleiben  es  zwar  auch,  wenn  man  %  konstant 
annimmt  und  alle  Koefficienten  von  y  bis  auf  den  einen  Koefficienten 
2>o.o  gleich  null  setzt;  allein  alsdann  ändern  sich  die  konstanten 
Glieder  der  Reihen  für  S  und  ri  nicht  mehr  von  Meridian  zu  Meridian 
bezw.  von  Parallel  zu  Parallel,  wodurch  der  Anschlufs  wieder  sehr 
erschwert  wird.  Wir  behalten  demnach  die  allgemeinen  Ausdrücke  bei. 
(Nur  a^.o  könnte  man  allenfalls  weglassen.) 

Diese  Ausdrücke  eignen  sich  aber  im  Vergleich  zu  Potenzreihen 
zur  Interpolation  gegebener  S  und  ri  (in  Strenge  oder  unter  Aus- 
gleichung) deshalb  sehr  gut,  weil  die  Koefficienten  der  Unbekannten 
nicht  blos  stark  nach  der  Gröfse,  sondern  auch  im  Vorzeichen  variieren. 

§  26.  Zahlenbeispiel.  Wir  wenden  die  Zahlwerte  des  Beispiels 
von  §  23  S.  572  auf  die  Potenzreihe  an.  Die  Figur  46  zeigt,  dafs 
g  wenigstens  vom  4.  Grade  angenommen  werden  mufs.  Indem  wir 
noch  etwas  weiter  gehen  und  in  dem  Ausdruck  (1)  S.  574  z/L  gleich 
null  setzen,  sowie  die  Bedeutung  der  Koefficienten  z.  T.  etwas  ab- 
ändern, erhalten  wir: 


(1) 


5       ^  ,      g 

Die  Differentiation "  giebt,   wenn  z/J?  in  Gradmafs  verstanden  und  5 
für  z/-B  =  null  (München)  auch  null  genommen  wird: 

g  =  Ißiz/J?  +  (t,^B'  +  J3,JB'  +  (£,^B'  +  ß,^B']  '^'^-    (2) 

in  Sek.       ^  '       ^''" 

oder  in  sofort  ersichtlicher  Abkürzung: 

g  =  ß\jn  +  (L\  JL'  +  W,  ^B'  +  (t\JTr  +  £\  JB\      (:)) 

in  Sek. 
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Wir  erhalten  nun  nachstehende  Fehlergleichungen,  indem  wir  uns  jedem 
S  eine  Verbesserung  A  beigefügt  denken  und  alsdann  |  nach  rechts 
schaffen: 


-1 

«; 

«'. 

ffl; 

«'. 

#-. 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

A,= 

+  6,6" 

-3,64 

13,2496 

-  48,2285 

175,5519 

-  639,0089 

^  = 

-  5,5 

—  2,72 

7,3984 

—  20,1236 

54,7363 

-  148,8828 

h- 

-  13,2 

-2,29 

5,2441 

—  12,0090 

27,5006 

—  62,9763 

^4  = 

+  12,1 

—  0,61 

0,3721 

—  0,2269 

0,1384 

—  0,0844 

h- 

+  3,5 

—  0,30 

0,0900 

—  0,0270 

0,0081 

—  0,0024 

A,= 

-  4,8 

+  0,63 

0,3969 

+  0,2500 

0,1575 

+  0,0992 

^8  = 

+  1,8 

+  0,89 

0,7921 

+  0,7050 

0,6274 

+  0,5584 

^9  = 

-  4,9 

+  1,32 

1,7424 

+  2,3000 

3,0360 

+  4,0075 

s 

ummen : 

29,2856 

—  77,3600 

261,7562 

-  846,2897 

Höbure  Potenzen  von  ^B  zur  Bildung  der  Normalgleichungen 

6. 

7. 

8.     1       9. 

10. 

2325,9924 
404,9612 
144,2158 
0,0515 
0,0007 
0,0625 
0,4970 
5,2899 

—  8466,6125 

—  1101,4945 

—  330,2542 

—  0,0314 

—  0,0000 
+   0,0394 
+   0,4423 
+   6,9826 

30818,470 
2996,065 
756,282 
0,019 
0,000 
0,025 
0,394 
9,217 

34580,472- 

-  112179,230 

-  8149,296 

-  1731,886 

-  0,012 
0,000 

+     0,016 
+     0,350 
+    12,166 

408332,396 

22166,087 

3966,019 

0,007 

0,000 

0,010 

0,312 

16,060 

2881,0710 

—  9890,9283 

—  122047,892 

434480,891 

Die  Normalgleichungen  lauten  hiernach  wie  folgt: 


ß\ 

«'. 

»'. 

«'. 

r. 

1. 

29,2856! 

-  77,3600 

261,7562 

—   846,2897 

2881,0710 

2. 

—  77,3600 

261,7562 

-   846,2897 

2881,0710 

-  9890,9283 

3. 

261,7562 

-  846,2897 

2881,0710 

—  9890,0283 

34580,472 

4. 

—  846,2897 

2881,0710 

-  9890,9283 

34580,472 

—  122047,892 

5. 

2881,0710 

1 

-9890,9283 

34580,472 

-122047,892 

434480,891 
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SU  1    =  —         4,843 
za2  =+      26,66565 
zu  8  =  +      63,15049 
zu  4  =  -    481,78488 
zu  6  =  +  2587,45361. 

Eine  Überschlagsrechnung  ergab,  dafs  der  Koefficient  von  ^^ 
sich  ebenso  wie  das  rechter  Hand  stehende  Absolutglied  bei  der 
successiven  Elimination  von  iB'j,  C,,  JDj,  und  (E'j  in  der  5.  Gleichung 
zuletzt  auf  einige  Einheiten  in  den  Zehnern  reduziert,  sodafs  es  sogar 
zweifelhaft  ist,  ob  die  angesetzten  Koefficienten  auf  genügend  viele 
Decimalen  berechnet  sind,  um  die  Unbekannten  mit  der  erforderlichen 
Schärfe  zu  erhalten.  Aus  diesem  Grunde,  wodurch  sich  also  das 
Verfahren  als  ganz  unpraktisch  erweist,  wurde  die  Rechnung  nicht 
fortgesetzt. 

Unter  Anwendung  der  geradlinigen  Interpolation  bezw.  der  Inter- 
polation mittelst  der  Parabel  vom  2.  Grade  (vergl.  die  Formeln  (4) 
und  (5)  S.  576)  erhielt  S.  61  a.  a.  0.  v(m  Orjf  nachstehende  Werte 
von  N\  wobei  N'  für  München  (Nr.  6)  zu  null  angenommen  wurde: 


N' 

Geogr. 

1. 

2. 

Breite 

1 

-  0,80'» 

+    8,41'» 

44,50» 

2 

-  1,08 

+    7,91 

45,42 

3 

+  1,12 

+  10,09 

45,85 

4 

+  1,62 

+    1,66 

47,53 

5 

+  0,28 

+    0,27 

47,84 

6 

0,00 

0,00 

48,14 

7 

+  0,81 

+    0,91 

48,76 

8 

+  1,02 

+    1,03 

49,03 

9 

+  1,38 

+    0,96 

49,46 

§  27.  Fortsetzung  des  Zalilenbelspiels.  Die  Reihe  (1 .  1*)  S.  577 
und  578  giebt  bei  der  Differentiation  nach  x: 


dir 

dx 


I        —  ftj  sin  rc  —  2h^  sin  2x  —  SJj  sin  3a; 

1  +  ao  +  ^1  cos  a?  +  2a^  cos  2x  +  Soj  cos  3rc  +  • 


(1) 


Hierin  haben  die  Koefficienten  a  und  h  konstante  Werte,  wenn  die 
Reihe  wie  im  vorliegenden  Falle  auf  ein  Meridianprofil  Anwendung 
findet. 
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Die   graphische  Darstellung  zeigt  nun  sofort,    dafs  es  passend 
ist,  60  dB  =  a?  zu  setzen.*)   Es  wird  somit  dx  =  60  d^B  und  daher: 


1  = 

inBek 


Qm 


—  &j  sin  X  —  2^2  sin  2x  —  Sfcg  sin  3^  —  •  •  • 
cos  X  +  2«^  cos  2x  +  Sag  cos  Sx  + 


{—  &j  si] 
+  «0  +  «1 

oder  abgekürzt: 

Sj  sin  a;  +  5g  sin  2a;  +  ^s  ^^^^  ^o;  + 


...}(2) 


1  = 

in  Sek. 


(3) 


[+  Tq  +  Tj  cos  x+  T^  cos  2x  +  Tj  cos  3a;  -| 

Da  für  München  5  =  0  gesetzt  wurde  und  zugleich  a;  =  0  ist,  hat 
man  noch  aliS  Bedingung,  um  hier  |  in  Strenge  gleich  null  zu 
behalten: 

0  =  T,  +  T,  +  T,  +  T,  +  ...,  (4) 

daher  endlich: 


f  jSi  sin  a;  +  ^g  sin 

inSekT  1  — ri(l  — cosa;)  — T2(l  — 


S^  sin  a;  +  ^8  sin  2a;  +  Ä,  si»  3a;  -| 

cos  2a;)  —  T3  (1  —  cos  3a;)  - 


(5) 


Hiermit  ergeben  sich   unter  Beschränkung   auf  6  Eoefficienten 
nachstehende  FeMergUichungen: 


X 


-  218»  24' 

Aj  =  +    6,6  + 0,621  5i 

-  1,783  T, 

,  -  0,974  S, 

-  163 

12 

A,  =  -    5,5  —  0,289 

—  1,957 

+  0,553 

—  137 

24 

A, 13,2  -  0,677 

-  1,736 

+  0,996 

-    36 

36 

A^  =  +  12,1  —  0,596 

—  0,197 

-  0,957 

-    18 

0 

A5-=+    3,5  —  0,309 

—  0,049 

—  0,588 

+    37 

48 

X^ 4,8  +  0,613 

—  0,210 

+  0,969 

+    53 

24 

Ag  =  +    1,8  +  0,803 

-0,404 

+  0,957 

»   +    79 

12 

A(,  =  —    4,9  +  0,982 

-  0,813 

+  0,368*) 

znl.  -  0,772  T,  +  0,905  5j 

—  0,574  T, 

zu  ;i,  -  0,167      —  0,771 

—  1,637 

zux,  -0,916      —0,790 

—  0,387 

znl,- 0,711       —0,941 

-  1,339 

zux.  —0,191      —0,809 

-  0,412 

zul,  —0,751       +0,918 

—  1,397 

zn  i,  —  1,289      +  0,339 

-  1,941 

zu 

ii„.- 1,928      —0,844 

—  1,536. 

*)  Ein  etwas  kleinerer  Faktor  wäre  noch  passender  gewesen. 
**)  Sollte  genauer  gleich  0^871  sein. 
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Die  Koefficienten  der  Normalgleichungen  wurden  auf  4  Decimal- 
stellen  gebildet;  indesBen  genügen  eigentlicli  2,  sodals  der  Eechen- 
schieber  hier  ausreichen  würde.    Diese  Gleichungen  sind: 

1.  3,3631 5^-   0,4853Ti  +  l,036952~2,7170i;  +  2,1366Ä3~   2,619413 

2.  -  0,4853  +  10,9321  -  1,7466  +  5,6888  •  +  1,8481  +  7,5092 
3. +1,0369  —1,7466  +5,4983  —2,1308  +0,1849  -2,9844 
4.-2,7170  +5,6888  -2,1308  +7,9476  +1,4782  +8,6142 
5.  +2,1366  +  1,8481  +0,1849  +1,4782  +5^475  +  1,9976 
6.-2,6194  +7,5092  —2,9844  +8,6142     +1,9976  + 13,2001 

zu  1  =  —  0,0226 
zu  2  =  —  23,6202 
zu  3  =  +  40,9866 
zu  4  =  —  9,3747 
zu  6  =  —  6,7633 
zu  6  «=  —    3,4178. 

Sie  sind  geprüft  durch  direkte  Bildung  ihrer  Summengleichung,  welche 
auch  bei  der  successiven  Elimination  zu  steter  Eontrolle   mit  fort- 
geführt wurde  {Ausgleichungsrechnung  S.  104). 
Die  reduzierten  Normal gleichungen  lauten: 

3,36315i-   0,4853^1+  1,0369^2 -2,71701;+ 2,13665,-2,61943;  i. 

10,8621     —1,5970      +5,2967      +2,1564     +7,1312     2. 

4,9438      -  0,5144     —  0,1568     -  1,1283     3. 

3,1163      +2,1365     +2,9032     4. 

1,9922     +0,2198     5. 

3,4917     6. 
zu  1  =  —    0,0226 

zu  2  =  —  23,6235 

zu  8  =  +  37,5204 

zu  4  =  +    6,0305 

zu  5  =  —    5,0035 

zu  6  =  +  15,5709, 

woraus  sich  nachstehende  Werte  der  Unbekannten  ergeben: 

Si=       2,1674    log  =  0,33594 
T,=  —  3,1793  0,50233n 
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S,  =  +  8,4951 

0,92917 

T^ 0,1601 

9,2044« 

S,  =  -  3,0035 

0,47763 

?;  =  + 4,45^4 

0,64927 

10 


Die  übrigbleibenden  Fehler,  d.  h.  die  Verbesserungen  der  gegebenen  g 
(abgesehen  von  |  für  München)  werden: 


[XX]  =  27,190. 


-  Dagegen  ist  nach  den  bekannten  beiden  Kontrollformeln*)  im 
Mittel  [XX]  =  27,194.  Von  diesen  ist  namentlich  diejenige,  welche 
die  Glieder  der  reduzierten  Normalgleichungen  benutzt,  interessant; 
denn  sie  zeigt,  wie  sich  [XX]  durch  Mitnahme  je  einer  weiteren  Un- 
bekannten verkleinert     Man  hat: 


A,  =  +  0,187" 

A, 1.385" 

Aj  =  —  0,163 

A,  =  —  3,439 

A3  =  +  0,107 

Ag  =  +  3,487 

A,  =  +  0,273 

A, 1,067 

[AA]  =  [U]  - 


0,0226« 


23,6235^ 
10.8621 


8,3631 

457,00  —  0,000  —  51,378  —  284,756 
-  11,670-  12,566  —  69,437 


=  27,193. 


g  = 


Die  Formel  für  S  wird  jetzt,  da  nach  (4)  T^  =  —  1,1200  folgt: 
+  2,1674  sin  x  +  8,4951  sin  2x  —  3,0035  sin  3x  | 

in  Sek.   l  __  1,1200  —  3,1793  cos  X  —  0,1601  cos  2x  +  4,4594  cos  3^  j 

oder 

-  1,1200  +  3,8478  sin  (x  -  55«  43')] 

+  8,4967  sin  {2x  —  1«  o  ) 

+  5,3765  sin  (Sx  +  123^  59'). 

Es  wird  ferner: 


in  Sek. 


j     h  —  2,1674  COS  X  —  4,2476  cos  2x  +  1,0012  cos  3a;     )    e,„ 
^    '^  l  — 1,1200a;- 3,1793 sin x— 0,0801  sin2a:+  l,4865sin3j)  «''T 


oder 


N'' 


\  —  1,1200  X  —  3,8478  cos  (x  —  55«  43') 

-  4,2483  cos  {2x  —  1«  5') 

-  1,7922  cos  (3a;  +  123»  59') 


60^ 


*)  Ausgleiehungsredmimg  S.  106  u.  107  (6)  und  (9). 
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wobei  X  im  2.  Glied  als  Arcus,  oder  gleich  x  in  Graden:  q^  zu  ver- 
stehen ist.     Ferner  ist  q^  :  p"  für  46,5^  Breite  gleich  30,87 ;  a;lso 


60^" 


0,5145. 


Berechnet  man  noch  zur  Kontrolle  nach  der  zweiten  der  eben 
für  5  gefundenen  Formeln  |  für  die  8  Beobachtungen,  so  folgt: 

Ai  =  +  0,193"  Aß 1,386" 

Ag  =  —  0,163  A7  =  —  3,442 

A3  =  +  0,101  Ag  =  +  3,493 

X^  =  +  0,271  Ag 1,036, 

was  völlig  genügend  mit  den  oben  ermittelten  Werten  stimmt,  wenn 
man  beachtet,  dafs  die  Koefficienten  der  Fehlergleichungen  nur  mit 
3  Decimalen  angesetzt  sind.  (Ag  weicht  allerdings  infolge  eines 
gröberen  Versehens  in  einem  Koefficienten  um  0,03"  von  dem  Ergebnis 
der  anderen  Rechnung  ab,  doch  ist  auch  das  noch  ohne  Belang.) 

Man  findet  endlich  nach  den  Formeln  für  5  und  N'y  wenn  zu 
allen  K  noch  (5,42  —  h^  .  0,5145  addiert  wird,  um  N'  für  München 
gleich  null  zu  bekommen: 


■ß' 

äB 

. 

£ 

N' 

44,5»  i 

-  3,64» 

-218»  24' 

—  6,41" 

+  5,3"' 

45 

-3,14 

-  188  24 

-  5,59 

+  3,3 

45,6  1 

-2,64 

-  158  24 

+  7,55 

+  3,5 

46   ' 

—  2,14 

-  128  24 

+  12,78 

+  6,7 

46,5  1 

—  1,64 

—  98  24 

-  1,00 

+  8,6 

47 

-1,14 

-  68  24 

—  15,32 

+  6,1 

47,5  ' 

-0,64 

-  38  24 

—  12,43 

+  2,0 

48   ' 

-0,14 

-   8  24 

-  1,89 

+  0,1 

48,5  1 

+  0,36 

+  21  36 

+  1,61 

+  0,2 

49   ' 

+  0,86 

+  51  36 

+  1,58 

+  0,6 

49,5  i 

+  1,36 

+  81  36 

+  4,00 

+  1,4 

50   ' 

+  1,86 

+  111  36 

+  1,68 

Die  Ergebnisse  für  die  K  weichen  innerhalb  45,5®  und  49®  von  den 
früher  auf  S.  573  auf  graphischem  Wege  erhaltenen  um  3  bis  5"*  ab. 
Wenn  man  aber  den  Verlauf  der  |  nach  vorstehender  Rechnung  in 
der  Zeichnung  Fig.  46  betrachtet,  woselbst  er  durch  Kurve  III  dar- 
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gestellt  ist;  wird  man  sich  sagen  müssen,  dafs  dem  jetzigen  Resultat 
mindestens  nicht  mehr  Sicherheit  zukommt,  als  dem  früher  auf 
graphischem  Wege  erhaltenen. 

Ein  strenger  Anschlufs  an  alle  9  Werte  g  würde  wenig  förder- 
lich sein,  weil  derselbe  die  Kurve  nur  wesentlich  in  der  Gegend 
der  Punkte  7,  8  und  9,  wo  jetzt  der  Anschlufs  noch  schlecht  ist, 
beeinflussen  wird.*) 

§  28.  Historische  Notizen  znr  Entwicklung  der  Theorie 
der  Lotabweichungen.  Die  Beziehung  (10)  S.  537  zwischen  Lot- 
abweichung in  Länge  und  Azimut,  d.  h.  also  die  mehrerwähnte 
Kontrollgleichung,  gab  bereits  Laplace  1799  in  der  Mecanique  Celeste 
t  II,  L  III  p.  117  und  zwar  nur  speziell  für  die  Endpunkte  eines 
Meridianbogens  an. 

Gaufs  benutzt  sie  1830  (vergl.  Gaufs'  Werke y  Bd.  4  8.  376) 
gelegentlich  einer  Anzeige  der  Operatiotis  gcodesiques  et  astronom.  pour 
la  mestire  cTun  arc  du  parallele  mayen,  executees  en  Pietnont  et  en 
Savoie  etc.  en  1821—23,  um  die  Güte  der  Messungen  zu  kontrollieren. 
Bei  dieser  Operation  waren  die  geographischen  LängendiflFerenzen 
noch  durch  Pulversignale  ermittelt  worden;  die  Kontrollen  waren  also 
dabei  von  weit  geringerem  geodätischen  Wert,  wie  jetzt  seit  Ein- 
führung des  elektromagnetischen  Telegraphen. 

Ausführlich  stellt  Bessel  1837  in  seiner  mehrerwähnten  Ab- 
handlung Über  den  Einflufs  der  ünr'egelniäfsigkeiten  der  Figur  der  Erde 
auf  geodätiscihe  Arbeiten  und  ihre  Vergleidiufig  mit  deti  astronomischen 
Bestimmungen  {Astronom,  Nachr.  Bd.  14,  Nr.  329—331,  S.  269  oder 
Abhandlungen  Bd.  3,  S.  19  u.  flF.)  alles  Wesentliche  dar,  sodafs  seitdem 
über  die  Berechtigung,  ja  Notwendigkeit,  mit  der  Hypothese  des  Ro- 
tationsellipsoids zu  rechnen,  ebenso  wenig  ein  Zweifel  bleiben  konnte, 
wie  über  die  Rechnungsvorschriften,  um  Lotabweichungen  u.  s.  f.  aus 
Messungen  zu  ermitteln. 

Ebenso  behandelt  das  Hauptwerk  der  englischen  Vermessung 
Ordnance  Suroey,  Principal  Triangulation  1858  das  Problem,  S.  609  u.  ff. 

Auch  General  von  Schubert  entwickelt  1860  in.  den  Astr(mom. 
Nachr.  Bd.  52,  Nr.  1245  —  47,  S.  321  die  Formeln  für  den  Einflufs 
einer  Lotabweichung   auf  Azimut,    Breite   und  Länge.     Die  Zenith- 


*)  Wir  können  zum  Schlufs  nicht  unerwähnt  lassen,  dafs  wir  das  Aus- 
gleichungsverfahren  auf  die  Zahlwexte  des  §  23  S.  572  nur  des  Beispiels  halber 
angewandt  haben.  Strenggenommen  ist  es  im  vorliegenden  Falle  ganz  und  gar 
nicht  am  Platze.  Die  Beobachtungen  £  sind  ja  auch  zu  einer  irgend  sicheren 
Bestimmung  viel  zu  lückenhaft. 
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distanz  irdischer  Objekte  nimmt  er  90^^  sodafs  sie  hier  keinen  Einflufs 
hat.     Doch  giebt  er  die  Formel  für  Horizontalwinkel  an. 

Nach  Pui88ant,  Traue  de  Geodesie,  t.  II  hat  übrigens  schon  Yor  Laplace 
in  der  Mitte  des  18.  Jahrhunderts  Clairaut  einen  Versuch  gemacht,  Ab- 
weichungen von  der  rotationsellipsoidischen  Gestalt  in  betracht  zu  ziehen. 

Neuere  Darstellungen  sind  von  Vülarceau,  Sadeheck  (Astronom.  Nachr. 
1877  Bd.  90  S.  113  und  Bd.  91  S.  145)  und  Bremiker  (mitgeteilt  von 
V,  Morozotcicz  ebenda  Bd.  90  S.  353).  Letztere  zwei  Autoren  beschäftigen 
sich  insbesondere  mit  dem  Einflufs  auf  Horizontal winkel. 

Villarceau  bespricht  zuerst  das  Theorem  von  Laplace^  sein  1.  Theorem, 
\md  behandelt  sodann  verschiedene  Methoden  zur  Bestimmung  der  Er- 
hebung N  des  Geoids  über  dem  Ellipsoid;  nämlich  erstens  diejenige  durch 
Zenithdi stanzen  in  Verbindung  mit  geometrischen  Nivellements  (veigl. 
S.  521)  und  zweitens  diejenige  durch  Interpolation  der  Lotabweichungeo, 
far  welchen  letzteren  Fall  er  verschiedene  Interpolationsformeln  angiebt. 
Wenn  er  aber  dabei,  um  zu  einem  Ausdruck  für  N  zu  gelangen,  darauf 
fufst,  dafs  N  eine  [analytische]  Funktion  von  ^^^  und  JL  ist,  dafs  man 
also  unzweifelhaft 

dP^       dM 
setzen    könne,    weil    beide    Differentialquotienten   nur    denselben  Wert 
r^  p^  jTf   vorstellen,  so  ist  dieses  (wie  früher  bemerkt)  nicht  ganz  korrekt 

und  nur  eben  für  eine  Interpolationsformel  zulässig  (vergl.  S.  574). 

Sein  2.  Theorem  giebt  den  Einflufs  der  Lotabweichung  auf  die  Zenith- 
distanz,  sein  3.  die  letztgenannte  Differentialgleichung.  VergL  Verhand- 
lungen der  permanenten  Kommission  der  europäischen  Gradmessung  von 
1875  (publ.  1875)  S.  111  u.  ff.,  woselbst  eine  Zusammenstellung  seiner 
Arbeiten,  das  1.  Theorem  ausgenommen,  sich  findet;  oder  Journal  de 
Mathem.  pures  et  appl.  (2.  Ser.,  t,  12.  1867);  Comptes  rendus  1868  Bd.  67 
'  S.  1275  sowie  1871  Bd.  73  S.  808  (periodische  Reihen  nach  Bertrand) 
und  1873  Bd.  76  S.  851  (Potenzreihen). 

Besscl  giebt  (vergl.  Abhandlungen  Bd.  3  S.  39)  in  seiner  obenerwähnten 
Abhandlung  auch  Formeln  zur  Bestimmung  der  speziellen  Krümmunga- 
verhältnisse  in  einem  Punkte,  womit  die  Bestimmung  eines  osculierenden 
Ellipsoids  eng  zusammenhängt.  Ebenso  behandelt  ZajpZace  1799  in  der  Mec. 
cel.  t.  II  1.  III  p.  124  die  Aufgabe,  aus  Breiten-  und  Azimutmessnngen  ein 
an  einer  Stelle  osculierendes  Rotationsellipsoid  zu  ermitteln.  (Vergl.  auch 
Ordnance  Survey,  Principal  Triangulation  S.  622  u.  ff.  und  Gaufs  im  Brief- 
wechsel zwischen  Gaufs  und  Schumacher  Bd.  2.  S.  197.) 

Da  diese  Fragen  indes  keinerlei  praktischen  Wert  haben,  so  sind  sie 
hier  nicht  behandelt. 
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13.  Kapitel. 
Bestimmung  des  Erdellipsoids  aus  Gradmessungen. 

§  1.  Yorbemerkungen.  Obwohl  die  allgemeinen  Formeln  zur 
Bestimmung  des  Rotationsellipsoids,  welches  sich  vielen  über  die 
Erdoberfläche  verteilten  astronomisch -geodätischen  Messungen  am 
besten  anschliefst,  im  wesentlichen  schon  §  20  S.  562  gegeben  sind, 
ist  es  doch  erforderlich,  die  Bestimmung  dieses  Erdellipsoids  noch 
besonders  zu  behandeln,  um  die  für  gewöhnlich  üblichen  Methoden 
nicht  unerwähnt  zu  lassen  und  die  Bedeutung  der  Ergebnisse  zu  be- 
leuchten. 

Die  Messungen  denken  wir  uns  wieder  in  der  für  Landes- 
vermessungen angegebenen  Weise  nach  S.  485  u.  fi;  reduziert,  wobei 
irgend  welche  vorläufigen  Elemente  der  Meridianellipse  benutzt  wer- 
den und  alle  Grundlinien  auf  das  Meeresniveau  zu  beziehen  sind. 
Wie  schon  früher  hervorgehoben  ist,  werden  die  rein  geodätischen 
Resultate  von  den  Abweichungen  des  Lotes  und  der  gewählten  Ele- 
mente der  MeridianeHipse  gegen  das  gesuchte  Erdellipsoid  weit 
weniger  afficiert,  als  die  astronomischen  Resultate.  Wir  werden  uns 
daher  in  1.  Annäherung  immer  begnügen  können,  die  rein  geodäti- 
schen Resultate  bis  auf  einen  von  der  Höhenlage  des  Geoids  zum 
Erdellipsoid  abhängenden  Reduktionsfaktor  der  linearen  Längen  als 
richtig  anzunehmen. 

§  2.  Zwei  Breitengradmessungen.  Bereits  S.  12  ist  erwähnt, 
dafs  bei  den  ältesten  Messungen  zur  Ermittlung  der  Gröfse  und  Ge- 
stalt der  Erde  die  Meridianbögen  direkt  als  horizontale  Strecken  ab- 
gemessen wurden.  Wir  denken  uns  in  dieser  Weise  direkt  oder 
durch  Triangulation  indirekt  zwei  Meridianbögen  in  (absolut  ge- 
nommen) möglichst  verschiedenen  geographischen  Breiten  ermittelt 
und  nehmen  an,  dafs  ihre  Amplituden  in  geographischer  Breite  etwa 
1  bis  2°  nicht  wesentlich  überschreiten. 

Nach  S.  52  kann  man  aber  einen  Meridianbogen  von  geringer 
Ausdehnung  in  Bezug  auf  seine  Länge  mit  grofser  Genauigkeit  als 
einen  Kreisbogen  betrachten,  dem  der  zur  mittleren  Breite  gehörende 
Krümmungsradius  im  Meridian  als  Radius  und  die  Differenz  der  geo- 
graphischen Breiten  der  Endpunkte  als  Zentriwinkel  entsprechen. 

Sind  nun  für  eine  Gradmessung  B^  und  B^  die  geographischen 
Breiten  der  Endpunkte  und  bezeichnet  Qm  den  Krümmungsradius  im 

Meridian  für  die  Breite  J5  =  —  (B^  -f-  B^) ,  so  wird 
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588        13.  Kapitel.    BcsümmuDg  des  Erdellipsoids  aus  Grftdmessungen. 

^'»  =  ^"  J^  +  •  •  •  '  (^) 


worin  M  die  Länge   des  Meridianbogens   bezeichnet  und  /4B  gleich 
dem  absoluten  Werte  der  DiflFerenz  B^  —  B^  in  Sekunden  ist. 

Aus  2  Werten  Qm  und  Qm,  für  die  mittleren  Breiten  B  und  Ü 
bestimmt  sich  <?  wie  folgt.    Es  ist 

_        ao  (1  -  e«)  «'   =  __  ^'oi^_-  ?5  /-Q^ 

Hieraus  folgt  durch  Division  und  Potenzierung: 
1  -c'sin'B  _  (9^  ^ 


Reduziert  man  dies  auf  c*  bezw.  1  —  c*,  so  ist  endlich: 

cos'  B  —  { 

q  sin*  jB'  —  sin*  B  1 


c*  =  -..V"'-.^    und     l-^^lhy-^^^lÄs-.3^'^\ 
q  sm*  jB^  —  sin'  B  \%/ 


~m)' 


(3) 


Kennt  man  erst  (?y  so  folgt  o^  aus  den  Gleichungen  (2)  für  ^m 
und  pm  ohne  Schwierigkeit. 

Wenn  man  bedenkt^  dafs  p^  und  Qm  yerhältnismäfsig  wenig  von 
einander  abweichen,  so  kann  man  unter  Vernachlässigung  der  2.  Po- 
tenz von  {qm  —  pm)  Näherungsformeln  fiir  e?  oder  die  Abplattung  11 
ableiten,  welche  Formeln  indessen  kaum  einfacher  sind  als  obige 
Formel,  trotzdem  aber  früher  im  Gebrauch  waren.  Sei  Qm,  >  Qm,  so 
setzen  wir  successive: 


o  o'..  —  o^ 

+  ••• 


(4) 


Im  2.  Glied  des  Nenners  darf  man  für  q^  auch  j/pm  Qm    setzen, 

da  dies  im  Resultat  nur  einen  Fehler  der  Ordnung  l-^ ^  j   giebt, 

der  um  so  geringfügiger  ist^  als  noch  der  Faktor  sin^  B  hinzutritt  (ins- 
besondere weil  B  absolut  genommen  die  kleinere  geographische  Breiteist). 
Multipliziert   man   aufserdem  Zähler  und  Nenner  mit  3600 :  q'j 
sodafs   Qm   und   Qm   in   die  Gradlängen   G'   und   G   übergehen,  und 
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§  2.    Zwei  Breitengradmessangen.  589 

beachtet  die  Beziehung  von  e*  zu  H,  sowie  die  Relation  sin*  JB'  —  sin*  B 
=  sin  (B'  +  B)  sin  (JB'  —  B) ,  dann  wird  erhalten: 


J^  (G'^G):VW^  -j ,  (5) 

*  ™  3    sin  {B'  +  B)  sin  (B'  —  -B) 

Setzt  man   entsprechend   der   peruanischen  und  der   revidierten 
älteren  französischen  Gradmessung*) 

G'  —  57012'  für  K  =  45« 

G  =56734    „    B  =  —  10  31', 


80  folgt 


log  ^  =  0,0021229        log  q  =  0,0014153 


q  =  1,0032642       g  —  1  =  0,0032642 
q  sin*K  =  0,5016321       sin*  B  =  0,0007005. 

Die  Formel    (3)   für  c*  giebt   somit  c*  =  0,0065163;   hieraus   folgt 
streng: 

11  =  0,0032635  =  1:306,4. 

Dagegen  giebt  die  Formel  (5)  für  H  naherungsweise 

Ä  =  1  :  306,7  . 

Nach  Todhunter,  Figwre  of  the  Earth  Bd.  1  S.  70  löste  Maupertuis  die 
Ab^be,  die  Axen  des  Erdellipsoids  aus  2  Breitengradmessungen  zu  finden, 
in  einer  Abhandlung  betitelt  Sur  la  Figure  de  la  Teure  in  den  Memoiren 
der  französischen  Akademie   der  Wissenschaften  von  1733  (publ.  1735). 

Mawpertms   setzt  ft«  4"  (^'  —  ö^)  :  (Ö^'  ain«  B'  —  ö  sin"  JB),    während 

E.  Schmidt  1829  in  seinem  Lehrbuch  der  mathematischen.  Geographie  Bd.  1 

3 

S.  178  Formel  (5)  entwickelt,   mit  dem  Unterschied,   daTs   die  YG'^G 

durch  G  ersetzt  ist  Nach  Gehlers  physikalischem  Wörterbuch  Art.  Erde 
S.  861  gaben  Euler  und  Roumovaky  die  oben  Maupertuis  zugeschriebene 
Formel. 

Die  Formel  (5)  zeigt,  dafs  bei  denselben  Werten  von  B  und  JB' 
die  Schärfe  der  Bestimmung  von  ü  besonders  von  den  Fehlern  in 
G'  —  G  abhängt 

Vereinfachen  und  modificieren  wir  diese  Formel  für  den  Zweck 
weiterer  Untersuchung  nach  dieser  Hinsicht. in 


*)  Nach  R.  Wolff,  Handbuch  der  Math.y  Physik,  Geodäsie  und  Astronomie 
Bd.  2  S.  130  und  E.  Mayer,  Gestalt  und  Gröfse  der  Erde  S.  37.  Nimmt  man 
mit  Zach  (vergl.  Mayer  a.  a.  0.  S.  36)  G  =  56732,  po  folgt  entsprechend  der 
üblichen  von  uns  S.  13  reproduzierten  Angabe  n  ^  1  :  304. 


Digitized  by 


Google 
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a  =  (2  -  l)  :  3sin  (JT  +  B)  sin  {B' —  B) -] ,  (6) 

so  sehen  wir,  dafs  der  Zähler  rechter  Hand  für  JB'  =  90^  und  B  =  0^ 
bei  ü  =  y^^  den  Wert  ^Jj-q,  seinen  Maximal  wert,  annimmt.  In  der 
Regel  ist  aber  dieser  Zähler  weit  kleiner  und  nun  ist  leicht  zu  er- 
kennen, wie  sehr  die  Abweichungen  des  Geoids  vom  Erdellipsoid 
die  Berechnung  von  H  beeinflussen. 

Für  obiges  Beispiel  ist  -^  —  1  ==  -j^^ .     Wenn  nun  für  G  das 

Geoid  1000"*  über  dem  EUipsoid  liegt,  so  ist  G  um  ^^j^  seines  Be- 
trages zu  verkleinem.  Der  Zähler  in  (6)  wächst  also  um  ^-gVir  ^^®^ 
^  seines  Betrages,  d.  h.  es  wird  H  =  ^^. 

Noch  beträchtlicher  ist  der  Einflufs  der  Fehler  in  den  geographi- 
schen Breiten.  Ist  die  Amplitude  für  G  um  nur  5"  durch  Lot- 
abweichungen oder  Beobachtungsfehler  irritiert,  so  giebt  das  ^^j^  oder 
Tj^^  Fehler  in  G  und  also  ^^  Fehler  in  ü  in  Bruchteilen  seines  Be- 
trags. Hierdurch  geht  ü  in  rund  ^j^tf  ^^^^  ^iiF  0®  nach  dem  Vor- 
zeichen des  Fehlers)  über. 

Dieses  Beispiel  beweist  zur  genüge,  dafs  aus  2  wenig  ausgedehn- 
ten Breitengradmessungen  selbst  ein  nur  leidlich  brauchbarer  Wert 
von  ü  nicht  zu  erzielen  ist,  da  Beeinflussungen  der  Lotrichtung  schon 
durch  Lokalanziehung  recht  wohl  im  Betrag  mehrerer  Sekunden  vor- 
kommen können. 

§  3.  Reduktion  anf  den  Abstand  der  Parallelen.  Die  End- 
punkte eines  zur  Bestimmung  von  Qm  durch  Triangulation .  gemesse- 
nen Bogens  liegen  im  allgemeinen  nicht  genau  auf  demselben  Meridian. 
Um  die  Krümmung  im  Meridian  kennen  zu  lernen,  mufs  daher  vor- 
erst aus  der  Entfernung  dieser  Punkte  der  Meridianbogen  abgeleitet 
werden,  welcher  ihren  geographischen  Breiten  entspricht  und  der  Ab- 
stand der  Parallelen  genannt  wird. 

Die  Reduktionsformel  fällt  verschieden  aus,  je  nachdem  man 
aufser  der  geodätischen  Linie  zwischen  den  Punkten  P^  und  Pg  als 
gegeben  voraussetzt  das  Azimut  in  P^  oder  in  Pg,  oder  den  geo- 
graphischen Längenunterschied.  Mit  Rücksicht  darauf  aber,  dafs  die 
Dimensionen  des  Rotationsellipsoids  als  zu  bestimmende  Gröfsen  bei 
der  Reduktion  möglichst  wenig  Einflufs  erhalten  müssen,  ist  es  vor- 
teilhaft, mit  Bessel  anzunehmen,  dafs  beide  Azimute  gegeben  und  zwar 
direkt  aus  astronomischen  Beobachtungen  abgeleitet  sind. 

Die  Formel,  welche  hierbei  in  Anwendung  zu  bringen  ist,  ist 
(16)  auf  S.  308,  wobei  s  die  gegebene  geodätische  Linie,  dagegen  M 
den  Abstand  der  Parallelen  bezeichnet.  Der  Einflufs  von  e^  beträgt 
nun  in  Bruchteilen  von  M  in  der  That  nur 
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-^  e^  —i  sin*«  cos  2Ii ; 
12       Co*  ' 

er  ist  also  für  alle  praktischen  Fälle  beinahe  verschwindend  und  wir 
können  daher  im  Folgenden  wenigstens  den  Einflufs  eines  Fehlers 
in  e^  auf  die  Reduktion  vernachlässigen.  Ebenso  gestaltet  sich  das 
Verhalten  der  Formel  in  Bezug  auf  einen  kleinen  Fehler  in  a^  günstig. 

Weit  ungünstiger  ist  dagegen  eine  Formel,  welche  nur  eines  der 
Azimute,  etwa  ai.2,  als  gegeben  ansieht 

Die  ersten  Glieder  einer  solchen  Formel  lauten  nämlich: 


M 


=  —  s(cosai,i  -f""2   *  tan  J5i  sin* «1.2  (l  —  ye*sin*JB,j  +  •••)  (1) 

und  man  sieht,  dafs  der  Einflufs  von  a^  und  e*  hier  besonders  des- 
halb ein  grofserer  ist,  weil  s  nur  in  der  1.  Potenz  als  Faktor  von 
er  auftritt. 

Aufserdem  ist  oflFenbar  die  (vervollständigte)  Formel  (1)  zur  nume- 
rischen Rechnung  mit  Rücksicht  auf  die  Anzahl  der  Reduktionsglieder 
auch  weit  unbequemer  als  die  oben  genannte  Formel  (16)  S.  308. 

Was  die  Genauigkeit  dieser  letzteren  Formel  bezüglich  der  in 
der  Parenthese  vernachlässigten  Glieder  (von  der  6.  Ordnung  in  Bezug 

auf  e  und  —  )  anbetrifft,  so  läfst  sich  ohne  weiteres  soviel  erkennen, 

dafs  erst  bei  s :  a^  =  0,1  höchstens  die  8.  Decimalstelle  von  log  M 
eine  geringfügige  Unsicherheit  erhalten  wird,  eine  Genauigkeit,  die 
immer  ausreicht. 

Die  Reduktion  auf  den  Meridianbogen  kann  auch  dadurch  ge- 
schehen, dafs  man  ein  Perpendikel  von  dem  einen  Endpunkt  auf  den 
Meridian  des  anderen  fällt  und  die  geographische  Breite  des  Fufs- 
punkts,  sowie  die  Länge  des  Meridianbogens  bis  zu  demselben  er- 
mittelt. Diesen  Weg  schlug  Delambre  in  den  mehrfach  erwähnten 
Methodes  analytiques  pour  la  Determination  cCtm  Are  du  Meridien 
ein  (1799). 

Verschiedene  andere  Formeln  giebt  das  Werk  Ordnance  Survey^ 
Principal  Triangulation  S.  248  u.  ff. 

§  4.  Mehrere  Breitengradmessnngen.  Die  neueren  Breiten- 
gradmessungen bestimmen  die  geographischen  Breiten  nicht  nur  für 
die  äufsersten  Punkte  meridionaler  Dreiecksketten,  sondern  auch  für 
Punkte  mittlerer  Lage.  Es  zerfallt  somit  schon  jede  einzelne  Opera- 
tion in  mehrere  Breitengradniessungen.  Da  nun  die  Gesamtzahl  aller 
Mpssungen  2  weit  übersteigt,  so  erfordert  die  Berechnung  der  Werte 
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f&r  die  Elemente  der  Meridianellipse  aus  allen  diesen  Messungen  eine 
Ausgleichung. 

Bezeichnen  wir  die  astronomischen  Punkte  einer  einzelnen  Dreiecks- 
kette von  Süden  nach  Norden  geordnet,  mit  P^  Pj^ , . .  Pm  und  denken 
uns  mit  Bessel,  indem  auf  allen  diesen  Stationen  auch  das  Azimut 
als  gemessen-  vorausgesetzt  wird,  für  je  2  benachbarte  Stationen  den 
Abstand  M  der  Parallelen  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  er- 
wähnten Formel  (16)  von  S.  308  berechnet,  so  kann  man  durch 
successive  Addition  die  Meridianbogen  zwischen  den  Parallelen  von 
Pq  und  Pj,  Pg,  ^  ..  Pm  bilden.  Wir  bezeichnen  dieselben  mit  -Mo.i, 
Jlfo.2,  .. .  -Mo.«. 

Aus  den  M  lassen  sich  aber  nach  den  Formeln  des  §  10  8.  53u.  ff. 
die  Differenzen  der  geographischen  Breiten  berechnen,  wenn  die  Ele- 
mente der  Meridianellipse  als  bekannt  vorausgesetzt  werden.  Es  ist 
z.  B.  die  Formel  zur  Berechnung  der  Breitendifferenz  von  Pq  und  Pi 
aus  Jfo.. : 

Bi  —  Bq  =  ^0Q,i  +  S^^ti  cos  2(^0. f  sin  z/tfo.i 

in  Sek.  in  Sek. 

Ol 

+  —  q'n^  cos  4(^0.1  sin  2^<yo.i  +  •  •  • 


worm 


sowie 


8 

2tfo  =  2^0  —  3p"n  sin  2Po  + 

in  Sek.        in  Sek. 


j0Q,  =  3600  -^ 

in  Sek.  "■ 


ist  und  G  mit  %  durch  die  Gleichung  zusammenhängt: 


(1) 


9'  1  +  n 

Glieder  mit  n*,  welche  selbst  für  Jfo.,- =  0,lao  kaum  0,001"  be- 
tragen, sind  hierbei  nicht  berücksichtigt,  da  Beobachtungsfehler  imd 
Lotabweichungeu  in  den  Gleichungen  weit  gröfsere  Widersprüche  er- 
zeugen, nämlich  erfahrungsmäfsig  im  Mittel  2  bis  3  Sekunden. 

Ist  nun  6r"  ein  Näherungswert  von  G  (der  mittleren  Länge  eines 
Grades)  und  w"  ein  solcher  für  w  (der  anstatt  e*  eingeführten  und 
nach  ihrer  Bedeutung  S.  37  charakterisierten  Hilfsgrofse),  so  wird 
man  definitiv  setzen  können: 

-i=^(l+^)     und     „  =  „"(!+,/).  (2) 

Hierin  bedeuten  die  x  und  y  nur  noch  kleine  Brüche. 
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Die   Substitution   dieser  Werte   in   (1)   fährt   zu   nachstehender 
Formel: 

{S;  -K)  +  ^^0..-  (1  +  3n"cos  2(y;')  x 

21 
/  .-^/i    «1   pna  'y.n^   •  am  ytn^   ■  -i- 


Bi  —  Bq 

in  Sek. 


(3p"n"cos 2<yo.« sin z/<To.,  +  -,  p"«"*co8 4<yo  t sin 2Jcq  A      , 
*  JyH — 

+  9p"  n '*  sin  2Bq  sin  2^0.,-  sin  z/tfi'.,-  / 


(3) 


wobei  das  1.  Glied  rechter  Hand  die  mit  den  Näherungswerten  be- 
rechnete Breitendifferenz  bezeichnet.     Es  ist  nämlich: 

B'l  —  Si  =  z/cTo.,  +  3p"n"cos  26o,i  sin  Jöqa 

in  Sek.  in  Sek. 

+  g  p"n"*  COS  4<yo.,-  sin  2Jöö.i  H — 


2tfo...  =  2<yo  +  ^(5'd.i        2a7  =  2tfo  +  2z/aö.,- 


2(^0  = 

in  Sek. 


=  2^0  — 3p"n'sin2I?o  + 
in  Sek. 


in  Sek. 


3600  ^?;- 


(4) 


In  Formel  (3)  sind  die  bei  der  Substitution  der  Ausdrücke  (2) 
entstehenden  in  xy  und  t^  multiplizierten  Glieder  weggelassen.  Die- 
selben betragen  filr  x  =  0,0001  und  y  =  -^Q  höchstens  einige  Tausendstel- 
^  Sekunden.  (Übrigens  mufs  man  bei  der  späteren  Behandlung  nach  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  besprochenen  Glieder  weglassen; 
doch  ist  dies  eben  darum  ganz  unbedenklich,  weil  es  ziemlich  sicher 
ist,  dafs  z.  B.  die  von  Bessel  fÖr  a^  und  n  gefundenen  Werte  keiner 
Verbesserungen  bedürfen,  welche  die  angegebenen  Beträge  von  x  und  y 
erheblich  übersteigen). 

Für  Bq  und  Bi  hat  man  nun  selbstverständlich  in  den  Formeln 
(3)  und  (4)  die  Beobachtungswerte  einzuführen,  ebenso  für  Mqj. 
Zeichnen  wir  die  Beobachtungswerte  aber  durch  einen  oberen  Index 
aus  und  nennen  die  von  der  Ausgleichung  für  f^  und  Bt  geforderten 
Verbesserungen  Aq  und  A,-,  für  JUo.i  aber  do..-,  so  folgt  als  Fehler- 
gleichtingj  welche  der  Messung  des  Bogens  Jfo.f  entspricht: 


A^  —  Ao  —  3600 


in  Sek. 


«•*  (1  +  3«"  cos  207)  +  • . .  =  {B-  -  K,)  -  (b;- b;) 

"     ~  "  in  Sek. 


G" 


in  Sek. 


-f  ^(yo.(l+3n"cos2<y;')a  + 

in  Sek. 


/3p"«' 


21 


COS 2(^0., 8in^(yo',+  ^  p'V*cos4<yo.,sin2^<yü.,. 
+  9p" n"«  sin  25^  sin  2tfo...  sin  ^<^o..- 


)• 


Die  Beziehungen  (4)  bleiben  bestehen,  nur  wird  2ö'!^  mit  B'^  anstatt 
Bq  berechnet.  Das  hieraus  sich  ergebende  Fehlerglied  ist,  ebenso  wie 
mehrere  andere  auch  ganz  unerhebliche,  weggelassen. 


Helmert,  mathem.  n.  physikal.  Tbeorieen  der  höh.  Geodäsie. 
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Bei  allen  bisher  ausgeführten  Ausgleichungen  hat  man  nur  die 
A,  nicht  aber  die  d  berücksichtigt.  Die  Berechtigung  hierzu  würde 
sehr  zweifelhaft  sein^  wenn  die  X  nur  Beobachtungsfehlem  entsprachen; 
allein  nach  S.  535  (1)  ist  die  Verbesserung  der  beobachteten  Breite  Ifi 
auf  die  ellipsoidische  Bi  gleich  Beobachtungsfehler  +  |,,  der  meri- 
dionalen  Komponente  der  Lotabweichung,  und  insofern  diese  wesentlich 
von  lokalen  Lotablenkungen  abhängt^  kann  man  sich  bei  den  k  recht 
wohl  auf  mittlere  Beträge  von  mehreren  Sekunden  gefafst  machen. 
t  Wesentlich  kleiner  ist  nun  in  der  That  der  Einflufs  der  d.   Erst 

ein  S  im  Betrag  von  30"*  würde  in  (5)  linker  Hand  rund  1"  erzeugen. 
Fehler   in  M  können   aber   entstehen  durch  Beobachtungsfehler  der 
Winkel  und  der  Grundlinien,   sowie   durch  Reduktionsfehler  bei  der 
!  Berechnung    wegen    mangelnder    Kenntnis    des    Geoids    und    wegen 

i  mangelhafter   Kenntnis    von   %   und    e^.     Der    Einflufs    aller   dieser 

Fehler  ist  schon  erörtert,  bis  auf  denjenigen  für  die  Lotabweichung 
bei  Reduktion  der  geodätischen  Linien  auf  den  Abstand  der  Parallelen. 
Nach  Formel  (16)  S.  308  kommt  besonders  die  Einwirkung  der  Lot- 
abweichung auf  a  in  betracht  und  man  erhält  mit  Rücksicht  auf 
deren  Betrag  (vergl.  S.  535)  für  den  Meridianbogen  Jf,*  zwischen  2  be- 
nachbarten Punkten  den  Einflufs  im  wesentlichen  gleich 


»?o  tan  Bq  +  Tl.  tan  B^ 


(61 


Für  meridionale  Dreiecksketten  wird  dieses  stets  geringfügig. 

Der  Einflufs  aller  Fehlerursachen  überhaupt  bleibt  unter  1", 
solange  man  nicht  über  1000^  lange  Meridianbögen  in  Rechnung  zieht 
Am  meisten  zu  fürchten  scheint  uns  stets  die  Vernachlässigung  der 
Reduktion  wegen  der  Höhe  N  des  Geoids  über  dem  Ellipsoid.  Sie 
giebt  z.  B.  unter  Annahme  von  iV=  200"*  bei  Jf  =  1000*^  bereits  T. 

Trotzdem  kann  man  im  Mittel  jedenfalls  annehmen,  dafs  die  Lot- 
ablenkungen durch  die  A  einen  weit  gröfseren  Einflufs  äufsem,  als 
alle  in  den  d  vereinigten  Beobachtungs-  und  Reduktionsfehler. 

Vernachlässigt  man  nun  in  den  Fehlergleichungen  (5)  die  Glieder 
mit  den  d,  so  hat  das  die  Bedeutung,  dafs  man  die  M  als  genau 
richtig  gemessene  elliptische  Meridianbögen  ansieht,  alle  Fehler  aber 
auf  die  Breiten  wirft.  Den  k  liegt  von  da  an  also  eine  Ursache 
mehr  zu  gründe,  welche  offenbar  in  der  einzelnen  Gradmessungs> 
Operation  einen  systematischen  Charakter  hat.  Bei  dem  immerhin  noch 
geringen  numerischen  Betrage  ist  dieses  aber  um  so  unbedenklicher, 
als  die  A,  insofern  sie  von  Lotablenkungen  herrühren,  ja  ohnedies 
auch  systematisch  verlaufende  Bestandteile  besitzen,  die  erfahrungs- 
mäfsig  jene  Beträge  weit  überschreiten. 
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§  5.  Fortsetzung:  Ansgleiehung.  Die  Fehlergleichung  (5) 
nimmt  bei  Yernachlässigung  von  d  die  nachfolgende  Form  an: 

A,  -  Ao  =  {(Bi-  -  ^;)  -  (B;-  -K)}+  «.-^  +  hy,        (1) 

wofür  die  Bedeutung  der  Eoefficienten  a,-  und  6,-  durch  Vergleichung 
mit  (5)  sofort  erhellt. 

Die  geschlungene  Parenthese  hat  die  Bedeutung:  Berechnete  Breiten- 
dijBFerenz  —  beobachtete  BreitendifFerenz,  kurz  Rechn.  —  Beob. 

In  derselben  Weise  nun,  wie  der  Bogen  JbTo.»  zur  Herstellung 
der  Fehlergleichung  (1)  dient,  sind  die  übrigen  Bögen  zu  verwerten. 
Zwischen  w  +  1  Parallelen  giebt  es  m  von  einander  unabhängige 
Bögen.  Man  wird  dieselben  am  besten ,  wie  bisher  vorausgesetzt, 
systematisch  von  einem  Anfangspunkt  aus  rechnen  oder  auch  auf 
einander  folgend  nehmen.  Das  Resultat  der  Ausgleichung  ist  natürlich 
hiervon  ganz  unabhängig,  ebenso  von  der  Wahl  des  Ausgangspunktes. 
(Wenn  etwas  zweifelhaft  ist,  so  ist  dies  nur  die  oben  in  §  4  gegebene 
Motivierung  der  Zulässigkeit  der  Abkürzung  der  Fehlergleichungen 
durch  Vernachlässigung  der  tf.) 

.  Wir  behalten  hier  als  Ausgangspunkt  für  alle  Bögen  M  den 
südlichsten  Pimkt  Pq  bei  und  erhalten  dann  für  die  einzelne  Breiten- 
gradmessungsoperation mit  m  astronomischen  Punkten  ein  Fehler- 
gleichungssystem der  Form 


Aj  —  Ao  =  —  l^^  a,x  4-  b^y 
^2  ~  ^0  =  —  ^2  +  ^2^  +  hy 

Am         Aq  ==  Ifn  -\-  (l,„X  -\~  OiftJ/. 


(2) 


Die  l  dienen  als  Abkürzung  für  die  Differenzen  Beob,  —  Bechn.  Jede 
Gradmessung  giebt  ein  solches  System  mit  denselben  Unbekannten 
X  und  y,  während  die  A  selbstverständlich  immer  andere  Werte  haben, 
weil  nach  unserer  Voraussetzung  Gradmessungsoperationen,  die  im 
Zusammenhange  stehen,  hier  als  eine  einzige  aufgefafst  werden. 

Für  die  Ausgleichung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
ist  die  Quadratsumme  [kX]  für  alle  verschiedenen  Systeme  (2)  zu- 
sammengenommen zu  einem  Minimum  zu  machen,  ohne  dafs  dabei 
verschiedene  Gewichte  einzuführen  sind,  was  mit  Rücksicht  auf  die 
wesentlichste  Ursache  der  k,  nämlich  die  Lotabweichung,  unmittel- 
bar einleuchtet. 

Die  weitere  Rechnung  kann  nach  S.  143  u.  unsere^' Atisgleichungs- 
rechnung  geschehen.  Darnach  wird  man  am  bequemsten  an  Stelle 
von  (2)  das  nachfolgende  modificierte  Fehlergleichungssystem  setzen: 

38* 
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^0  =  —  ^ö  +  «  +  «>  +  ^\y  \ 

A,  =  — r,  +u-\-a\x-\-l\y 
A,  =  —  Tj  +  M  +  a^x  +  h\y 


(3) 


Am  ==  —  C  +  M  +  cLx  +  h'^y,  ■ 
worin,  wenn  die  eckige  Klammer  ein  Summenzeichen  bedeutet, 

gesetzt  ist,  und  für  irgend  einen  Index  i  die  Beziehungen  bestehen: 

«i  =  «i  +  a'(,  (5) 

Die  sämtlichen  Systeme  (3)  werden  nun  in  gewöhnlicher  Weise 
zur  Bildung  von  Normalgleichungen  benutzt.  Jedes  System  giebt 
eine  Gleichung  für  die  ihm  eigentümliche  Eonstante  u,  die  sich 
jedoch  auf  null  reduziert,  da  die  betreffende  Normalgleichung  lautet 

und  [a],  [&'],  [?]  für  jedes  System  einzeln  null  sind,  wie  (4)  und  (5) 
zeigen. 

Aus  den  Systemen  (3)  folgen  daher  die  Normalgleichungen  für 
X  und  y  nach  dem  Schema: 

\aa']x  +  [dh']y  =  [an\  . 

worin  die  Summierung  über  alle  Systeme  (3)  auszudehnen  ist  Zu 
x  und  y  ergeben  sich  G  und  n  mittelst  der  Relationen  (2)  S.  592 
und  hierauf  a^  aus  der  letzten  Gleichung  (1)  S.  592,  sowie  e*  oder 
Vi  aus  n  mittelst  der  S.  37  angegebenen  Beziehungen. 

Gewichtsberechnungen  für  x  und  y  lassen  sich  in  gewöhnlicher 
Weise  auf  das  System  (6)  stützen,  mittelst  dessen  sich  auch  die  Ge- 
wichte der  aus  x  xmd  y  abgeleiteten  Gröfsen  nach  gewöhnlichen 
Regeln  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  ergeben  {Ausgleichiangs- 
rechnung  S.  81  u.  137). 

Mit  Hilfe  dieser  Gewichte  lassen  sich  femer  mittlere.  Fehler 
ableiten,  nachdem  der  mittlere  Fehler  einer  Gleichung  der  reduzierten 
Systeme  (3)  berechnet  ist,  wobei  die  Formel: 

[mj-2  ^^> 


±v, 
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zur  Anwendung  gelangt,  in  welcher  \m]  die  Summe  aller  m,  d.  h.  die 
Gesamtanzahl  aller  selbständigen  Bögen  bezeichnet^  aus  denen  die 
Unbekannten  x  und  y  zu  bestimmen  sind.  Allein  da  man  es  in  den 
X  nicht  mit  den  Wirkungen  zufälliger  Fehlerursachen  ausschliefslich 
zu  thun  hat;  so  ist  das  Ergebnis  von  (7),  wie  auch  bereits  das  der 
Gewichtsberechnung,  jedenfalls  von  zweifelhaftem  Wert  und  man 
mufs  sich  darauf  gefafst  machen,  dafs  die  Unsicherheit  der  Ergebnisse 
für  X  und  y  immer  weit  gröfser  sein  wird,  als  die  Rechnung  anzeigt. 
Es  mufs  zum  Schlüsse  auch  hervorgehoben  werden,  dafs  man  die 
durch  die  Ausgleichung  geforderten  k  nicht  mit  den  Lotabweichungen 
g  identificieren  darf.  Man  darf  sich  in  dieser  Beziehung  nicht  durch 
die  Ähnlichkeit  der  vorstehenden  Aufgabe  mit  der  des  §  20  S.  5G2 
täuschen  lassen.  Allerdings  gehen  für  Meridianbögen  die  I.Gleichungen 
(1)  daselbst,  indem  darin  die  a,  =  1  und  6»  =  null  werden,  in  die  Ge- 
stalt der  Gleichungen  (2)  über,  sodafs  A»  mit  J^  identisch  scheint.  Aber 
es  ist  dort  nur  ein  System  von  Gleichungen  vorausgesetzt,  entsprechend 
einer  zusammenhängenden  Operation.  Jetzt  handelt  es  sich  indes  um 
die  Kombination  isolierter  Operationen.  Die  Ausgleichung  setzt  für 
jede  die  Summe 

W  =  0  (8) 

und  aufserdem  für  alle  Systeme  zusammen  noch  [ak]  =  0  =  [6'A], 
und  man  sieht  sogleich,  dafs  die  Lotabweichungen  die  Gleichung  (8) 
für  jede  Operation  einzeln  ganz  und  gar  nicht  erfüllen  werden. 

Die  A  sind  also  nicht  die  meridionalen  Lotabweichungskomponenten 
I,  ganz  abgesehen  von  den  oben  erwähnten  Einflüssen,  die  nebst  den 
Lotabweichungen  sich  in  den  k  äufsern.    (Vergl.  S.  607.) 

Dem  Ausgleichungsverfahren  kann  man  einen  Vorwurf  hieraus 
nicht  machen,  denn  kein  Rechnungsverfahren  kann  den  mangelnden 
Zusammenhang  der  Operationen  ersetzen  (und  diesen  auch  voraus- 
gesetzt, ist  es  oflFenbar  noch  ein  weiter  Schritt  von  dem  nunmehr 
bestimmbaren  Referenzellipsoid  bis  zu  einem  dem  ganzen  Geoid  ent- 
sprechenden Erdellipsoid). 

Den  ersten  Versuch,  ans  mehreren  Gradmessungen  günstigste  Werte  der 
Erddimensionen  abzuleiten,  scheint  Boscovidi  gemacht  zu  haben.  Boscovich 
und  Maire,  zwei  Jesuiten,  mafsen  (nach  Todhunter,  Figure  of  the  Earth 
Bd.  1  S.  332)  seit  1760  im  Kirchenstaate  und  beschrieben  1755  ihre  Ar- 
beiten in  dem  Werke:  De  Utteraria  expeditimxe  per  Pontificiam  ditioncm; 
die  hiervon  1770  erschienene  französische  Übersetzung:  Voyage  astro- 
nomique  et  geographique  dans  VEtat  de  VEglise  giebt  in  einem  Anhang 
auch  einen  Bericht  über  die  Ausgleichungsmethode  von  Boscovich^  wendet 
sie  aber  auf  9  Meridianbögen  an,  während  Boscovich  nur  5  behandelt. 

Derselbe  setzt  die  Summen  der  positiven  und  negativen  l  einander 
gleich  und  macht  beide  möglichst  klein.    Die  geometrische  Entwicklung 
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ersetzt  Laplace  in  einer  Abhandlung  in  den  Memoiren  der  französifichen 
Akademie  von  1789  (publ.  1793)  durch  eine  interesBante  analytische.  Von 
den  drei  Ausgleichungsverfahren,  die  er  in  der  MScanique  Celeste  auf  das 
Problem  anwandte,  ist  diese  Methode  die  dritte  und  zwar  diejenige,  deren 
Resultaten  Laplace  damals  das  meiste  Zutrauen  schenkt  (tome  11,  livi-e  III 
p.  135  etc.).  In  der  That  sind  auch  die  beiden  anderen  Methoden  weniger 
frei  von  Willkürlichkeiten. 

Die  erste  derselben  (ebenda  S.  126  u.  S.)  wandte  Laplace  bereits  in  einer 
Abhandlung  in  den  genannten  Memoiren  von  1783  (publ.  1786)  auf  Breiten- 
gradmesBungen  [und  Pendelbeobachtungen]  an,  später  nochmals,  aber  ver- 
einfacht, in  den  Memoiren  von  1789.  Es  wird  bei  dieser  Methode  der 
gröfste  Fehler  möglichst  klein  gemacht. 

Aus  7  Breiteng^dmessungen  findet  Lapla^  in  der  Mec.  eil.  p.  139  nach 
der  2.  und  3,  Methode  als  Abplattung  ^|y  und  ^^r-  Dieser  grofse  Unter- 
schied der  Resultate  erklärt  sich  durch  die  grofsen  Abweichungen  der  ein- 
zelnen Messungen,  infolge  deren  aus  paarweisen  Kombinationen  derselben 
sehr  verschiedene  Dimensionen  resultieren  und  also  auch  aus  der  etwas  ver- 
schiedenen Kombination  von  7  Messungen  noch  erheblich  verschiedene 
Werte  entstehen  müssen. 

In  Gehlers  physikdlischem  Wörterbuch,  Artikel  Erde  S.  872  findet  man 
die  Abplattung   nach   18  verschiedenen  paarweisen  Kombinationen  auf- 
geführt, mit  Abplattung  im  Mittel  (1827). 
u07,7 

Die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  wandte  wohl  zuerst  1819  Walbeck 
an  und  zwar  auf  6  Gradmessnngen,  wobei  er  indes  allein  die  PolhOhen 
der  äufsersten  Punkte  berücksichtigte  und  auch  nur  die  1.  Potenz  der 
Abplattung  in  den  Formeln  beibehielt.  Auf  Veranlassung  von  Gaufs  zog 
Ud.  Schmidt  auch  die  mittleren  Polhöhen  in  mehreren  von  1827  bis  1830 
unternommenen  Rechnuugen  bei. 

Schmidt  hat  seine  Methode  1829  im  1.  Bd.  seiner  Maihemaiischen  Geo- 
graphie S.  190  u.  £f.  auseinandergesetzt.  Wesentlich  dieselbe  Methode  hat 
später  Beiael  angewandt,  Ästrofiom.  Nachr.  vom  Jahre  1837  Bd.  14  No.  333 
S.  333  {Abhandlungen  Bd.  3  S.  41  u.  ff.).  Auch  unsere  Darstellung  gleicht 
wesentlich  dem  von  Schmidt  gegebenen  Vorbild.  Die  Unterschiede  be- 
stehen nur  in  der  Ableitung  der  Fehlergleichungen  (2)  aus  den  Meridian- 
bögen, worin  wir  auch  Bessd  nicht  gefolgt  sindj  der  von  Formel  (4)  S.  49 
ausgeht.   Schmidt  nahm  die  Formel  einÜEu^her  und  benutzte  H  anstatt  n. 

Bessel  übte  eiue  sehr  scharfe  Kritik  des  Beobachtungsmaterials  und 
deckte  namentlich  einen  Fehler  in  der  französischen  Gradmessung  auf. 
Wie  sich  neuerdings  herausgestellt  hat,  sind  indeB  mehrere  der  von  ihm 
benutzten  Messungen  in  den  Meridianbögen  (wo  man  es  am  wenigsten 
hätte  erwarten  sollen)  mit  erheblichen  Fehlern  behaftet.  Der  dänische  Bogen 
Lauenbnrg-Lysabbel  ist  83<  zu  klein,  wie  Ändraea  Revision  gezeigt  hat 
(Dänische  Gradmessung  Bd.  2  S.  489,  auch  Vierteljahrsschr.  der  Astronom. 
Ges.  Bd.  12  S.  187)  und  der  hannoverische  Bogen,  welcher  auf  der  Braacker 
Basis  beruht,  wird  um  circa  4<  zu  verlängern  sein  (nämlich  ^^ihnf  ^^' 
Länge,  nicht  Twhru  ^^  infolge  Druckfehlers  am  letztgenannten  Orte  an- 
gegeben ist.)  Nach  Ph.  Fischer^  Gestalt  der  Erde,  sind  in  der  3.  Ausgabe 
von  Puissant,  Traiti  de  Giodesie,  an  einigen  Bögen  der  französischen 
GradmeBSung  Änderungen  bis  zu  33,6^  angebracht  (im  Vergleiche  zu  Bessels 
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letzter  Annahme  von  1841?)  und  am  Bildlichen  Teile  der  ostindischen 
G^radmessung  sind  auch  erhebliche  Änderungen  zu  erwarten  {Vierteljfihrsscfir. 
der  Astronom.  Ges.  Bd.  8  S.  18). 

§  6.  Längengradmessnngen.  Für  die  astronomischen  Stationen 
einer  ostwestlichen  Dreieckskette  denken  wir  uns  aufser  den  geo- 
graphischen Längendifferenzen  noch  geographische  Breite  und  Azimut 
ermittelt^  sodafs  für  zwei  benachbarte  Stationen  P,  und  P*  zur  Auf- 
stellung einer  Gleichung  für  die  Elemente  der  Meridianellipse  unmittelbar 
Formel  (13)  S.311  dienen  kann.  Zufolge  Formel  (3)  S.  313  kann  man 
aber  in  jener  Formel  das  Produkt  aus  s  sin  a  in  die  geschlungene  Paren- 
these bezeichnen  mit  Pik^  dem  Parallelbogen  in  der  geographischen  Breite 

jB  =  Y  {Bi  +  Bk\  welcher  zu  dem  geographischen  Längenunterachied 

Lik  gehört.     Sie  nimmt  alsdann  die  Gestalt  an: 


Ln  =  '~-PikWsecB 

in  Sek.        "o 


W^yi-e^sin^B. 


(1) 


Pik  ist  mit  Näherungswerten  von  üq  und  e*  zu  berechnen  und  (ebenso 

wie  M  nach  der  Reduktionsformel  (16)  S.  308)  in  nur  sehr  geringem 

Mafse  von  Fehlem  dieser  Werte  abhängig.    Im  Folgenden  sehen  wir 

daher  wie  früher  bei  den  M  von  diesen  geringen  Fehlem  ab. 

Der  Einflufs  der  Lotabweichungen  auf  P,*  ist  im  wesentlichen 

durch  den  Ausdruck 

17.  tan -B.  +  i?;t  tan -B^ 
Pik  cot  « ^. (2) 

gegeben  (vergl.  (6)  S.  594).  Für  ostwestliche  Ketten  ist  das  stets 
geringfügig. 

Was  die  Genauigkeit  der  Formel  (13)  S.  311  anbetrifft,  reduziert 
auf  Piky  so  mag  bemerkt  werden,  dafs  die  in  der  geschlungenen 
Parenthese  vernachlässigten  Glieder  6.  Ordnung  erst  für  s  secjB  =  0,1  ^r^j 
die  8.  Decimale  des  Logarithmus  ein  wenig  beeinflussen  können. 

Als  unbekannte    treten  nun   in  Gleichung  (1),   an  welche    das 

Weitere  anzuknüpfen  ist,  -    und  e*  auf:   um  indessen  dieselben  Un- 

bekannten  wie  bei  Breitengradmessungen  zu  haben,  was  aus  leicht 
ersichtlichen  Gründen  wünschenswert  ist,  führen  wir  wie  dort  G  und  n 
als  solche  ein.     Es  ist  aber 
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Hiermit  ergiebt  sich  durch  eine  einfache  Rechnung: 

=  — syr-/-i-r  w     y  1  +  w^  +  2  n  cos  2B 

(  1  —  n  (2  —  cos  2jB) 


Q'G  j+  ^2  ^^  _  2  cos  2B  —  y  C08«25)  +  Gl^ 

Wenn  wir  dieses  in  (1)  einsetzen,  haben  wir  zu  beachten ,  dafs 
-  3600  qf^  isi     Es  wird  dann  erhalten: 


iu  Sek. 


1  —  w  (2  —  COS  2B) 
+  n«  {^^  —  2  COS  21?  -  l  COS« 

pa  =  S600 -^^  sec  B . 


2JB)+G/e| 


f4) 


Wir   wenden   nun    wieder  die   Näherungswerte   G"  und  n'  an, 
indem  wir  setzen: 


Es  ergiebt  sich  hiermit  aus  (4)  die  Gleichung: 
Lik  =  Lik  +  aikX  +  6»*y, 


(fi) 


(6) 


wobei  die  rechter  Hand  auftretenden  abkürzenden  Symbole  nach  den 
folgenden  Formeln  zu  berechnen  sind: 


Lik  =Pik 


+ n"  (*; 


1  —  »"  (2 -cos  25) 


2  cos  22; 


cos 


2B)  +  Gk 


P.. 


bn 


Pik  =  3600  ^  sec  B         an,  =  L'a 
I  —  n"  (2 -cos  25) 

"      I 

^'*  j  +  2n"*  (^  -  2  cos  2B  -  [  cos«  2^)  + 


(7) 


Wir  führen  endlich  noch  die  astronomisch  beobachteten  Werte  Zi* 
und  B'  =  Y  {B'i  +  -Bi)  ein.  Dieselben  sind  wegen  Lotabweichung 
und  Beobachtungsfehlern  zu  verbessern.  Die  Verbesserungen  seien 
beziehungsweise  A*  —  k]  und  —  (|,  +  g*),   letzteres   der   Einfachheit 
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halber  ohne  besondere  Hervorhebung  der  Beoba'chtungsfehler.  Für 
AI  ist  nach  S.  535  (1)  der  von  Lotabw Eichung  herrührende  Bestandteil 
—  rii  sec  Bi  und  entsprechend  für  Ai.  Bezeichnen  wir  endlich  noch 
die  Verbesserung  von  P,*  mit  tfj*,  so  geht  (6)  über  in  die  der  Messung 
der  geographischen  Längendifferenz  Lik  entsprechende  Fehler gkichung: 


ti  -  A:  -  (^,  *^  tan  ir  +  Q  LU  + 
=  L'ik  —  La  +  üikX  +  bnyy 


(8) 


wobei  vorausgesetzt  ist,  dafs  in  (7)  für  B  der  oben  angegebene  Mittel- 
wert der  astronomisch  beobachteten  Breiten  gesetzt  wird.  Es  ist 
ferner  von  verschiedenen  unerheblichen  Fehlergliedern  abgesehen. 

Wenn  wir  nun  linker  Hand  nur  die  Differenz  AI  —  A}  beibehalten, 
d.  h.  alle  Fehler  auf  die  geographischen  Längen  werfen,  so  ist  das 
insofern  eine  brauchbare  Annäherung,  als  wenigstens  für  mäfsig 
grofse  Lik  <las  die  Parenthese  enthaltende  Glied  linker  Hand  im  Mittel 
kleiner  als  jene  Differenz  sein  wird.  (Hinsichtlich  d)k  vergl.  die  auch 
jetzt  passenden  Bemerkungen  S.  594.) 

Wenden  wir  jetzt  Formel  (8)  auf  die  Indices  0  bis  m  und  zwar 
immer  gemäfs  je  2  benachbarten  Punkten  an,  so  ergiebt  sich  das 
Gleichungssystem : 


V    —  A' 

=    U.i 

a;  —  a; 

=  ii.2 

=  ii'.s 

io.i  +00.1  •  a;  +  feo.i  •  y 
L\.2  +  «1.2  •  X  +  fei,2  •  y 
L'iz      +  flu.3  •  ^  +  62.3  •  y 


AI       1» 
m  ^m  —  1 


-l.OT 


—  L„i  —  \,tn  +  «w— l.w^  -|-  6m— l.my. 


(9) 


Indem  man  hierin  successive  addiert  die  1.  und  2.  Gleichung, 
dazu  die  3.,  dann  die  4.,  u.  s.  f.,  so  wird  ein  bequemeres  System 
erhalten',  welches  linker  Hand  dem  System  (2)  S.  595  gleicht  und 
symbolisch  auch  rechter  Hand  wie  jenes  geschrieben  werden  kann: 


(10) 


Hieran  schliefst  sich  dieselbe  Umformung  wie  S.  596  und  es  können 
die  Gleichungen  (3)  bis  (7)  hierher  übertragen  werden,,  mit  der  Modi- 
fikation jedoch,  dafs  noch  auf  die  Gewichte  Rücksicht  zu  nehmen  ist. 


^\ 

--i; 

= 

-k  +  <h 

a;  +  6, 

y 

K 

-K 

= 

-^  +  «, 

x  +  h 

y 

K. 

-K 

=, 

—  Im  +  a,„x  +  h„ 

.y- 
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Geben  wir  den  Fehlergleichungen  der  Breitengra4me88ungen 
S.  596  (3)  das  Gewicht  1,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  den  dominierenden 
Einflufs  der  Lotabweichungen  über  den  der  Messungsfehler  (abgesehen 
von  älteren  Längengradmessungen)  und  weil  in  A}  seitens  der  Lot- 
abweichungen der  Betrag  ij,-  sec  iS,  eingeht,  das  Gewicht  einer  der 
Fehlergleichungen  (3)  S.  596,  wenn  diese  sich  auf  eine  Längengrad- 
messung beziehen,  gleich  cos^J9«zu  setzen  sein,  worin  ^^  die  geographische 
Breite  desjen^en  Punktes  ist,  auf  den  sich  der  Index  der  Verbesserung 
X]  linker  Hand  in  der  Fehlergleichung  bezieht. 

Diese  modificierten  Fehlergleichungen  mit  ihren  Gewichten  lauten 
sonach  in  den  Bezeichnungen  von  S.  596: 


—  ^0  +  «  +  «0  a;  +  ft'o  y     Gew.  cos*  Bo 

—  r,  +  M  +  a\x  +  b\y        „     cos*i?i 

—  l\  +  u  +  a\x -\- l>\y 


„       008*^2 


^m 


—  4  +  «  +  0!mX  +  Vmy 


COS^Bm, 


(11) 


und  die  Gröfsen  rechter  Hand  bestimmen  sich  {AusgMchungsrechnuf^ 
S.  145)  nach  den  Formeln: 


?:  =  - 


[C08«5] 


/ [a  coB^JB] 

^^~  [C08«B"]" 

,, \h  C08».B1 

^0  —  [C08»-B] 


6;  =6,- +6;. 


(12) 


Die  Bildung  der  Normalgleichung  für  u  zeigt  nun,  dafs  diese  Gröfse 
null  wird;  dagegen  ergeben  sich  für  x  imd  y  die  Normalgleichungen 


[da  cos^ B]x  '\-  [dV  cos*  B]y  =  \d V  cos*  B] 
[dVcos^B]  X  +  [6'6'cos*  J5]  y  =  [fcT  cos^JB], 


(13) 


welche  durch  Addition  mit  den  entsprechenden  Normalgleichungeu 
anderer  Längengradmessungsoperationen  und  eventuell  denen  der 
Breitengradmessungen  zu  vereinigen  sind. 

Im  übrigen  ist  der  Schlufs  des  §  5  S.  596  u.  597  zu  vergleichen. 

§  7.  Azimutmessnngeu.  Bezeichnen  wir  in  Formel  (5)  S.  312 
das  Produkt  von  s  sin  a  in  die  geschlungene  Parenthese  mit  fl,-|., 
wenn  es  sich  um  zwei  Punkte  P,-  und  P«  handelt,  so  giebt  die  Differenz 
der  gemessenen  Azimute  die  nachstehende  Gleichung: 
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(1) 


in  Sek  ^0 


Ja  =  au -an-  180«. 

Die  Gleichung  (1)  zeigt  nun  eine  grofse  Ähnlichkeit  mit  der 
einem  beobachteten  geographischen  Längenunterschied  entsprechenden 
Gleichung  (1)  S.  599;  denn  abgesehen  von  den  kleinen  Verschieden- 
heiten der  in  P,*  und  Ifint  auftretenden  geschlungenen  Parenthesen 
sind  diese  Ausdrücke  und  demnach  die  rechten  Seiten  der  erwähnten 
Gleichungen  identisch  bis  auf  die  Faktoren  —  tan  B  bezw.  sec  JB. 
Aus  diesem  Grunde  wird  die  Gleichung  für  x  und  y,  welche  sich 
aus  der  DifiFerenz  der  Azimute  ableiten  läfst^  nicht  wesentlich  von 
derjenigen  verschieden^  welche  aus  der  geographischen  Längendifferenz 
resultiert^  da  eben  die  Eoefficienten  von  x  und  y  in  beiden  Gleichungen 
in  demselben  Verhältnis  stehen. 

Die  weitere  Behandlung  der  Formeln  ist  wie  bei  den  Längen- 
bestimmungen; nur  ist  schliefslich^  abgesehen  von  Beobachtungsfehlern; 
das  Gewicht  der  Fehlergleichungen  (11)  S.  602  nicht  cos^JB,  sondern 
cot^^;  da  auf  das  einzelne  Azimut  die  Lotabweichung  mit  17  tan  B 
einwirkt 

Man  sieht  sogleich,  dafs  diese  Gewichtsbestimmung  für  die  Nähe 
des  Äquators  jedenfalls  unzulässig  wird,  weil  hier  ij  tan  B  gegen  die 
Beobachtungsfehler  ganz  zurücktritt  Dann  ist  Gleichung  (1)  über- 
haupt nur  mehr  ein  Mafs  für  die  Beobachtungsfehler;  aber  wegen 
des  kleinen  Faktors  tan  B  kein  Mittel  zur  Bestimmung  der  Elemente 
der  Meridianellipse. 

Die  Beobachtungsfehler  kommen  übrigens  bei  Azimutgleichungen 
auch  aus  anderem  Grunde  weit  mehr  in  betracht  als  bei  den  Gleichungen 
für  geographische  Längen,  wenn  wir  hier,  wie  immer  bisher,  die  An- 
wendung des  elektromagnetischen  Telegraphen  voraussetzen.  Denn  die 
Beobachtungsfehler  werden  im  letztern  Falle  für  die  Längendifferenz 
Lo.m  nicht  wesentlich  gröfser  als  für  irgend  ein  L,-.*,  sobald  nur  (wie 
es  immer  der  Fall  sein  wird)  die  entferntesten  Punkte  Pq  und  Pm 
direkt  mit  einander  verbunden  sind. 

Anders  bei  den  Azimutgleichungen.  Hier  ist  es  selbstverständlich, 
dafs  in  den  letzten  Gleichungen  des  Systems  (10)  S.  601  die  Beobachtungs- 
fehler eine  weit  grofsere  Bedeutung  haben,  als  in  den  eri|^n.  Das  an- 
gegebene Ausgleichungsverfahren  kann  daher  nur  dann  als  zulässig  an- 
gesehen werden,  wenn  die  Ausdehnung  der  ganzen  Operation  nicht  so 
beträchtlich  ist,  dafs  die  Einflüsse  der  Beobachtungsfehler  denjenigen  der 
Lotabweichungen  im  Mittel  gleich  zu  achten  sind  —  oder  wenn  eine 
Eontrolle  durch  Beobachtimg  geographischer  Längen  geschaffen  wird. 
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In  der  That,  wenn  sowohl  die  geographische  LängendiflFerenz  als 
die  Azimutdifferenz  vorliegt^  ergiebt  sich  wie  bekannt  eine  Kontrolle 
hinsichtlich  des  Einflusses  der  Beobachtungsfehler.  Es  sollten  dann 
nach  obigen  Bemerkungen  offenbar  die  mit  sin  B  multiplizierten 
Absolutglieder  der  Fehlergleichungen  aus  den  Längendifferenzen  über- 
einstimmen mit  denen  aus  den  Azimutmessungen.  Auf  die  Aus- 
nutzung dieser  Eontrollen  gehen  wir  aber  nicht  weiter  ein^  da  wir 
es  beim  Vorhandensein  solcher  für  angezeigt  halten,  für  die  einzelne 
Operation  die  Formeln  des  §  15  S.  546  u.  ff.  auf  den  offenen  Zug 
der  geodätischen  Linien  Pq-^i?  -PiA?  •  •  • -P»»— i»»  anzuwenden,  unter 
Beifügung  der  Glieder  für  Sa^  und  S^  nach  §  20  S.  562,  eventuell 
mit  Umwandlung  für  die  oben  benutzten  Unbekannten  x  und  y  {G 
und  n). 

Andrerseits  wird  man  die  aus  den  Azimutmessungen  folgenden 
Gleichungen  bei  Längengradmessungen  mit  sehr  weit  abstehenden 
benachbarten  astronomischen  Stationen  gegen  die  aus  den  geo- 
graphischen Längendifferenzen  folgenden  ohne  weiteres  der  geringen 
Sicherheit  halber  ganz  vernachlässigen  können. 

Es  mag  noch  erwähnt  werden,  dafs  in  den  Fehlergleichungen, 
welche  Azimutmessungen  entsprechen,  sich  die  Lotabweichungen  |  weit 
ungünstiger  äufsern,  als  bei  denjenigen  der  Längendifferenzen;  vergl. 
(8)  S.  601.    Das  entsprechende  Glied  linker  Hand  wird  nämlich  gleich 

Reduziert  man  es  auf  gleiches  Gewicht  mit  demjenigen  in  (8)  S.  601, 
so  zeigt  es  sich  csc^  B"  mal  so  grofs  als  dieses.  Der  Einflufs  des 
Gliedes  (2)  ist  überhaupt  nur  für  nicht  kleine  geographische  Breiten 
unerheblich;  in  der  Nähe  des  Äquators  kann  er  stark  anwachsen. 
Hier  sind  aber,  wie  oben  erwähnt,  Azimutgleichungen  überhaupt  zur 
Bestimmung  der  Elemente  der  Meridianellipse  wertlos. 

Die  Beden tong  der  Azimutmessungen  in  nicht  zu  kleinen  Breiten  er- 
kannte bereits  EuJer  sowie  später  Laplace  (nach  Soldner,  Bayerische 
Landesvermessung  S.  583).  Nur  Legendre  leugnet  sie  infolge  eines  Über- 
sehens auf  S.  15  der  mehrfach  erwähnten  Schrift  Belainbre,  Mähodes  ana- 
lytiques  etc. 

§  8.  Oiydmessang  schief  zum  Meridian.  Eine  mäfsig  aus- 
gedehnte Gradmessung  nahe  im  Meridian  oder  nahe  im  Parallel  giebt 
wesentlich  nur  eine  Gleichung  für  die  unbekannten  Elemente  der 
Meridianellipse.  Um  deren  wenigstens  jstvei  zu  erhalten,  sind  von 
derartigen  Operationen  2  Breitengradmessungen  oder  2  Längengrad- 
messungen in  (dem  absoluten  Werte  nach)  wesentlich  verschiedenen 
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geographischen  Breiten  erforderlich.  Mit  Messungen  in  gleichen 
geographischen  Breiten  kommt  man  nur  dann  zu  einer  Lösung^  wen)i 
die  eine  der  Operationen  Breitengradmessung,  die  andere  derselben 
Längengradmessung  ist,  und  durch  eine  einzige  Triangulation  läfst 
sich  daher  beides  zugleich  nur  bei  Werten  des  Azimuts  inmitten 
zwischen  null  und  90^  erreichen. 

Denken  wir  uns  also  an  beiden  Enden  einer  geodätischen  Linie 
P1P2  ^^^  geographischen  Breiten  und  Azimute  gemessen,  so  kann  man 
zunächst  den  Abstand  M  der  Parallelen  und  die  dem  Parallelbogen 

in  der  mittleren  Breite  5  =  —  (^^  -f-  JB^)  sehr  nahe  kommende  Hilfs- 

gröfse  P  berechnen  [vergl.  S.  308  (16)  und  S.  312  (5)  bezw.  S.  603  (1)]. 
Es  folgt  dann  weiter  [vergl.  S.  588  (1)  und  (2)]: 


_ao_(l_--^)      „  M     ^^ 

}/l-e«rin'J^'  -  9-»  -  *   ^  -I-  •  •  • 

-.--  "»-  ^  =  9,  =  — 9"i  tan  B, 
Vi  -  e»  sin»  JB        *^  ^    '^« 


(1) 


worin  Qm  und  Qn  die  Krümmungsradien  im  Meridian  und  Perpendikel 
für  die  mittlere  Breite  B,  JB  und  Ja  aber  die  Differenzen  der 
geographischen  Breiten  und  Azimute  der  Punkte  P^  und  F^,  iiach  Mafs- 
gabe  bekannter  Formeln  bezeichnen. 

Die  (1)  geben  nun  leicht  successive  unter  Einführung  einer  Ab- 
kürzung q: 

Qn         1  —  c*  sin»  B  ,  ,Qv 

^  =  -^^—A^y  (3) 

und  für  die  Abplattung:  , 

fl  =  |(3-l)sec»5  +  ....  (4) 

Ist  erst  e^  bekannt,  so  geben  die  (1)  auch  noch  Uq  ohne  Schwie- 
rigkeit. Die  Bestimmung  wird  aber  überhaupt  ganz  unzuverlässig 
für  die  Nähe  des  Äquators,  weil  hier  zJa  der  null  zustrebt  imd  die 
Beobachtungsfehler  also  mehr  und  mehr  dominierenden  Einflufs  auf 
Qn  erlangen,  wie  die  Differentiation  von  log  Qn  sofort  zeigt. 

In  dieser  und  auch  in  anderer  Beziehung  ist  die  Bestimmung 
von  Qn  aus  der  geographischen  Längendifferenz  vorteilhafter.  Wir 
haben  damit  [S.  599  (1)]: 

Qn  =  q'  i  sec  B,  (5)     ' 

wo  jetzt  P  den  Parallelbogen   in  der  mittleren  Breite  B  bezeichnet. 
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Da  nun  P  und  |9  für  dieselbe  geodätische  Linie  nahezu  gleich 
ßind,  80  zeigt  die  Vergleichung  von  (5)  mit  der  2.  Gleichung  (1), 
dafs  L  absolut  genommen  >^a  ist.  Gleich  grofse  Beobachtungs- 
fehler sind  daher  bei  der  Bestimmung  von  Qn  aus  (5)  immer  von 
geringerem  Einflüsse  als  bei  derjenigen  aus  der  2.  Gleichung  (1), 
doch  nimmt  der  Unterschied  mit  wachsender  Breite  ab. 

Dagegen  ist  der  Einflufs  der  Lotabweichung  für  beide  Bestimmungen 
immer  gleich.  Er  beträgt  in  Ja  sehr  nahe  (i^g  —  i;,)  tan  B  und  in 
L  sehr  nahe  (iji  —  i^g)  sec  By  für  q^  in  Bruchteilen  seines  Wertes 
daher  in  beiden  Fällen  sehr  nahe 

q"        «  sin «  '  ^  ^ 

wenn  für  |l  und  P  kurz  s  sin  a  gesetzt  wird. 

Für   Qfn  hat  man  ganz  ebenso   als  Einflufs  der  Lotabweichung: 

52   ~~    fl^    5^0 ,  /I7\ 

q"       8  cosa  ^  ^ 

Am  geringsten  wird  nun  der  Einflufs  dieser  Gröfsen  auf  fl  für 
den  Äquator,  weil  hier  q — 1  am  gröfsten  ist,  nämlich  rund  yj^. 
Giebt  man  der  Linie  s  dabei  behufs  einer  Vergleichung  mit  S.  589 
dieselbe  Ausdehnung  wie  für  2  Breitengradmessungen  zusammen,  so 
wird  unter  sonst  gleichen  Umständen  ü  nur  halb  so  stark  von  Lot- 
abweichungen wie  im  Beispiel  daselbst  beeinflufst. 

Dagegen  ist  für  höhere  Breiten  wegen  beschleunigter  Abnahme 
von  q  —  1  die  Bestimmung  von  ü  nach  der  Methode  dieses  Para- 
graphen eine'  wachsend  ungünstigere.  Es  findet  sich,  dafs  überhaupt 
hinsichtlich  der  Einflüsse  (6)  und  (7)  zwei  Breitengradmessungen, 
deren  mittlere  Breiten  absolut  genommen  um  rund  45®  differieren, 
vorteilhafter  sind,  als  eine  Gradmessung  in  45®  Azimut,  welche  ebenso 
ausgedehnt  ist,  wie  jene  zusammen,  sobald  für  dieselbe  die  mittlere 
Breite  absolut  genommen  >  45®  wird. 

Bessd  legte  seinerzeit  die  ostprenfsiscbe  GradmessuDg  schief  zur  meri- 
dionalen  Ricbtang,  um  darch  sie  allein  schon  2  Gleichangeu  zu  -erhalten,  • 
die  zur  Bestimmung  der  Meridianellipse  genügt  haben  würden,  wenn  eben 
Lotabweichungen  und  Beobachtungsfehler  nicht  existierten.  Um  letztere 
für  Ja  möglichst  herabzudrucken,  suchte  er  th unliebst  lange  Seiten  zur 
Azimutübertragung  zu  gewinnen. 

Die  Bedeutung  derartiger  Gradmessungen  erkannte  übrigens,  wie  auch 
Bessel  erwähnt  (Abhandlungen  Bd.  3  S.  63)  bereits  im  vorigen  Jahrhundert 
.  Tobias  Mayer  der  Ältere,  1723—1762),  dessen  hinterlassenes,  sehr  interessantes 
Manuskript  über  diesen  Gegenstand  Bd.  13  der  Astronom.  Nacfir,  Nr.  810 
S.  354  (1836)  bringt.  Mayer  denkt  sich  an  den  Endpunkten  einer  geodätischen 
Linie  Breite  und  Azimut  gemessen  und  zeigt,  dafs  man  das  Verhältnis 
ÜQ  :  &o  ohne  Kenntnis  der  linearen  Länge  der  Linie  ermitteln  kann. 
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§  9.  Berechnung  des  Erdellipsoids  ans  Oradmessungen  im 
allgemeinen.  Die  in  den  §§  4  bis  7  angewandte  Methode  der 
Aufstellung  der  Fehlergieichungen,  welche  den  astronomisch  geo- 
dätischen Messungen  entsprechen ^  ist  nicht  streng^  da  immer  nur 
gewisse  Einflüsse  der  Lotabweichungen  als  wesentlich  vorausgesetzt 
werden.  Die  Vernachlässigung  ist  allerdings  um  so  geringer,  je  mehr 
die  Dreiecksketten  den  Richtungen  der  Meridiane  oder  Parallelen 
folgen.  Doch  fand  sich  schon  für  letzeren  Fall  der  Hinweis  auf  eine 
strengere  Ausgleichung  nötig  (yergl.  S.  604). 

Sobald  nun  geodätische  Linien  in  beliebigen  Azimuten  vorkommen, 
ist  eine  strengere  Behandlung  besonders  durch  den  Einflufs  der  Lot- 
abweichungen auf  Jf  und  Pbezw.  |l  gefordert  [S.  594  (6)  und  599  (2)]. 

Wollte  man  eine  strengere  Rechnung  nach  der  Methode  jener 
Paragraphen  ausführen,  so  müfste  man  alle  die  einzelnen  Glieder 
beibehalten,  welche  die  Lotabweichungen  successive  ergeben  und  auch 
noch  die  Fehlerglieder  aufführen,  die  von  Beobachtungsfehlern  in 
Länge,  Breite,  Azimut  und  s  abhängen.  Indessen  ist  die  entstehende 
Form  der  Gleichungen  für  eine  strenge  Rechnung  unbequem. 

Bei  strenger  Rechnung  verfährt  man  bequemer  nach  den  Vor- 
schriften des  vorigen  Kapitels  (in  der  Regel  kommt  §  15  S.  546  u.  S. 
in  frage,  jedenfalls  aufserdem  §  20  S.  562).  Man  sucht  für  jede 
zusammenhängende  Operation  wie  dort  die  Normalgleichungen  für 
Si;  Vi}  *^o  ^^^  *^  *"f-  ^^^  Lotabweichungen  g^  und  i^j  des  will- 
kürlichen und  für  jede  isolierte  Operation  besonderen  Anfangspunktes 
werden  dann  mittelst  ihrer  Normalgleichungen  eliminiert  und  endlich 
werden  alle  Normalgleichungen  für  düQ  sowie  alle  für  de*,  welche 
die  verschiedenen  Systeme  ergeben,  addiert.  Die  beiden  so  entstehenden 
Gleichungen  für  da^  und  da*  sind  die  Endnormalgleichungen,  welche 
nunmehr  nach  den  genannten  beiden  Unbekannten  aufgelöst  werden 
müssen. 

Der  Sinn  dieser  Rechnung  ist,  dafs  die  Dimensionen  der  Refe- 
renzellipsoide  der  einzelnen  Ausgleichungssysteme  bei  zur  Erdaxe 
parallelen  Rotationsaxen  identisch  genommen  werden,  während  es  un- 
entschieden bleibt,  inwieweit  die  Drehaxen  und  Mittelpunkte  der 
einzelnen  Ellipsoide  unter  sich  und  mit  der  Erdaxe  und  dem  Erd- 
schwerpunkt zusammenfallen. 

Erst  in  dem  allerdings  nur  idealen  Falle,  dafs  alle  Gradmessungen 
in  eine  zusammenhängende  Operation  verschmolzen  worden  wären, 
würden  alle  Referenzellipsoide  in  ein  einziges  übergehen,  welches  nun 
aber  immer  noch  auf  keine  Weise  durch  die  Gradmessungen  allein 
in  Bezug  zum  Erdschwerpunkt  gebracht  werden  könnte. 

In   diesem  Falle  liefsen  sich  aber  bei  angemessen  dichter  Lage 
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der  astronomischen  Stationen  die  Erhebungen  des  Geoids  über  dem 
EUipsoid  berücksichtigen,  indem  man  z.  B.  bei  Anwendung  der  Vor- 
schriften des  §  15  S.  546  den  ds  in  den  Gleichungen  (1)  Glieder  von 

der  Form  —  s  —  beifügte,  wobei  N'  die  Erhebung  für  die  betreffende 

Grundlinie  bezeichnet.*)  Den  bisherigen  Gleichungen  würden  nun 
noch  Gleichungen  zuzufügen  sein,  welche  die  Differenz  der  N'  benach- 
barter Grundlinien  als  lineare  Funktionen  der  Lotabweichungen  der 
astronomischen  Zwischenpunkte  darstellen.  Solcher  Gleichungen  würde 
man  in  überschüssiger  Zahl  (vielleicht  für  die  N'  aller  benachbarten 
astronomischen  Stationen)  aufstellen  und  gleichzeitig  mit  den  anderen 
Gleichungen  (den  Systemen  (1)  S.  548)  zur  Ausgleichung  verwenden. 
Für  das  günstigste  Referenzellipsoid  würde  übrigens  auf  diese 
Art  kaum  ein  erheblich  besseres  Resultat  erzielt  werden,  da  die 
Fehler,  welche  durch  mangelnde  Reduktion  der  Linien  s  wegen  der 
N'  entstehen,  im  Endresultat  sich  voraussichtlich  nicht  anhäufen, 
sondern  im  wesentlichen  kompensieren  werden. 

§  10.  Unzulänglichkeit  der  Oradmessnngen  für  die  genaue 
Bestimmung  des  Erdellipsoids«  Bereits  im  vorigen  Paragraphen 
ist  angedeutet  worden,  dafs  sich  das  Resultat  der  Ausgleichung  der 
Fehlergleichungen  mehrerer  isolierter  Gradmessungssysteme  auf  ebenso 
viele  Referenzellipsoide  bezieht,  die  alle  gleiche  Dimensionen  und  zur 
Erdaxe  parallele  Rotationsaxen  haben,  die  aber  im  allgemeinen  nicht 
unter  sich  zusammenfallen,  sondern  einzeln  mit  der  Geoidfläche  im 
Bezirke  des  betreffenden  Gradmessungssystems  annähernd  koincidieren. 
Irgend  ein  Mitte],  um  dasjenige  EUipsoid  abzuleiten,  welches  sich 
den  Messungen  am  besten  anschmiegt  und  dabei  mit  seiner  kleinen 
Axe  in  die  Erdaxe  und  mit  seinem  Schwerpunkt  in  den  Erdschwer- 
punkt fällt,  hat  man  aus  Gradmessungen  allein  nicht. 

Dieselben  bieten  ein  solches  auch  noch  nicht  in  dem  idealen 
Falle,  dafs  sich  die  gan^e  Erde  mit  einem  Dreiecksnetze  umspannen 
liefse,  dessen  sämtliche  Punkte  astronomische  Stationen  wären,  da  eben 
ein  geometrischeii'  Zusammenhang  zwischen  Schwerpunktslage  und  Lot- 
ablenkungen nicht  besteht,  sondern  nur  ein  dynamischer.  Ohne  hier 
der  Sache  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  näher  zu  treten,  läfst  sich 
doch  soviel  erkennen,  dafs  man  immerhin  diesem  Erdellipsoid, 
namentlich  bezüglich  der  Dimensionen,  durch  zahlreiche  Gradmessungen 
näher  kommen  wird,  als  durch  wenige.  Der  letzte  Fall  ist  allerdings 
gegenwärtig  der  thatsächliche  und  wird   es  bis  zu  gewissem  Grade 

*)  Es  ist  N  mit  dem  oberen  Index  versehen,  da  nicht  in  Strenge  das  Geoid 
in  fi-age  kommt,  sondern  das  S.  5G6  definitive  Sphäroid. 
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immer  bleiben,   da  nur  ^  der  Erdoberflache   mit  Pestland  bedeckt 
und  Gradmessungen  zugänglich  sind. 

Es  ist  nun  von  Interesse,  eine  Vorstellung  von  der  Genauigkeit 
der  Ergebnisse  fär  die  Elemente  der  Meridianellipse,  wie  der  gegen- 
wärtige Stand  der  Gradmessungen  sie  liefert^  zu  gewinnen  zu  suchen. 
Dazu  gehen  wir  im  folgenden  Paragraphen  über;  wir  müssen  dabei 
freilich  auch  wieder  die  Schätzungen  der  absoluten  Lotablenkungen 
imd  Höhen  N  des  Geoids  über  dem  Erdellipsoid  anticipieren,  wie 
Betrachtungen  der  Mechanik^  sie  liefern. 

§  11.  Oenanigkeitsgrad«  Die  Dimensionen  des  EUipsoids  sind 
wiederholt  berechnet  worden  mit  Zunahme  der  Anzahl  und  Ausdeh- 
nung insbesondere  der  Breitengradmessungen.  Dabei  hat  man  das 
von  Ed.  Schmidt  und  Bessel  angegebene  und  oben  mitgeteilte  Ver- 
fahren, namentlich  also  auch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
angewandt.  PÄ.  Fischer  hs^i  (vergl.  seine  Ufüersuchungen  über  die  Gestalt 
der  Erde)  hierin  einen  grofsen  Mangel  zu  erblicken  geglaubt  und  über- 
haupt die  formelle  Behandlung  angegriffen.  Seine  Ausführungen  sind 
indes  in  dieser  EUnsicht  nicht  stichhaltig.*)  Ein  Vorwurf  kann  nur 
insoweit  erhoben  werden,  als  man  Gewichte  und  mittlere  Fehler  der 
Endresultate  berechnet  hat,  als  wären  die  übrigbleibenden  Fehler  die 
Folge  zufalliger  Beobachtungsfehler  und  zufälliger  Abweichungen  des 
Lotes,  infolge  dessen  aber  sie  für  weit  genauer  hielt,  als  sie  sind 
(S.  597  o.).  Denn  da  die  absoluten  Lotablenkungen  innerhalb  einer 
isolierten  Operation  oft  einen  wesentlich  systematischen  Charakter 
haben,  so  kann  es  sich  treffen  (Äusgleichungsrechnung  S.  257),  dafs 
die  übrigbleibenden  Fehler  trotz  bedeutender  Gröfse  der  Lotab- 
lenkungen klein  sind  und  doch  der  systematische  Bestandteil  der  letz- 
teren einen  sehr  beträchtlichen  Einflufs  auf  die  Resultate  ausübt. 

Dieser  Fall  tritt  in  der  That  für  die  ostindische  Gradmessung 
ein,  für  welche  Pratt  grofse  Lotablenkungen  auf  Grund  der  äufseren 
Terraingestalt  wahrscheinlich  machte.  Da  nun  bei  allen  Rechnungen 
diese  Messung  die  einzige  von  grofser  Ausdehnung  unter  kleinen 
Breiten    war   und   also    ohne    erhebliche    Kontrolle    blieb,    weil    die 


*)  Der  begründete  Teil  der  Vorwürfe  Ph.  Fischers  in  Bezag  auf  die  Auf- 
fassung des  Problems  dürfte  überhaupt  weniger  die  Rechner  treiSen,  als  diejenigen, 
welche  deren  Arbeiten  einfach  acceptierten ,  ohne  sie  nach  ihrer  ganzen  Ent- 
stehung zu  kennen.  Was  die  Rechner  anlangt,  so  sei  u.  a.  erwähnt,  dafs  Paucker^ 
dessen  ausfQhrliche  Rechnungen  S.  17  besprochen  sind,  nicht  nur  über  den 
Charakter  der  übrigbleibenden  Fehler  der  Ausgleichung,  insbesondere  ihr  Ver- 
hältnis zu  absoluten  Lotablenkungen,  völlig  im  Klaren  war,  sondern  auch  den 
ungünstigen  Einflufs  systematischer  Lotableukungen  auf  die  Güte  der  Rech- 
nungsergebnisse richtig  erkannte. 

Helme rt,  mathem.  u.  phyaikal.  Theorieen  der  höh.  Geodäsie.  39 
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europäischen  Messungen^  mit  d^en  sie  sich  kombinierte,  hauptsach- 
lich nur  unter  sich  kontrollierend  wirken,  so  mufste  ein  gewisser 
systematischer  Teil  der  Lotablenkungen  unerkannt  bleiben.  Es  ist 
dieses,  wie  man  sofort  bemerkt,  aufser  einem  absolut  konstanten  un- 
schädlichen Teil,  ein  Teil,  der  mit  der  Meridianbogenlänge  wächst 
und  gerade  so  wirkt,  wie  ein  konstajiter  Fehler  der  Grundlinien  bezw. 
der  Mafseinheit  —  oder  wie  ein  Fehler  in-  der  Reduktion  der  Grund- 
linien wegen  der  Höhe  N  des  Geoids  über  dem  Ellipsoid. 

Unter  den  verschiedenen  interessanten  Rechnungen,  welche  das 
wiederholt  erwähnte  Hauptwerk  der  englischen  Vermessung  Ordnance 
Survey,  Principal  Triangulation  bietet,  findet  sich  aber  S.  775  auch 
eine  Angabe  der  Einflüsse  der  Änderungen  der  Mafseinheiten  auf  die 

Halbaxen  a^b^  der  Meridianellipse  und  die  Hilfsgröfse  y  ^^  J_,^,  d.i.-r^- 
Wir  benutzen  hier  nur  die  Angabe  in  Bezug  auf  letztere  Grofse. 

Es  wird  aus  9  isolierten  Breitengradmessungsoperationen  ab- 
geleitet: 

^^  =  293,76  +  0,1 139  ®i  +  0,0144  ©i  -  0,3589  öi  +  0,2222  Öi  | , 
+  0,0018  &4,  -  0,0004  ©i  +  0,0076  @;  —  0,0004  ®7  —  0,0003  e^J 

Hierbei  sind  die  linearen  Längen,  welche  den  Ergebnissen  der 
Gradmessungen  entsprechen,  noch  mit  1  -\-  multipliziert,  wenn 

der  Index  i  nach  folgender  Übersicht  den  einzelnen  Operationen 
angehört: 


0 

Englische 

Gradmessung 

von  49,9«  bis  60,8»  nördl.  Br. 

1 

Französische 

>i 

„    38,7 

„  51,0       „      „ 

2 

Russische 

n 

„   45,3 

„   70,7       „      „ 

3 

Indische 

n 

„     8,1 

„   29,5     ^  „       „ 

4 

Ältere  indische 

» 

.    11,7 

„    13,3       „       „ 

5 

Ostpreufsische 

V 

„    54,2 

„   55,7       „      „ 

6 

Peruanische 

» 

„     0,0 

„     3,1  södl.     „ 

7 

Hannoverische 

» 

„    51,5 

„   53,5  nördl.  „ 

8 

Dänische 

» 

„    53,4 

„   54,9       „       „ 

Die  Formel  giebt  nun  ein  sehr  gutes  Mittel,  den  Genauigkeits- 
grad der  Bestimmung  von  y~  =  293,76  zu  schätzen. 

Sie   zeigt  u.  a.,   dafs  ©'s  =  —  30    in   -^   bereits    7    Einheiten 
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Änderung  hervorbringen  würden.  Ein  solcher  Betrag  von  ©s  kann 
allerdings  kaum  noch  als  Einflufs  der  Höhe  N  des  Geoids  über  dem 
Ellipsoid  vermutet  werden,  denn  er  erfordert  einen  Wert  N  im  Be- 

Q 

trage   von  üq  .  ^         ,    d.  i.  ca.   1,9*^.     Zu  seiner  Erklärung  genügt 

aber  auch  die  sehr  plausible  Differenz  der  Lotablenkungen  von  24" 
für  die  Endpunkte  des  21,4^  langen  grofsen  indischen  Bogens,  falls 
sich  diese  24"  gleichmäfsig  über  denselben  verteilen  und  eine  Ver- 
flachung bedeuten.*)     Einer  solchen  entspricht  dann  eine  Verkürzung 

des  Bogens  um   -r--j        -       seines  Betrages,  also  ein  0i  =  —  31. 

Die  begründeten  Vorwürfe  Ph.  Fischers  werden  einigermafsen 
(so  gut  es  die  Verhältnisse  zulassen)  beseitigt  sein,  wenn  die  Grad- 
messungen eine  gleichmäfsigere  Ausdehnung  und  Verteilung  erlangt 
haben  werden  als  gegenwärtig,  und  wenn  zur  Bestimmung  des  Erd- 
ellipsoids,  solange  als  die  Gradmessungen  noch  nicht  zahlreich  sind, 
diejenigen  ausgeschlossen  werden,  für  welche  starke  Unregelmäfsig- 
keiten  nach  der  äufseren  Figur  der  Erde  zu  erwarten  sind.  In  Bezug 
auf  die  Würdigung  der  indischen  Gradmessung  aber  darf  man  nie  ver- 
gessen, dafs  sie  zunächst  unternommen  wurde,  um  die  Figur  des  Geoids 
in  Indien  zu  studieren  (vergl.  unser  Referat  in  der  Vierteljahrsschrift 
der  Astronom.  Ges.  Bd.  8,  S.  14). 

Wir  gedenken  hier  auch  des  Versuches,  den  General  v,  Schubert 
und  andere  durchgeführt  haben,  die  geographischen  Breiten  der  Grad- 
messungsstationen von  den  lokalen  Unregelmäfsigkeiten  der  Lotrich- 
tung durch  Berechnung  der  Massenanziehung  zu  befreien  {Astronom. 
Nachr.,  Bd.  52,  No.  1245—47;  vergl.  auch  S.  546).  Mit  Rücksicht 
auf  unterirdische  Massenunregelmäfsigkeiten  ist  es  aber  erfahrungs- 
mäfsig  weit  besser,  lokale  Anomalieen  mittelst  dicht  benachbarter 
astronomischer  Stationen  zu  studieren  und  zu  beseitigen. 

§  12.  Beweiskraft  der  Gradmessungen  fUr  die  Existenz 
der  nftherungsweise  rotationsellipsoidischen  Gestalt  des  Geoids. 

Bisher  ist  die  Frage  noch  nicht  eröiiert  worden,  ob  aus  der 
Thatsache,  dafs  die  Gradmessungen  bis  auf  kleine  Abweichungen 
einer  Rotationsfläche,  insbesondere  einem  abgeplatteten  Rotations- 
ellipsoid entsprechen,  auch  notwendig  folgt,  dafs  das  Geoid  bis  auf 
kleine  Abweichungen  eine  Rotationsfläche,  insbesondere  ein  ab- 
geplattetes Rotationsellipsoid  sei.  Wir  haben  nämlich  nur  nach  dem 
abgeplatteten    Rotationsellipsoid    gefragt,    welches    entweder    einem, 


*)  Vergl.  l^ratt,  A  Treatise  on  Ättractions  etc.  and  the  Figwt  of  the  Barth, 
Cambridge  18G0  S.  66. 

39* 
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Komplex  zusazDmenliängeiider  Messungen  am  besten  entspricht  (dem 
Referenzellipsoid)^  oder  mehreren  solchen  Komplexen^  die  unter  sich 
nicht  zusammenhängen«  Für  letzteren  Fall  ist  dann  in  den  letzten 
vorhergehenden  Paragraphen  untersucht,  inwieweit  die  Ergebnisse 
dem  Erdellipsoid  entsprechen,  dessen  Existenz  durch  Betrachtungen 
und  Messungen  nicht-geometrischer  Natur  als  erwiesen  vorausgesetzt 
wurde.  Wenn  es  aber  auch  ganz  zweifellos  ist,  dafs  man  die  Frage 
der  Bestimmung  eines  dem  Geoid  im  ganzen  möglichst  entsprechen- 
den Rotationsellipsoids  nicht  vom  rein  geometrischen  Standpimkt  aus 
allein  behandeln  darf,  um  zu  den  begründetsten  Resultaten  zu  ge- 
langen, so  hat  es  doch  auch  ein  Interesse,  sich  mit  der  Frage  zu 
beschäftigen,  ob  die  geometrischen  Messungen  allein  schon  imstande 
sind,  die  näherungsweise  rotationsellipsoidische  Gestalt  des  Geoids 
zu  beweisen.  Denn  wenn  wir  etwas  weniger  genau  astronomisch  zu 
messen  imstande  wären,  als  es  wirklich  der  Fall  ist,  so  würden  ja 
die  Gradmessungen  innerhalb  der  Beobachtungsfehler  einem  Rotations- 
ellipsoid vollständig  anzupassen  sein. 

Nehmen  wir  also  einmal  an,  die  Gradmessungen  genügten  mathe- 
matisch streng  einem  abgeplatteteten  Rotationsellipsoid,  so  ist  immer 
noch  zu  zeigen,  dafs  umgekehrt  auch  wirklich  das  Geoid  gerade  diese 
Gestalt  hat  und  keine  andere. 

Die  Aufgabe  wird  sich  verschieden  gestalten,  je  nach  der  An- 
nahme über  das  Ergebnis  der  Gradmessungen.  Am  vollständigsten 
würde  dieses  sein,  wenn  es  für  hinreichend  viele  Orte  die  Krümmung 
in  allen  Azimuten  feststellte.  Entspricht  aber  die  Krümmung  allent- 
halben der  Kugel  oder  dem  Ellipsoid,  so  hat  dann  das  Geoid  sicher 
diese  Form,  weil  man  unter  der  Voraussetzung,  dafs  das  Geoid  eine 
stetig  gebogene  Fläche  ist,  aus  gegebenen  Krümmungsradien  nur  eine 
Fläche  konstruieren  kann.*) 


*)  In  der  Abhandlang:  Über  die  Bestimmung  der  GestaÜ  einer  krummen 
Oberfläche  durch  lokale  Messungen  auf  derselben  (Journal  fär  reine  und  ange- 
wandte Mathematik  von  Grelle  Bd.  64  S.  193)  hat  Ghristoffel  1864  gezeigt,  wie 
schon  allein  die  Messung  der  Summe  der  beiden  Hauptkrümmungsradien  in  hin- 
reichend vielen  Punkten  der  Fläche  unter  Voraussetzung  einer  stetig  gebogenen, 
allenthalben  gewölbten  Form  zur  Kenntnis  derselben  fuhren  kann,  und  wie  ins- 
besondere der  Thatsache,  dafs  jene  Summe  dem  bekannten  Ausdruck  fürs  Rota- 
tionsellipsoid entspräche ,  Beweiskraft  für  die  Existenz  dieser  Form  innewohnen 
würde.  Da  aber  die  Messungen  von  den  Geodäten  anders  angeordnet  werden 
und  das  von  Christoffel  vorausgesetzte  Studium  lokaler  Terrains  sehr  schwierig 
ist,  so  schien  es  uns  angemessen,  den  Nachweis  zu  liefern,  dafs  auch  die  übliche 
Procedur  der  meridionalen  Breitengradmessungen  Material  an  die  Hand  giebt, 
rein  geometrisch  ohne  eigentliche  Hypothesen  die  Existenz  einer  Rotationsgestalt 
zu  prüfen. 


Digitized  by 


Google 


§  12.    Beweiskraft  der  GradmesBUDgen  für  die  Erdgestalt.  613 

Im  grofsen  und  ganzen  genommen  hat  nun  das  Geoid  sicher 
Kugelgestalt.  Dieses  folgt  schon  allein  aus  den  Umfahrungen  der  Erde 
zu  Wasser  und  Land^  welche  eben  konstatieren,  d'afs  die  Erümmungs- 
Verhältnisse  stets  der  Kugelgestalt  im  allgemeinen  entsprechen.  Zur 
genaueren  Untersuchung  fehlt  es  aber  an  Material.  Die  Gradmessun- 
gen sind  in  der  Mehrzahl  nur  als  Breitengradmessungen  ausgeführt, 
weil  sie  sich  in  dieser  Form  am  leichtesten  bewerkstelligen  lassen. 
Es  fehlt  also  die  Untersuchung  der  Krümmung  in  allen  Azimuten; 


Um  die  Christoffehche  Methode  hier  einigermarsen  zu  erläutern,  denken  wir 
uns  dieselbe  auf  die  Bestimmung  einer  ebenen,  geschlossenen,  nach  anfsen  allent- 
halben konvexen  Karre  (etwa  der  Meridiankorve  eines  Rotationskörpers)  an- 
gewandt. Sei  B  der  Winkel  der  nach  innen  gerichteten  Normale  im  Punkte 
(x,  y)  mit  der  a;-Aze  und  q  der  Ejrümmnngsradius^  so  hat  man 

dx  '^  —  ds  .  Bin  B  \ 

\    d8==QdB 
dy  =■  +  rf«  .  cos  -B  J 

und  hieraus 

X  ==*  —Tq  sinBdB  j        y  =  -\- J^ g  coiBdB . 

Zum  Zwecke  der  Integration  muTs  q  als  Funktion  yon  B  aus  den  Messungen 
hergestellt  werden,  wozu  die  interpolatorische  Darstellung  in  Form  einer  perio- 
dischen Reihe  dient. 

Man  kann  hier  die  Bemerkung  machen,  dafs  es  einfacher  und  auch  genauer 
ist,  Q  gar  nicht  abzuleiten,  sondern  bei  den  unmittelbaren  Ergebnissen  der 
Messungen,  den  Bögen  8  und  den  zugehörigen  B  der  Endpunkte  stehen  zu  bleiben, 
und  demgemäfs  8  interpolatorisch  als  periodische  Funktion  von  B  darzustellen. 
Dann  folgt 

x^^j\\nBds,        y  =^ +J*coa  B  ds  . 

Für  Eurvenbestimmungen  möchten  wir  dieses  Verfahren,  welches  sich  auch  völlig 
dem  üblichen  Vorgänge  bei  Breitengradmessungen  anschliefst,  vorziehen.  Ebenso 
möchten  wir  für  Flächenbestimmungen  aus  praktischen  Gründen  dem  entsprechenden 
Verfahren  des  12.  Kapitels  d.  h.  der  Zugrundelegung  einer  einfachen  Fläche  mit 
Einführung  von  Lotabweichungen  u.  s.  f.  den  Vorzug  geben. 

[Wir  erwähnen  beiläufig,  dals  bei  Benutzung  der  Entwicklungen  in  der  ge- 
nannten Abhandlung  zu  anderen  Zwecken,  als  denen  des  VerfiEbssers  (also  etwa 
zur  Bestimmung  der  Gestalt  aus  Erümmungsmessungen  in  bestimmten  Azimuten), 
die  Formeln  auf  der  5.  Seite  unten  nicht  anwendbar  sind,  was  nicht  daselbst 
hervorgehoben  ist.  Sie  gelten  nur,  wenn  es  sich,  wie  in  der  Abhandlung,  um 
die  Hauptkrümmungen  handelt,  also  um  die  Krümmung  in  Ebenen,  die  die  Nor- 
malen unendlich  benachbarter  Punkte  der  Fläche  vollständig  enthalten;  sie  gelten 
aber  nicht  für  die  Krümmung  in  beliebigen  Ebenen.  In  der  That  darf  man  in 
jenen  Formeln   nicht  dg  oder  dtp   gleich  null   setzen,   denn  es   folgt   allemal 

dz 

V,—  =>  null,  was  den  Voraussetzungen  widerspricht.] 
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es  fehlt  aber  überhaupt  noch  sehr  an  Erümmungsmessungen,  so  dafs 
wir  nicht  einmal  mit  einiger  Sicherheit  behaupten  können,  es  sei  eine 
allgemeine  Eigenschaft  des  Geoids,  gleichlange  Gradlängen  auf  den 
geographischen  Meridianen  unter  verschiedenen  geographischen  Längen 
zu  besitzen.  Zur  Prüfung  der  Zulässigkeit  einer  solchen  Behauptung 
würden  in  der  That  sehr  viele  Breitengradmessungen  gehören. 

Günstiger  gestaltet  sich  die  Sache  in  Rücksicht  auf  die  Azimut- 
messungen, die  immer  gelegentlich  der  Breitengradmessungen  an- 
gestellt werden,  unter  gewissen  Voraussetzungen  können  diese  dazu 
dienen,  das  Zusammenfallen  der  geographischen  Meridiane  (d.  h.  der 
Linien  gleicher  geographischer  Länge)  mit  den  astronomischen  Meri- 
dianebenen zu  konstatieren,  woraus,  wie  wir  sehen  werden,  auch  der 
Kotationscharakter  resultiert.  Da  hierbei  jedes  Paar  gegenseitiger 
Azimutraessungen  einen  Beitrag  zur  Untersuchung  jener  Eigenschaft 
bietet,  so  geben  offenbar  derartige  Messungen  in  Azimut  viel  mehr 
beweiskräftiges  Material  als  gleichviele  Messungen  in  Breite. 

Im  Folgenden  wollen  wir  mm  zunächst  einen  idealen  Fall  dis- 
kutieren, der  denjenigen  ^Messungen  sehr  nahe  entspricht,  die  aus 
praktischen  Gründen  am  häufigsten  ausgeführt  werden,  nämlich  den 
meridionalen  Breitengradmessungen  mit  mehreren  Azimutbestimmun- 
gen, und  zwar  denken  wir  uns  im  einzelnen  Falle  immer  zwei  Punkte 
der  Fläche,  für  welche  direkt  durch  astronomische  Messungen  kon- 
statiert wird,  dafs  sie  gegenseitig  im  Azimut  null  liegen  und  daher 
eine  gemeinsame  Meridianebene,  sowie  die  geographische  Längen- 
differenz null  haben.  Solcher  Punktpaare  soll  eine  hinreichende  An- 
zahl vorhanden  sein  und  zwar  so  viele,  wie  bei  Voraussetzung  eines 
stetigen  Verlaufs  der  Fläche  nötig  sind,  um  es  als  eine  allgemeine 
Eigenschaft  der  letzteren  erscheinen  zu  lassen,  dafs  die  Meridianebene 
irgend  eines  Punktes  auch  Meridianebene  aller  benachbarten  Punkte 
der  Fläche  ist,  durch  welche  sie  hindurchgeht. 

Ohne  vorläufig  auf  die  Krümmungsmessungen  selbst  Rücksicht 
zu  nehmen,  wollen  wir  zuerst  untersuchen,  welchen  Beitrag  die 
Konstatierung  der  eben  erwähnten  Eigenschaft  der  Fläche  zu  ihrer 
Charakterisierung  liefert. 

Verfolgt  man  aber  die  Durchschnittspunkte  der  Meridianebene 
eines  Punktes  mit  der  Fläche  der  Reihe  nach,  so  sieht  man,  dafs  alle 
Meridianebenen  dieser  Durchschnittspunkte  zusammenfallen  werden, 
dafs  also  die  geographischen  Meridiane  ebene  Kurven  sein  müssen, 
deren  Ebenen  mit  den  astronomischen  Meridianebenen  ihrer  Punkte 
identisch  sind. 

Nunmehr  liegt  bereits  die  Vermutung  nahe,  die  gesuchte  Fläche 
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müsse  eine  Rotationsfläche  sein.  Dieses  läfst  sich  in  der  That  wie 
folgt  zeigen. 

Wir  beziehen  die  Fläche  auf  drei  rechtwinklige  Koordinatenaxen 
und  nehmen  die  g-A^e  parallel  zur  ümdrehungsaxe  der  Erde,  daher 
die  rrj^-Ebene  parallel  zur  Aquatorebene.  Die  ;e^a;-Ebene  diene  zum 
Ausgang  der  Zählung  geographischer  Längen  L.  Sind  nun  im  Punkte 
P  die  geographische  Breite  gleich  B  und  die  Länge  gleich  Ly  und 
bezeichnet  man  die  Neigungswinkel  der  Normalen  in  P  zu  den  drei 
Axen  mit  A,  fi,  v,  so  ist 

cos  A  =  cos  B  cos  L    cos  fi  «=  cos  B  sin  L    cos  v  =  sin  JB,    (1) 

wie  man  unmittelbar  durch  Betrachtung  der  Linienverhältnisse  eines 
rechtwinkligen  Parallelepipeds  findet^  dessen  eine  Diagonale  parallel 
zur  Normale  in  P  und  dessen  Kanten  parallel  zu  den  drei  Axen  sind. 
Andrerseits  findet  man  in  ähnlicher  Weise,  dafs  die  Cosinus  der 
Neigungswinkel  eines  Linienelements  ds  der  Fläche  zu  den  drei  Axen 
der  Reihe  nach  sind: 

dx         dy         dz^ 
ds  ^       ds  '       ds 

Geht  aber  dieses  Element  von  P  aus,  so  steht  es  zur  Normale 
senkrecht  und  man  hat  daher  nach  einem  bekannten  Satze: 

dx         ^    ,    dy  .dz  ^ 

di  ^^'  ^  +  ds  ^^«^  +  dJ  ^^^  ^  =  ^^ 

oder  mit  Rücksicht  auf  (1)  und  unter  Weglassung  des  gemeinsamen 
Nenners  ds: 

dx  cos  B  cos  L  +  dy  cos  B  sin  L  -{-  dz  sin  £  —  0 .  (2) 

Diese  Gleichung  ist  die  Bedingungsgleichung  dafür,  dafs  der 
Übergang  von  P  zu  einem  unendlich  nahen  Punkte  der  Fläche  statt- 
findet. Bewegen  wir  uns  aber  in  der  Meridianebene  von  P  um  dsy 
so  bleiben  die  Meridianebene  und  L  konstant,  d.  h.  es  verschiebt  sich 
die  Projektion  von  P  auf  die  a:y- Ebene,  wo  die  Meridianebene  als 
Linie  im  Neigungswinkel  L  gegen  die  a;-Axe  auftritt,  in  dieser  Linie 
selbst  und  man  hat  daher: 

dx:  dy  =^  cos  L  :  sin  L . 

Um  auszudrücken,  dafs  für  dx  und  dy  L  konstant,  also  nur  B 
veränderlich  ist,  schreiben  wir  besser  nach  gemeinsamer  Division  mit 
dB  und  unter  Anwendung  des  Zeichens  partieller  Differentiation: 
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dx      dy  TT 

j^:j^  =  cos  L-.smL. 


(3) 


Diese  Gleichung  ist  mit  (2)  zu  kombinieren;  wobei  es  sehr 
passend  er  scheint ,  x,  y  und  e  als  Funktionen  von  B  und  L  aufzu- 
fassen und  ganz  von  einer  Gleichung  zwischen  x,  y  und  z  abzusehen. 
In  Gleichung  (2)  hat  man  nun  im  allgemeinen  zu  setzen: 

u.  s.  f. 
sie  giebt  daher^  je  nachdem  man  nur  B  oder  nur  L  variiert: 


dx 


dy 


dz 


-^p-  cos  .B  cos  L  +  -ö^  cos  1?  sin  i  +   ^  ^  sin  ^  =  0 


dB 


dB 


dB 


^j-  cos  B  cos  L  +  -^  cos  B  sin  L  +  ^7-  sin  jB  =  0 . 


(4) 


Insofern  man  sich  aber  icy  y  und  s  als  Funktionen  von  B  und 
L  denkt;  sind  diese  Gleichungen  Indentitaten;  weil  zwischen  B  und 
L  keine  Gleichung  besteht.  Differenzieren  wir  nun  links  nach  B 
oder  Lj  so  entstehen  wieder  verschwindende  Ausdrücke.  Wir  be- 
nutzen indes  nur  die  Differentiation  der  1.  Gleichung  nach  L  und 
die  der  2.  Gleichung  nach  B^  weil  nur  für  diesen  Fall  in  beiden 
Gleichungen  dieselben  höheren  Differentialquotienten  auftreten.  Es 
wird  erhalten: 


dmi  ^^'  ^  <^08  ^  +  /bU  ^^«  ^  sin  i  +  ^^l^  sin  B 

—  "^  ^^^  JB  sin  L  +  -^  cos  B  cos  L 

dLdB  ^^'  ^  <^os  ^  +  dds  ^^'  ^  sm  L  +  ^^^  sm  B 

—  -J^  sin  JB  cos  i  —  -^  sin  5  sin  L  +  -ö^-  cos  B 


dL 


dL 


dL 


=  0 


0. 


Wenn  wir  nun  voraussetzen,  dafs  wir  es  mit  einer  Fläche  zu  thun 
haben,  deren  Krümmung  sich  stetig  ändert,  so  wird 


d'^x 


dLdB' 


.(5) 


dBdL 

u.  s.  f. 
Es  giebt  alsdann  die  Subtraktion  beider  vorhergehenden  Gleichungen: 


dx       -D  '    T  t    dy 


dB 


dB 


cos  B  cos  L 


-^j-  sin  B  cos  L  —  -^y-  sin  JB  sin  L  -f-  -^j-  cos  5 . 


dL 


dL 
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Fügt  man  zur  rechten  Seite  dieser  Gleichung  die  linke  Seite  der 
2.  Gleichung  (4)  nach  vorheriger  Multiplikation  mit  tan  B^  so  findet 
sich  leicht: 

"äi  "^  "~  'd^  ^^®*  5  sin  L  +  -^  cos^B  cos  L .  (6) 

Die  drei  Gleichungen  (4)  und  (6)  gelten  allgemein;  durch  Ein- 
führung der  speziellen  Bedingung  (3)  aber  nehmen  sie  die  folgende 
Form  an: 

-^  sin  B  =  —  -g-g-  cos  B  QBc  L,  (7) 

-^  sin  JB  =  —  -^  cos  B  cos  L  —  -^  cos  B  sin  L ,  (8) 


dz 


(9) 


Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dafs  zufolge  der  Bedingung  (3) 

z  eine  Funktion  von  B  allein  (10) 

ist.  Die  Meridianschnitte  sind  hiemach  (ebene)  kongn^enk  Kurven; 
femer  sind  die  Parallelen  (d.  h.  die  Linien  gleicher  Breite  B)  ebene 
Kurven,  deren  Ebenen  normal  zur  Umdrehungsaxe  stehen.  Man  er- 
kennt ferner  auch,  dafs  in  jedem  Punkte  das  Linienelement  des 
Parallels  rechtwinklig  zu  der  Meridianebene  liegt,  denn  es  liegt  in 
der  Oberfläche  und  in  der  Ebene  des  Parallels,  und  beide  stehen  in 
P  normal  zur  Meridianebene. 

Nennen  wir  jß  den  Krümmungsradius  des  Parallels  in  P,  so  hat 
man  jetzt  für  das  Bogenelement  d$  desselben  mit  Rücksicht  auf  das 
soeben  Gesagte  die  Gleichung: 

ds  =  RdL, 
und  hieraus,  da  für  ds  die  Breite  B  konstant  ist: 

^-li-  (11) 

Nun  ist  aber  für  das  Element  d$  die  Neigung  zur  ^-Axe 
gleich  L  +  90^  daher  ds  =  dx  cos  (L  +  90«)  +  dy  sin  (L  +  90«) 
oder  besser: 

jz  —  Ir  ^i^  ^  +  -Ir  ^^«  ^  •  (12) 

Aus  (11)  und  (12)  folgt  eine  Beziehung  von  R  zu  -^  und  -^K-, 
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welche  letztere  beiden  nach  Mafsgabe  von  (8)  und  (9)  von  einander 
abhängen.     Man  hat  darnach: 


JB  =  —  yj-  sin  L  +  -^  cos  L 
0  =       -K-j-  cos  L  +  -g-j-  sin  L  . 
Eliminiert  man  ^j-  aus  beiden,  so  wird  erhalten: 


(13) 


und  es  ist: 


E  =  —  IJ  CSC  L  (14) 

dB  —~^dBdL^^^' 


Die  Differentiation  der   mit  cos  L  multiplizierten   Gleichung  (7) 
nach  L  giebt  aber,  da  wegen  (9) 


iaf« 

dBdL       ^ 

lob* 

g^g-^c8cL==g_gtan5 

und  man  bat  somit: 

dB dB  **"-^- 

(15) 

Diese  Gleichung  zeigt,  in  Verbindung  mit  (10),  dafs  -ö-g  eine 
Funktion  von  B  allein  ist,  dafs  daher  sein  mufs 

R  =  f{B)  +  q>{L),  (16) 

worin  f  und  9  Funktionszeichen  bedeuten. 

Soll  die  Fläche  eine  Rotationsfläche  sein,  so  mufs  q>{L)  ver- 
schwinden oder  konstant  sein. 

Dieses  erfordert  ein  Unbestimmtwerden  von  L  mindestens  in  einem 
Punkt«  der  Fläche;  wenn  nämlich  q>{L)  für  unbestimmte  Werte  von 
L  dasselbe  giebt,  ist  es  keine  Funktion  von  L  mehr. 

Unsere  Fläche  hat  nun  mindestens  2  solche  Punkte,  denn  das 
Geoid  ist  zweifellos  (s.  0.)  kugelartig  geschlossen.  Denken  wir  uns 
aber  die  zur  jSi-Axe  normale  Ebene  der  Parallelen  in  Bewegung  und 
etwa  von  aufsen  her  an  die  Fläche  herantretend,  so  ist  leicht  zu  sehen, 
dafs  die  angegebene  Art  des  Geschlossenseins  ein  Zusammenschrumpfen 
des  Parallels  auf  null  an  zwei  Orten  fordert,  dafs  ferner  um  diese 
Punkte  herum  unendlich  kleine  Parallelen  liegen  und  also  durch  diese 
Punkte  unendlich  viele  Meridiane  gehen  müssen. 


Digitized  by 


Google 


§  12.    Beweiskraft  der  Gradmessungen  für  die  Grdgestalt.  619 

Die  Messungen  des  Azimuts  gelegentlich  der  Breitengradmessungen 
genügen  somit  allein  schon  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  die  Messungen 
auf  einer  Rotationsfläche  erfolgen  oder  nicht,  ohne  weitere  Voraus- 
setzung als  die,  dafs  die  Fläche  stetig  gebogen  und  geJcrümmty  sotme 
kugelartig  geschlossen  sei.  Nach  allgemeinen  Sätzen  der  Potential- 
theorie ist  aber  (abgesehen  von  lokalen  ErQmmungsunstetigkeiten)  im 
grofsen  und  ganzen  ein  stetiger  Verlauf  in  Bezug  auf  Biegung  und 
Krümmung  vorhanden  und  die  Fläche  geschlossen,  ohne  sich  selbst 
zu  schneiden.  Der  kugelartige  Charakter  (der  einfache  Zusammen- 
hang) folgt,  wie  schon  bemerkt,  aus  den  rohen  Krümmungsmessungen 
in  allen  Azimuten  durch  die  Bereisungen  der  Fläche  (abgesehen  von 
naheliegenden  Beweismitteln  anderer  Art,  wie  z.  B.  der  Form  des 
Erdschattens).*) 

Die  Krümmungsmessungen  im  Meridian  geben,  nachdem  der 
Rotationscharakter  nachgewiesen  ist,  die  Form  der  Meridiankurve 
ganz  unzweideutig,  falls  in  den  Polen  die  Breite  90^  beträgt,  was 
durch  die  stetige  Biegung  gefordert  wird. 

Die  praktischen  Verhältnisse  erheischen  allerdings  die  Abweichung 
von  unserem  Idealfalle,  dafs  die  Azimutmessungen  nicht  genau  gegen- 
seitig für  Punkte  desselben  geographischen  Meridians  erfolgen  können. 
Um  die  Azimute  zu  vergleichen,  ist  daher  die  Einführung  von 
Näherungswerten  für  die  Krümmungsverhältnisse  notwendig.  Allein 
dieses  ist  ganz  unbedenklich,  wenn  die  zu  vergleichenden  astro- 
nomischen Stationen  immer  nur  einen  kleinen  geographischen  Längen- 
unterschied besitzen  und  wenn  angenommen  werden  darf,  dafs  die 
nördlicher  gelegene  von  zweien  benachbarten  ebenso  oft  östlich  wie 
westlich  fällt.  Ein  Fehler  jener  Werte  wird  dann  ebenso  wie  die 
lokalen  Unregelmäfsigkeiten  Abweichungen  von  zufälligem  Charakter 
erzeugen. 

Diese  lokalen  Unregelmäfsigkeiten  bedingen  nun  auch  in  Ver- 
bindung mit  der  Existenz  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler 
eine  Ausdehnung  der  Azimutmessungen  auf  möglichst  viele  Teile 
der  Fläche,  ebenso  wie  der  Breitengradmessungen  überhaupt  auf  viele 
Meridiane.  Was  sich  zeigende  geringe  systematische  Abweichungen 
anlangt,  so  weisen  diese  auf  geringe  Abweichungen  von  der  Rotations- 
gestalt hin,  man  braucht  aber  nicht  zu  fiirchten,  dafs  dieselben  diesen 
Gesamtcharakter  der  Fläche  ganz  verwischen. 


*)  Könnte  die  Erde  Kingform  haben,  so  würden  Azimutmessungen  allein 
nicht  genügen,  die  Eotationegestalt  zu  erweisen,  denn  L  wird  für  Ringe  an 
keiner  Stelle  unbestimmt,  weil  die  Parallelen  nirgends  auf  null  zusammen- 
schrumpfen. 
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§  13.  Fortsetzung:  Breitengradmessungen,  Wir  behandeln 
jetzt  noch  den  bereits  oben  berührten  ^  aber  als  von  geringer  prak- 
tischer Bedeutung  erklärten  idealen  Fall;  dafs  durch  zahlreiche 
Breitengradmessungen  es  als  eine  allgemeine  Eigenschaft  des  Geoids 
erkannt  worden  sei;  auf  allen  geographischen  Meridianen  gleichlange 
Bogen  zwischen  je  zwei  Parallelen  zu  besitzen.  Mathematisch  präzisiert 
heifst  dies:  es  ist 


Nun  ist  aber 


g-^  eine  Funktion  von  B  allein.  (1) 


fö)=(ii)'+(ii)'+©'-       (^) 


Aus  dieser  Gleichung  eliminieren  wir  x  und  y  mittelst  der 
ersten  Gleichung  (4)  und  der  Gleichung  (6)  des  vorigen  Paragraphen, 
welche  ergeben: 

ö-g  =  —  j-g  tan  B  cos  L  —  -^  sec*  J?  sin  L    | 

g^  =  —  ^  tan  B  sin  L  +  ^  sec*  B  cos  L.  J 

• 

Hiermit  folgt  aus  (2)  und  (1),  wenn  F  eine  beliebige  Funktion 
andeutet  und  anstatt  B  die  Poldistanz  P  =  90®  —  JB  eingeführt  wird: 

(U)-'^+(ä)-w  (« 

Um  diese  Gleichung  sogleich  mit  Rücksicht  auf  die  Bedingung 
zu  integrieren,  dafs  unsere  Fläche  wenigstens  zwei  Punkte  hat,  wo 
P  gleich  null  ist,  beschränken  wir  uns  vorläufig  darauf,  ein  um  einen 
dieser  Punkte  herum  liegendes  so  kleines  Gebiet  zu  betrachten,  dafs 
für  dasselbe  eine  konvergente  Entwicklung  von  z  nach  Potenzen  von 
P  möglich  ist.  Dabei  verschieben  wir  den  Koordinatenanfang  in 
diesen  Punkt  und  setzen  demgemäfs 

^  =  P^X,  +  P'L,  +  P*X,  +  . . .,  (5) 

worin  i„  L^y  L^*  "  Funktionen  von  L  allein  sind.    Da«  Glied  mit 

der  1.  Potenz  von  P  ist  weggelassen,  da  ^  für  P  =  0  nach  unseren 

Voraussetzungen  über  die  Fläche  gleich  null  werden  mufs.  Diese 
Voraussetzungen  bedingen  auch,  dafs  X,  für  alle  Werte  von  L  ent- 
weder nur  positiv  oder  nur  negativ  ist  Denn  sonst  würde  es  keine 
zur  Z'Axe  normale  Ebene  geben,  welche  unendlich  nahe  am  aus- 
gewählten Punkt  die  Fläche  nicht  schneidet  und  es  würde  also  der 
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Punkt  nicht  zu  jenen  zwei  notwendig  vorhandenen  Punkten  gehören^ 
von  denen  einer  Eoordinatenanfang  werden  sollte. 
Wir  bilden  nun  die  nachstehenden  Ausdrücke: 

sin  P=-P—-i-i»H 

IJ  sin  P  =  2P»L,  +  3P»L,  +  (4L,  _  i-  L,)  P«  +  • . . 

-|£  =  p»z;  +  p»r,  +  P'L;  +  .... 

In  der  letzten  Reihe  bezeichnet  der  Strich  oben  an  Lj,  L^-  -  - 
die  erste  Derivation  nach  X.  Führen  wir  vorstehende  Formeln  in 
(4)  ein,  so  folgt: 

+  {->  V+i6i*i4  +  9is*+2i;r,+L;»)p«+-.=f(P).)^^^ 

Dieser  Gleichung  wird  nur  genügt,  wenn  die  Koefficienten  von 
P*,  P^,  P^  ...  einzeln  konstant  sind.     Zunächst  mufs  sein: 

4V  +  r,«-F,  (7) 

h  konstant.     Hieraus  folgt  entweder  Lg  =  Constans  oder 

dL  =  -Mh^,  i,  =  +  T  sin  2L.  (8) 

Von  diesen  beiden  Losungen  ist  nur  die  erste  brauchbar,  denn 
die  zweite   widerspricht  bei   Tc  ^  null   (abgesehen   von  der  Annahme 

k 
I^  =  +  val  abs  y  sin  2X,    nach  welcher   die  Fläche  Kanten   haben 

wurde)  der  Bedingung ,  dafs  L^  nur  positiv  oder  nur  negativ  sein 
darf*,  bei  Tc  «=  null  aber  würde  der  Krümmungsradius  im  Koordi- 
natenanfange  gleich  null  werden  und  somit  die  Richtung  der  Normale 
daselbst  eine  Unbestimmtheit  erlangen. 

Somit  bleibt  nur  die  Möglichkeit,  L^  =  Constans  zu  setzen.  Da 
aber  der  Koefficient  von  P^  in  (6)  auch  konstant  sein  mufs,  wird 
jetzt  notwendig  auch  L^  konstant.  Und  so  zeigt  jeder  folgende 
Koefficient  die  Konstanz  eines  folgenden  Wertes  in  der  Reihe  X4,  ^5, . . . 
Demnach  ergiebt  sich,  dafs  £S  um  Koordinaten  anfaug  nur  eine  Funktion 
von  P  und  damit  nur  eine  Funktion  der  geographischen  Breite  B 
allein  sein  kann. 
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Unsere  Fläche  ist  sonach  in  der  Nähe  der  kritischen  zwei  Punkte 
eine  Rotationsfläche;  sie  ist  es  aber  überhaupt;  da  sie  stetig  sein 
soll  und  in  jedem  beliebig  kleinen,  jedoch  endlichen  Teil  einer 
solchen  Fläche  bereits  alle  Eigenschaften  zum  Ausdruck  gelangen. 
Man  kann  nämlich  nahe  der  Grenze  des  Gebiets ,  wo  (5)  zu  konver- 
gieren aufhört;  einen  neuen  Ausgangspunkt  einer  Taytorschen  Ent- 
wicklung annehmen,  die  zum  Teil  im  ersten  Gebiet,  zum  Teil  noch 
aufserhalb  konvergiert.  Auch  hier  kann  nun  z  nur  eine  Funktion 
von  B  allein  sein.  In  dieser  Weise  aber  läfst  sich  nach  und  nach 
die  ganze  Fläche  umfassen. 

Die  Voraussetzungen  bei  vorstehender  Lösung  der  Aufgabe  waren 
wesentlich  dieselben,  als  bei  der  vorigen  Aufgabe.  Nur  fordert  die 
Entwicklung  (5)  Stetigkeit  und  Endlichkeit  nicht  nur  für  den  ersten 
und  zweiten  Differentialquotienten  (d.  h.  in  Biegung  und  Krümmung), 
sondern  auch  für  alle  höheren  Differeniialquotienten.  Für  das  Geoid 
aber  kann  man,  abgesehen  von  lokalen  Abweichungen,  diese  Be- 
dingung aus  denselben  Gründen  für  die  höheren  Differentialquotienten 
als  erfüllt  betrachten,  wie  für  die  beiden  ersten  allein. 
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Tafel 

für 

log   IV    -  log  Vi— ^sin»^, 

die  geographiscHe  Breite  B  von  47®  bis  57°; 
log  e^  =«  7,8244104.15  —  10 

Anm. :  Die  1 1 .  Decimalstelle  ist  nur  beigesetzt ,  um  auch  fiir  das  Dreifache  und  Vier- 
fache von  log   fF  die  10.  Stelle  höchstens   i  Einheit  unsicher  zu  erhalten.    Sie  selbst 
kann  im  Maximum  wohl  bis  zu  3  Einheiten  irrig  sein. 


B 


L „._:_*_._  i 

47»  0' 

9,9992234.0243 

5 

2212.9229 

10 

2191.8257 

15 

2I70-733« 

20 

2149.6449 

25 

2 128.56 16 

47"3o' 

19,9992107.483, 

35 

2086.4  lOo 

40 

2065.3422 

45 

2O44.28O0 

50 

2023.2233 

55 

2002.1725 

480  0' 

9,9991981.1278 

5 

1960.0894 

10 

19390574 

15 

I918.O3I9 

20 

1897.OI31 

25 

1876.001  3 

48*30' 

9,9991854.9966 

35 

1833.9992 

40 

1813.0094 

45 

1792.027, 

50 

1771.0526 

55 

1750.0863 

49«  0' 

9,9991729.1282 

5 

1708.1785 

10 

1687.2372 

15 

1666.3046 

20 

1 645.38  lo 

25 

1624.4666 

49"30 

9,9991603.5613 

i.Diff.     § 


21.10I4 

21.0972 
21.0927 
21.0881 
21.0833 
21.0784 
21.0732 
21.0678 
21.0622 
21.0567 
21.0508 
21.0447 

21.0384 

21.0320 
21.025s 
21.0188 
21.0118 
21.0047 

20.9974 
20.9898 
20.9823 
20.9745 
20.9663 
20.9581 

20.9497 
20.941 3 
20.9326 
20.9236 
20.9144 
20.9053 


.1 


log  W 


I.Diff. 


55 
52«  o' 


1002. 1238 
9,9990981.5780 


.1. 


49"3o' 

9,9991603.5613 

35 

1582.6654 

40 

1561.7790 

45 

1540.9025 

50 

1520.035, 

55 

1499.1794 

50«  0' 

9,9991478.3333 

5 

14574976 

10 

1436.6725 

15 

1415-8583 

20 

•395055» 

25 

1374-2633 

50»30' 

9.9991353-482« 

35 

1332.7140 

40 

1311.956« 

45 

1291.2115 

50 

1270.4781 

55 

1249.756« 

51"  0' 

9,9991229.048. 

5 

1 208.3521 

10 

1187.6689 

15 

1166.9987 

20 

11 46.34 16 

25 

1125.6979 

5i°3o' 

9,9991105.0676 

35 

IO84.45O9 

40 

1063.8479 

45 

1043-2589 

50 

1022.6841 

20.8959 
20.8864 
20.8765 
20.8666 
20.8565 
20.8461 

20.8357 

20.8251 
20.8142 
20.8031 

20.79I9 
20.7805 

20.7688 

20.7572 
20.7453 
20.7334 

20.721  3 
20.7087 

20.6960 

20.6832 
2O.67O2 
20.6571 
20.6437 
2O.63O3 
20.6167 
20.6030 
20.5890 
20.5748 
2O.56O3 
20.5458 
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I  B 


52"  o' 

5 

lO 

15 
20 

25 

52"'3o' 

35 
40 

45 

50 

55 

53"  o' 

5 
10 

15 
20 

25 

53''3o' 

35 
40 

45 

50 

55 

54"  o' 

5 
10 

>5 
20 

25 

54-30' 


log  W 
9,9990981.5780 


i.Diff.  S 


0961.0470 
0940.5309 
0920.Ö298 

0899.543« 
0879.0732 


9,9990858.6182 

0838.1788 

0817.7553 
0797.3482 

0756.5828 
9,9990736.2248 


0715.8835 
0695.5593 
0675.2523 
0654.9627 
0634.6904 

9^9990614.4357 
0594.1988 
0573.9799 
0553-7791 
0533.5967 
0513.4329 

9,9990493.2879 


0473.1616 

0453.0541 
0432.9659 
0412.8972 
0392.8481 

9,9990372.8186 


20.53  lo 
120.5161 
20.501  1 
20.4860 
2O.47O6 
20.4550 

20.4394 
20.4235 
20.407  X 

20.3909 

20.3745 
20.3580 

20.341  3 
20.3242 
20.3070 
20.2896 
20.2723 
,20.2547 
20.2369 
20.2189 
20.2008 
20.1824 
20.1638 
20.1450 

20.1261'-^ 

19 
20.1075 

20.0882 

20.0687 

20.0491 

20.0295 


54V 

35 
40 
45 
50 
55 
55^0' 

5 
10 

15 
20 

25 

55'3o' 

35 
40 
45 
50 
55 
56^0' 

5 
10 

15 
20 

25 
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Die  physikalischen  Methoden  der  höheren  Geodäsie  erfreuten  sich 
in  dem  letzten  Jahrzehnt  einer  lebhaften,  immer  mehr  gesteigerten 
Beachtung.  In  Erkenntnis  ihrer  Wichtigkeit  fafste  ich  daher  den 
Entschlufs  zu  einer  systematischen  Darstellung  der  grundlegenden 
TheorieeU;  mit  deren  Ausarbeitung  ich  bereits  1877  begann.  Die 
Vollendung  und  Herausgabe  verzögerte  sich  durch  die  inzwischen  er- 
kannte Notwendigkeit,  eine  Darstellung  der  mathematischen  Theorieen 
vorauszuschicken,  und  hatte  um  so  weniger  Eile,  als  1878  iT.  Bruns 
in  seiner  Abhandlung  „die  Figur  der  Erde'*  einen  überaus  lichtvollen 
Grundriis  der  Sache  gab.  Es  schien  mir  schliefslich  sehr  wünschenswert, 
die  ausführliche  Bearbeitung  der  Theorieen  durch  praktische  Resul- 
tate für  die  Erdgestalt  zu  ergänzen,  um  dem  nun  vorliegenden  Buche 
nach  Möglichkeit  Wert  zu  verleihen. 

Dasselbe  zerfällt  in  acht  Kapitel.  Die  drei  ersten  Kapitel  geben 
vom  Standpunkte  der  Potentialtheorie  aus  analytische  Untersuchungen 
über  die  Figur  der  Erde,  woran  sich  im  vierten  Kapitel  synthetische 
Betrachtungen  über  den  Einflufs  gegebener  Störungsmassen  anschliefsen ; 
im  fünften  Kapitel  folgen  alsdann  kritische  Untersuchungen  über  die 
bis  dahin  vorausgesetzte  Un Veränderlichkeit  der  Erdgestalt.  Die  Auf- 
schlüsse, welche  die  Astronomie  über  Figur  und  Inneres  der  Erde 
gewährt,  werden  im  sechsten  Kapitel  besprochen,  und  ein  siebentes 
und  achtes  Kapitel  erörtern  die  allgemeinen  Grundlagen  des  geo- 
metrischen und  des  trigonometrischen  Nivellements. 

Die  Theorie  der  Figur  der  Erde  beginnt  im  ersten  Kapitel  mit 
der  analytischen  Formulierung  des  Begriffes  der  Beschleunigung  der 
Schwerkraft  und  der  Einführung  des  Potentiales  derselben,  worauf  die 
allgemeinen  Eigenschaften  der  Niveauflächen,  insbesondere  ihre  von 
H.  Bruns  entdeckten  Krümmungs-Diskontinuitäten  behandelt  werden. 

Das  zweite  Kapitel  stellt  die  Relationen  für  verschiedene  geo- 
dätische Elemente  auf,  welche  der  allgemeinen  sphäroidischen  Form 
der  Niveauflächen,  der  Normalform  (S.  89),  entsprechen.  Hier  findet 
insbesondere  das  Clairauische  Theorem  seine  Darstellung  in  einfacher 
(S.76)  und  erweiterter  Form  (S.  78).  Der  Wichtigkeit  dieses  Theoremes 
wegen  hielt  ich  es  für  angemessen,  eingehend  seine  Geschichte  zu 
geben ;  dafs  sich  daran  einige  Betrachtungen  über  rotierende  Flüssig- 
keitssphäroide  schliefsen,  wird  wohl  nicht  unpassend  erscheinen. 

Für  die  allgemeine  Abplattung  des  Erdsphäroides  gelange  ich  durch 
Diskussion  von  122  Pendellängen  zu  dem  Werte  1  :  299,26+  1,26. 
Bei  der  Ableitung  desselben  weiche  ich  von  früheren  Rechnern  er- 
heblich ab.  Zunächst  bei  der  'Reduktion  aufs  Meeresniveau.  Ich 
vervollständige  die  übliche  Reduktion  durch  einen  Zusatz,  welcher  der 
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Kondensation  der  (sichtbaren)  Storungsmassen  der  Erdoberfläche  auf 
eine  zur  Meeresöäche  parallele  Fläche  in  drei  Meilen  Tiefe  entspricht 
und  erlange  dadurch  erstens  den  Vorteil,  dafs  die  Bedenken  über  die 
Anwendbarkeit  des  Ergebnisses  des  Clairautschen  Theoremes  auf  die 
wirkliche  Abplattung  der  Erde  schwinden  (S.237),  und  erziele  zweitens 
eine  geradezu  überraschende  Übereinstimmung  zwischen  den  Pendel- 
längen auf  dem  Festland  und  denen  an  den  Küsten  einerseits^  wie  für 
die  nach  Zonen  geographischer  Breite  Ton  10  zu  10^  gruppierten  Pendel- 
längen andererseits  (S.  226  u.  240),  so  dafs  an  der  grofsen  Sicherheit 
des  Endresultates  nicht  zu  zweifeln  ist.  Es  wird  den  Leser  aller- 
dings vielleicht  im  ersten  Augenblick  be&emden,  wenn  er  erfährt, 
dafs  ich  die  Pendellängen  für  die  kleinen  oceanischen  Inseln  von  der 
Rechnung  ausgeschlossen  habe.  Da  aber,  wie  ich  wohl  zuerst  zeige, 
im  Mittel  der  Nord-  und  Südhälfte  der  Erdoberfläche  in  jeder  Breite 
die  Ausdehnungen  von  Festland  und  von  Meer  nach  der  geographischen 
Länge  in  nahezu  gleichem  Verhältnis  stehen,  und  da  ferner  die  Insel- 
stationen in  yerschiedenen  Breiten  im  Vergleiche  zu  Festland-  und 
Küstenstationen  wesentlich  dasselbe  Verhalten  zeigen,  so  entspricht 
das  Verfahren  lediglich  der  Forderung  der  Theorie  nach  gleichmäfsiger 
Verteilung  der  Pendelstationen  über  die  Erdoberfläche,  und  die  Ver- 
nachlässigung der  Inselstationen  ist  nur  eine  scheinbare  (S.  238 
und  242). 

Die  kontinentalen  Dndulationen  des  Geoides  gegen  seine  Normal- 
form hat  man  in  neuerer  Zeit  vielfach  aus  den  Anomalieen  der 
Schwerkraft  nach  einer  einfachen  Proportionalität  berechnet.  Dafs 
dieses  Verfahren  zu  groben  Irrtümern  führen  kann  und  theoretisch 
unhaltbar  ist,  wird  durch  Vervollständigung  der  betrefi^enden  Formel 
(S.  261  u.  262)  nachgewiesen.  Aus  einzelnen  Werten  jener  Anomab'een 
würde  man  darnach  nur  „die  Dicke  der  ideellen  störenden  Schicht^^ 
unterhalb  der  Station  finden  können,  wenn  bereits  die  Störung  des  geo- 
idischen  Radiusvektors  daselbst  ermittelt  wäre,  wozu  nach  Siokes 
(S.  249)  die  Kenntnis  der  Schwerkraft  auf  der  ganzen  Erdoberfläche 
erforderlich  ist. 

Um  nun  doch  mit  dem  vorhandenen  Beobachtungsmaterial  einigen 
Aufschlufs  über  die  kontinentalen  Undulationen  zu  erhalten,  ermittele 
ich  im  vierten  Kapitel  (S.  313  u.  ff.)  die  Störungswirkung  der  fünf 
als  abgestumpfte,  4000"*  dicke  Kreiskegel  betrachteten  Kontinente 
der  Erde  auf  einer  homogen  geschichteten  Erdkugel.  Ich  begnüge 
mich  dabei  nicht  mit  der  Ausrechnung  der  radialen  Störungen  (Tafel  I), 
sondern  bestimme  auch  durch  dieselben  mit  Hilfe  eines  aus  der 
Potentialtheorie  geschöpften  Theoremes.  die  Störungen  der  Schwer- 
kraft, wonach  sich  zeigt,  dafs  der  behandelte  Fall  dem  Zustande  der 
Erde  (abgesehen  von  ihrer  Abplattung)  nicht  entsprechend  ist,  dafs 
man  vielmehr  zur  Herbeiführung  der  Übereinstimmung  in  der  Erd- 
rinde noch  ideelle  (d.  h.  eventuell  denjenigen  in  dem  Erdinneren  äqui- 
valente) Störungsmassen  annehmen  mufs.  Von  den  zwei  möglichen 
Fällen:  relativer  Dichtigkeitsüberschufs  der  Erdkruste  unter  den  oce- 
anischen Inseln  oder  relativer  Dichtigkeitsmangel  unter  den  Konti- 
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nenten,  besitzt  der  letztere  die  grofsere  Wahrscheinlichkeit,  da  es  für 
ihn  allein  und  zwar  durch  die  unter  den  grofsen  Gebirgen  Himalaja 
und  Kaukasus  (S.  228)  konstatierten  Massendefekte  ein  Analogen  giebt. 
Damit  aber  gelange  ich  zu  dem  Endresultat;  dafs  die  Figur  der  Erde 
einem  einfachen  Spharoid  im  allgemeinen  viel  näher  kommt  als  die 
Störungen  der  Kontinentalmassen  allein  (Tafel  I)  erwarten  lassen 
(8.  365). 

Unter  diesen  Umständen  ist  der  Wert  der  Gradmessungen  zur 
Bestimmung  der  allgemeinen  Abplattung  der  Erde  erheblich  gröfser 
als  für  den  Fall  des  Bestehens  grofser  kontinentaler  Undulationen 
des  Geoides  unterhalb  der  Kontinente.  Mit  Rücksicht  auf  die  gegen- 
wärtige Ausbreitung  und  ungünstige  Verteilung  der  Gradmessungen 
kann  es  aber  trotzdem  nicht  befremden,  dafs  der  aus  ihnen  nach 
Clarke  folgende  Abplattungswert  1  :  294  von  dem  oben  angegebenen 
ziemlich  stark  abweicht.  Dieser  findet  auch  eine  gute  Bestätigung 
sowohl  in  den  Mondstorungen  (sechstes  Kapitel  S.  473)  als  in  der 
Präzessionskonstanten.  Man  müfste  diese  letztere  vermutlich  erheb- 
lich ändern,  wollte  man  an  dem  von  manchen  acceptierten  Abplat- 
tungswerte  1 :  289  festhalten  und  zugleich  der  Existenz  eines  Dichtig- 
keitsgesetzes für  das  Erdinnere  in  Form  einer  einfachen  Potenzreihe 
grofse  Wahrscheinlichkeit  zuschreiben,  da  mit  dieser  Abplattung  und 
dem  Beobachtungswert  der  Präzessionskonstanten  ein  Gesetz  von 
solcher  Form  nicht  zu  bestehen  scheint  (S.  488  u.  489). 

Nächst  den  oben  erwähnten  Untersuchungen  enthalten  das  dritte 
und  vierte  Kapitel  noch  allgemeine  Sätze  über  die  kontinentalen  Un- 
dulationen des  Geoides  und  spezielle  Betrachtungen  über  die  Störungs- 
wirkungen gegebener  Massen  der  Erdkruste  von  yerschiedener  Form. 

Der  Anfang  des  fünften  Kapitels  entwickelt  die  Störungen  des 
Lotes  durch  Mond  und  Sonne;  weiterhin  werden  besonders  die  kleinen 
Bewegungen  der  Erdaxe  im  Erdkörper,  namentlich  unter  dem  Ein- 
flufs  der  Verschiebung  von  Massen  auf  der  Erdoberfläche,  an  der 
Hand  der  Theorie  und  Erfahrung  behandelt.  Im  sechsten  Kapitel 
sind  u.  a.  einige  Blätter  der  Untersuchung  gewidmet,  inwieweit  sich 
der  Theorie  nach  aus  Beobachtungen  der  lokalen  Mondparallaxen 
die  geozentrischen  Koordinaten  eines  Erdortes  bestimmen  lassen,  wenn 
angenommen  wird,  dafs  die  Mondbewegung  aus  den  Mondtafeln  nur 
für  je  einen  halben  Tag  genau  entnommen  werden  kann.  Darnach 
ist  im  allgemeinen  nur  eine  unvollständige  Lösung  dieses  Problemes  der 
Ortsbestimmung  möglich. 

Bei  der  Theorie  des  geometrischen  Nivellements  im  siebenten 
Kapitel  gelange  ich  zu  der  Forderung,  dafs  in  Ermangelung  strenger 
Keduktion  mittelst  der  beobachteten  Intensität  der  Schwerkraft  bei 
Berechnung  der  Meereshöhen  wenigstens  die  Variation  der  Schwere 
mit  der  geographischen  Breite  berücksichtigt  werde  und  dafs  man 
sich  hiervon  durch  die  Unmöglichkeit  der  Berücksichtigung  der  Ano- 
malieen  der  Schwere  nicht  abhalten  lassen  darf,  indem  der  Einflufs  der 
letzteren  in  den  Resultaten  ausgedehnter  Nivellements  weniger  zu 
fürchten  ist,  als  derjenige   der  Variation  mit  der  Breite.    Beispiels- 
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weise  enthält  das  unmittelbare  Ergebnis  eines  Nivellements  von  der 
Ostsee  nach  dem  Mittelmeer  wegen  dieser  Variation  Fehler,  die  je  nach 
dem  genommenen  Wege  bis  zu  mehreren  Decimetern  ansteigen  können 
und  sämtlich  gleiches  Vorzeichen  haben.  Der  Einflufs  der  Anomalieen 
der  Schwerkraft  aber  dürfte  in  diesem  Falle  kaum  mehr  als  einige 
Centimeter  betragen,  welche  in  den  auf  verschiedenen  Wegen  er- 
haltenen Resultaten  nicht  notwendig  in  gleichem  Sinne  auftreten. 

Bei  der  Theorie  der  Refraktion  im  achten  Kapitel  habe  ich  mich 
darauf  beschränkt^  solche  Formeln  abzuleiten,  welche  voraussetzen^ 
dafs  das  Gesetz  für  die  Änderung  der  Temperatur  mit  der  Höhe  durch 
eine  stark  konvergente  Reihe  nach  Taylor  darstellbar  ist.  Für  diesen 
Fall  sind  die  Formeln  allgemein  gültig,  so  dafs  man  die  Konstanten 
aus  zweckmäfsig  angeordneten  Beobachtungen  bestimmen  kann.  Ein 
Zahlenbeispiel  ist  den  von  v.  Bauernfeind  publizierten  Messungen  ent- 
nommen'. -Übrigens  trifft  gerade  in  diesem  Beispielsfalle,  trotzdem 
mit  Tagesmitteln  gerechnet  ist,  die  Voraussetzung  nicht  zu.  Obwohl 
ich  nun  auch  einige  Erwägungen  darüber  anstelle;  wie  solchen  anor- 
malen Verhältnissen  beizukommen  wäre,  glaube  ich  doch,  dafs  man 
bei  Anwendung  des  trigonometrischen  Verfahrens  zur  Bestimmung 
des  Geoides  nach  Villarceau  und  Bruns  am  besten  allen  theoretischen 
Erwägungen  durch  Einschränkung  auf  mälsige  Höhen difPerenzen  und 
kurze  Di^anzen^  etwa  15  bis  20  Kilometer,  aus  dem  Wege  geht  und 
mit  der  Kreishypothese  rechnet.  Wie  man  aber  auch  die  Anordnung 
treffen  möge,  ein  sehr  mühsames  Verfahren  bleibt  diese  Methode  des 
Detail-Studiums  der  Geoidform  immer^  und  man  wird  seine  Anwen- 
dung sicherlich  möglichst  beschränken.  Ich  bin  überzeugt^  dafs  man 
durch  die  Methode  der  Lotabweichungen  (Bd.  1  S.  564  u.  ff.)  die  Form 
des  Geoides  ebenso  genau  und  weit  rascher  findet,  wenn  man  haupt- 
sächlich Meridianprofile  durch  dichtgedrängte  Breitenstationen  bear- 
beitet, und  habe  für  diese  empfehlenswerte  Methode  den  Namen  astro- 
nomisches Nivellement  vorgeschlagen  (S.  599). 

Bei  der  Bearbeitung  des  Buches  bin  ich  von  mehreren  Seiten 
durch  Darleihen  von  Originalwerken  und  schriftliche  Notizen  unter- 
stützt worden,  was  allein  es  ermöglicht  hat,  den  mir  notwendig 
scheinenden  Grad  von  Vollständigkeit  zu  erreichen. 

Für  diese  freundliche  Unterstützung  danke  ich  auch  an  dieser 
Stelle. 

Die  Tafel  I  hat  Herr  Hegemann^  jetzt  vereideter  Geometer,  während 
seiner  Studienzeit  hierselbst  nach  meinen  Rechnungen  entworfen, 
während  Tafel  \l  von  Herrn  Fenner,  Ingenieur  und  Assistent  der  Geo- 
däsie an  der  Aachener  technischen  Hochschule,  berechnet  und  ge- 
zeichnet ist.  Derselbe  hat  sich  auch  bei  der  Revision  der  Druckbogen 
in  für  mich  sehr  dankenswerter  Weise  beteiligt. 

Aachen,  September  1884. 

Der  VerfasBÖr. 
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Erstes  Kapitel. 
Allgemeine  Eigenschaften  9er  Niyeanflächen. 

§  1.  Das  Prinzip  von  d'Alembert.  Wir  beziehen  die  Erde 
auf  ein  System  rechtwinkeliger  Koordinaten  x,  y  und  z.  Im  Punkte 
{xyz)  befinde  sich  das  Massenelement  dm^  auf  dessen  Masseneinheit 
die  Kräfte  X,  Y  und  Z  bezw.  in  Richtung  der  jfcsitiven  Axen  der 
Xj  y  und  z  wirken.  Alsdann  ist  für  das  Element  dm  die  bewegende 
Kraft  parallel  zu  den  genannten  Axen  bezw.  gleich 

Xdm,     Vdm,     Zdm.  (1) 

Nun  ist  aber  die  Beschleunigung  des  Punktes  (xyz)  parallel  zu  den 
drei  Koordinatenaxen  bezw.  gleich 

d^x  dUj  d^z 

'dt^~  '       dt^'        dV'  ' 

wobei  dt  das  Differential  der  Zeit  bezeichnet;  es  sind  daher  die  Kom- 
ponenten der  bei  der  Bewegung  des  im  Punkte  {xyz)  lagernden 
Massenelements  dm  wirklich  zur  Geltung  gelangenden  bewegenden 
Kraft  bezw.  gleich 

d^x    ,  dUj   .  d^z     .  ,ON 

-d««"^^'         7//^''^'  cit-^-^^-  (^) 

Die  nicht  zur  Geltung  gelangenden  Differenzen  der  einander  entspre- 
chenden Ausdrücke  (1)  und  (2)^  nämlich  die  Ausdrücke 


( 
{'  -  -' ) 


dm 


werden  die  verlornen  Kräfte  genanut^  wobei  die  Bezeichnung  im 
algebraischen  Sinne  aufzufassen  ist;  da  sie  auch  negativ  sein  können. 
Diese  verlornen  Kräfte  müssen  nach  dem  Prinzip  von  d'Alemberl.tür 
den  Komplex  aller  Massenelemente  der  Erde  zusammengenommen  im 
Gleichgewicht  stehen  und  zwar  gelangt  man.  in  Verbindung  mit  dem 
Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  zu  der  folgenden  analytischen 
Formulierung  des  d' Aiember tsehen  Prinzips: 

Holm  ort,  tnathem.  u.  physikal.  Theorieon  dor  höh.  Geodäsie.    U.  1 
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2  1.  Kapitel.    Allgemeine  Eigenschaften  der  Niveauflächen. 

Es  erfolgt  die  Bewegung  dergestalt ^    da(s  iu  jedem  Zeitmoment 
die  Gleichung 


•  -  0,  (3) 


in  welcher  die  Summierung  über  alle  Massenelemente  erstreckt  wer- 
den mufs,  erfüllt  ist.  öx^  dy  und-dz  bezeichnen  hierbei  die  Axen- 
projektionen  unendlich  kleiner^  sogenannter  virtueller  Verrückungen  6  s 
der  Angriffspunkte  (a;^2:)  der  Kräfte ,  die  nur  den  geometrisch-physi- 
kalischen Bedingungen  für  die  gegenseitige  Lage  der  Teile  der  Erde 
entsprechen  müssen,  die  aber  sonst  willkürlich  sind  und  daher  mit 
den  wirklichen  Bewegungen  im  allgemeinen  nicht  zusammenfallen. 

Betrachten  wir  insbesondere  die  Erde  als  einen  starren  Körper, 
so  haben  die  ös  nur  den  Bedingungen  für  die  unveränderte  gegen- 
seitige Entfernung  der  Punkte  zu  genügen ;  insoweit  dies  der  Fall  ist, 
erfolgt  die  Bewegung  in  der  Art,  dafs  Gleichung  (3)  für  jedes  System 
der  virtuellen  Verschiebungen  ös  erfüllt  wird. 

Im  Sinne  der  Mechanik  sagt  die  Gleichung  (3) :  Die  mechanische 
Arbeit  der  verlornen  Kräfte  für  die  ganze  Erde  zusammengenommen 
ist  in  jedem  Augenblicke  für  jedes  System  virtueller  Verschiebuugen 
der  Angriffspunkte  gleich  null. 

Wir  wenden  die  Gleichung  (3)  dazu  an,  um  die  Bewegung  der 
Teile  der  Erde  zu  zerfallen  in  eine  allen  Teilen  gemeinsame  und  mit 
derjenigen  des  Erdschwerpunktes  übereinstimmende,  sowie  in  eine 
relative  um  diesen  Punkt. 

§  2.  Bewegung  des  Erdschwerpunkts.  Wie  auch  die  Kon- 
stitution der  Erde  sei:  zu  den  möglichen  virtuellen  Verschiebungen 
gehört  jedenfalls  auch  eine  solche  der  ganzen  Erde  um  einen  für  alle 
Punkte  gemeinsamen  Betrag  dx  parallel  zur  a;-Axe.  Dabei  sind  die 
dy  und  öz  gleich  null,  sodafs  in  der  obigen  Gleichung  (3)  die  2. 
und  3.  Glieder  verschwinden.  Aufserdem  kann  man  den  gemeinsamen 
Faktor  6x  wegdividieren  und  erhält: 

-       ^(^^  äm'j^^iXdm).  (1) 

Eine  virtuelle  Verschiebung  parallel  zur  y-kne  führt  zu  der  Gleichung: 

2(^främ^^2{rdm),  (2) 

eine  solche  parallel  zur  z-Axe  zu 

^{-i^dm^^HiZdm).  (3) 
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§  2.    Bewegung  des  Erdscbwerpunkts.  3 

Bestimmt  man  nun  einen  mittleren  Punkt  (^i^S)  der  Erde  nach 
den  Gleichungen 

I2:dm  =  2J{xdm) 

riEdm  =  Eiyätn)  (4) 

iSdm^  Z{zdm), 

wobei  S  das  x^  ri  das  y^  %  das  z  des  Punktes  bezeichnet,  so  heifst 
dieser  Punkt  der  Schwerpunkt  der  Erde.  Zweimalige  Differentiation 
der  (4)  giebt: 

-^-^i:äm  =  ^(^äm)  (5) 

dt» 


^^"'='^{^^") 


Bezeichnen  wir  Sdm  mit  M,  als  Masse  der  Erde,  so  folgt  aus 
(5)  und  (1)  bis  (3): 

M^^L{Xdm) 

IU-^  =  i:{ydm)  (6) 

M-^,-  =  i:{Zdm). 

Diese  Gleichungen  bestimmen  die  Bewegung  des  Schwerpunktes. 
Er  bewegt  sich  darnach  so^  als  ob  alle  Kräfte  —  parallel  nach  ihm 
verschoben  —  direkt  auf  ihn  wirkten  und  alle  Masse  in  ihm  lagerte. 

Hierbei  brauchen  übrigens  nur  die  äufseren  Kräfte ;  also  die  An- 
ziehungen der  Himmelskörper,  berücksichtigt  zu  werden,  da  die  innem 
Kräfte  d.  h.  diejenigen  bewegenden  Kräfte ,  welche  innerhalb  der  Erde 
durch  gegenseitige  Einwirkung  der  Massenelemente  entstehen,  wie 
alle  gegenseitigen  Wirkungen  paarweise  entgegengesetzt  gleich  sind, 
mithin  sich  in  den  Summen  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (6) 
aufheben. 

Sehen  wir  nun  von  den  Bewegungen  der  Massenelemente  relativ 
zum  Erdschwerpunkt  ab,  -so  haben  sie  alle  dieselbe  Bewegung  wie 
dieser  d.  h.  sie  bewegen  sich  in  jedem  Augenblicke  parallel.  Irgend 
eine  Meridianebene  hat  daher  bei  dieser  Voraussetzung  stets  parallele 
Lagen  inne  und  erleidet  in  sich  keinerlei  Drehung. 

Es  ist  nicht  immer  richtig  aufgefafst  worden  ^  dafs  nun  umge- 
kehrt jegliche  Drehung  der  Erde  im  Sinne  der  Dynamik  bereits  zu 
den  relativen  Bewegungen  der  Teile  der  Erde  um  ihren  Schwerpunkt 
gehört.  Man  darf  also  nicht  ausser  der  Bewegung  des  Schwerpunkts 
und    der    entsprechenden    Parallelverschiebung    der   Erde   nach   den 

1* 
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4  1.  Kapitel.    Allgemeine  EigeDschaften  der  Niveauflächen. 

Gleichungen  (6)  sowie  aufser  der  Drehung  der  Erde  um  ihren  Schwer- 
punkt noch  eine  Drehung  um  einen  andern  Punkt  annehmen. 

Man  darf  also  auch  nicht  die  Drehbewegung  der  Erde  um  den  Schwer- 
punkt des  Systems  Erde-Mond  noch  besonders  in  betracht  ziehen  wollen. 
Allerdings  läfst  sich  die  Bewegung  der  Erde  so  zerlegen,  dafs  die  letzt- 
genannte Bewegung  als  Komponente  auftritt,  aber  dieses  erzeugt  eine 
ganz  unnGtige  Komplikation:  die  Zerlegung  nach  §  2  ist  die  einfachste 
und  daher  allein  übliche. 

§  3.  Kelative  Bewegung  gegen  den  Erdschwerpnnkt.  Pa- 
rallel zu  den  in  §  1  angenommenen  festen  Koordinatenaxen  der  x^  y 
und  z  legen  wir  jetzt  durch  den  Erdschwerpunkt  Axen  der  x\  y  und  ;;'. 
Dann  ist 

x  =  x+l 

u  =y  +n  (1) 

Hiermit  geht  die  Gleichung  (3)  §  1  S.  2  über  in  die  Gestalt 


+(''-S'--S)'"»v+(i'-S)^».*, 


-0,    (2) 


welche  Gleichung  sich  aber  wesentlich  vereinfacht.  Zunächst  fallen 
die  Produkte. mit  ^S,  tfi?  und  6t,  weg,  weil  diese  Faktoren  konstant 
sind,  sich  mithin  die  ersten  Faktoren  der  bezüglichen  Produkte  addie- 
ren und  zufolge  der  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  des  §  2  gegenseitig 
aufheben. 

um  eine  weitere  Vereinfachung  zu  erkennen,  setzen  wir  die  Re- 
lationen (1)  in  die  (4)  des  vorigen  Paragraphen  und  erhalten  sofort 

2:{xdm)  =  0 

E{y'dm)  =  {)  (3) 

2:{zdm)  =  0. 

Hieraus  folgt  weiter 

2: [dm,  6x)  =0 

Eiclm.  Sy)^0  (4) 

E{dm  .  öz)  =  0. 

In  dem  ersten  Teile  von  (2)  verschwinden  daher  die  von  |,  ti  und  f 
abhängenden  Glieder,  weil  sie  sich  in  die  nachstehende  Form  bringen 
lassen : 

J|-2:(rf»,  .  öx')+^,^Z{dm  .  iy')  +  -^^,-S{dm  .  Hz'). 
Zugleich  erkennt  man,  dals  von  allen  Werten  Ä,  V  und  Z  beziehungs- 
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§  4.    Die  Zentrifugalkraft.  5 

weise  konstante  Teile  abgezogen  werden  dürfen.    Wir  schreiben  daher 
anstatt  (2): 


£i 


"£ 


dt* 


■) 


dm  ,  6  z 


(5) 


und  verstehen  nun  unter  X\  V  und  Z'  die  Kräfte,  welche  auf  die 
Masseneinheit  eines  Elementes  wirken ,  dessen  rechtwinkelige  Koordi- 
naten in  Bezug  auf  den  Erdschwerpunkt  Xj  y  und  z  sind  —  nach 
Abzug  der  entsprechenden  Kräfte,  welche  die  Bewegung  dieses  Punktes 
erzeugen;  vergl.  S.  3  (6). 

Von  den  Gleichungen  (5)  kann  man  ausgehen,  um  die  zum  Erd- 
schwerpunkt relative  Bewegung  der  Erde  zu  untersuchen.  Dieses  weiter 
zu  verfolgen,  ist  zunächst  nicht  unsere  Aufgabe ;  wir  halten  uns  viel- 
mehr vorerst  an  die  durch  die  Erfahrung  sicher  konstatierten  That- 
sachen  und  behalten  uns  für  das  fünfte  Kapitel  §  2  u.  ff.  Erörte- 
rungen über  die  Bewegung  der  Erde  um  ihren  Schwerpunkt,  sowie 
über  die  Erfahrungen  in  dieser  Hinsicht  vor. 

§  4.  Die  Zentrifugalkraft.  Zufolge  der  Erfahrung  kann  mau 
mit  aufserordeutlich  grofser  Annäherung  annehmen,  dafs  die  Erde 
mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  um  eine  in  ihr  feste  Axe  durch 
den  Erdschwerpunkt  von  unveränderter  Richtung  rotiert.  Diese  Dreh- 
axe  nennt  man  die  Erdaxe  (Bd.  1,  S.  7). 

Wir  nehmen  sie  als  z'-Axe, 
sodafs  die  xV-Ebene  Äquator- 
ebene*)  wird,  und  berechnen  die 
zweiten  Differentialquotienten 
der  Koordinaten  eines  Punktes 
{xyz)  nach  der  Zeit  nach 
Mafsgabe  der  Rotation.  Die 
fVinkelgeschwindigkeit  der  letzte- 
ren sei  gleich  cd. 

Zunächst  gehen  wir  zu 
Polarkoordinaten  über,  Fig.  1. 
r  sei  der  Radiusvektor  des 
Punktes  {xyz),  X  der  Winkel 
zwischen  der  xV-Ebene  und 
einer  Ebene  durch  die  z'-Axe  und  den  Radiusvektor,  wachsend  nach 

*)  Nach  S.  7  des  1.  Bandes  ist  die  Aequatorebene  die  zur  Erdaxe  normale 
Ebene  durch  den  Erdschwerpunkt.  Dieser  Definition  steht  allerdings  entgegen, 
dafs  die  Äquatorebene  nach  Bd.  1  S.  8  keineswegs  die  Ebene  des  geographischen 
Äquators  ist,  indessen  gestattet  sie  den  sonst  brauchbaren  Begriff  beizubehalten. 


Fig.  1. 
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6  1.  Kapitel.    Allgemeine  EigenBchaften  der  Niveauflächen. 

der  y'z'- Ebene  zu,  9'  der  Wiukel,  unter  welchem  r  gegen  die 
a;'y '-Ebene  geneigt  ist,  wachsend  nach  der  positiven  Seite  der  z'-Axe 
hin.     Dann  ist 

X  =  r  cos  tf>  cos  A' 

y  SS  r'  cos  9'  sin  A'  (1) 

z  sas  r'  sin  9' . 
Hieraus  folgt,  da  bei  der  Rotation  r  cos  g/  und  r  sin  q/  koiistant 
bleiben,  dk' :  dt  aber  gleich  o  ist: 

-jr-  =  —  T  cos  q>  sm  A  .  cd  =  —  y  o 
-^-  =  -f-  ^'  cos  9'  cos  A'  .  ö  =  +  ar'cD 

dt         ^' 
womit  sich  weiter  findet: 


dt^ 


^^-  =  ycD^  (2) 


dt« 


0. 


dt« 

Diese  drei  Beschleunigungen  ar'c)^,  ^'gi^  und  null  lassen  sich  als 
Komponenten  einer  auf  die  Masseneinheit  wirkenden  Kraft  auffassen, 
welche  Zentrifugalkraft  genannt  wird,  weil  unter  ihrem  Einflufs  der 
Punkt  {xy  z)  sich  von  der  Axe  entfernen  würde. 

§  5.  Die  Schwerkraft.  Nach  Gleichung  (5)  §  3  S.  5  gehen 
bei  der  relativen  Bewegung  eines  im  Punkt«  {xyz')  befindlichen  Massen- 
teilchens für  die  Masseneinheit  die  bewegenden  Kräfte 

y,        d^x  y.,         d^y  «/         d«/  ... 

^  ■"■  "dir '        ^   "■    dt^~ '        ^  ~  ~dt«"  ^^f 

verloren ,  welche  bei  der  Voraussetzung  gleichförmiger  Rotation  nach 
den  Gleichungen  (2)  des  vorigen  Paragraphen  übergehen  in: 

X''\-X(o^,       r  +  y'ei%       Z\  (2) 

Diese  Kräfte  veranlassen  einen  Druck  des  Teilchens  gegen  seine  Um* 
gebung.  Insoweit  X\  V  und  Z'  von  der  Gravitation,  der  Anziehung 
der  Massen  auf  das  Teilchen,  herrühren,  nennt  man  die  Resultante 
der  Kräfte  (1)  oder  (2)  die  Schwerkraft  ^  welche  wir  mit  g  bezeichnen. 
Die  Ausdrücke  (1)  würden  in  dem  jetzt  nicht  weiter  zu  betrach- 
tenden Falle  zur  Geltung  kommen,  dafs  die  Rotationsbewegung  von 
der  oben  vorausgesetzten  etwas  abweicht  (vergl.  5.  Kap.  §  21),  doch 
wird  von  dem  Einflufs  einer  etwa  vorhandenen  relativen  Bewegung 
des  Punktes  {xyz')  gegen  die  Erde  im  ganzen  auf  die  2.  Differential- 
quotienten der  Koordinaten  nach  der  Zeit  bei  der  Definition  der 
Schwerkraft  jedenfalls  abgesehen. 
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§  5.    Die  Schwerkraft. 


Eutsprechend  der  für  die  Ausdrücke  (2)  vorausgesetzten  gleich- 
förmigen Rotation  um  eine  konstant  gerichtete  Schweraxe  betrachten 
wir  die  Erde  als  einen  Körper ,  dessen  Teile  in  relativer  Ruhe  zu 
einauder  sich  befiaden. 

Auch  sehen  wir  bei  Bildung  der  Ausdrücke  (2)  von  denjenigen 
Bestandteilen  in  Xy  Y*  und  Z'  ab,  welche  von  der  Anziehung  der 
Himmelskörper  herrühren  und  deshalb  im  allgemeinen  veränderlich 
siud.   (Vergl.  hierzu  5.  Kap.  §  1.) 

Um  nun  Ausdrücke  für  Xy  T  und  Z\  welche  der  Anziehung 
der  Erdmasse  entsprechen,  zu  gewinnen,  bezeichnen  wir  die  recht- 
winkeligen Koordinaten  eines  Punktes  der  Erde  im  allgemeinen  in 
Bezug  auf  die  drei  durch  den  Erdschwerpunkt  gelegten  Axen  (§  4 
iS.  5)  mit  Xy  y  und  z  ohne  oberen  Strich;  für  die  Koordinaten  des 
Punktes,  wo  das  von  der  Erde  angezogene  Massenteilchen  lagert, 
behalten  wir  dagegen  denselben  bei. 

Wir  nehmen  ferner  an,  dafs  infolge  der  Gravitation  die  Masse  1 
einer  anderen  in  der  Ent- 
fernung 1  befindlichen 
Masse  1  die  Beschleu- 
nigung K^  erteile  und 
bezeichnen  die  Entfer- 
nung des  anziehenden 
Massenelements  dm  im 
Punkte  (xf/z)  =  P  von 

(lern  Punkte  (a:VV)  =  ^ 
mit  e,  Fig.  2. 

Dann   ist   die   Be- 
schleunigung  eines  im 
letzteren  Punkte  befind-    ^ 
liehen  Massenteilchens  infolge  der  Anziehung  des  Elements  dm  in  P 
gleich 


Fig.  2. 


Die  Komponenten  dieser  Beschleunigung  für  die  drei  Koordinaten- 
axen  sind  nach  Grösse  und  Richtung 

k*dm   X  - 


e» 

e 

k^dm 

y 

_ 

y 

c« 

e 

k^dm 

z 



%' 

^ 

~ 

e 

in  Richtung  der  pos.  x-Axe 
V        9>  }}      }}    y*Axe 

;;  ;;  ;;        ;;     2:-Axe; 


(4) 


denn  projiziert  man  die  Distanz  e  auf  die  drei  Axen,  so  ergeben  sich 
die  Differenzen  x  —  Xy  y  —  y'yZ  —  z\  deren  Quotienten  mit  e  den 
Cosinus  der  Neigungswinkel   von  e  gegen  die  drei  Axen,  d.  h.  den 
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g  1.  Kapitel.    Allgemeine  Eigenschaften  der  Niveauflächen. 

BichtungscosinuB  von  e^  in  der  Art  entsprechen,  daCs  das  Vorzeichen 
der  Quotienten  zugleich  die  Richtung  vom  angezogenen  nach  dem 
anziehenden  Teilchen  markiert,  wie  die  Konstruktion  von  e  aus  x  — a:', 
y  —  y\  z  —  z   zeigt. 

Bilden  wir  nun  für  jede  der  Komponenten  (4)  die  Summe  für 
alle  Teile  der  Erde,  so  ergeben  sich  die  Gesamtbeschleunigungen 
parallel  zu  den  drei  Axen  d.  h.  die  bewegenden  Kräfte  X\Y'  und  Z  für 
die  im  Punkte  {xy  z)  befindliche  Masseneinheit.  Die  Summierung 
bewirken  wir  nach  der  Methode  der  Integralrechnung,  indem  wir  uns 
in  bekannter  Weise  entsprechend  dem  gewählten  Koordinatensystem 
die  Erde  in  Elemente  zerlegt  denken.  Bezeichnen  wir  die  Kompo- 
nenten der  Schwerkraft  in  Bichtung  der  drei  Koordinatenaxen  mit 
(Jx  f  ffy  «nd  ff, ,  so  erhalten  wir  mit  Rücksicht  auf  (2)  die  Ausdrücke 
wie  folgt: 

ff. = *■/-;--  4"-  +  ^'"■■' 

^.  =  A^/^7'^-5"+y'«-^  (5) 

,o  /*  z  ~  s     dm 

wobei  die  Integration  über  die  ganze  Erde  auszudehnen  ist. 

Mit  der  Aufstellung  der  Ausdrücke  (5)  verschwindet  auch  eine 
Uugenauigkeit  der  Ausdrucksweise,  die  wir  uns  bisher  der  Kürze 
halber  erlaubt  haben.  Nämlich  diese:  von  einem  Massenteilchen  zu 
sprechen,  das  in  einem  Punkte  lagert.  Zwar  sind  vorstehende  Integral- 
ausdrücke so  angesetzt,  als  ob  das  unehdlichkleine  Element  dm  im 
Punkte  (xt/z)  sich  befände,  während  es  ihm  nur  angrenzt;  aber  be- 
kanntlich giebt  dies  im  Integral  werte  keinen  Fehler,  wenn  es  sich 
durch  geeignete  Transformation  vermeiden  läfst,  dafs  der  Ausdruck 
unter  dem  Integralzeichen  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  unendlich 
grofs  wird.  ^ 

'  Manche  Autoren   bezeichnen   mit  Schwerkraft  nur  den  von   der  An- 

ziehung herrührenden  Teil  von  g.  Dieselben  nennen  g  die  scheinbare 
Schwerkraft.  Clairaut  unterscheidet  pesanteur  und  graviUy  also  Gewicht 
und  Schwere,  ersteres  das  Kesultat  der  Zusammenwirkung  von  Schwerkraft 
und  Zentrifugalkraft. 

§  6.  Das  Potential  fV  der  Schwerkraft  g.  Die  vorstehenden 
drei  Ausdrücke  für  die  Komponenten  der  Schwerkraft  lasseA  sich  als 
partielle  Diiferentialquotienten  einer  einzigen  Funktion  W  darstellen, 
welche  durch  die  Gleichung 

W^k-^J^+^^x^  +  y'^)^-^  (1) 

definiert  ist  und  das  Potential  der  Schwerkraft  im  Punkte  {xt/z') 
heifst. 
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§  7.    Die  Gleichung  der  Niveauflächen.  9 

Um  dieses  nachzuweisen,  differenzieren  wir  den  Ausdruck 

~  =.  ((X  -  xy  +  (y  -  yy  +  {z-  zy)-i 

partiell  nach  x'  und  erhalten  sofort 

!ß  _  --_^ 

und 

sf ) 

V    e    /    ,2  X  —  X     am 

dx  c  e*  . 

fliermit  folgt  aber  ohne  Schwierigkeit,  dafs  wirklich  der  partielle 
Differentialquotient  von  fF  nach  x  gleich  g^.  ist;  in  gleicher  Weise 
erledigen  sich  ^y  und  (/g.    Wir  haben  also: 

dW 

dw 

Um  für  eine  Axe  der  u,  welche  mit  den  Axen  der  x,  y  und  z' 

bezw.  die  Winkel  a,  /3  und  y  bildet],  die  rechtwinkelige  Komponente 

ffu^on  g  zu  erhalten,  bilden  wir  zunächst  durch  einfache  Projektion: 

Qu  =  üx  cos  a  +  ^y  cos  /S  +  ^,  cos  y.  (3) 

Dieser  Ausdruck  für  g^  läfst  sich  aber  auf  eine  andere  Form 
bringen.  Denken  wir  uns  nämlich  in  das  Potential  W  anstatt  x^  y 
uad  z'  drei  andere  Koordinaten  irgend  welcher  Art  eingeführt,  die  so 
beschaffen  sind,  dafs  eine  partielle  Änderung  du  den  Punkt  {xyz) 
linear  um  du'  in  der  durch  a,  /3,  y  bezeichneten  Richtung  verschiebt, 
so  hat  man  für  eine  solche  Verschiebung  du  die  drei  in  die  Richtung 
der  früher  benutzten  Axen  fallenden  Komponenten 

dx'  =  du'  cos  a 
•  dy  =^  du  cos  ß 

dz  =  du  cos  y  . 
Führt  man  die  hieraus  folgenden  Ausdrücke  für  die  Cosinus  der  drei 
Winkel,  sowie  aus  (2)  die  Ausdrücke  für  die  Komponenten  von  g  in 
(3)  ein,  30  folgt: 

^"~"aa?'      du    "T"    dy      du    "*"    a/    'W 


oder 


§  7.    Die  Gleichung  der  Niveauflächen.   Nach  Bd.  1  S.  5  sind 
die  Niveauflächen  dadurch  definiert,  dafs  sie  in  jedem  ihrer  Punkte 
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10  1.  Kapitel.    Allgemeine  Eigenschaften  der  Niveauflächen. 

normal  zu  der  daselbst  vorhandenen  Schwerkraft  stehen.  Nun  ist  die 
bei  rechtwinkeliger  Zerlegung  von  g  normal  zu  dessen  Richtuug  sich 
ergebende  Komponente  jedenfalls  null.  Verstehen'  wir  also  in  der 
Gleichung  (4)  des  vorigen  Paragraphen  unter  du' jetzt  ein  vom  Punkte 
{x  y  z)  beschriebenes  Linienelement  einer  Niveaufläche^  so  ist  gu 
gleich  null.     Man  hat  daher  für  eine  Niveaufläche 

^l-o-  (') 

Hieraus  folgt  sofort,  dafs  für  alle  Punkte  einer  Niveauflächfc 
das  Potential  W  der  Schwerkraft  g  eine  Konstante  ist.  Die  Gleichung 
einer  Niveaufläche  lautet  daher  allgemein 

W  =  Konstante.  (2) 

§  8.  Abstand  benachbarter  Niveaallächen.  Der  normale  Ab- 
stand zweier  unendlich  nahe  an  einanderliegenden  Niveauflüchen  fallt 
in  die  Richtung  der  Schwerkraft  g.  Verstehen  wir  nun  in  Gleichung 
(4)  §  6  unter  d  u  ein  vom  Punkte  {x\  y,  z)  normal  zu  einer  Niveau- 
fläche beschriebenes  Linienelement  dh  und  rechnen  dh  negativ  oder 
positiv,  je  nachdem  W  zu-  oder  abnimmt,  so  dafs  dh  nach  dem  ge- 
wohnlichen Sprachgebrauche  eine  Höhenänderung  vorstellt,  so  wird, 
da  die  ganze  Schwerkraft  g  in  die  Richtung  von  dh  fällt, 

Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  den  vorigen  Paragraphen,  dafs 
der  totale  Unterschied  der  Potentialwerte  der  Schwerkraft  für  unendlich 
benachbarte  Niveauflächen  gleich  ist  dem  Produkt  aus  der  Schwerkraft// 
in  den  normalen  Abstand  der  Niveauflächen: 

dW^'-gdh.  (2) 

Dieses  Produkt  gdh  ist  also  für  dieselben  beiden,  einander  un- 
endlich benachbarten  Niveauflächen  konstant. 

Man  erkennt  zugleich,  dafs  Niveauflächen  im  allgemeinen  keine 
Parallelflächen  sind,  denn  g  wird  im  allgemeinen  entlang  einer  Ni- 
veaufläche nicht  konstant  sein.  • 

So  ist  thatsächlich  auf  der  Erde  für  das  Meeresniveau  die  Schwer- 
kraft etwas  veränderlich  und  zwar  hauptsächlich  mit  der  geogra* 
phischeu  Breite.  Die  hieraus  entspringende  Folgerung  für  das  gegen- 
seitige Verhalten  der  Niveauflächen  in  der  Nähe  der  physischen  Erd- 
oberfläche werden  wir  im  Detail  im  2.  Kap.  §  18  ziehen. 

In  seinem  Werke  „Figure  de  la  Terre"  führt  1743  Glairaut  S.  40  §  19 
u.  ff.  die  Ausdrücke  Niveaufläche  (surface  courbe  de  Niveau),  Niveaukurve 
(courbe  de  Niveau)  und  Niveauschicht  (couche  de  Niveau)  ein.  Er  zeigt 
S.  41,  dafs  der  Abstand  zweier  Niveaufl&cheu,  welche  eine  unendlich  dünne 
Niveauschicht  begrenzen,  überall  umgekehrt  proportional  der  Schwerkraft 
ist.    Als  Gleichung  einer  Niveaufläche  findet  er  S.  101  §  52: 

fiX'dx  +  r  dy  +  Z'de)  +  ^  (a;' «  +  y«)  ««  =  Kanst,,  (3) 
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§  9.    Das  Potential  ist  einwertig.  1] 

worin  X\  Y'  und  Z'  die  Komponenten  der  Anziehungekraft  im  Punkte 
{x  y'  z)  der  Niveaufläche  bezeichnen.  Bei  Flüssigkeiten  kann  Gleichge- 
wicht nur  bestehen,  wie  er  ferner  8.  99  §  48  nachweist,  wenn  "Xldx  + 
Y' äy  -\' Z d^  ein  vollständiges  Differential  ist,  also  die  ebenfalls  von 
ihm  aufgefundenen  Bedingungen 

(4) 


dy  *  dx  ; 

dx:      dZ 

d^  ^  dx  ' 

dT       dZ' 

a/  ==  dy 

erfüllt  werden. 

§  9.  Das  Potential  PF  hat  in  jedem  Punkte  P'  des  Baumes 
nur  einen  einzigen  Wert.  Die  hohe  Bedeutung,  welche  nach  den 
letzten  beiden  Paragraphen  der  Funktion  W  zukommt;  macht  deren 
eingehende  Untersuchung  erforderlich.  Wir  setzen  nach  Gleichung  (1) 
§  6  S.  8  für  das  Potential  der  Schwerkraft  im  Punkte  (x  y  z)  =  P 
die  Gleichung  an: 

W  =  V  +  \  (x^  +  y'^)  w\  (1) 


wobei 


■/ 


^  (2) 


das  Potential  der  Anziehung  allein  bedeutet.  Wir  untersuchen  zu- 
erst V. 

Es  handelt  sich  aber  für  uns  hauptsächlich  um  Punkte  in  der 
Nähe  der  physischen  Erdoberfläche,  also  um  Punkte,  welche  bei  Be- 
rücksichtigung des  Luftmeeres  jedenfalls  noch  im  Innern  der  Erde 
Hegen.  Für  die  dem  Punkte  P'  benachbarten  Massenelemente  dm  ist 
aber  e  gleich  null,  1  :  e  also  unendlich  und  es  scheint  daher  der  mathe- 
matische Ausdruck  (2)  für  V  gerade  in  dem  für  uns  wichtigsten  Falle 
unbrauchbar  zu  werden.  Mindestens  läfst  er  nicht  sofort  erkennen, 
dafs  das  Potential  der  unendlich  benachbarten  Massenelemente  nicht 
unendlich  grofs,  sondern  gleich  null  ist. 

Nehmen  wir  aber  P'  als  Mittelpunkt  eines  Systems  konzentrischer 
Kugelflächen  im  Abstand  de,  sowie  als  Spitze  eines  Kegels,  der  auf 
der  Kugel  vom  Badius  1  das  Flächenelement  da  ausschneidet,  so  bildet 
sich  zwischen  diesem  Kegel  und  den  Kugelflächen  mit  den  Uadien  e 
und  e  '{'  de  ein  Raumelement  vom  Inhalt 

e^  da  .  de 

Wir  haben  daher,  falls  S  die  Dichtigkeit  daselbst  bezeichnet: 

dm  =  Se'^  de  da  .  (3) 

Hiermit  wird  für  V  erhalten: 

V  =  k^ff&ededa,  (4) 

ein  Ausdruck,  bei  welchem  alle  Bedenken  schwinden,  da  ®e  überall 
endlich    ist.      Insbesondere  wird    der    Beitrag   v   der   näheren   üm- 
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gebung  von  P'  zu  V  um  so  kleiner;  je  mehr  wir  sie  beschränkeu. 
Ist  innerhalb  einer  zu  P'  konzentrischen  Kugel  vom  Radius  £  der 
Maximalwert  der  Dichtigkeit  gleich  @„mixi  so  ist  für  diese  Kugel 

V  <k^  &»taxJJ  ede  äö  , 

die  Integration  für  e  von  null  bis  «,  für  a  über  die  ganze  Kugel* 
fläche  vom  Radius  1  erstreckt.     Es  wird  also 

■    v<2nk'^®^s^.  (5) 

Hiernach  nimmt  in  der  That  v  mit  e  ab  und  verschwindet  mit 
ihm,  wie  es  sein  mufs. 

Der  Ausdruck  (4)  zeigt  nun  auch;  dafs  V  stets  einen  bestimmten, 
positiven  Wert  hat.  Integriert  man  zunächst  nach  a^  so  handelt  es 
sich  um  Bildung  von 

f  e  da  oder    \j  &  e^  do  :   Ce^  do  j  -j  do. 

Dies  ist  aber,  wenn  P'  innerhalb  der  Erde  liegt,  gleich  der  mitt- 
leren Dichte  &e  im  Abstand  e  mal  der  Kugelfläche  vom  Radius  1, 
also  gleich 

4:r  0e. 
Man  hat  daher 

y  =  Ank^fSce  de.  (6) 

Denkt  man  sich  hier  e  als  Abscisse,  ®e  c  als  Ordinate,  so  erscheint 
V  als  das  4  nk^  -fache  einer  endlichen,  ganz  bestimmten,  positiven 
Fläche. 

Für  Lagen  von  P'  innerhalb  der  Erde  hat  aber  nicht  nur  F, 
sondern,  wie  ein  Blick  auf  (1)  zeigt,  auch  IF  stets  einen  bestimmten 
endlichen  positiven  Wert.  Es  gilt  dies  überhaupt  für  jede  Lage  von 
P'  in  endlicher  Entfernung  vom  Erdschwerpunkt.  Bei  der  Bildimg 
von  &e  zu  (6)  ist  nur  zu  beachten,  dafs  die  den  Punkt  P'  im  Ab- 
stand e  umgebende  Kugelfläche  aufserhalb  der  Erde  die  Dichtigkeit 
null  antrifft. 

Da  nun  fV  in  jedem  Punkte  nur  einen  einzigen  Wert  hat,  so 
kann  durch  einen  Punkt  auch  nur  eine  einzige  Niveaufläche  hindurch- 
führen.     Man  kann  dies  auch  in  folgender  Weise  ausdrücken: 

Verschiedene  Niveauflächen  schneiden  oder  berühren  sich  nicht. 

Für  Punkte  P\  welche  aufserhalb  der  Erde  sich  befinden  und  also 
nicht  mit  ihr  rotieren,  hat  nur  V  reelle  Bedeutung.  Rückt  P'  in  un- 
endliche Entfernung,  so  wird  nach  (2)  V  gleich  null,  nämlich  kleiner  als 
^•<  mal  der  Erdmasse,  dividiert  durch  den  Abstand  des  dem  Punkte  P' 
nächstgelegenen  Elements  der  Erde,  welcher  aber  auch  unendlich  grofs  ist 

§  10.  Die  Schwertraft  g  hat  in  jedem  Punkte  einen  be- 
stimmten endlichen  Wert  und  eine  bestimmte  Sichtung,  aus- 
genommen für  g  =  null.  Behufs  weiterer  Untersuchung  von  W  be- 
trachten wir  seine  Differentialquotienten,  d.  h.  die  Komponenten  der 
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Schwerkraft.     Fassen  wir  beispielsweise  g»   ins  Auge,  so  ist  nach  (5) 
§  6  S.  8  mit  Rücksicht  auf  (2)  §  6  S.  9  und  (1)  §  9  S.  11  im  Punkte 


dx 
mit 

dV  j^.i  /•  X  —  X    dm 

dx' 


^•'/-7-';-  (2) 


Wie  im  vorigen  Paragraphen   nehmen  wir  P'   als  Mittelpunkt 
konzentrischer  Kugeln  und  setzen  nach  (3)  daselbst 


dm  =  @  e^  de  de  . 
Dann  folgt 

dx 


^2  C C^-^'^ededö.  (3) 

Beachtet  man  nun^  dafs  {x  —  x)\e  der  Cosinus  des  Neigungswinkels 
▼on  e  gegen  die  x-Axe  ist,  dafs  also  die  Ungleichheit  besteht: 


_  1  <^n^<+ 1 

so  erkennt  man,  dafs  in  (3)  unter  dem  Integralzeichen  nichts  un- 
endlich wird.  Ahnlich  wie  für  V  im  vorigen  Paragraphen  kann  man 
sich  jetzt  mit  Rücksicht  auf  die  endlichen  Grenzen  der  Integration 
überzeugen,  dafs  das  Integral  in  (3)  einen  bestimmten  endlichen  Wert 
haben  mufs,  der  jedoch  wegen  {x  —  o;')  :  e  positiv  oder  negativ  sein 
kann. 

Für  die  unendlich  nahe  Umgebung  von  P'  ist,  wie  es  sein  mufs, 
der  Beitrag  zu  dV  :  dx'  unendlich  klein.  Setzt  man  nämlich  in  (3) 
für  {x  —  x):  e  den  zu  grofsen  Wert  +  1  ^^^  für  0  den  Maxi- 
malwert Smax  der  Umgebung  bis  zum  Abstände  £,  so  ergiebt  sich  der 
zu  groise  absolute  Wert  des  betreffenden  Beitrages  gleich  iitk^  ^max  •  *» 
welcher  Ausdruck  mit  e  unendlich  klein  wird. 

dV 
Ebenso  wie  -^— r-  verhält  sich  nach  (1)   g^   selbst.     Das  gleiche 

Verhalten  zeigen  aber  auch  gy  und  g, :  Alle  Komponenten  von  g 
haben  bestimmte  endliche  Werte^  die  positiv  oder  negativ  oder  auch 
null  sein  können. 

Die  Cosinus  der  Neigungswinkel  von  g  zu  den  Axen  sind  gleich 

A,      A,      A  (4) 

9  9  9 

wobei 


g==  +  V9.'  +  gy'-\-or  (5) 

ist;  sie  haben  daher  bestimmte,  zwischen  —  1  und  -f-  1  gelegene 
Werte  und  die  Schwerkraft  hat  eine  unzweideutig  bestimmte  Richtung, 
solange  nur  g  von  null  verschieden  ist. 
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§  11.  W  ist  eine  stetige  Function  des  Ortes.  Nach  den 
letzten  beiden  Paragraphen  hat  V  in  jedem  Punkte  nur  einen  Wert 
und  die  Differentialquotienten  von  V  sind  endlich.  Verschiebt  sich 
der  Punkt  {x  y  z)  =  P\  so  ist  V  in  der  Endlage  {x  -f-  ^x\  V  +  ^Vy 
^'  +  ^^')  gleich 

mithin  von  dem  Werte   V  in  P'  nur  unendlich  wenig  verschieden. 

Hieraus  folgt,  dafs  V  eine  stetig  veränderliche  Funktion  ist.  Das- 
selbe gilt  für  W,  wie  ein  Blick  auf  (1)  §  9  S.  11  zeigt. 

§  12.  Die  Schwerkraft  ändert  sich  nach  Grösse  nnd  Sich- 
tung stetig.  Wir  nehmen  zunächst  an,  da&  P'  aufserhalb  der  Erde 
sich,  befinde,  mithin  fQr  alle  Massenelemente  e  >  null  ist. 

Ist  aber  e  >  null,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dafs  überhaupt  alle 
Differentialquotienten  von  V  beliebig  hoher  Ordnung  endliche  Werte 
haben.  Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  V  nach  (2)  §  9  8.  11 
kommt  die  wiederholte  Differentiation  von  V  hinaus  auf  diejenige  von 

Differenziert  man  hier  wiederholt  nach  x\  y  und  z  y  so  entstehen 
Aggregate  von  Quotienten  aus  Vielfachen  von  {x  —  x\  {y  —  y)  und 
(z  —  z)  sowie  ihrer  höhern  Potenzen  im  Zähler,  mit  e  und  seinen 
höhern  Potenzen  im  Nenner.  Wegen  e  >  null  sind  dies  durchaus 
bestimmte  endliche  Werte,  die  sich  mit  dem  Ort  stetig  ändern,  und 
es  geben  daher  auch  die  zur  Bildung  der  successiven  Differential- 
quotienten von  V  erforderlichen  Integrationen  bestimmte  endliche 
Werte. 

So  lange  wir  also  den  Punkt  P'  als  einen  aufserhalb  der  Erd- 
masse gelegenen  Punkt  betrachten  können,  haben  alle  Differential- 
quotienten von  y  und  damit  nach  (1)  §  9  S.11  auch  diejenigen  von 
fr  bestimmte  endliche  Werte.  Hiermit  läfst  sich  aber  wie  im  vorigen 
Paragraphen  für  jeden  Differentialquotienten  von  JV  die  Stetigkeit 
nachweisen;  welches  Ergebnis  uns  zunächst  bezüglich  der  ersten  Diffe- 
rentialquotienten interessiert. 

Ist  jedoch  P'  ein  innerer  Punkt,  so  gilt  Vorstehendes  erst  nach 
Ausschlufs  der  diesen  Punkt  umgebenden  Masse.  Wir  fixieren  die 
auszuschliefsende  Masse  dadurch  näher,  dafs  wir  um  P'  eine  ge- 
schlossene Fläche  ziehen,  welche  sie  begrenzt.*)  Für  diese  Masse 
sei  V  mit  v  bezeichnet.    Nach  (3)  §  10  S.  13  ist  nun 


*)  Der  Nachweis  der  Stetigkeit  für  einen  ini^em  Punkt  ist  im  wesent- 
lichen nach  S.  11—12  von  „P.  G.  L^eune-DincMet,  Vorlesungen  über  die  im  um- 
gekehrten Verhältnis  des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Kräfte.  Heraus- 
gegeben von  Dr.  F.  Grube,  Leipzig,  Teubner  1876  (4  M). " 
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li  =  ,^JJ^^eäeä. 


wobei  sich  die  Integration  über  die  betreffende  Masse  auszudehnen 
hat.  Setzen  wir  hierin  für  {x  —  x):e  die  Einheit  und  für  &  den 
vorkommenden  Maximalwert,  so  folgt  der  absolute  Wert  von 


^"^  <  k"  Sn^JdeJdö  . 


dx 


Das  Integral  für  dö  ist  gleich  Az,  dasjenige  von  de  ist  <  £,  wenn 
a  der  grofste  Abstand  der  umschliefsenden  Grenzfläche  von  P'  ist. 
Wir  haben  also  den  absoluten  Wert  von 

Verschiebt  sich  nun  P^  innerhalb  des  abgegrenzten  Baumes  un- 
endlich  wenig,  so  kann  sich  ^—  keinesfalls  um  mehr  als  das  Doppelte 

von  4ytk^  &fnax  .  B  andcm;  im  Gegenteil  wird  die  Änderung  immer 
kleiner  sein.  Da  wir  aber  die  den  Punkt  P'  umschliefsende  Fläche 
beliebig  nahe  an  ihn  legen  können,  ohne  dafs  an  den  vorstehenden 
Betrachtungen  sich  etwas  ändert,  so  können  wir  uns  e  beliebig  klein 
denken  uud  wir  erkennen  somit,   dafs  ^.  und  seine  Änderung  bei  un- 

(/SC 

endlich  kleiner  Verschiebung  von  P'  keinen  angebbaren  endlichen 
Betrag  besitzen. 

Dieses  zeigt,  dais  bei  beliebiger  Lage  von  P'  die  ersten  Differential- 
quotienten von  V  und  fT  nach  x,  und  ebenso  diejenigen  nach  y  und 
z',  für  unendlich  kleine  Verschiebungen  von  P'  sich  nur  unendlich 
wenig  ändern,  dafs  also  ^«,  ffy  und  fft  stetige  Funktionen  des 
Ortes  sind. 

Man  erkennt  hieraus  weiter,  dafs  dieselbe  Eigenschaft  für  die 
Schwerkraft  g  selbst  nach  Gröfse  und  Richtung  vorhanden  ist;  denn 
g  läfst  sich  darstellen  als  Diagonale  eines  rechtwinkeligen  Parallele- 
pipeds  mit  den  Seiten  ^^^ ,  ffy  und  g» ,  deren  stetige  Änderungen 
auch  g  nach  Gröfse  und  Richtung  stetig  ändern^ ,  falls  nur  g  >  null  ist. 

§  13.  Der  Lauf  der  Niyeauflächen  für  g  >  null.  Nach 
dem  Vorhergehenden  hat  die  Schwerkraft,  wenn  sie  nur  nicht  null 
ist,  in  jedem  Punkte  eine  bestimmte  Richtung:  die  Lotrichtiingy  die 
sich  bei  unendlich  kleinen  Verschiebungen  nur  unendlich  wenig 
ändert.  Dasselbe  gilt  auch  für  das  Flächen  dement  der  Niveaufläche, 
indem  es  zur  Richtung  der  Schwerkraft  normal  steht.  Man  kann  da- 
her sagen,  abgesehen  vom  Falle  g  =»  null: 

Eine  Niveaufläche  verläuft  stetig  gebogen  ohne  Kanten  und  Spitzen^ 
und  sie  kann  sich  nicht  selbst  schneiden. 

Man  kann  auch  noch  hinzufügen,  dafs  eine  Niveaufläche  nicht 
sich  selbst  berühren  und  auch  keine  Schneiden  besitzen  kann. 
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Sobald  nämlicb  g  >  uull  ist,  läfst  sich  nach  §  8  S.  10  unendlich 
nahe  an  der  Niveaufläche  auf  jeder  Seite  derselben  eine  andere,  mit 
einem  verschiedenen,  wenn  auch  unendlich  wenig  verschiedenen  W 
konstruieren,  deren  eine  nun  aber  in  der  Nähe  der  Schneide  oder 
Berührungsstelle  notwendig  die  gegebene  Fläche  schneiden  würde. 
Dies  ist  aber  nach  §  9  S.  12  unmöglich. 

Um  nun  noch  den  Lauf  der  Niyeauflächen  im  ganzen  zu  beur- 
teilen, denken  wir  uns  eine  Niyeaufiäche  bis  zu  einer  Linie  in  der- 
selben fortgesetzt  und  fragen,  ob  in  irgend  einer  solchen  Linie  die 
Fläche  enden  kann.  Ist  P  ein  Punkt  der  Linie,  so  umschliefsen  wir 
P  mit  einer  hinreichend  kleinen  Kugelfläche,  welche  den  vorhandenen 
Niveauflächenteil  schneidet.  Auf  der  Eugelfläche  können  wir  nun 
geschlossene  Linien  ziehen,  welche  die  Durchschnittsliuie  beider 
Flächen  kreuzen.  Durchläuft  ein  Punkt  eine  solche  Linie,  von  der 
Niveaufläche  ausgehend,  so  nimmt  W  anfangs  zu  oder  ab,  zum  Schlufs 
ebenfalls  bezw.  zu  oder  ab.  Weil  aber  W  wieder  den  Änfangswert 
annimmt,  mufs  es  auf  der  betreffenden  Linie  irgendwo  aufser  in  dem 
bereits  vorhandenen  Teil  der  Niveaufläche  mindestens  einmal  noch 
gerade  so  grofs  sein. 

Man  erkennt  leicht,  dafs  die  Hilfskugel  die  Niveaufläche  mindestens 
in  eine^^  geschlossenen  Linie  schneiden  wird. 

Bei  hinreichender  Kleinheit  des  Kugelradius  wird  es  nur  eine  Linie 
sein  und  zwar  annäherungsweise  ein  gröfster  Kreis.  Ist  g  gleich  null 
so  können  andere  Verhältnisse  eintreten.  Jedenfalls  kann  eine  Ni- 
veaufläche für  g  >  null  keinen  Rand  haben: 

Eine  Niveaufläche  ist  entweder  unendlich  oder  geschlossen. 

Im  ersten  Falle  läuft  sie  ins  Unendliche,  denn  im  Endlichen 
würde  sich  die  Fläche  stellenweise  unendlich  dicht  zusammendrängen, 
was  mit  §  8  S.  10  nur  dann  nicht  in  Widerspruch  steht,  wenn  g  an 
der  betreffenden  Stelle  gleich  null  ist. 

§  14.  Die  I^iveaafliiclien  der  Erde  verlaufen  in  der  Nähe 
der  physischen  Erdoberfläche,  wo  erfahrungsmäfsig  die  Schwerkraft 
nicht  null  ist,  nach  dem  vorigen  Paragraphen  jedenfalls  stetig  ge- 
bogen, ohne  Kanten  und  Spitzen,  und  ohne  sich  selbst  zu  schneiden. 
Ob  sie  aber  geschlossene  Flächen  sind  oder  nicht,  und  welcher  Art 
eventuell  der  Zusammenschlufs  ist,  läfst  sich  ohne  weiteres  nicht 
sagen,  da  uns  immer  nur  Teile  von  Niveauflächen  in  der  Nähe  der 
physischen  Erdoberfläche  zur  Anschauung  kommen. 

Im  allgemeinen  kann  man  nun  in  dieser  Beziehung  Folgendes 
anführen. 

Wir  denken  uns  um  eine  Masse  M  eine  einhüllende  Kugel  vom 
Durchmesser  B  geschlagen  und  das  Potential  v  der  Anziehung  aufser- 
halb  der  Kugel  in  betracht  gezogen.  Man  bemerkt  leicht,  da(s  das- 
selbe auf  jedem  Radius  von  der  Oberfläche  nach  aufseu  fortwährend 
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abnimmt, '  da  für  irgend  ein  Massenelement  die  flntf emung  e  fort- 
während wächst.  Denkt  man  sich  nun  auf  irgend  einem  Radius  zwei 
Punkte  /  und  A^  in  Bezug  auf  welche  bezw.  die  e  <D  und  >  D  sind, 

SO'   wird    ^J  >  -5-  ^iid  va  <  -^  sein.    Zwischen  /  und  A  giebt  es 

somit  auf  jedem  Radius  einen  Punkt  der  Niveaufläche  t;  =  -^  und 
diese  ist  daher  kugelartig  geschlossen. 

Da  V  nach  au&en  ab-,  nach  innen  bis  zur  Oberfläche  der  Kugel 
sicher  zunimmt^  so  sind  hiernach  alle  Niveauflächen  aufserhalb  dieser 
Oberfläche  kugelartig  geschlossen  und  umhüllen  sich  schalenartig. 
Nach  innen  zu  geht  dies  so  weit,  als  die  Anziehung  bei  der  Bewe- 
gung von  aufsen  nach  innen  nicht  durch  null  hindurch  geht,  da  ein 
Schneiden  von  Niveauflächen  sonst  nicht  vorkommen  kann. 

Rotiert  die  Masse  M  wie  die  Erde,  so  tritt  zum  Potential  der 
Anziehung  dasjenige  der  Zentrifugalkraft.  Solange  dasselbe  relativ 
klein  ist^  entspricht  der  Berücksichtigung  der  Rotation  nur  eine  ge- 
ringe Verschiebung  der  Niveauflächen  bestimmten  Potentialwertes 
nach  aufsen,  ohne  dafs  an  der  oben  angegebenen  Konfiguration  etwas 
geändert  würde. 

Bei  der  Erde  hat  man  es  in  der  Nähe  ihrer  Oberfläche  nur  mit 
einem  kleinen  Einfluls  der  Zentrifugalkraft  zu  thun.  Um  dieses  nach- 
zuweisen, könnte  man  nach  ganz  rohen  Annahmen  die  Potentiale 
der  Anziehung  und  Zentrifugalkraft  berechnen  und  vergleichen.  Wir 
wollen  indessen  darauf  nicht  eingehen,  sondern  andere  allgemein  be- 
kannte Thatsachen  erwähnen^  die  zu  demselben  Resultate  führen. 

Wir  wissen  ans  der  Beobachtung  des  Erdschattens  bei  Mond- 
finsternissen oder  aus  anderen  Erfahrungen  (vergl.  6.  Kap.  §  1)^  da(s 
die  physische  Erdoberfläche  jedenfalls  näherungsweise  Kugelform  hat. 
Da  nun  ^/^j  der  physischen  Erdoberfläche  von  dem  zusammenhängenden 
Weltmeere  gebildet  werden,  dessen  Oberfläche  nur  wenig  von  einer  Ni- 
veaufläche abweicht,  so  unterliegt  es  keinem  Bedenken,  sich  eine  Ni- 
veaufläche in  der  Nähe  der  Erdoberfläche  vorzustellen^  etwa  das  Geoid 
(Bd.  1  S.  5),  welche  Niveaufläche  nun  auch,  soweit  die  Meeresfläche 
reicht;  näherungsweise  Kugelform  hat.  Es  kommt  dabei  ein  Umstand 
sozusagen  stillschweigend  in  betracht,  auf  den  wir  bei  dem  Versuch 
aufmerksam  werden,  diese  Niveaufläche  unterhalb  des  Landes,  welches 
aus  dem  Meere  emporsteigt,  fortzusetzen.  Es  ist  dies  die  durch  Be- 
obachtung festgestellte  Tbatsache,  dafs  uber9.ll  auf  der  physischen 
Erdoberfläche  die  Richtung  der  Schwerkraft  im  grofsen  und  ganzen 
normal  zu  ihr  steht,  also  wesentlich  gegen  einen  mittleren  Punkt 
der  Erde  konvergiert.  Zwar  liegen  nicht  von  allen  Punkten  der 
Erdoberfläche  Beobachtungen  vor,  aber  doch  von  sehr  vielen:  man 
kann  etwa  98  7o  ^^^  Oberfläche  als  bereist  betrachteu,  und  über  die 
Lücken  gestattet  uns  die  oben  entwickelte  Theorie  hinweg  zu  sehen. 

Heimelt,  mathem.  n.  physikal.  Theorieen  der  hOh.  Geodfteie.  n.  2 
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Denn  sie  lehrt  uns,  dafs  die  Konvergenz  der  Lotrichtungen  nur  eine 
Folge  der  Anziehungskraft  der  Erde  sein  kann,  gegen  welche  die 
Zentrifugalkraft  in  erster  Annäherung  verschwindet. 

Hiermit  steht  die  an  zahlreichen  Punkten  der  Erdoberfläche  ge- 
machte Wahrnehmung  im  Einklang,  dafs  die  Schwerkraft  g  daselbst 
in  erster  Annäherung  konstant  ist. 

Wollen  wir  nun  eine  Niveaufiäche  in  der  Nähe  der  physischen 
Erdoberfläche  beschreiben;  so  kann  diese  selbst  als  Ausgang  dienen. 
Die  Niveaufläche  kann  sich  nicht  weit  von  ihr  (im  Verhältnis  zum 
Erdradius)  entfernen^  da  sie  ja  angenähert  normal  zu  den  Lotrich- 
tungen steht.  Gehen  wir  von  einem  Punkte  mit  dem  Potentialwert 
Wq  aus  auf  der  physischen  Erdoberfläche  vorwärts,  so  gehört  zu 
jedem  Diflferential  des  Weges  ein  dh  und  ein  dfF '=^  —  ^^ä;  für 
einen  endlichen  Weg  ist  die  Änderung  von  W  gleich  dem  über  den- 
selben zu  erstreckenden 

f{-gdh). 

Vom  Endpunkt  des  Weges  aus  können  wir  uns  in  der  Lotlinie  (Kraft- 
linie, Bd.  1  §  3  S.  5)  vorwärts  bewegen,  bis  der  Ausgangswert  W^ 
wieder  erreicht  ist.  Wegen  der  genäherten  Konstanz  von  g  gehört 
dazu  angenähert  der  vertikale  Weg 

-fdh, 

eine  im  Verhältnis  zum  Erdradius  jedenfalls  kleine  Grofse. 

Einen  zweiten  Punkt  mit  dem  Potentialwert  fV^  gi^bt  es  in  der- 
selben Lotlinie  in  der  Nähe  der  physischen  Erdoberfläche  sicher 
nicht,  da  g  hier  entschieden  nach  innen  gerichtet  ist,  also  W  nach 
innen  zunimmt. 

Die  Niveauflächen,  welche  sich  teilweise  in  der  Nähe  der  physischen 
Erdoberfläche  befinden,  umschliefsen  hiernach  die  Erde  in  der  Nähe  der 
physischen  Erdoberfläche  vollständig.  Ihre  Form  ist  die  einer  etwas 
durch  stetige  Verbiegungen  deformierten  Kugelfläche.  Es  sind  also 
kugelariige  Flächen,  geschlossene  Flächen  einfachen  Zusammenhanges. 
Flächen  abnehmenden  Potentialwertes  umschliefsen  sich  schalenartig. 

Die  Möglichkeit  der  Tracierung  von  Kanälen  quer  durch  die 
Kontinente  (Bd.  1  S.  5)  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  angegebenen 
Eigenschaft  der  Niveauflächen  in  der  Nähe  der  physischen  Erd- 
oberfläche. 

In  gröfserer  Entfernung  von  der  Erde  ändern  sich  die  Verhält- 
nisse; hierüber  wird  §  22  des  nächsten  Kapitels  sich  verbreiten.  Da- 
gegen besteht  im  Erdinnern  überall  die  schalenartige  Aufeinander- 
folge, was  nicht  ausschliefst,  dafs  ein  Durchschneiden  einzelner  Ni- 
veauflächen mit  sich  selbst,  da  wo  g  null  ist,  stattfindet  und  dafs 
andere  Niveauflächen  in  für  sich  geschlossene  Teile  zerfallen.  Einige 
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Bemerkungen  über  die  Schwerkraft  im  Erdinnern  bringt  das  sechste 

Kapitel,  §  13. 

Nimmt  man  an,  dafs  das  Luftmeer  die  physische  Erdoberfläche  voll- 
ständig umhüllt  und  in  relativer  Buhe  ist,  so  werden  nach  hydrostatischem 
Gesetz  die  Flächen  gleicher  Dichtigkeib  det  Luft  Niveauflächen  sein  und 
man  würde  somit  darauf  hingeführt,  dafs  die  Niveauflächen  in  der  Nähe 
der  Erdoberfläche  geschlossen  sind.  Allein  da  zur  Zeit  für  die  Nähe  der 
Pole  Beobachtungen  fehlen,  so  ist  jene  Annahme  unzulässig  und  es  be- 
darf jedenfalls  immer  noch  einer  Untersuchung  ihres  Verhaltens  an  den 
Polen.  Auch  die  Herbeiziehung  des  Luftmeeres  gewährt  somit  nicht  die 
Möglichkeit,  ohne  eine  besondere  Untersuchung  behaupten  zu  können, 
dafs  die  Niveauflächen  in  der  Nähe  der  physischen  Erdoberfläche  ge- 
schlossen sind;  mit  Rücksicht  auf  §  8  S.  10  läfst  sich  nur  die  Möglichkeit 
der  Eanaltracierung  insoweit  folgern,  als  die  physische  Erdoberfläche  be- 
kannt ist.  —  Übrigens  hat  es  ein  Interesse,  die  in  Bede  stehende  Ange- 
legenheit, wie  oben  geschehen,  ohne  Herbeiziehung  des  Luftmeeres  zu 
behandeln.*) 

§  15.  Die  zweiten  Differentialqiaotienten  Yon  JV,  Es  genügt 
zunächst,  nur  den  zweiten  Differentialquotienten  nach  x  zu  betrachten. 
Nach  §  6  S.  9  ist  aber 


K^) 


.  c/  'X  —  X 

Daher  ist  auch 

^TlL        _  J_  j-  ?i  ^-^'    ^^^^        _  1  j-  q  i?^  ^-}!_ 

Hieraus  findet  sich  mit  Rücksicht  auf  (1)  und  (2)  §  9  8.  11  der  ge- 
suchte zweite  DiiFerentialquotient 

Setzt  man  endlich  hierin  wie  in  §  9  S.  11  dm  ^=  S  e^  de  dö  ^  so  folgt: 

Solange  der  Punkt  (x  y  z)  =  P'  aufserhalb  der  Erde  liegt,  ist, 
wie  schon  §  12  S.  14  bemerkt,  dieser  Ausdruck  ein  bestimmter  Wert. 
Liegt  jedoch  P^  innerhalb  der  Erde  (d.  i.  der  gerade  für  uns  wich- 
tigste Fall),  so  wird  der  Ausdruck  (2)  unbrauchbar.  Er  zerföUt  nämlich 
alsdann  in  die  Differenz  zweier  Integrale,  die  wegen  der  Integral- 


•)  Auf  grund  der  Potentialtheorie  wurden  die  Eigenschaften  der  Niveau- 
flächen  klargestellt  in  den  beiden  Abhandlungen  von  H,  BrwnBi  „Über  einen 
Satz  der  Potentialtheorie**  Grelles  Journal  1876,  Bd.  81,  S.  349  u.  ff.  und  „Die 
Figur  der  Erde**  Publikation  des  königl.  preufs.  geodät.  Instituts,  1878.  Welches 
die  Erfahrungen  sind,  zufolge  deren  die  Niveauflächen  der  physischen  Erdober- 
fläche sich  als  geschlossen  und  nahezu  kugelförmig  ergeben,  wird  jedoch  nicht 
erörtert,  jedenfalls  weil  für  die  betreffende  Abhandlung  die  Untersuchung  anderer 
Fragen  in  den  Vordergrund  zu  treten  hatte. 

2» 
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grenze  e  gleich  null  beide  unendlich  grofs  werden^  wovon  man  sich 
für  den  Fall  einer  homogenen,  P  konzentrisch  umschliefsenden  Kugel 
leicht  überzeugen  kann.  Ausdruck  (2)  läfst  somit  in  diesem  Falle  den 
Wert  des  zweiten  Differentialquotienten  nicht  erkennen. 

Um   nun  zu  einem    auch   für  innere  Punkte  brauchbaren  Aus- 

druck  zu  gelangen,  bringen  wir  zunächst  den  Ausdruck  für  -^-r,  d.i. 
nach  (2)  §  10  S.  13: 

^^U^j^SI^äm  (3) 

in  eine  andere  Gestalt. 

Es  ist  hierbei  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dafs  man  bei  (3), 
wie  bei  Bildung  von  F,  an  die  spezielle,  §  4  S.  5  eingeführte  Lage 
der  rechtwinkeligen  Eoordinatenaxen  nicht  gebunden  ist;  nur  für  W 
mufs  diese  Lage  wegen  des  Potentials  der  Zentrifugalkraft  festge- 
halten werden,  wenn  der  Ausdruck  (1)  §  9  S.  11  bestehen  bleiben  soll. 

§  16.  Transformation  der  Ausdrfieke  f%r  die  ersten  Diffe- 
rentialquotienten  von  F.*)  Wir  betrachten  zunächst  einen  Körper, 
in  welchem  erstens  die  Dichtigkeit  der  Masse  eine  stetige  Funktion 
des  Ortes  ist  und  zweitens  die  ersten  Differentialquotienten  der  Dichtig- 
keit nach  den  Koordinaten  endlich  und  stetig  sind.  Wir  nennen 
seine  Potentialfunktion  der  Anziehung  v^  beziehen  ihn  auf  ein  recht- 
winkeliges Axensystem  und  bezeichnen  die  Koordinaten  des  ange- 
zogenen Punktes  P'  wie  früher  mit  o;',  y  und  z\  diejenigen  eines 
Massenelementes  des  Körpers  aber  mit  x^y  und  z.  Indem  wir  unter  An- 
nahme der  Dichtigkeit  0  im  Punkte  (Xy  y,  z)  somit  dm^^  ®  dx  dy  dz 
zu  setzen  haben,  wird  nach  (3)  des  vorigen  Paragraphen  mit  Rück- 
sicht auf  die  Schlufsbemerkung  daselbst: 


Aus  e^  =  {x  —  x'Y  +  (y  —  vY  +  (^  —  ^y  folgt  aber 


(t) 


^x  c»       ' 


womit  sich  (1)  auf  folgende  Form  bringen  läfst: 

j^=.i,^JJäyäzß-jfä..  (2) 

Um  das  hierin  auftretende  Integral  nach  x  umzuformen,  beachten 
wir,  dafs 


♦)  L^jeune-DtriefUet,  Vorlesungen;  8.  19—24. 
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(4) 


mithin 


dx 


de 

dx 


dx 


(i) 


->^— /i 


d9 


dx  +  i: 


(3) 


^  _®1  T  -?« 

^«       **'*'         J    C      dx  **'*'    ^^   ^    ^i  ^1    * 

Hierin  bedeutet  27  ein  Summenzeichen  und  es  beziehen  sich  die  In- 
dices  1  und  2  auf  diejenigen  Punkte,  in  welchen  eine  Parallele  zur 
X'kx^j  entlang  welcher  bei  konstantem  Wert  von  y  und  z  integriert 
wird,  die  Oberfläche  bezw.  beim  Eintritt  und  Austritt  {x  wachsend 
gedacht)  schneidet. 

Die  Formel  (3)  gilt  unzweifelhaft,  sobald  0  und  — ,  sowie  ihre 

ersten  Differentialquotienten  endlich  und  stetig  sind.  Für  &  und  seine 
ersten  Differentialquotienten  sind  diese  Eigenschaften  nach  der  Voraus- 
setzung vorhanden;  für  —  sind  sie  es,  sobald  e  >  null  ist.     Ohne 

weiteres  ist  sonach  (3)  nur  gültig  für  Lagen  von  P'  aufserhalb  des 
Korpers. 

Liegt  P'  innerhalb,  so  schliefsen  wir,  um  (3)  zweifellos  anwenden 
zu  können,  die  Masse  innerhalb  einer  zu  P'  konzentrischen  Kugel- 
flache  vom  Radius  a  aus.  Trifft  die  Parallele  zur  x  kxe,  entlang 
welcher  integriert  wird^  diese  Kugelfläche,  so  tritt  zu  (3)  rechter 
Hand  noch  das  Gliederpaar 


(3*) 


worin  die  ludices  T  und  2^  sich  auf  den  Eintritts-  und  Äustrittspunkt 
für  die  Eugelfläche  beziehen. 

Es  sei  nun  t; «» t^j  -f-  t^j  ^^^  ^^^^  ^i  ^^  Potentialfunktion  der 
Anziehung  für  die  äufsere  Masse,  t^j  diejenige  für  die  Kugel  e.  Dann 
folgt  aus  (2),  (3)  und  (3*): 


dv^ 
'dar 


dx  dy  dz 


ohne  « 


(4) 


Das  dreifache  Integral  erstreckt  sich  über  die  äufsere  Masse,  was  durch 
die  Bemerkung  ,yOhne  £*'  angedeutet  ist;  die  Doppelintegrale  betreffen 
beziehungsweise  die  äufsere  Masse  und  die  Kugel.  Diese  beiden  In- 
tegrale sind  Oberflächenintegrale,  welche  wir  jetzt  umwandeln. 

Bezeichnen  wir  mit  ds  ein  Oberflftchenelement,  dessen  nach 
aufsen  gerichtete  Normale  mit  der  a?-Axe  den  Winkelet  einschliefst, 
so  wird  ^^  e^z  BS  +  ds  cos  a ,  je  nachdem  cos  a  positiv  oder  negativ 
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ist.  Denkt  man  sich  nun  zunächst  eine  Parallele  zur  a:-Axe,  welche 
die  Oberfläche  des  Körpers  berührt^  so  ist  cos  a  «»  null;  rückt  die 
Parallele  alsdann  in  den  Körper  herein^  so  erkennt  man  leicht,  dak 
für  alle  Indices  1  (Ein  ^ittspunkte)  cosce  negativ  wird,  ffir  alle  In- 
dices  2  (Austrittspunkte)  aber  positiv.   Mithin  können  wir  im  zweiten 

Integral    sowohl    für  — ^  äy  dz  y   als  auch  für dy  dz  setzen 

</^  cos  a;  die  Integration  erstreckt  sich  sodann  über  die  ganze 

Oberfläche. 

Ganz  ähnlich  wird  es  mit  dem  dritten  Integral^  bei  welchem  wir 
a  aber  auf  die  nach  P'  gerichtete  Normale  beziehen  wollen,  sodafs 
cosa   für   Eintrittsstellen  positiv  ^    für  Austrittsstellen  negativ  wird. 

Wenn  wir  nun  in  (4)  noch  beiderseits  -^   addieren    und  das  erste 

Integral  über  den  ganzen  Raum  des  Korpers  ausdehnen,  zur  Richtig- 
stellung aber  ein  ebensolches  Integral  für  die  Kugel  abziehen,  so 
erhalten  wir: 

Korper 


dv 
dx 


Kugel 

-^'fff 

K 


1  a»   -    -    , 

dx  dy  dz 

e    ex  ^ 


Korperoberß, 

0  COS  a 

e 


KugtM^erß. 


ds 


-ic^J^^pjLas 


'^   dx 


(5) 


Wir  gehen  nun  dazu  über,  b  verschwinden  zu  lassen.  Im  zweiten 
Integral  von  (5)  setzen  wir  für  dx  dy  dz  wie  in  §  9  S.  11  e^  de  dö 

und  für  -^  -    den  vorkommenden  Maximalwert,  den  wir  seinem  abso- 

ox  ' 

luten  Wert  nach  mit  (-.— J       bezeichnen.     Dann  ist 

N  gX  /tnax 
KugH 

''  JXPe  41  '^  'y ''  <  *^  (^Tljß  ^^  ^'^ 

—  \ÖX  ^max 

was  für  £  gleich  null  verschwindet. 

Im  vierten  Integral  von  (5)  setzen  wir  ds  «  e'tftf,  nehmen  fiir 
cos  a  den  Maximalwert  1  und  für  &  den  Maximalwert  ^mo«;  dann 
folgt  der  absolute  Wert  von 


*'/ 


Kuffeloberß. 
G  cos  a 


d$<A7tk^  &„ 


was  für  6  «=  null  ebenfalls  verschwindet 
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4^  verschwindet  f ür  6  «=  null  nach  §  10  S.  13  aber  auch.  Mithin 
wird  endlich  anstatt  (5)  erhalten: 

Hierin  bezieht  sich  das  erste  Integral  auf  den  ganzen  Raum  des 
Körpers  und  das  zweite  auf  seine  Oberfläche.  Es  ist,  wie  man  leicht 
erkennt,  dasselbe  Resultat,  als  ob  bei  der  Entwicklung  auf  die  Lage 
von/^  im  Innern  des  Körpers  keine  Rücksicht  genommen  wäre.  Jedoch 
ist  dann  (6)  nur  für  äufsere  Lagen  bewiesen. 

Es  gilt  aber  auch  für  Lagen  von  P'  auf  der  Oberfläche  des 
Körpers.  In  diesem  Falle  tritt  nur  in  der  Entwicklung  an  Stelle 
der  Kugel  ein  Teil  derselben,  welcher  von  einem  Stück  Körper-  und 
einem  Stück  Kugeloberfläche  begrenzt  wird.  In  (5)  ist  nun  das  zweite 
Integral  über  diesen  Kugelteil,  das  dritte  über  die  äufsere  Ober- 
fläche ohne  den  von  der  Kugel  herausgeschnittenen  Teil  und  das 
vierte  über  den  innerhalb  des  Körpers  liegenden  Teil  der  Kugelfläche 
zu  erstrecken.  Man  gelangt  ohne  Mühe  wieder  zu  (6),  wenn  noch 
beachtet  wird,  dafs  derjenige  Teil  des  Oberflächenintegrals  in  (6), 
welcher  von  der  Kugel  in  der  Umgebung  von  P'  ausgeschnitten  wird, 
f ür  £  »=»  null  verschwindet,  wie  man  mit  Rücksicht  darauf  ersieht, 
dafs  dem  Oberflächenelement  ds  in  der  betreffenden  Umgebung  von  P' 
die  Form  e  de  d^)  gegeben  werden  kann,  wobei  d^)  einer  Drehung 
von  e  auf  der  Oberfläche  entspricht. 

Kehren  wir  nun  zur  Erde  zurück,  auf  welche  sich  V  bezieht. 
Dieselbe  denken  wir  uns  aus  Teilen  zusammengesetzt,  innerhalb  deren 
die  Dichtigkeit  sich  stetig  ändert  und  die  sämtlichen  Differential- 
quotienten der  Dichtigkeit  endlich  und  stetig  sind.    V  setzt  sich  nun 

ebenfalls  aus  den  v  der  einzelnen  Teile  zusammen,  ebenso  -^— r  aus 
den  -x—r  .    Bildet  man,  indem  man  für  -^  die  Formel  (6)  anwendet, 

die  Summe  der  Raumintegrale,  so  kann  man  sie  in  ein  einziges  In- 
tegral wie  das  erste  in  (6),  ausgedehnt  über  die  ganze  Erde,  zusammen- 
ziehen; nur  ist  bei  der  Integration  auf  die  Unstetigkeitsflächen  von  S 
zu  achten.  Bildet  man  die  Summe  der  Oberflächenintegrale,  so  er- 
kennt man,  dafs  sich  die  Bestandteile  derselben  für  die  Grenzflächen 
je  zweier  benachbarter  Teile  wegen  entgegengesetzter  Richtung  der 
Normale  zu  einem  Integral  zusammensetzen,  welches  von  der  sprung- 
weisen Änderung  jd&  der  Dichtigkeit  in  derjenigen  Richtung  der 
Normale  abhängt,  auf  welche  sich  der  Winkel  a  bezieht.  Es  bleibt 
dann  noch  das  Oberflächenintegral  (6)  für  die  Oberfläche  der  ganzen 
Erde,  für  welches  man  ebenso  wie  für  die  Unstetigkeitsflächen  ein 
^&  einführen  kann,  welches  gleich  —  ®  in  der  Oberfläche  ist,  falls 
die  Normale  wie  bisher  nach  aufsen  gezogen  wird. 
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Formel  (6)  können  wir  sonach,  wenn  nur  für  — @  gesetzt  wird  ^©, 
auf  die  ganze  Erde  bei  beliebiger  Lage  von  P'  anwenden,  und  zwar 
offenbar  nicht  nur  für  die  Ableitung  von  V  nach  x\  sondern  auch  für 
diejenigen  nach  y  und  z\ 

Sind  a,  ß  und  y  bezw.  mit  der  Äxe  der  x^  y  und  z  die  Winkel 
der  Normalen  der  Oberfläche  und  der  Unstetigkeitsflächen  der  Dichtig- 
keit; ist  ferner  jdS  die  Änderung  der  Dichtigkeit  bei  Durchkreuzung 
der  Oberfläche  bezw.  der  Unstetigkeitsflächen  in  Richtung  der  Normale^ 
so  wird: 

^  -  *'iJ/T  41 ''  'y "  +  *'/^^f^  ^• 

w  -  "IIA  -i ''  'y  '<•'  +  *'/^^  "    "> 
If  -  *'//y  T  4f  ^' "» '-  +  n/"-^^  "'• 

Hierin  sind  die  Raumintegrale  über  die  ganze  Erde,  die  Flächen- 
integrale über  ihre  Oberfläche  und  die  Unstetigkeitsflächen  der  Dichtig- 
keit auszudehnen. 

§  17.  Die  zweiten  und  Iiöheren  Differentlalquotienten  yon 
W  haben  bestimmte  endliche  Werte  und  ändern  sich  stetig, 
solange  der  Punkt  P'  sich  nicht  an  einer  Stelle,  in  welcher 
die  Dichtigkeit  ®  Singularitäten  hat,  befindet. 

Wir  denken  uns  wieder,  wie  am  Schlüsse  des  vorigen  Para- 
graphen, die  Erde  in  Abteilungen  zerlegt,  innerhalb  deren  die  Dichtig- 
keit und  alle  beliebig  hohen  Differentialquotienten  derselben  endlich 
und  stetig  sind. 

Die  Ausdrücke  (7)  des  vorigen  Paragraphen  können  dann  sicher 
Anwendung  finden  und  sie  lassen  sich  zunächst  jedenfalls  einmal 
differenzieren,  solange  P^  sich  nicht  in  einer  Grenzfläche  der  Ab- 
teilungen befindet.  Denn  die  Flächenintegrale  lassen  sich  beliebig  oft 
differenzieren,  sobald  e  für  keinen  Flächenpunkt  null  wird,  weil  dann 

die  Differentialquotienten  von  —  unter  dem  Integralzeichen  alle  end- 
lich und  stetig  sind  (vergl.  §  12  S.  14). 

Die  Baumintegrale  der  Ausdrücke  (7)  lassen  sich  aber  unmittelbar 
jedenfalls  einmal  differenzieren,  da  sie  nichts  anderes  als  Potential- 
funktionen der  Anziehung,  die  sich  nach  §  10  S.  13  differenzieren 
lassen,  vorstellen,  wobei  nur  die  Dichtigkeit  nicht  @,  sondern  der 
betreffende  erste  Differentialquotient  von  S  ist,  welcher  aber  die 
wesentliche  Eigenschaft,  endlich  zu  sein,  mit  &  teilt. 

Es  ist  nun  leicht  zu  erkennen^  dafs  jetzt  auch  abermals  differen- 
ziert werden  kann.  Denn  die  ersten  Differentialquotienten  jedes  der 
Baumintegrale  lassen  sich  nach  den  Formeln  (7)  wieder  als  Aggre- 
gate von  Baumintegraleu    und  Flächen  integralen   darstellen,   wobei 
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nur  an  Stelle  von  &  der  betreffende  Differentialquotient  von  0  tritt. 
—  ü.  B.  f. 

Leuchtet  auf  diese  Weise  ein,  dafs  alle  Differentialquotienten 
Yon  V  bestimmte  endliche  Werte  haben  müssen^  welcher  Ordnung 
sie  auch  angehören^  so  ist  nun,  wie  schon  §  12  S.  14  in  einem  ähn- 
lichen Fall  bemerkt,  die  weitere  Folge  hiervon  die  Stetigkeit  der 
Differentialquotienten. 

Dieselben  Eigenschaften  wie  die  Differentialquotieuten  von  V 
haben  auch  diejenigen  von  fF,  weil  der  yod  der  Zentrifugalkraft  her- 
rührende Teil  You  fF  zu  den  zweiten  und  höheren  Differentialquoti- 
enten Yon  V  nur  konstante  Beiträge  oder  null  hinzufügt. 

Hiermit  ist  der  an  die  Spitze  des  Paragraphen  gestellte  Satz  für 
jeden  Differentialquotienten  you  angebbar  hoher  Ordnung  bewiesen. 

Das  Vorstehende  läfst  unentschieden,  wie  sich  die  Differential- 
quotienten beim  Durchgauge  von  P'  durch  die  Siogularitätsstellen 
der  Dichtigkeit  gestalten.  Aus  der  im  Folgenden  für  die  zweiten 
Differentialquotienten  angestellten  Untersuchung  wird  herYorgehen, 
dals  sie  sich  dabei  unstetig  ändern. 

§  18.  Die  zweiten  Differentialqtuotienten  YOn  V  beim  Durch- 
gänge Ton  P'  dnrelL  Singularitätsstellen  der  Dichtigkeit. 

Die  zweiten  Differentialquotienten  von  V  und  damit  diejenigen 
Yon  W  würden  auch  hier  mit  stetig  veränderlicher  Lage  Yon  P"  be- 
stimmte endliche  Werte  in  stetiger  Änderung  durchlaufen,  wenn  nicht 
die  Flächenintegrale  der  Ausdrücke  (7)  des  §  16  S.  24  f ür  d  «a  null 
unendlich  werdende  Elemente  erhielten.  Nehmen  wir  nun  an,  dafs 
an  der  Stelle  Pq  der  Punkt  P^  eine  Fläche  durchdringt,  in  welcher 
Singularitäten  von  ®  auftreten  und  die  wir  kurz  Grenzfläche  nennen. 
Es  hängt  dann  der  Ausnahmezustand  der  zweiten  Differentialquoti- 
enten nur  von  demjenigen  Teile  der  Flächenintegrale  ab,  welcher 
sich  auf  die  Umgebung  von  P^^  bezieht  Wir  haben  also  nur  diese 
ins  Auge  zu  fassen;  dabei  ist  die  Begrenzung  der  Umgebung  will- 
kürlich. 

Die  Betrachtung  würde  sehr  einfach  werden,  wenn  wir  diese 
Umgebung  als  eben  voraussetzen  wollten.  Indessen  erscheint  viel- 
leicht die  Berechtigung  zu  dieser  Voraussetzung  zweifelhaft,  obgleich 
man  es  bei  der  Zerlegung  der  Erde  in  Abteilungen  von  stetig  verlaufen- 
der Dichtigkeit  jedenfalls  nur  mit  einer  Annäherung  zu  thun  hat. 
Wir  stellen  daher  eine  Untersuchung  an  die  Spitze,  wobei  die  Grenz- 
fläche gekrümmt  vorausgesetzt  wird,  ohne  dafs  in  dieser  Krümmung 
Singularitäten  auftreten,  was  vollkommen  den  Verhältnissen  genügt.  *) 


*)  Im  wesentlichen  nach  f^Bemha^d  Biemann,  Schwere,  Elektricität  und 
Magnetismus.  Nach  den  Vorlesungen  bearbeitet  von  Karl  Hattendorff,  Hannover 
1876."    S.  62—56. 
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Am  Sehlasse  des  §  19  geben  wir  aber  auch  noch  die  Ableitung  des 
Resultates  unter  der  vereinfachenden  Voraussetzung  der  Ebenheit 

Den  Punkt  P^  nehmen  wir  als  Anfang  der  Koordinaten  a,  by  c 
eines  rechtwinkeligen  Axensystems  und  legen  die  a-Axe  in  die  Nor- 
male der  Grenzfläche  an  der  Stelle  Pq]  die  ^c -Ebene  ist  alsdann 
Tangentialebene.  In  derselben  denken  wir  uns  Polarkoordinaten  nach 
den  Formeln 

5  BS  ^  cos  ^      c  —  ^  sin  ^  (1) 

eingeführt     Dementsprechend  ist  zu  setzen  für  die  Projektion  des 

Flächenelementes  ds  auf  die  ^c -Ebene  der  Ausdruck  t  di  di>.  Es 
ist  daher 

cos  ads^ididi) ,  (2) 

wenn  wir  mit  a,  ß  und  y  wieder  die  Neigungswinkel  der  Nonnale 
des  Flächeuelements  bezw.  gegen  die  a-^  b-  und  c-Axe  bezeichnen. 
Zugleich  bemerken  wir,  dafs  /I0^  nunmehr  bezeichnet  den  Sprung 
in  ®  bei  Überschreitung  der  Grenzfläche  an  der  Stelle  P^  in  Rich- 
tung der  positiven  a-Axe. 

Denken  wir  uns  nun  V  auf  die  Axen  der  a,  b^  c  bezogen  und 
bedeuten  ferner  a\  V  und  c'  die  Koordinaten  von  P\  so  konunt  es 
an  auf  die  Untersuchung  von  (vergl.  §  16  (7)  S.  24): 


fc^f^^-^Sl^äs  als  Teil  von  1^ 
Je  da 


JOcosp    ,  dF  (3) 


. ,  fje  COB  y    , 


dV 

de  ' 


wobei  die  Integration  über  die  Umgebung  von  P^  auszudehnen  ist 
Zunächst  untersuchen  wir  den  Dififerentialquotienten  des  ersten 
Ausdrucks^  genommen  nach  d,  also 


^2 /"iL—fl  js  cos  «  ds  als  Teil  von  ^  . 


(4) 


Das  hierin  auftretende  Integral  heifse  /.  Mit  Rücksicht  auf  (2)  wird, 
wenn  T  der  Wert  von  't  für  den  EUnd  der  in  betracht  gezogenen 
Umgebung  von  P^  ist: 

j «.  fdif  r^~-  Jetdi.  (5) 


-M' 


Hierbei  ist  zu  beachten,  dafs  ^  und  t  zwei  von  einander  unabhängige 
Variable  sind,  welche  a  nach  Mafsgabe  der  Gleichung  der  Grenz- 
fläche bestimmen.     Femer  ist  unter  Annahme  von  b'  =  c  '^  null : 

e^^fi-]^(a-  ay.  (6) 
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Durch  Differentiation  nach  i  und  Division  mit  e^  folgt  hieraus: 


_i 


dt 


da 

dt 


dt 


und  wegen 


/ 


JStdt 


-f 


dt 


(4) 


di  -  J  {a—ä 


hieraus  weiter: 


&  J         ^  dt  J     ^  -y"-     ^^ 

Das  zweite  Integral   rechter  Hand  wandeln   wir  durch  partielle 
Integration  um.    Es  ist 


hiermit  wird 


da_ 

dt 


+  («-«') 


T 


I  (»- 

T 

1-/1 


a')^® 

e 


I», 


e     dt  "^      e 


d  dd9 


dt . 


h 


(8) 


at   '      c      at 

Diese  Transformation  ist  sicher  zulässig,  wenn  (^i  —  d)^  jd&  und 
—  nebst  ihren  ersten  Differentialquotieuten  nach  /  innerhalb  der  In- 
tegrationsgrenzen endlich  und  mit  t  stetig  veränderlich  sind.  Für 
a  —  d  ist  diese  Bedingung  durch  Einschränkuug  der  Umgebung  sicher 
erfüllbar,  «wenn  die  Fläche  in  der  Umgebung  von  Pq  stetig  gebogen 
ist.  J@  ist  als  Unterschied  zweier  endlichen  und  stetigen  Funktionen 
S  auf  jeder  Grenzfläche  endlich  und  stetig.      Dasselbe  gilt  für  seine 

ersten  Differentialquotienten.    —  mit  seinen  Differentialquotienten  ist 

endlich  und  stetig,  solange  P'  nicht  nach  Pq  selbst  fällt. 

Die  Formel  (8)    führen  wir  in  (7)  ein.     In  den  Integralen  tritt 

dabei  eine  Vereinfachung  ein,  da  die  beiden,  -^  enthaltenden  In- 
tegrale, auf  den  Nenner  e^  gebracht,  sich  wegen  (6)  zusammenziehen 
lassen.     Wir  erhalten: 


T 

i  a  —  d 


J&tdt^ 


(A-a^JS.   „ 


E 


T 


—  d  dd9 
e        dt 


"'+/• 


^si|i., 


wenn  für  t  =^  T  bezeichnet  werden  a,  e  und  jd&  mit  A,  E  und  /ISj^  und 
wenn  ferner  berücksichtigt  wird,  da(s  für  /  ^  null  d  ^^e  ist,  falls  P  auf 
der  positiven  a- Axe  liegt,  dafs  dagegen  —  a'  =  e  ist,  falls  F  auf  der 
negativen  a-Axe  liegt.     Das  obere  Zeichen  in  vorstehender  Formel, 
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für  welche  P'  nun  jedenfalls  in  der  Normale  Ton  P^  gedacht  ist^  gilt 
für  a'  positiv,  das  untere  für  ä  negativ. 

Führen  wir  die  zuletzt  erhaltene  Formel  in  (5)  ein,  so  wird 


+  2n  JS^ 


j 


2ff 


a  poi. 
a'  neg, 

a)J9. 


E 


dtl) 


dt 


0  0 


(9) 


§  19.    Fortsetzung:    -f-^*    Wir  können  nunmehr  untersuchen, 

wie  sich  der  von  der  Umgebung  von  Pq  abhängende  Teil  von  d^V :  da"^ 
beim  Durchgange  von  P'  durch />q  verhält.  Nach  (4)  und  (5)  des  vorigen 
Paragraphen  ist  k^  J  dieser  Teil.  Betrachten  wir  vorerst  die  drei 
Integrale  in  (9),  so  zeigt  sich,  dafs  sie  sich  bei  Verschiebungen  von 
P'  in  der  a-Äze,  auch  durch  P^  hindurch^  stetig  ändern. 

Bei  dem  ersten  Integral  ist  dies  sofort  ersichtlich^  da  a'  und  -^. 

endlich  sind  und  sich  mit  d  stetig  ändern. 

Bei  dem  zweiten  Integral  ist  dasselbe  der  Fall^  insoweit  wir  nicht 
von  null  bis  7,  sondern  von  r  bis  T  integrieren,  wobei  r  ^leiner  als 

T  ist,  aber  nicht  null  genonunen  werden  darf.  Da  aber  — ^^^  ab- 
solut genommen  <  1  ist,  so  ist  der  absolute  Wert  des  verbleibenden 
Restes  des  zweiten  Integrals,  nämlich 

%n        r 


H' 


dt 


dt, 


(1) 


kleiner  als  der  absolute  Wert   desjenigen  Doppelintegrals,  welches 


wir  erhalten,  wenn 


gleich  1  und  für 


ddS 


sein  gröfster  ab- 


e       «^ dt 

soluter  Wert   im  lotegrationsbereich  gesetzt  wird,    also  kleiner  als 
der  absolute  Wert  von 

27t 

\  dt 


finax    J        J 


oder 

Diese  Formel  zeigt,  dafs  die  unendlich  nahe  Umgebung  von  P^ 
nur  unendlich  wenig  zu  dem  zweiten  Integral  in  (9)  beiträgt.    Mit- 
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hin  kann  diese  Umgebung  bei  einer  Verschiebung  von  P\  auch  durch 
Pq  hindurch,  insoweit  das  zweite  Integral  Yon  (9)  in  betracht  kommt, 
nichts  Endliches  beitragen. 

Bei  dem  dritten  Integral  von  (9)  integrieren  wir  auch  von  null 
bis  r  und  von  r  bis  J;  der  letztere  Teil  ist  dann  unzweifelhaft  auch 
bei  Durchdringung  der  Grenzfläche  in  P^  stetig  veränderlich.      Das 

Verhalten  des  ersten  Teiles  hängt  ab  von  -^j  •    Wir  haben    bereits 

angenommen,  dais  die  Grenzfläche  an  der  Stelle  P^  eine  bestimmte 
Normale  hat  und  überhaupt  in  der  Umgebung  von  P^  von  ^  =  0 
bis  T  stetig  gekrümmt  ist.     Dann  können  wir  setzen 

-ff«**''  (2) 

wenn  ft  den  zweiten  Differentialquotienten  von  a  nach  /  für  eine 
nicht  näher  bekannte,  im  Intervall  / »»  0  bis  r  gelegene  Stelle  be- 
zeichnet, /i  ist  ein  endlicher  Wert,  wenn  das  Erümmungsmafs  der 
Grenzfläche  innerhalb  des  Integrationsgebiets  nirgends  unendlich  grofs 
wird  (Bd.  1,  S.  59,  §  15).  Sollte  letzteres  doch  der  Fall  sein,  so 
kann  die  betreffende  Stelle  durch  Verkleinerung  von  r  ausgeschlossen 
werden  mit  Ausnahme  des  Falles,  dals  P^  selbst  ein  unendlich  grofses 
Erümmungsmais  hat.  Diesen  Fall,  der  ja  nur  ein  Ausnahmefall  sein 
^ann,  betrachten  wir  nicht  weiter.*) 

Die  nächste  Umgebung  von  P^  liefert  zu  dem  dritten  Integral 
ron  (9)  unter  Annahme  von  (2)  den  Beitrag 

%n        r 

fdtl;fjSii'^di,  (3) 

Nun  ist  <  <  e.  Setzen  wir  jetzt  für  fi  :  e^  die  Einheit,  für  J0  den 
Maximalwert  im  Integrationsbezirk,  ebenso  für  ^  den  Maximalwert 
in  den  verschiedenen  Richtungen,  so  erhalten  wir  zu  viel.  Der  Bei- 
trag ist  somit  absolut  genommen  kleiner  als  der  absolute  Wert  von 

2nr(ßJe)„^.  (3*) 

Die  unendlich  nahe  Umgebung  trägt  somit  nur  unendlich  wenig  bei, 
insoweit  das  dritte  Integral  in  betracht  kommt. 

Wenn  nun  P'  unendlich  nahe  an  Pq  auf  der  negativen  Seite  der 
a-Axe  (der  Grenzflächennormale)  liegt  und  durch  Pq  hindurch  nach 
einem  der  Grenzfläche  unendlich  nahen  Punkte  der  positiven  Seite 

geht,  so  beträgt  die  Änderung  von  -ö-^r  wegen  der  drei  Integrale 

*)  Yergl.  übrigODs  „C.  F.  Gauss,  Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  auf  die 
im  yerkehrten  Verhältnisse  des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Anziehungs- 
nnd  Abstorsongskräfte.   Art.  16  nnd  16.    Leipzig  1840.*'   (^Gauss'  Werke,  Bd.  6.) 
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in  (9)  nur  unendlich  wenig,  dagegen  wegen  des  ersten  Teiles  von  (9) 
—  Ank^  ^&Q  y  wobei  jd®Q  die  entsprechende  Dichtigkeitsänderung  ist. 
Wir  haben  hierin  die  Änderung  des  durch  (4)  S.  26  gegebenen  Teiles 

von  -^,,-  •  Die  andern  Teile  von  -«-,,-  ändern  sich  stetig  und  also  im 
betrachteten  Falle  unendlich  wenig. 

Daher  ist  also  die  Änderung  von  -^,j-  bei  dem  normalen  Durch- 
gange durch  eine  Grenzfläche  an  einer  Stelle  Pq,  wo  plötzlich  die 
Dichtigkeit  um  ^0^  sich  ändert^  wenn  in  der  Umgebung  dieses  Punktes 
die  Grenzfläche  stetig  gekrünynt  ist  und  ein  endliches  Krummuugsmafs 
besitzt;  gleich 

^|^  =  -4«*»^©o.  (4) 

Nehmen  wir  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  die  Grenzfläche  als  eben 
und  die  Gröfse  J0  konstant  an,  so  giebt  (4)  S.  26: 

d.  i. 

27ck^  J®Q  (  ,,.^  —  -^)  , 

worin  die  Vö^  immer  positiv  zu  nehmen  ist.  Ist  d  unendlich  klein,  so 
verschwindet  der  erste  Teil,  es  bleibt  nur  der  zweite,  welcher  gleich  —  1 
ist  für  positives  a ,  +  1  für  negatives  a ,  und  man  gelangt  wieder  zu  dem 
Resultat  (4). 

Da  man  nun,  um  im  allgemeinen  die  Voraussetzungen  plausibel  er- 
scheinen zu  lassen,  sich  T  unendlich  klein  zu  denken  hat,  so  ist  in  den 
Schriften,  welche  vorstehende  kurze  Darstellungsweise  acceptieren,  hervor- 
gehoben, man  müsse  sich  d  immer  im  Verhältnisse  zu  T  unendlich  klein 
denken  (also  unendlich  klein  zweiter  Ordnung).  Die  Darstellung  des  §  18 
und  §  19  vermeidet  eine  solche  Vorstellung  und  die  Zweifel,  die  mit  jener 
verknüpft  sind. 

§  20.  Die  übrigen  zweiten  Differentialqnotienten  erleiden 
bei  dem  normalen  Durchgange  durch  eine  Grenzfläche  keinen  Sprung. 
Hierzu  betrachten  wir  zwei  charakteristische  Beispiele: 


und 


>^'  /  —  3—  ^®  COS  ß  ds  als  Teil  von  -J^.  W 

J       e^  '^  da  db 

k^f^jecoBßds    „      „     „  -Ji^.  (2) 

die  Integration  bezogen  auf  die  Umgebung  von  P^, 

Würden  wir  voraussetzen,  dafs  innerhalb  derselben  die  Grenz- 
fläche als  eben  anzusehen  sei,  so  wäre  cos  /3  ^  null  und  es  würde 
mithin  ein  Sprung  in  den  betreffenden  Differeutialquotienten  beim 
Durchgange  von  P'  durch  Pq  hindurch  nicht  entstehen.  Dasselbe 
Resultat  ist  indessen  auch  leicht  zu  erzielen,  wenn  wir  die  Grenz- 
fläche gekrümmt  annehmen. 
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Auf  den  Ausdruck  (1)  ist  uämlich  die  betreffende  Entwicklung 
der  Paragraphen  18  und  19  sofort  anwendbar,  wenn  man  für  jd& 
setzt  zf0  sec  a  cos  ß.  Da  cos  ß  im  Punkte  P^  in  null  übergeht,  so 
tritt  in  (4)  des  vorigen  Paragraphen  an  Stelle  von  zt&f^  null  und  es 
ergiebt  sich  beim  normalen  Durchgange  durch  Pq  die  Änderung 

Ebenso  ist  (3) 

Betrachten  wir  das  in  (2)  auftretende  Integral,  welches  wir  /' 
nennen  wollen,  so  wird  zunächst  durch  Substitution  von  (  dt  d^  sec  a 
für  ds  nach  S.  26  §  18  (2)  erhalten: 

%n       T 


'-N' 


^ 


J0Beca  cos  ß  t  dt .  (4) 


Hierbei  haben  wir  nun  noch  zu  beachten,  dais  b'  «>  null  ist,   wenn 

wir  wieder  festsetzen,  dals  P'  auf  der  a-Axe  liegt.    Mit  Rücksicht 

auf  eine  bekannte  Relation  der  analytischen  Geometrie,  wonach 

da 

a  ^^ 

COS  p  «= 


/'+(-g)'+{lf)' 


wird,  können  wir  ferner  annehmen,  dafs 

cos/3-=A/  (5) 

sei,  wenn  X  einen  endlichen,  von  ^  und  /  abhängenden  Wert  be- 
zeichnet. Denn  wegen  der  vorausgesetzten  stetigen  Krümmung  und 
des  endlichen  Krümmungsmafses  der  Grenzfläche  in  der  gehörig  ein- 
geschränkten Umgebung  von  P^  ist 

-|^  =  A|  /^  -|-  AjC  ^  (Aj  cos  il>  '\-  k^sin^)  ,i  f 

wobei  A]   und  X^  zweite  Differentialquotienten  von  a  nach  h  und  c 
für  eine  nicht  näher  bekannte,  im  Integrationsbereiche  gelegene  Stelle 
bedeuten.    Diese  Relation  aber  führt  an  der  Hand  des  allgemeinen 
Ausdrucks  für  cos  ß  leicht  zu  (5). 
Es  wird  nun 

%n  T 

r  _  /cos^  J^  /  X  J&  sec  a^dt .  (6) 

U  0 

Nehmen  wir  das  innere  Integral  nur  von  r  >  null  bis  7',  so  ändert 
sich  der  entsprechende  Teil  von  J  bei  Verschiebung  von  P'  stetig, 
auch  wenn  dieselbe  P  durch  P^  hindurchführt.  Um  zu  erkennen, 
welchen  Einflufs  derjenige  Teil  von  /'  hat,  welcher  bei  der  Integration 
von   t  «s  null  bis  r  entsteht,   beachten  wir,  dafs  i  <  e  ist.     Setzen 
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wir  Don  ffir  fi  :  e^  und  für  cos  ^  die  Einheit,  sowie  für  k  ^0  sec  a 
seinen  grö&ten  absoluten  Wert  {X^0  ^^(^  f>t)mea  innerhalb  des  In- 
tegrationsbereiches, so  wird  der  absolute  Wert  des  betreffenden  Teiles 
von  /'  kleiner  als 

23r  r  (Az/Ö  sec  a)„a*.  (7) 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dafs  die  unendlich  nahe  Umgebung  von  P^ 
zu  J'  nur  unendlich  wenig  beiträgt  und  wir  haben  somit  bei  nor- 
malem Durchgange  durch  P^  die  Änderung 

und  ebenso  ist  (8) 

§  21.  Transformation  der  Koordinaten;  Differentialgleichung 
für  V  und  W,  Haben  wir  irgend  ein  rechtwinkeliges  Axensystem, 
dessen  t/-Axe  mit  den  Axen  a,  bj  c  bezw.  die  Winkel  A,  ft,  v  bildet, 
so  ist 

"ätT         da     du    "^  dh'    du    "*     de     du    > 

insofern  wir  uns  das  V  des  Punktes  P'  als  Funktion  von  a\  b'  und 
c  gegeben  denken.     Differenzieren  wir  abermals  nach  u^  so  folgt 


V  _  d^  ( da'Y    I    ^y_  (db'  \2       ^v_  (dc\^ 
'»  ■"   aa»   \dul    ■*"  db'^   \du)    "t"   dc^    \du] 

'    "^  aa  56'     du'    du    "^  "^  aa^c     ^u'     du 


+  2 


db'  de'    du    du 


Mit  Rücksicht  auf  die  Ergebnisse  des  §  20  verschwindet  alles 
bis  aufs  erste  Glied,  wenn  wir  uns  die  Differenz  deir  vorstehenden 
Gleichung  für  beide  Seiten  einer  Grenzfläche  gebildet  denken,  und 
es  entsteht  also  beim  normalen  Durchgange  durch  dieselbe  md^V i  du'^ 
ein  Sprung 

^  -j^  =  -  4äA:2  z/e>o  cos»  X  ,  (1) 

wobei  berücksichtigt  ist,  dafs  einer  Verschiebung  des  Punktes  P'  in 
der  ti-Axe  um  du  entsprechen  die  Änderungen: 

a«  cos  A  =  5 d,     du  cos  ft  =a  db\     du  cos  v  =^  de  .  (2) 

In  gleicher  Weise  findet  sich  eine  der  Gleichung  (1)  entsprechende 
Formel  für  jede  der  beiden  andern  Axenrichtungen,  die  mit  der  ti- Axe 
kombijiiert  sind,  nur  ist  für  X  der  betreffende  Neigungswinkel  zur 
a-Axe,  der  Grenzflächennormale,  zu  setzen.  Sind  z.B.  die  drei  Axen 
die  früher  benutzten  der  x,  y^  z  und  sind  a,  ß^  y  bezw.  die  Winkel 
der  Grenzflächennormale  mit  diesen  drei  Axen,  so  wird 
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^  -^  =  —  iJtk^  ^«0  C08^  a 

^  -^  =  —  4«Ar2  ^iöo  cos'  ß  (3) 

^  -|^  =  --  4nk^  ^©0  cos*  Y  • 
Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Relatiop 

cos'  a  +  cos'  ß  +  cos'  y  ««  1  , 

dafs 

^&  +  ^^  +  ^^ 4«A:^^«o  •   (4) 

ist.  Diese  Gleichung  giebt  zunächst  den  Unterschied  von  -—-rj-  +  -?->t 
+  -gpr  2^^  beiden   Seiten   einer  Grenzfläche,  ünstetigkeitsfläche  der 

Dichtigkeit 

Man  kann  aus  ihr  eine  andere  Gleichung  ableiten,  wenn  man 
zunächst  bemerkt,  dafs  aufserhalb  der  Erde 

ist.  In  Bezug  auf  die  Potentialfunktion  eines  beliebigen  Körpers 
heilst  (5)  die  Gleichung  von  Laplace.  Aufserhalb  der  Erde  können 
wir  setzen,  vergl.  S.  19  §  15  (1): 

8«  TT 


a* 


woraus  folgt 


^^  « *»  r-C  +  sCy-y)'    dm         , 

yiF         . j  f-^^S(t-d)*     dm 


+  -ä7»-^--ä7i-=2a)^  (6) 


Läfst  man  a  weg,  so  geht  W  in  V  und  (6)  in  (5)  Ober:  folglich  gilt 
(5)  aufserhalb. 

Nehmen  wir  in   (4)  die    Oberflache  ala  Grenzflache  und  treten 
Ton  anfsen  nach  innen  ein,  so  ist  ^®q  =  @  in  der  Oberfläche,  und' 
die  Addition  von  (4)  und  (5)  giebt 

Diese  Gleichung  giebt  den  Wert  von  -^^  +  -ö-^t  +  "07t"  ^^^  einen 

der  Oberfläche  unendlich  nahen  Punkt,  in  dem  die  Dichtigkeit  gleich 
^  ist.  Sie  gilt  aber  auch  für  jeden  andern  Punkt,  in  welchem  die 
Dichtigkeit  regelmäfsig  verläuft.  Denn  führt  man  unendlich  nahe 
einem  solchen  einen  Schnitt,  der  die  Erde  in  zwei  Teile  teilt,  so  ist 
in  Bezug  auf  den  einen  Teil  P^  ein  äufserer  Punkt  und  für  das  be- 
Heim er  t,  niAthem.  u.  physikal.  Theorieen  der  höh.  Geodäsie.  3 
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treffende  V  gilt  (5) ;  in  Bezug  auf  den  andern  Teil  gilt  dann  (7), 
weil  in  diesem  Teil  P^  ein  innerer,  der  Oberfläche  unendlich  naher 
Punkt  ist.    Es  gilt  daher  für  das  totale  V  wieder  Gleichung  (7).*) 

Abgesehen  von  denjenigen  Flächen,  in  welchen  S  Singularitäten 
hat,  ist  daher  allgemein  für  einen  Punkt  P'  mit  den  Koordinaten 
x' f  y  und^z',  sowie  mit  der  Dichtigkeit  &\ 


ferner  wegen  (6): 


-^  +  -|^  +  -|^=-*«*^®'  +  2«' 


(8) 


Diese  Differentialgleichung  zeigt,  dafs  fF  nur  innerhalb  eines  solchen 
Teiles  der  Erde,  in  welchem  &'  durch  ein  und  dieselbe  Funktion  der 
Koordinaten  darstellbar  ist,  einer  einzigen  Funktion  der  Koordinaten 
im  gewöhnlichen  Sinne  der  Analysis  (einer  analytischen  Funktion) 
entspricht,  dafs  aber  bei  wechselnder  Funktionsform  für  G'  auch  der 
analytische  Ausdruck  f&r  fV  wechseln  muTs. 

Kehren  wir  noch  einmal  zurück  zu  der  eingangs  dieses  Para- 
graphen eingeführten  ti-Axe  und  nehmen  wir  an,  dals  sie  durch 
Drehung  des  Axensystems  abc  um  die  c-Axe  als  Endlage  der  a>Axe 
hervorgegangen  sei.  Wir  haben  dann  ein  Axensystem,  dessen  Ko- 
ordinatenanfang im  Punkte  Pq  der  Grenzfläche  liegt,  gegen  welche 
zwei  der  Axen  geneigt  sind,  während  die  dritte,  die  c-Axe,  dieselbe 
in  Pq  tangiert.    Differenzieren  wir  jetzt  die  Identität 

dv      _aF^ 

TT""   de 
nach  u,  so  folgt: 

a«F  dßv_  da    ,     yr     db'    ,    d'v  de' 

de  du    '^'Wda    ~du~'^'Wdb'    du    '^'dc*    du    ' 

und  hieraus  ergiebt  sich,  wenn  wieder  die  Differenz  dieser  Gleichung 
für  beide  Seiten  der  Grenzflache  gebildet  wird,  mit  Rücksicht  auf  die  Er- 
gebnisse von  §  20  bei  normalem  Durchgange  durch  eine  Grenzffiche: 

Wegen  des  Umstandes,  dafs  die  zweiten  Differentialquotienten 
der  Poteutialfunktion  der  Zentrifugalkraft  entweder  konstant  oder 
null  sind,  gelten  die  Formeln  (1)  und  (9),  von  denen  wir  nun  Ge- 
brauch machen  werden,  unmittelbar  auch  für  fF. 

Laplace  glaubte,  dafs  die  Differentialgleichung  (6)  für  V  auch  inner- 
halb des  Körpers  gelte,  und  M4c.  ca.,  t,  I,  h  II,  p.  136—137  eeigt,  wie  er 
zu  dieser  Ansicht  gelangt  ist.  Er  fibersieht  nämlichf  dafs  die  Differentiation 
unter  dem  Integralzeichen  an  Bedingungen  geknüpft  ist  Erst  Paissi^ 
fand  ffir  das  Innere  des  Körpers  die  richtige  Differentialgleichung. 

♦)  Gustav  Kirchhoff,  Mechanik.    2.  Auflage,  Leipzig  1877,  S.  179  unten. 
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§  22.  Die  Unstetigkeit  in  der  Erümmnng  der  NiyeanflSchen 
bei  dem  Durchgänge  derselben  durch  eine  Unstetigkeitsstelle 
der  Dichtigkeit.  Wir  betrachten  eine  Niveaufläche  zunächst  inner- 
halb eines  Baumes,  wo  die  Dichtigkeit  keine  Singularitäten  hat.  Dann 
ist  die  Vorbedingung  für  die  Entwicklung  von  W  nach  Taylors  Satz 
in  eine  endliehe  Reihe,  nämlich  die  Bedingung  der  Endlichkeit  und 
Stetigkeit  der  Funktion  fV  und  ihrer  in  betracht  kommenden  Diffe- 
rentialquotienten,  erfüllt.  Nach  diesem  auf  drei  Variable  ausgedehnten 
Satze  hat  man  für  ein  rechtwinkeliges,  durch  den  Punkt  P^  gelegtes 
Koordinatensystem  der  S  17  £,  wenn  in  Pq  das  Potential  W  ^s^^W^  ist: 

Hierin  bedeuten  W^j  W^}  ^3  die  ersten  Differentialquotienten  nach 
I,  ij,  g,  ferner  fF,.i,  ^3.2»  ^s-s  ^^®  zweiten  Differentialquotienten  nach 
5,  %  g  und  endlich  W^,^}  ^i-s»  ^2-3  ^^®  zweiten  Differentialquotienten 
nach  £  und  17,  S  und  i  und  ri  und  g,  genommen  für  den  Koordinaten* 
anfang  P^.  Der  mit  Gl^  bezeichnete  Rest  der  Entwicklung  hat  in 
Bezug  auf  die  Koordinaten  den  dritten  Qrad ;  die  in  diese  Koordinaten- 
ausdrücke  multiplizierten  Differentialquotienten  dritter  Ordnung  gelten 
aber  nicht  für  P^^  sondern  für  irgend  welchen,  nicht  näher  bekannten 
Punkt  der  geraden  Linie  zwischen  -Pq  und  dem  Punkt  -P  —  (6  i?  £).*) 

Die  Entwicklung  (1)  kann  immer  dadurch  zu  einer  brauchbaren 
gemacht  werden,  dafs  man  S,  1},  S  auf  ein  dem  Punkte  P^  überall 
hinreichend  nahes  Gebiet  beschränkt  —  so  nahe,  dafs  der  Rest  Gl^^ 
welcher  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Produkten  endlicher  Gröfsen 
(der  3.  Differentialquotienten)  in  Potenzen  und  Produkte  3.  Grades 
von  g,  I},  S  besteht,  als  yerschwindend  angesehen  werden  kann. 

Pur  die  Punkte  P  einer  durch  P^  gelegten  Niveaufläche  ist  W 
überall  gleich  W^.  Hierdurch  vereinfacht  sich  (1);  noch  mehr  aber, 
wenn  wir  die  Normale  der  Fläche  zur  (-Axe  nehmen.  Dann  ver- 
schwinden Wy  und  f^2)  ^^^  ^^^  Differentiation  von  (1)  zeigt,  weil 
die  beiden  Differentialquotieuten  d^:d£  und  dtidri,  entsprechend 
der  tangentialen  Lage  der  S-  und  i^-Axe,  für  |,  i;  und  S  gleich  null 
verschwinden  müssen.  W^  stellt  nun  nach  §  8  (1)  S.  10  die  Schwer- 
kraft g  negativ  genommen  dar,  wenn  wir  festsetzen,  dafs  die  ^Axe 
die  Flächennormale  in  der  Richtung  abnehmender  fF  angiebt.  Indem 
wir  unsere  Betrachtung  auf  die  Nahe  der  physischen  Erdoberfläche 
beschränken,  ist  der  Wert  von  ^  d.  i.  —  ^3  >  null  und  die  Niveau- 
fläche daher  stetig  gebogen. 


*)    Vergl,   z.  B.   Hattendorff,    Höhere   Analysis,    Bd  1,     Hannover  1880. 
8.  287   und  288. 
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Wir  erhalten  jetzt  als  Gleichung  der  Niveaufläche  in  der  Um- 
gebung des  Punktes  Pq^  bezogen  auf  Pq  als  Eoordinateuanfang  und 
die  Normale  als  ^Axe: 

Sind  aber  g  und  rj  Grofsen  1.  Ordnung,  so  hat  ^  hiernach  die 
2.  Ordnung,  Sg  und  lyg  haben  die  3.  und  f*  die  4.  Ordnung.  Damit 
ist  noch  einfacher: 

^»g  +  |(^.mS'  +  ^2W)  +  ^V2iV  +  Oi,  =  0.  (3) 

In  der  gi^- Ebene  führen  wir  nun  Polarkoordinaten  ^  und  a  ein 
nach  den  Relationen: 

g=»*9-cosa      17  BS  d  sin  a.  (4) 
Die  Gleichung  (3)  giebt  dann: 

f, A2   ^M  COS*«  +  ^t't  sin'g  +  ^  ^vt  »"^tt  QOB*^    _L  z'/  /f;\ 

Dies  ist  für  konstantes  a  zugleich  die  Gleichung  der  Scbnittkurve 
einer  Normalebene  in  Pq,  Ein  Kreisbogen  vom  Radius  Qa,  der  die 
Schnittkurve  in  Pq  tangiert,  hat  die  Gleichung*)  ^^  =  —  5(2^«  +  f), 
woraus,  wenn  ^  eine  Gröfse  l.  Ordnung  ist,  folgt: 

e--*^-i^  +  ö^-  •    (6) 

Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  stimmen  für  unendlich  kleine  d; 
wo  die  6^/3  und  Gl^  gegen  0*'  zu  vernachlässigen  sind,  mit  einander 
überein  für 

_1 Wj.j  coB*g  4-  ^fi  flin'tt  +  2  ^t't  ^P«  <^os«  /7\ 

_  _^  .  ^^^ 

Diese  Formel  bestimmt  den  Krümmungsradius  der  durch  a  fixierten 
Normalebene  der  Niveaufläche  in  Pq  und  zwar  in  dem  Sinne,  dafs  bei 
positivem  Werte  von  Qa  der  Difi'erentialquotient  W^  in  Bezug  auf  die 
wachsende  Richtung  von  Qa  2u  verstehen  ist. 

Differenziert  man  den  Ausdruck  (7)  für  —  nach  cc,  so  findet 
sich  als  Bedingungsgleichuiig  des  Maximums  und  Minimums: 

worin  wir  a  sogleich  einen  Index  angehangen  haben,  um  es  von 
dem  allgemeinen  Symbol  zu  unterscheiden.  Eliminiert  man  nun  ^,.2 
aus  dem  Zähler  rechter  Hand  in  der  auf  a^  angewandten  Gleichung  (7) 
mittelst  (8),  unter  gleichzeitiger  Einführung  der  trigonometrischen 
Funktionen   von  2aQ  für  cos^ofg,  sin^^Q    und   sin^g  cosa^,   so   folgt: 

♦)  Vergl.  Bd.  1  Fig.  2  S.  68.  Es  ist  aber  dort  die  J- Axe  nach  dem  Mittel- 
punkt des  Kreises  gerichtet,  während  wir  jetzt  besser  das  Gegenteil  annehmen. 
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—  =  —2V     +     "Virr^  ««« 2«o.  (9) 

Diese  Formel  giebt  die  beiden  extremen  Werte  von  q  für  die  beiden 
um  90®  verschiedenen,  aus  (8)  zu  berechnenden  Werte  von  or^.  Nen- 
nen wir  diese  beiden  Hauptkrümmungsradien  p^  und  q^  und  verstehen 
unter  2«,,  den  positiven  oder  negativen  spUzen  Winkel,  den  (8)  er- 
giebt  und  setzen  endlich 

1  TT,.,  +  IT,.,    ,    TFpt  —  TT,.,         « 

80  wird  (10) 

J_         TT,.,  +  TT...  _  W,„  -  TT..,         2 

Hiernach  besteht  für  das  arithmetische  Mittel  der  beiden  Haupt- 
krümmungsradien,  d.  i.  nach  Bd.  1  S.  64  oben  der  Durchschnitts- 
wert aller  — ,  oder  der  Durchschnittswert  der  Krummungsmafse  alier 
Normalschnitte  in  Pq,  die  Gleichung: 

2  Ui  ^  9t)  2Tr,         '  vii.) 

ferner  findet  sich,  wenn  aus  1  :  q^  Q2  mittelst  (8)  sec  2a^)  unter  Be- 
nutzung der  Relation  sec'  =»  1  -}-  tan'  eliminiert  wird,  für  das 
Kriimmvngsmafs  der  Niveaufläche  in  P^  die  Gleichung: 

Die  Hauptkrümmungsradien  können  noch  dazu  benutzt  werden, 
um  die  Formel  für  1  :^a  umzugestalten.  IVIan  gelangt  dann  wieder 
zu  Eulers  Satz,  vergl.  Bd.  1  S.  57  (1),  worin  aber  zur  Anwendung 
auf  den  vorliegenden  Fall  Qm  und  Qn,  i^it  g^  und  q^  zu  vertauschen 
sind  und  unter  a  nunmehr  def  Winkel  zwischen  den  Ebenen  von  g^ 
und  Qa  zu  verstehen  ist,  welcher  in  obiger  Entwicklung  durch  a  —  a^ 
bezeichnet  wird. 

§  23.  Fortsetzung.  Wir  nehmen  jetzt  an,  dafs  durch  den 
Punkt  Pq  der  Niveaufläche  eine  Grenzfläche  zweier  Räume  hindurch- 
führt, in  welchen  ®  stetig  verläuft,  während  in  der  Grenzfläche  &  un- 
stetig wird.  Wir  wissen  nun  bereits,  dafs  die  Niveaufläche  durch 
jene  Unstetigkeitsfläche  stetig  gebogen  hindurchgeht;  aber  wir  werden 
an  der  Hand  der  Paragraphen  21  und  22  demnächst  erkennen,  dafs 
die  Krümmung  bei  dem  Durchgange  der  Niveaufläche  durch  die  Un- 
stetigkeitsfläche sich  unstetig  ändert. 

Infolge  der  stetigen  Biegung  können  wir  ohne  weiteres  in  jedem 
der  beiden  Räume  für  sich  die  Entwicklung  des  §  22  auf  Pq  und 
seine  Umgebung  anwenden,  wenn  bei  Berechnung  der  zweiten  Diffe- 
rentialquotienten pQ  ein  Mal  als  Punkt  des  einen  Raumes,  ein  ander 
Mal  als  Punkt  des  andern  Raumes  aufgefafst  wird. 


Digitized  by 


Google 


38  ^'  Kapitel.    Allgemeioe  Eigenschaften  der  Niveanflächen. 

Wird  nun  die  i^-Axe  tangential  an  die  Unstetigkeitsflache  gelegt 
und  schliefst  die  S-Axe  mit  der  positiven  Richtung  der  Normale  dieser 
Fläche  den  Winkel  90®  —  1/  ein,  ist  also  v  der  Neigungswinkel  der 
Unstetigkeitsflache  zur  Niveauflache  in  Pq^  so  ergeben  sich  nach 
§  21  (1)  und  (9),  indem  die  c-  und  ti-Axe  daselbst  jetzt  als  17-  und 
I- Axe  genommen  werden,  nachstehende  Änderungen  beim  Durchgange 
durch   die  Unstetigkeitsflache  nach  der  Seite  der  positiven  Normale: 

^fF,.,  =r  ^  -|^  =  —  4ä*2  ^0^  Bin^v 

JfF,.,  =  J^  =  0  (1) 

*'2  du  de  • 

Aufserdem  ist,  wie  schon  bemerkt,  ^^  =  —  ^  in  beiden  Räumen. 

Man  erhält  jetzt  als  Sprünge  in  —  , ,  —  ( 1 )  und  in 

cot  2^0    beim  Durchgange  durch  Pq    nach   der   Seite   der  positiven 
Normale  nach  §  22  (7),  (8),  (11)  und  (12)  S.  36  u.  37: 

jd  —  = ^-^  cos^a  , 

9a  9  ' 


^  cot  2 an 


dWj, 


(2) 


Führt  man  den  Wert  von  ^W^,^  nach  (1)  ein,  so  folgt: 
^  —  _,  j ^Q  sin^v  cos'a 

9a  9  ^ 

J  cot  2ao  =  —  ^-  ^»0  81^*«'  • 

Diese  Formeln  geben  an,  wie  sich  der  reziproke  Krümmungs- 
radius im  Azimut  a,  das  Krümmungsmafs,  der  Durchschnittswert  der 
reziproken  Krümmungsradien  und  die  Cotangente  der  Azimute  der 
Hauptschnitte  (die  Azimute  von  der  zur  gemeinsamen  Tangente  der 
Unstetigkeitsflache  und  Niveaufläche  rechtwinkeligen  Tangente  der  letzte- 
ren im  üblichen  Drehungssinne  gerechnet)  ändern,  wenn  die  Niveau- 
fläche durch  eine  Unstetigkeitsflache  im  Neigungswinkel  v  hindurch- 
geht und  dabei  an  der  betreffenden  Stelle  die  Dichtigkeit  um  d0^ 
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wäcbsi  Die  Art  und  Weise,  wie  die  DifiFerentialquotieuten  ^22  ^^^ 
fV^,^  zu  Yersteben  sind,  erhellt  aus  der  zweiten  und  dritten  Relation  (1). 

Die  erste  der  Formeln  (2)  zeigt,  dafs  die  Änderung  in  —  für  a«»  90® 

gleich  null,  für  a  =  0®  ein  Maximum  ist.  Man  kann  daher  sagen: 
Bei  dem  Durchgange  durch  eine  Unsteiigkeitsfläche  der  Dichtigkeit  ändert 
sich  die  Krümmung  der  Niveaufläche  nicht  in  den\jenigen  Normalschnilte^ 
welcher  parallel  ist  zur  gemeinsamen  Tangente  beider  Flächen^  dagegen 
ist  die  Aenderung  der  Krümmung  ein  Maximum  in  demjenigen  Normal- 
schnitte,  welcher  zu  dieser  Tangente  rechtwinkelig  steht. 

Um  eine  Vorstellung  von  dem  Betrage  dieser  Änderung  zu  ge- 
winnen, führen  wir  für  die  Schwerkraft  g  einen  Näherungsausdruck 
ein.  Abgesehen  von  Gliedern  mit  der  Abplattung  und  der  Zentri- 
fugalkraft, kann  man,  wie  das  zweite  Eapitel  zeigen  wird,  g  für  die 
Erdoberfläche  berechnen,  als  wäre  die  Gesamtmasse  der  Erde  im 
Schwerpunkt  vereinigt.  Dieser  Annäherung  entsprechend  betrachtet 
man  dabei  die  physische  Erdoberfläche  als  Kugelfläche. 

Ist  R  der  Kadius  der  letzteren  [vergl.  Bd.  1,  S.  68,  §  21  (1)], 

so  ist  die  Erdmasse  yü^^^my  wenn  &m  die  mittlere  Dichte  der  Erde 
ist,  welche  im  Vergleich  zu  Wasser  5,6  beträgt.     Wir  haben  daher 

^  =  y  Ä  A:2  ©«  Ä  ,  (3) 

und  es  ist  die  maximale,  sprungweise  Änderung  in  —  gleich 

Eine  Niveaufläche,  die  aus  der  Luft  in  eine  senkrechte  Felswand 

eintritt,  erleidet  für  einen  Normalschnitt  normal  zu  letzterer  in  — 

.3  1    ^ 

einen  Zuwachs,  der  rund  gleich-^-g-  ist,  da  hier  J@q  etwa  2,8  =  —  @^ 

betragt.  Bezeichnet  man  das  betrefiFende  q  in  der  Luft  mit  Qa  ,  im 
Gestein  mit  Qi ,  so  hat  man 

■^  =  ■^  +  -25-'  (5) 

Bei  spezieller  Untersuchung  der  Wirkung  der  Anziehungseffekte 
der  Massen  auf  der  physischen  Erdoberfläche  im  vierten  Kapitel 
werden  wir  diese  Relation  bestätigt  finden. 

Auf  die  Diskontinuitäten  der  Krümmung  aufmerksam  gemacht  zu  haben, 
ist  das  Verdienst  von  H.  Bruns.  In  seinen  beiden,  S.  19  citierten  Ab- 
handlungen entwickelt  er  die  Formeln  (2)  und  in  der  FigiMr  der  Erde 
insbesondere  auch  den  Ausdruck  (4).  Der  Gang  der  Entwicklung  ist  jedoch 
ein  wesentlich  anderer.  Namentlich  wird  vor  allem  auf  grund  der  BiTicfüet- 
sehen  Kriterien  für  V  (vergl.  die  oben  citierten  Vorlesungen  S.  29)  nach- 
gewiesen, dafs  in  einem  Räume,  wo  S  regulär  ist,  d.  h.  sich  innerhalb 
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endlicher  Eonvergenzbereiche-  nach  Potenzen  der  rechtwink elige^  Koordi- 
naten entwickeln  l&fsti  auch  W  regul&r  ist  Wenn  wir  oben  §  17  S.  24  ge- 
fanden haben,  dafs  in  einem  solchen  Räume  W  und  seine  amtlichen 
Differentialquotienten  von  angebbar  hoher  Ordnung  endlich  und  stetig 
sind,  so  ist  dies  für  den  Nachweis  der  Existens  einer*  unendlichen  Potenz- 
reihe mit  endlichem  Konvergenzbezirk  noch  nicht  zureichend,  wohl  aber 
reicht  es  aus  für  die  Krümmungsuntersuchung,  bei  welcher  nur  eine  end- 
liche Toylorsche  Entwicklung  erforderlich  wird  [S.  35  §  22  (1)].  über 
den  praktischen  Wert  solcher  Entwicklungen  vergl.  übrigens  §  25. 

Für  diejenigen  Leser ,  welche  sich  für  den  Beweis  der  Begularität  von  W 
interessieren,  bemerken  wir,  dafs  Kirchhoff  in  seiner  Mechanik  S.  184  §  4 
F  durch  ein  Oberflächenintegral  darstellt,  welches  ebenfalls  diesen  Be- 
weis liefert,  wenn  man  sich  den  reziproken  Radiusvektor  so  entwickelt 
denkt,  wie  es  W.  Stahl  in  Grelles  Journal  1875  Bd.  79  8.  269  und  270  o. 
angiebt.  Jene  Darstellung  von  F  ist  sehr  einfach,  wenn  der  Satz  von 
Green  bereits  bekannt  ist 

Sie  wird  aber  überflüssig,  sobald  man  eine  Niveaufl&cbe  aufserhalb 
der  Erde  (oder  falls  man  die  Luilmasse  als  unerheblich  ansieht,  eine  Ni- 
veaufläche aufserhalb  der  physischen  Erdoberfläche)  betrachtet.  Nehmen 
wir  einen  aufserhalb  gelegenen  Punkt  Pq  als  Koordinaten anfang  und  ist 
P'  ein  anderer  aufserhalb  gelegener  beweglicher  Punkt  mit  den  Koordinaten 
^'*  Vf  ^'*  ^^  welchen  V  zu  berechnen  ist,  bezeichnet  man  endlich  mit 
X,  y,  e  die  Koordinaten  eines  Massenelementes  dm  der  Erde,  so  ist 

«•  -  («~  »)•  + (y  -  y)*  +  (« ~ O* 

oder 

e  =  rl/l^  2(^^'  +  yy'  +  ^^)~  jx^  +  y^  +  e'^)   ^ 

für  r*  =•  0?*  +  y*  +  **•  ^Bt  nun  r  =  PqP'  hinreichend  klein,  so  kann  man 
1  :  e  nach  Potenzen  des  Subtrahenden  unter  der  Wurzel  entwickeln  (d.  h. 

nach  Potenzen  von  J!!.,  welche  Entwicklung  im  zweiten  Kapitel  eingebend 

untersucht  wird).  Dadurch  erhält  man  1  :  e  als  Potenzreihe  in  x\  y'  und  z; 
die  Integration  für  ' 


■/^ 


ergiebt  F  als  ebensolche  Reihe  und  auf  demselben  Gebiete  gültig,  nämlich 
innerhalb  einer  um  P  als  Zentrum  geschlagenen  Kugelfläche,  welche 
überall  von  der  Erdoberfläche  in  mefsbarem  Abstände  bleibt 

§  24    WlrknngSRphäre  der  Unstetlgkeitestellen  der  Dichtig- 
keit.   Nach  der  ersten  Formel  (2)   des  vorigen  Paragraphen  ist  die 

sprungweise  Änderung  von  —  an  einer  Unstetigkeitsstelle  der  Dich- 

tigkeit  unabhängig  von  den  Massen,  welche  Ursache  der  Unstetigkeit 
sind.  Thatsächlich  erzeugt  ein  Gesteinsbrocken  bei  gleichem  v  und  a 
ganz  dieselben  Sprünge  wie  ein  Gebirge  desselben  Gesteins.  Nichts- 
destoweniger besteht  doch  ein  erheblicher  Unterschied  im  Gesamteinfloi^ 
auf  die  Niveaufläche,  also  in  der  Wirkungssphäre.  Wenn  auch  wegen 
der  beiderseits  der  Unstetigkeitsfläehe  stetig  verlaufenden  Dichtigkeit 

die  sprungweise  Änderung  von  —  schon  in  einiger  Eutfemung  von 
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dieser  Fläche  durch  allmählich  eintretende  Änderungen  vorbereitet 
werden  mufs,  so  ist  doch  unmittelbar  so  viel  klar,  dafs  wenigstens 
innerhalb  einer  Unstetigkeiten  erzeugenden  Masse  die  Wirkungssphäre 
nicht  gröfser  sein  kann  als  ihre  Dimension  entlang  der  betreffenden 
Niveaufläche.  Aber  auch  aufserhalb  der  Masse  mufs  die  Wirkungs- 
sphäre in  Beziehung  zu  ihrer  Gröfse  stehen.  Um  hierin  deutlicher 
zu  sehen;  stellen  wir  eine  Betrachtung  unter  idealen  einfachen  Ver- 
hältnissen an,  welche  aber  vollkommen  ausreicht. 

Indem  wir  von  der  Zentrifugalkraft  und  dem  Luftmeere  absehen, 
denken  wir  uns  die  Anziehung  aufserhalb  der  Erde  so  beschaffen^  als 
ob  alle  ihre  Masse  M  in  ihrem  Schwerpunkte  vereinigt  wäre.  Es 
wird  dann  das  Potential 

för  einen  Punkt  im  Schwerpunktsabstand  Ä  +  ZT .  Dabei  ist  der 
Schwerpunktsabstand  der  physischen  Erdoberfläche  gleich  R  ange- 
nommen, die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erd.e  gleich  ^^  .  Wenn. nun 
W  konstant  gleich  W^  ist,  so  ist  auch  A  -{-  ^  konstant:  der  Radius  der 
entsprechenden  kugelförmigen  Niveaufläche.  Zugleich  erscheint  die 
physische  Erdoberfläche  als  Niveaufläche  (Meeresfläche)  und  H  als 
Höhe  darüber. 

Die  Gleichung  (1)  wird  rechter  Hand  einen  Zuwachs  erhalten, 
wenn  wir  uns  noch  eine  kleine,  in  roher  Annäherung  kugelige  Masse 
m  auf  der  physischen  Erdoberfläche  zugefügt  denken,  wobei  wir  an- 
nehmen wollen,  dafs  der  Schwerpunkt  von  m  s^hr  nahe  der  ursprting- 
lichen  Niveaufläche  liegt.  Ist  e  der  Abstand  eines  Punktes  P  aufser- 
halb dieser  Masse  von  ihrem  Schwerpunkt,  so  ist  in  erster  Annähe- 
rung die  Potentialfunktion  der  Anziehung  dieser  Masse  auf  P  gleich 
Ifmie  und  daher  die  Gleichung  der  Niveaufläche  W  ^=^W^  mit  der 
jetzt  veränderlichen  Meereshöhe  i7-f-^,  aufserhalb  der  Masse  m^  an- 
genähert: 

'^  =  y''*'®'-^+f+F  +  ^='^o.  (2) 

Mit  Rücksicht  auf  die  geringe  Gröfse  von  H  '\-  h  gegen  R  folgt 
aus  der  Differenz  von  (2)  und  der  auf  W^  angewandten  Gleichung  (1) 
angenähert: 

oder  (3) 


4     n^^Rt 

Zufolge  dieser  Formel  tritt  eine  merkbare  Hebung  h  der  ursprüng- 
lich vorhandenen  Niveaufläche  in  einer  Entfernung  e  ein,  welche 
direkt  proportional  der  wirkenden  Masse  m  ist.     Wie  also .  auch  der 
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* 
Verlauf  der  Erümmongsradien  sein  mag,  eJDe  merkbare  Wirkung  wird 
jedenfalls     bei    kleinen  Massen    auf   einen    kleineren  Wirkungskreis 
afs  bei  grofsen  beschränkt  sein,  und   zwar  gilt  die  Regel:  Die  Wir- 
kungssphäre ist  proportional  der  Masse. 

Wir  können  nun  aber  auch  ermitteln^  wie  sich  bei  verschiedenen 
Massen  die  Entfernungen«  verhalten;  in  welchen  eine  gleiche  Änderung 
von  Q  eintritt.  Die  Gleichung  (2)  zeigt,  dafs  die  Niveaufläche  eine 
Rotationsfläche  in  Bezug  auf  eine  Linie  durch  die  Schwerpunkte  von  m 
und  der  ursprünglichen  Erdmasse  M  ist.  Ein  Schnitt  durch  diese 
Linie  ist  ein  sogenannter  Meridianschnitt  der  Elotationsfläche;  also  auch 
für  alle  Punkte  der  Schnittlinie  .Normalschnitt.  Die  Krümmungs- 
radien des  Meridiauschnittes  interessieren  aber  am  meisten,  weil  sie 
augenscheinlich  durch  die  lotablenkende  Wirkung  der  Masse  m  am 
meisten  beeinflufst  werden.  Denken  wir  uns  nun  im  Anischluis  an 
§  22  S.  36  einen  Punkt  Pq  als  Eoordinatenanfang,  die  g-Axe  in  die 
Normale  (nach  aufsen)  und  die  £-Axe  in  den  Meridianschnitt  (nach 
m  hin)  gelegt  ^  so  wird  der  Krümmungshalbmesser  Qa  desselben  für 
aufserhalb  der  Masse  m  befindliche  Punkte  aus  Formel  (7)  S.  36  er- 
halten, indem  a  =  null  gesetzt  wird.     Also  ist 

Qa  =  TF,:  ^M  .  (4) 

Hierzu  berechnen  wir  W^,^  aus  (2),  indem  wir  die  Koordinaten 
eines  beliebigen  Punktes  des  Meridianschnitts  mit  |  und  g ,  diejenigen  des 
Schwerpunkts  von  m  mit  S|  und  ^^  und  diejenigen  des  Schwerpunkts  M 
der  Erde  mit  Sq  und  ^  bezeichnen ,  demgemäfs  also  in  (2)  einführen : 


. (5) 

Es  folgt,  wenn  wir  nach  geschehener  Difierentiation  $  und  g 
gleich  null  setzen,  den  Differentialquotienten  also  auf  Pq  beziehen : 

+  ^^^(~1  +  ^),  (6) 

wobei  e^  =  gj^  ^  j.^2  jgt. 

Diese  Formel  läfst  sich  wesentlich  vereinfachen,  wenn  wir  uns 
auf  Punkte  Pq  beschränken;  die  in  der  Nähe  der  störenden  Masse 
liegen.  Dann  ist  der  Faktor  der  zweiten  Parenthese  etwa  von  der- 
selben Ordnung,  wie  derjenige  der  ersten  Parenthese,  wie  man  er- 
kennt, wenn  man  sich  m  als  Kugel  vom  Radius  a  denkt  und  beachtet, 
dafs  a  :  e  nach  unserer  Annahme  ein  von  1  nicht  allzu  verschiedener 
Bruch  sein  wird.  Im  ersten  Faktor  dürfen  wir  den  nach  (3)  kleinen 
Wert  h  gegen  R  -\-  H  vernachlässigen  und  ebenso  das  Glied  mit  ^^; 
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denn  i^ :  {B  -{-  H  -^  h)  ist  nichts  anderes  als  der  Arcus  der  Lotab- 
lenkung  in  Pq,  welcher  nur  ein  kleiner  Bruch  sein  kann.  Setzen 
wir  zugleich  g^^  ,_,  ^2  —  g^2^  gQ  folgt  aus  (6)  in  hinreichender  An- 
näherung für  Punkte,  welche  der  störenden  Masse  nahe,  jedoch 
aufserhalb  derselben  liegen: 

Ferner  findet  man  mit  Rücksicht  darauf,  dafs  ^^  sehr  nahe  gleich 
—  {R  -{-  ff  -^  h)  ist,  ebenso  genau: 

Mithin  ist  nach  (4) 

"^  =  ~M  +  H   V  ~  Y  T©^^"  [  ^  ~  Y  "^  J  r  (^^ 

Diese  Formel  zeigt,  dafs  die  gleiche  A-nderung  von  1  :  Qa  für  ver- 

schiedene  Massen  in  solchen  Entfernungen  e  eintritt,  für  welche  -^ 

gleichen  Betrag  hat;  denn  der  Wert  der  eckigen  Parenthese  ist  jeden- 
falls angenähert  gleich  1.  In  Bezug  auf  Krümmungsänderung  ist 
sonach  die  Wirkungssphäre  der  durchschnittlichen  linearen  Dimension 
der  Masse  näherungsweise  proportional  —  ein  Resultat,  welches  mit 
dem  an  der  Hand  von  (3)  gefundenen  nicht  in  Widerspruch  steht, 
weil  dort  eine  integrale,  hier  nur  eine  differentiale  Wirkung  in  be- 
tracht  kommt. 

Wie  gering  die  Totalwirknng  von  Massen  ist,  die  im  gewöhn- 
lichen Leben  schon  für  bedeutend  gelten,  ersehen  wir  an  der  Wir- 
kung eines    Berges  von  der  Form    eines  ^nbus  von  100^  Seite  und 

der  Dichte  2,8  =  i-  @^  . 

Aus  Formel  (3)  folgt  als  Hebung  h  einer  Niveaufläche,  die  nahezu 
durch  den  Schwerpunkt  von  tn  geht,  bei  ihrem  Eintritte  in  den  Kubus 
rund  0,4'""* .  h  wächst  im  Innern  noch  fort  bis  auf  nicht  ganz  den 
doppelten  Betrag  beim  Eintritt,  welches  Maximum  natürlicherweise 
in  der  Mitte  eintritt  und  dadurch  hervorgerufen  wird,  dafs  die  Po- 
tentialfnnktion  der  Anziehung  des  Kubus  von  der  Oberfläche  nach 
dem  Zentrum  des  Kubus  rund  aufs  Doppelte  ansteigt.  Hiervon  über- 
zeugt man  sich  leicht,  wenn  man  den  Kubus  durch  eine  Vertikal- 
ebene durch  den  Schwerpunkt  in  zwei  kongruente  Hälften  teilt  und 
beachtet,  dafs  zu  dem  innern  Punkte  die  Hälfben  beide  so  nahe  liegen, 
wie  zu  dem  äufsem  nur  die  eine. 

'  Trotz  dieser  geringen  Totalwirkung  erleidet  q  beträchtliche  Ände- 
rungen. Mach  (9)  ist  beim  Eintritt  in  den  Kubus  augenähert  9«  s=  —  ^ 
and  nach  Formel  (5)  S.  39  springt  q  an  dieser  Stelle  innerhalb  auf 
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den  Wert  p,-  =  +  2Ä  .  Diese  Werte  sind  von  der  Seitenlänge  des 
Kubus  unabhängig.  Abhängig  von  dieser  ist  aber  die  Dauer  nega- 
tiver Qa .  Denn  Qa  springt  von  —  c»  auf  +  cc  bei  e?  =»  0,63  Seiten- 
länge, im  obigen   Falle  also  bei  e  ^  63*"  . 

§  25.  Fotenzreihen  für  Niveauflächen  sind  nnpraktikabel. 
In  §  13  wurde  gefunden,  dais  die  Biegung  der  Niveauflächen  (für 
g  >  null)  jedenfalls  stetig  ist,  wie  auch  die  immer  endliche  Dichtig- 
keit verläuft.  Folgende  Paragraphen  haben  dagegen  gezeigt,  dafs  die 
Krümmung  an  jeder  ün Stetigkeitsstelle  der  Dichtigkeit  erheblich 
wechselt.  In  den  Materialien  der  Erdkruste  ändert  sich  nun  die 
Dichtigkeit  schon  vielfach  in  sehr  kleinen  Räumen,  so  dafs  faktisch 
auch  die  Krümmung  vielfach  wiederholten  starken  Änderungen  in 
sehr  kleinen  Gebieten  einer  Niveaufläche  unterliegt;  indessen  hierauf 
brauchen  wir  nach  §  24  selbst  bei  feinen  Untersuchungen  keine  Rück- 
sicht zu  nehmen.  Denn  wenn  die  totale  Wirkung  von  kubischen 
Massen  bis  zu  1(X)"*  Seitenlänge  so  gering  ist,  wie  dort  berechnet, 
dann  kann  man  sich  in  der  That  bei  den  feinsten  Untersuchungen 
die  wirkliche  Masseuordnung  durch  eine  ideale  ersetzt  denken,  welche 
deren  Unstetigkeiten  von  geringerer  Ausdehnung  innerhalb  gröfserer 
Räume,  die  in  stetig  gebogenen  Grenzflächen  aneinanderstofsen,  aus- 
gleicht. Man  wird  immer  durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  in  §  24 
überschlagen  können,  ob  die  durch  die  Anlage  der  Grenzflächen  und 
durch  die  Interpolation  der  Dichtigkeit  vernachlässigten,  bezw.  zuge- 
fügten Massen  für  die  betreffende  Untersuchung  von  Belang  sind  oder 
nicht,  in  welchem  letzteren  Falle  dann  der  idealisierte  Zustand  für 
die  betreffende  Untersuchung  ausreicht. 

Innerhalb  der  einzelnen  Räume  sind  aber  nach  §  17  S.  24  die 
Differentialquotienten  von  W  endlich  und  stetig.  Hier  können  wir 
daher  fV  nach  Taylors  Satz  in  eine  Reihe  nach  Potenzen  der  Koor- 
dinatendifferenzen entwickeln  (vergl.  die  Anm.  zu  §  23  S.  39).  Ebenso 
können  wir  die  Gleichung  einer  Niveaufläche  in  Reihenform  bringen 
und  es  ist  ohne  weiteres  ersichtlich,  dafs  hier  auch  Entwicklungen 
wie  in  Bd.  1  S.  573  u.  ff.  möglieh  sein  werden. 

Diese  Entwicklungen  haben  praktischen  Wert  aber  nur  dann, 
wenn  sie  auf  wenige  Glieder  eingeschränkt  werden  dürfen.  Aufserdem 
wird  man  solche  Entwicklungen  eben  nur  innerhalb  eines  Raumes 
benutzen  können,  für  welchen  die  stetige  Interpolation  der  Dichtig- 
keit gerade  noch  als  ausreichend  erscheint;  denn  für  verschiedene 
Räume  sind  nach  §  21  S.  34  die  analytischen  Ausdrücke  für  fF  ver- 
schieden, also  auch  die  Reihen.  Wir  fanden  nun  zwar  im  vorigen 
Paragraphen,  dafs  kubische  Massen  bis  zu  100 *"  Seitenlänge  wenig 
Gesamtwirkung  haben;  dieselbe  Rechnung  würde  aber  zeigen,  dafs 
mit  wachsender  Ausdehnung  die  Wirkung  von  Massen,  welche  eine  sonst 
regelmäfsige  Massen  Verteilung  unterbrechen,  bei  feinen  Untersuchungen 
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nicht  mehr  zu  yemachlässigen  ist.  Man  schliefst  hieraus  weiter^  dals 
für  Niveauflachen  im  Hügelland  und  im  Gebirge,  sowie  an  der  Meeres- 
küste Potenzreihenentwicklungen  von  starker  Konvergenz  in  der  Regel 
auf  Gebiete  von  wenigen  Kilometern  linearer  Ausdehnung  beschränkt 
sein  werden,  selbst  bei  solchen  Niveauflächen,  die  ganz  in  der  Luft 
über  die  Massenunstetigkeiten  hinweglaufen  oder  in  einiger  Tiefe 
unter  denselben  liegen.  Denn  wegen  des  Satzes  (1)  §  8  S.  10  nehmen 
Niveauflächen,  welche  in  der  Nähe  von  Massenunstetigkeiten  vorbei- 
fuhren, an  den  Formveränderungen  derjenigen  Niveauflächen,  welche 
durch  letztere  hindurchführen,  mehr  oder  weniger  teil. 

Niveauflächen  im  Flachlau  de  werden,  durch  unterirdische  Massen- 
unregelmäfsigkeiten  beeinflufst,  dasselbe  Verhalten  zeigen. 

Zwei  belehrende  Beispiele  zu  Vorstehendem  geben  §  22  und  §  23 
bis  27  Bd.  1  S.  568  u.  S.  Insbesondere  Figur  45  S.  570  weist  darauf 
hin,  dafs  im  Harzgebiet  von  einer  konvergenten  Entwicklung  ganz 
und  gar  nicht,  sondern  höchstens  von  einer  interpolatorischen ,  aber 
jedenfalls  unbeholfen  ausfallenden  Entwicklung  die  Rede  sein  kann. 
Sogar  bei  Figur  46  S.  572,  wo  es  sich  hauptsächlich  nur  um  eine 
grobe  Darstellung  der  Alpenwirkung  handelt,  zeigten  sich  Schwierig- 
keiten bei  der  Potenzreihenentwicklung,  vergl.  S.  578  §  26. 

Dies  hat  zur  Folge,  dafs  man  bei  der  mathematischen  Behandlung 
der  geodätischen  Aufgaben  die  Niveauflächen  selbst  nicht  zu  gründe 
legen  kann  und  dafs  für  beliebige  Flächen  abgeleitete  geodätische 
Formeln,  welche  konvergente  (meist  sogar  stark  konvergente)  Potenz- 
reihenentwicklungen  voraussetzen,  für  wirkliche  Niveauflächen  geradezu 
wertlos  sind  —  worauf  schon  Bd.  1  S.  22  und  namentlich  S.  513 
hingewiesen  wurde. 

Mit  Rücksicht  auf  die  üntersuchuDgen  der  Paragraphen  12  und  13 
Bd.  1,  S.6U  u.ff.  uiüBsen  wir  hier  noch  erwähnen,  dafe  die  daselbst  gemachte 
Annahme  der  Stetigkeit  der  Krümmung  (S.  619)  und  der  Möglichkeit  der 
ßeihenentwicklung  (5)  S.  620  (vergl.  auch  S.  622)  mit  obigen  Resultaten  in 
Widerspruch  zu  stehen  scheint.  Indesseu  handelt  es  sich  dort  nicht  um 
eine  eingehende  Darstellung  der  Eigenschaften  des  Geoids,  sondern  nur 
um  die  Konstatierung  des  Rotationscharakters  im  grofsen  und  ganzen. 
Dieser  wird  aber,  wenn  überhaupt  vorhanden,  durch  die  kontinentalen 
Massenunregelmäfsigkeiten  auf  der  physischen  Erdoberfläche,  abgesehen 
von  der  Nähe  der  Küsten  und  einzelnen  andern  Anomalieeu,  in  den  Ge- 
bieten, welche  GradmeFsungen  zugänglich  sind,  nicht  verwischt,  weil  die 
Gestalt  des  Geoids  nach  Untersuchungen,  welche  im  dritten  Kapitel  ge- 
geben werden,  sich  nicht  wesentlich  ändert,  wenn  die  Massenunregel- 
mäfsigkeiten, wie  überhaupt  die  äufsersten  Massenschichten  um  etwa  drei 
geographische  Meilen  nach  innen  verschoben  werden.  Betrachten  wir 
aber  das  Geoid  als  eine  Niveaufläche  aufserhalb  der  Erde,  so  ist  sie  nach 
S.  40  §  23  Anm.  eine  reguläre  Fläche,  für  welche  eine  Gleichung  im  ge- 
wöhnlichen Sinne  der  analytischen  Geometrie  der  analytische  Ausdruck 
ist  und  für  welche  femer  sich  auch  Reihen  nach  Potenzen  rechtwinkeliger 
Koordinaten  ansetzen  lassen.  Die  Möglichkeit  einer  Reihenentwicklung  von 
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der  Form  (5)  8.  620  erscheint  nun  auch  gegeben,  da  die  Differentialquoti- 
enten von  s  nach  P  bei  angemesBcner  Beschränkung  des  Gebietes  endlich 
und  stetig  siud;  doch  wurde  eine  vollständige  Untersuchung  der  Sache 
noch  nachzuweisen  haben,  dafs  wirklich  ein  endliches  Eonvergenzgebiet 
Yorhanden  ist. 

§  26.  Schwerkraft  und  Lotlinien  beim  Durchgänge  durch 
eine  Unstetigkeitsfläche  der  Dichtigkeit. 

Die  Schwerkraft  g  hängt  nach  Grofse  aud  Richtung  von  den 
ersten  Differentialquotienten  von  W  ab;  wir  wissen,  dafs  beide  sich 
stetig  mit  dem  Orte  ändern  (die  Richtung  allerdings  nur  für  ^  >  null). 
Die  Geschwindigkeit  aber,  mit  der  sich  Gröfse  und  Richtung  änderu; 
hängt  Yon  den  zweiten  Differentialquotienten  ab,  und  beide  sind  daher 
beim  Durchgange  durch  eine  Unstetigkeitsfläche  unstetig. 

Nach  Paragraph  8  (1)  S.  10  ist  die  Geschwindigkeit  dg  :  dh  der 
Änderung  von  g  bei  Verschiebungen  eines  Punktes  P  entlang  der 
Lotiinie  gleich 

wenn  die  Verschiebungen  in  Richtung  der  Abnahme  von  Wy  d.  h. 
mit  zunehmender  Höhe  erfolgen.  Bildet  nun  die  Lotrichtung  in  P 
mit  der  Normale  einer  Unstetigkeitsfläche,  welche  durch  P  hindurch- 
führt, den  Winkel  v^  so  wird  nach  §  21  (1)  S.  32  die  sprungweise 
Änderung  der  Geschwindigkeit  dg  :  dh  beim  Durchgange  durch  die 
Unstetigkeitsfläche  gleich 

d  -|j-f=  ^nk^  J0^  cos^v  .  (1) 

Führen  wir  für  die  Nähe  der  physischen  Erdoberfläche  wie  8.  39  (3) 
den  Ausdruck 

g^^nk^e^R 

ein,  welcher  im  vorliegenden  Falle  eine  völlig  ausreichende  Annäherung 
gewälirt;  so  ergiebt  sich: 

Für  die  Änderung  der  Schwerkraft  mit  der  Hohe  aufserhalb  der  phy- 
sischen Erdoberfläche  erhält  man  nun  eine  ganz  brauchbare  Annähe- 
rung, wenn  man,  vergl.  8.  41  (1),  in  der  Meereshöhe  H 

^"  (B  +  üy 

setzt,  womit  sofort  folgt: 

(i).-(Ä)--i-         (ä) 

Insofern  beim  Obergang  aus  der  Luft  in  horizontales  Gestein  v  «=  null 
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ist  und  ^&Q  sehr  nahe  gleich  der  Gesteinsdichte  &i  wird,  folgt  aus 
der  Addition  von  (2)  und  (3): 

Indem  aber  @i  im  allgemeinen  gleich  -^  @m  gesetzt  werden  kann, 

zeigt  diese  Formel,  dafs  die  Änderungsgeschwindigkeit  von  ff  unter- 
halb der  physisehen  Erdoberfläche  nur  etwa  der  vierte  Teil  des  Be- 
trages oberhalb  derselben  ist.  Aber  es  findet  jedenfalls  eine  Zunahme 
von  ff  unterhalb  der  physischen  Erdoberfläche  bis  zu  einer  gewissen 
Tiefe  statt  (vergl.  hierzu  6.  Kap.  §  13). 

Die  Kraft'  oder  Lotlinien  sind  wegen  der  stetigen  Änderung  der 
Lotrichtung  stetig  gebogen,  vergl.  §  12  S.  14;  jedoch  ihre  Krümmung 
ist  wie  bemerkt  unstetig,  derart,  dafs  nicht  nur  die  Gröfse  des  Krüm- 
mungsradius, sondern  auch  die  Lage  der  Schmiegungsebene  sich  bei 
unendlich  kleinen  Verschiebungen  von  P  in  der  Lotlinie  um  endliche 
Beträge  ändern  kann.  (Vergl.  darüber  Bruns,  Figur  der  Erde^  S.  12 
und  13,  sowie  S.  20  o..) 

§  27.  Die  geographischen  Meridiane  und  Parallelen  einer 
Niveaufläche  (Bd.  1  S.  8)  sind  überall  unstetig  gebogen,  wo  die  Ni- 
veaufläche eine  Unstetigkeitsfläche  der  Dichtigkeit  durchschneidet. 
Um  dies  einzusehen,  stellen  wir  ihre  Gleichungen  auf. 

In  Bezug  auf  ein  beliebiges  rechtwinkeliges  Koordinatensystem 
seien  %,  ^,  o  die  Neigungswinkel  der  Erdaxe  bezw.  zu  den  drei  Axen 
der  x^y  und  z.  Für  die  Normale  einer  Ebene,  zu  welcher  die  Meridian- 
ebenen aller  Punkte  eines  geographischen  Meridianes  parallel  liegen 
sollen,  seien  diese  8tellungswinkel  gleich  A,  fi,  1/.  Da  nun  die  Meridian- 
ebenen parallel  zur  Erdaxe  laufen,  steht  letztere  mithin  auf  der  Nor- 
male (Afif/)  senkrecht  und  es  ist  nach  einem  bekannten  Satze  der 
analytischen  Geometrie: 

cos  X  cos  A  -|-  cos  ^  cos  fi  -|-  cos  0)  cos  1/  =  0  .  (1) 

Durch  diese  Gleichung  ist  zunächst  ausgedrückt,  dafs  die  Meridian- 
ebenen  parallel  der  Erdaxe  sind.  Sie  sind  aber  auch  Vertikalebenen 
ihrer  Punkte  und  es  mufs  daher  in  irgend  einem  Punkt  die  Normale 
(Afii/)  rechtwinkelig  zur  Lotrichtung  sein.  Die  Richtungscosinus  der 
letzteren  sind  aber  offenbar  den  Komponenten  der  Schwerkraft  ff  für 
die  drei  Axen,  d.  h.  nach  (2)  S.  9  den  partiellen  Differentialquotienten 
von  W  nach  den  drei  Koordinaten,  proportional.     Mithin  wird 

-|^CO8A  +  l?^CO8^  +  ^CO8r  =  0.  (2) 

Diese  Gleichung  gilt  auch  insbesondere  für  einen  Punkt  P^ ,  dessen 
Meridianebene  mafsgebend  sein  soll: 
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Aus  (1),  (2)  and  (3)  kann  man  cos  A,  cos  f»  und  cos  v  eliminieren. 
In  Determinantenform  ist  das  Resultat: 


dW 

dx 


dw 

dB 


/gTTx     /dW\     (dW\ 
\  dx  )o  \  dy  )o    \  de  /« 

cos  X  cos  if        cos  Ol 


(4) 


Hierzu  tritt  noch,  um  den  geographischen  Meridian  durch  P^  yoUstandig 
zu  definieren,  die  Gleichung  der  Niveaufläche  durch  P^\ 

W~W^.  (5) 

Ohne  diese  Gleichung  bedeutet  (4)  die  Gleichung  einer  Fläche, 
welche  alle  Punkte  gleicher  geographischer  Länge  des  ganzen  Baumes 
enthält. 

Um  nun  die  Richtung  eines  Linienelementes  ds  des  geographischen 
Meridianes,  welches  von  Pq  ausgeht,  zu  erhalten,  haben  wir  für  die 
Gleichungen  (4)  und  (5)  das  totale  Differential  ftlr  eine  Verschiebung 
von  P  auf  der  Niveaufläche  zu  bilden,  dann  aber  P  mit  P^  zusammen- 
fallen zu  lassen  und  also  alle  Differentialquotienten  von  W  auf  P^  zu 
beziehen.     Wir  bezeichnen  dabei  nach  den  Gleichungen: 


Es  wird  erhalten:    . 


\  dy*  h 


\dxdy/o 


^1.8 


^M 


tt.   8. 


^1.1    ^1.«    ^1.8 

Wi    Wi    Wi 

dx  + 

cos%co&i\>  coso 

Wl,2    ^2.2    ^2.3  »^1.8    ^2.3    ^M 

Wi    fVi    Wz      dy+    fVi    fFi    W^      dz«0  (6) 
cos;|r  cos^  cosoi  cos;|rcos^  coso 

Wi  dx  +  JVidy  +  fV^dz  =  0.  (7) 

Hieraus  kann  man  die  Richtungscosinus  des  Linienelements  des  geo- 
graphischen Meridianes  in  Pq  berechnen.  Diese  Rechnung  yerfolgen 
wir  aber  nicht  weiter  und  bemerken  nur  bezüglich  des  Koordinaten- 
systems, dafs  man  in  dem  Falle,  wo  als  2:-Axe  die  Erdaxe  selbst  ge- 
nommen wird; 

cos  X  *=  0      cos  ^  =  0      cos  CO  a»  1  (8) 

einzuführen  hat. 

Wählt  man   dagegen  die  Tangentialebene  in   P^  als  a:y- Ebene 
und  die  Normale  der  Niveauflüche  als  z-Axe,  so  ist  zu  setzen 

Wi^O^fV^.  (9) 
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Wegen  (7)  wird  alsdann  dz  =  null  und  (6)  giebt,  wenn  wir  an- 
statt xyz  jetzt  bezw.  ^i/g  schreiben^  um  auf  die  Bezeichnungen  der 
Paragraphen  22  und  23  zu  kommen: 


(10) 


dn___       ^Vl      ^1.2  ^1.2      ^2.2 

^i  cos%  cos^    '    C08;i;  cos^ 

Liegt  nun  P^  in  einer  Unstetigkeitsfläche  und  die  i}-Axe  tan- 
gential an  dieser,  dann  geben  die  Formeln  (1)  §  23  S.  38  für  lV\.i  u.  s.  f. 
die  Unterschiede  der  Werte  beiderseits  der  Unstetigkeitsfläche.  Hier- 
nach ist  nur  f^M  unstetig  und  man  sieht  nun  deutlich,  dafs  die  Kurve 
des  geographischen  Meridians  im  allgemeinen  in  P^  eine  Ecke  hat. 

Um  die  Gleichung  des  geographischen  Parallels  abzuleiten^  erinnern 
wir  uns^  dafs  die  Richtung  der  Normale  in  P  durch  die  Richtungs- 
cosinus   ->  —  I   -ö —  und  -g—  definiert  ist,  diejenige  der  Erdaxe  aber 

durch  die  Werte  cos  % ,  cos  ^  und  cos  ci .  Ist  ^  die  geographische 
Breite  von  P,  so  hat  man  nach  einem  bekannten  Satze  der  analytischen 
Geometrie  für  cos (90®  —  B)  oder  sin  B  die  Gleichung: 

wozu  noch  tritt:  iir  ^^^  iir  (\'2\ 

welche  letztere  Gleichung  erforderlich  ist^  um  diejenigen  Punkte  aus- 
zuscheiden, welche  nicht  auf  einer  bestimmten  Niveaufläche  liegen. 
Die  weitere  Behandlung  ist  ähnlich  wie  oben.     Wählt  man  das 
Koordinatensystem  i^ril,  so  folgt 

d^i TTi«,  cosjj  -f  TT,  ,  C08^  +  TTi»,  coem  ,-„v 

di    ~  >r,.,  cos  i  +  IT,.,  coaV  +  W^t  coa  o»   '  ^  *  ^^ 

wodurch  sich  die  Richtung  eines  von  P^  ausgehenden  Linienelements 
bestimmt.  An  einer  Unstetigkeitsfläche  ändern  sich  Wi.\  und  W^z 
sprungweise;  nehmen  wir  aber  der  Einfachheit  halber  an,  dafs  die 
Unstetigkeitsfläche  die  Niveaufläche  bei  P^  normal  schneidet,  mithin 
die  g-Axe  ebenso  wie  die  ij-Axe  die  erstere  tangiert,  dann  wird  die 
Änderung  von  W\,^  gerade  so  wie  diejenige  von  W\,^  gleich  null  und 
es  ändert  sich  nur  ^i.i  sprungweise  nach  Mafsgabe  von  Formel  (1) 
S.  38,  wobei  sin  v  =  1  zu  setzen  ist. 

Zur  Berechnung  von  Näherungswerten  für  die  in  (10)  und  (13) 
auftretenden  Differentialquotienten  von  W  kann  der  Ausdruck  (1) 
§  23  S.  41  dienen. 

Zum  Schlüsse  braucht  kaum  noch  darauf  hingewiesen  zu  werden, 
da(s  für  Meridiane  und  Parallelen  der  analytische  Ausdruck  von  Ecke 
zu  Ecke  ein  anderer  wird,  da  W  beim  Durchgange  durch  eine  Fläche, 
wo  die  Dichtigkeit  Singularitäten  hat,  einen  anderen  analytischen  Aus- 
druck erhält. 


Helmert,  mathem.  u.  physikal.  Theorieen  der  hOh.  Oeodftsie.  II. 
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2.  Kapitiel. 
Bestimmung  der  Abplattung  ans  Schweremessungen. 

§  1.  Entwicklung  von  ^  in  eine  Fotenzreihe.  Um  das  Po- 
tential W  der  Schwerkraft  in  eine  für  die  weitere  Anwendung  geeignete 
Form  zu  bringen,  iet  es  erforderlich^  in  dem  Ausdruck  (1)  §  6  S.  8: 

—  in  nachstehender  Weise  in  eine  Reihe  zu  entwickeln, 
e 

Zunächst  bringen  wir  in  Erinnerung,  dafs  bei  Aufstellung  des 

Ausdruckes  (1)  der  Erdschwerpunkt  als  Eoordinatenanfang^  die  Bo- 

tationsaxe  der  Erde  als  z-Axe  und  die  Äquatorebene  als  xj/ -Ebene 

genommen  ist.    Die  Koordinaten  eines  Punktes  P\  auf  welchen  sich 

fV  bezieht,  sind  x\  y  und  z'\  diejenigen  eines  Punktes  der  Erde,  in 

welchem  das  Massenelement  dm  lagert,  sind  x,  y  und  Zy  so  dafs  zu 

setzen  ist 

dm~e  dx  dy  dz  ,  (2) 

wenn  wie  bisher  Q  die  Dichtigkeit  der  Masse  im  Punkte  {xyz)  angiebt. 
Bezeichnet  man  nun  mit  r  den  Radiusvektor  von  P\  mit  r  den- 
jenigen des  Punktes  {xyz)  und  mit  y  den  von  beiden  Radienvektoren 
eingeschlossenen  Winkel,  so  hat  man  für  den  Abstand  des  Punktes 
{xyz)  von  P'  die  Gleichung 

e^  =  r^  +  r^  —  2rr  cosy  .  (3) 

Andrerseits  ist  bekanntlich 

e^^(x-  xy  +  (y  -  y'y  +  (z  -  zj ; 

lost  man  hier  rechter  Hand  die  Quadrate  auf  und  beachtet  die  Be- 
ziehungen : 

r'2  =  a:'2  +  y't  +  ^'2 

r't  =  x''  +  y^  +  z\ 

so  folgt  aus  der  Vergleichung  mit  (3): 

rr  cos  y  =  xx  -|-  yy  -|-  zz  .  (4) 

Hiermit  ist  cos  y  durch  die  rechtwinkeligen  Koordinaten  ausgedrückt. 

Wir  behalten  aber  einstweilen  cos  y  bei  und  entwickeln  —-  ausgehend 

von  der  aus  (3)  folgenden  Gleichung 

i._i(i-2f »,,+(,')')-:  (6) 

unter  der  Voraussetzung  r  >  r  . 
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§  1.    Entwicklung  von  -  -  in  eine  Potenzreihe.  ,5-1 


Sei  I  sa  ^  —  1  und  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen,  so 
ist  bekanntlieh 

und  hiermit  ^ 

l-2f«.,  +  (f)'-(l-fO(l-f.-'').     ,       . 

Man  hat  ferner  [vergl.  Bd.  1  S.  27  (3)]:  ,  >  .    . 

/,        r     ±rt\-T       1    ,    1    ♦•     ±y  I    3/r\i±«y',     b   /  r\9  ±sri 

+  l28-(7-)*'        +••••.  W 

wobei  in  den  Exponenten  die  oberen  und  unteren  Zeichen  einander 
entsprechen.  Beide  Reihen  sind  für  r  >  r  absolut  konvergent  vatd 
ihre  Multiplikation  giebt  daher  unter  dieser  Bedingung  eine  ebenfalls 
absolut  konvergente  Reihe.  In  dem  Produkt  gehen  wir  mittelst 
der  auf  2y,  3y  und  4y  angewandten  Formel  (6)  wieder  auf  reelle 
Werte  zurück  und  erhalten  so  unter  Beachtung  von  (5): 

4    iJ 

r>r 
mit  /*,  ^  cos  y 

—  cos  2y 

(9) 


^2=T  +  |cos2y 


-^3  =  y  cos  y  +  g-  cos  3y 

^4  =  "ei  +  Gi"  ^^^  2>'  +  "64  ^^^  *y  • 

Da  die  Reihen  (7)  nur  positive  EoefGcienten  enthalten,  so  sind 
in  den  Koefficienten  P  auch  alle  Glieder,  abgesehen  vom  Vorzeichen 
der  Cosinus ;  positiv.  Hiermit  erkennt  man  leicht,  dals  die  P  für 
y  «=»  null  ihren  gröfsten  absoluten  Wert  annehmen.  Ist  aber  y  =»  nuU^ 
so  ist  nach  (5) 

-L  =  -L  1 

r 
oder 

i-4|'  +  (r)  +  (-;)'+(fr+(7)'+--l- 

Dies  bestätigt  einesteils  die  absolute  Konvergenz  von  (8)  für  r  >  r, 
insofern  eben  diese  Reihe  noch  für  die  gröfsten  Koefficientenwerte 
konvergiert,  andernteils  zeigt  sich,  dafs  der  absolute  Wert  eines  Ko- 
efficienten P  die  Einheit  nicht  überschreitet,  wie  auch  y  beschaffen  ist. 

4* 
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Für  r  ^=^r  gilt  die  Entwicklang  (8)  zufolge  der  Herleitung  nicht 
ohne  weiteres.  Wir  lassen  diesen  Fall  einstweilen  unerledigt  und 
wenden  uns  zu  dem  Falle  r  <r.    Anstatt  (5)  ist  jetzt  zu  setzen 


i_J.(._2ico,,  +  (^)')- 


Man  hat  also  nur  r  mit  r  zu  yertauschen  und  erhält  dadurch,  unter 
P^ ,  P^  u.  8.  f.  immer  die  durch  (9)  bezeichneten  Koefficienten  ver- 
sümden : 

<_J(,  +  f,,  +  (f)'p.  +  (|.)'P.  +  (f)V,  +  ....l(.o, 

r  <  r. 

§  2.  Fortsetzung:  Die  Koefficienten  P.  Wir  führen  in  die 
Ausdrücke  (9)  anstatt  der  Cosinus  der  Vielfachen  von  y  die  Potenzen 
von  COS}/  ein.    Man  hat  aber 

cos  2y  =  2co8^y  —  1  , 

COS  3 ^^  BS  cos  2y  cos  y  —  sin 2}^  sin  y  =  4cos^y  —  Scos^^ , 
cos  4y  ~  2cos^  2y  —  1  =  Scos^y  —  Scos^y  +  1  , 
und  hiermit  findet  sich: 

/>j  =  -|-  cos  y 

«A  =  — -0-  + v^osV 


P3  =  —  --  COS  y  +  —  cos^y 


(1) 


P4 


+   3  30         0        I     35  M 

g g-  cos^y  +   -g    coa*y 


Zu  dieser  Form  der  Koefficienten  gelangt  man  direkt,  wenn  z.  B. 
für  r  >  r  gesetzt  wird: 

Man  hat  hier  zuerst  den  cosy  enthaltenden  Faktor  rechter  Hand  zu 
entwickeln  und  dann  die  negativen  Potenzen  von  1  -|~(  *^ )  einzuführen. 
Schreiben  wir  anstatt  -^  für  den  Augenblick  a,  so  folgt  zunächst: 

1 


+ 


( 

ff  cosy 
1  +  a«)J 

+ 

1 
1 

.8 

.2 

a«  cos«  y 

■+■ 

1 
1 

.3.5  ...   ( 
.2.3  ... 

2w  - 

n 

1) 

a"  cos^y 
'     äV-f  1 
(1  +  a»)-« 

+  ... 
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§  2.    Fortsetzung:    Die  Koefficienten  P.  53 

Da  nun 

1 1  _l!L+l  «2    I     (2n+l)(2n  +  3)     ,  __  ,o#, 

2n+i  —  ^  12«*^  12    2«  •  •  •  >   ^-^  y 

80  erhält  man  unter  Substitution  dieser  Entwicklung  für  n  =  0, 1,2... 
in  die  vorhergehende  Reihe  durch  Zusammenfassung  der  in  «**  multi- 
plizierten Glieder  als  Koefficienten  von  a": 


p  ^  1.3.5...(2n— 1) 
"  1.2.3. ..n 


w(n — 1)  ^     9 

T^    2.4.(2n-l)(2«  — 3)  '^ 


(3) 


Bei  dieser  Art  der  Entwicklung  ist  indessen  die  Konvergenz  der 
Entwicklung  nicht  evident,  weshalb  wir  die  andere  vorangeschickt 
haben. 

Wir  haben  oben  gesehen,  daf»  P^  höchstens  gleich  +  1  werden  kann. 
Diese  Werte  treten  ein  für  y  =  null  und  n.  Für  einen  dazwischen  liegen- 
den Wert  von  y  ist  P^  ein  echter  Bruch,  welcher  bei  unendlich  anwachsen- 
dem Index  n  absolut  genommen  gegen  null  konvergiert.  Es  ist  nämlich*): 

limP,=sin[(n+4)y  +  ^l-  /        ''7' u  (4) 

n=  00  ^  • 

§  3.  Die  Entwicklung  von  *  flir  r  =r.  In  diesem  Falle 
geben  die  Gleichungen  (8)  und  (10)  §  1  8.  51  und  52  beide 

-i-  =  4-    (l+P,+^,H-/>3+/>,  +  ...).  (1) 

Indessen  ist  aus  der  Entwicklung  in  §  1  nicht  zu  erkennen,  inwieweit 
diese  Formel  gilt.  Ebensowenig  zeigt  dies  §  2,  denn  die  Entwicklung 
(2*)  konvergiert  f ür  a  =  1  bekanntlich  nur  im  Falle  n  =  null. 

Will  man  sich  überzeugen,  ob  der  Ansatz  (1)  zulässig  ist,  so 
kann  man  versuchen,  direkt  die  Summe  der  geschlungenen  Parenthese 
in  (1)  zu  bilden.  Man  findet  alsdann,  dafs  in  der  That  der  Ansatz  (1) 
richtig  ist  für 

cos^y  <  1 . 

Ist  aber  cos^y  =>  1  ,  so  ist  er  unzulässig. 

Lietzteres  läfst  sich  Leicht  erkennen;  schwieriger  ist  der  erste 
Nachweis,  der  sich  aber  mit  Hülfe  einiger  aus  der  höheren  Analysis 
bekannter  Entwicklungen  führen  läfst. 

Für  cos  y  =  +  1  d.  h.  für  y  =  null  sind  nach  S.  51  §  1  (5)  und  (8) 
alle  P   gleich   1,  also    ist  dann  ihre  Summe  cx)  grofs.     Der  Ansatz  (1) 

giebt  somit  hier  —  »  oo  .    Wenngleich  nun  in  der  That  für  y  =  null 

6 

*)  E,  Heyne y  Theorie  der  Kugelfunktionen ;  2.  Auflage,  Berlin  1878;  S.  175 
l28c)  und  S.  178  (29c). 
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aach  e  s»  null  nnd  —  also  oo  grofs  ist,  so  darf  man  doch  nicht  ohne  wei- 
teres den  Ansatz  (1)  benutzen,  da  oo  kein  bestimmter  Wert  ist 

Für  cos  y  s  —  1  d.  h.  f ur  y  »  ir  und  2 y  »  2»  behalten  nach  (9)  §  1 
S.  51 ,  oder  besser  nach  (3)  §  2  S.  53 ,  die  P  mit  geradem  Index  denselben 
Wert  wie  für  cos  y  =  +  1 ,  dagegen  wechseln  diejenigen  mit  ungeradem 
Index  das  Vorzeichen  unter  Beibehaltung  des  absoluten  Wertes  wie  fär 
cos  y  =-  +  1.  Mithin  oscüliert  jetzt  die  Reihe  1+P,+Pt+Pj+P4+... , 
d.  i.  +  1  —  l  +  l^I  +  I—  •••  zwischen  +  I  ^^^  ii^^l  ^^  ^^^  ^^^^ 

1  '^     1        1 

<       während  —  gleich  — r  •  -—  ist. 
^  e    ^  r        2 

Um  die  Reihe  1  +  Pi  + P,  +  P,  +  P4  +  ...  fürcos»y<l  zu  sum- 

mieren,  gehen  wir  von  der  Gleichung  aus: 


r 

*        ^  «y      y  2  (cos  rb  —  cos  y) 


P>  =  —   /    v_    ^ 4/.^d^.  (2) 

*        *     ^      K2(cosV'  —  cosy)  ' 

welche  in  der  Lehre  Ton  den  Eugelf\mktionen  bewiesen  wird  und  gilt, 
wenn  y  der  Bedingung  genügt: 

0<y<«.*)  (2») 

Diese^Oleichung  für  kleine  Werte  von  n  zu  verifizieren,  ist  nicht  schwierig: 
Für  n  »  null  hat  man 


P.-^l  "-T 


(3) 


'  ,  *y      1/  8in»4-  —sin«  — 

.  0        f  2  2 

setzt  man  nun  sin  -^  »  o?  sin  -l- ,  so  geht  dieses  über  in 

1 

U 

iliemach  giebt  (2)  für  n «»  null  das  erste  Glied  der  zu  summierenden  Reihe. 
Für  n  =«  1  ist  aus  (2)  wegen  cos  -;^  «  (l  —  4  sin«  ^j  cos  ~  : 


1 


^^^___^.       da:«  1  —  2sin«^=.co8y  . 

U.S.  f. 
Wenn  wir  nun  die  Summe  aller  P^  von  n  =  null  bis  »  —  1  suchen, 
so  ist  zunächst  die  Summe  von 

cos  -^-  +  cos  -;^  +  cos  — ^  +  . . .   +  cos  /n  —  yj  ^ 

zu  bilden.  Dies  geschieht  nfich  einer  bekannten  Formel,  welche  auch 
leicht  mittelst  Projektion  der  Seiten  eines  regelmäfsigen  (einem  Ereüe 
eingeschriebenen)  Polygones  auf  eine  Axe,  gegen  welche  sie  die  Neigung^' 


*)  Heyne,  Kugelfunktionen;  S.  44  (7b). 
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Winkel  -^  ,  -„—  u.  s.  f.  besitzen,  gewonnen  werden  kann.    Die  Summe  ist 

sin  nt^ 
2Mn|- 


Hiemach  erhält  man: 


y 
J      -^T 

0 


l  +  P.  +  P,+  ...+P,-x-i/       .     ^^'^'^,„^    -^-    (4) 

-~-  f^2(co8^— .  cosy) 


Nach  der  Theorie  der  trigonometrischen  Reihen*)  ist  aber  unter  gewissen 
Voraussetzungen  über  die  Funktion  F{ß): 


lün^    lF(ß)-^^dß^Fm.  (4») 


.=  00     J 


ß 

0 


Im  Integral  von  (4)  setzen  wir  im  Zähler  und  Nenner  -^  hinzu;  dann  gehen 

(4)  und  (4*)  in  einander  über  für  m  =  2n,  (3  =  -^  ,  ä  «  -^  und 

£  2 

2"  1 

-f^  (P) =-,, 


sin -;p      ^2  (cos  fp  —  cos y) 
sowie 

F(0)-- 


Es  -wird  daher 


2  8in|- 


lim(l  +  P,+P,+  ...  +P^^,) ^.  (5) 

«^^  2  8ini- 

Die  Voraussetzung  über  F  (ß)  ist  (soweit  sie  hier  in  betracht  kommt) 
die,  dafs  es  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  nicht  unendlich  wird.  Falls 
ein  Unendlichwerden  eintritt,  so  kann  die  Rechnung  auch  noch  gültig 
sein,  es  bedarf  dieses  aber  besonderer  Untersuchung.     Im  vorHegenxlen 

Falle  wird  F(ß)y  da  y<«  ist  und  also  -^  ;  sin-^  innnerhalb  der  In- 

tegrationsgrenzen  endlich  bleibt,  nur  för  «^  =»  y  unendlich.    Integrieren 
wir  nun  in  (4)  zunächst  nur  bis  y  — c,  wo  e  eine  sehr  kleine  Gröfse  und 
jedenfalls  <^  y  sein  soll,  so  gilt  dafür  die  weitere  Entwicklung;  es  ist  aber 
zu  (5)  rechter  Hand  noch  hinzu  zusetzen: 
r 

sin  (2  n-^  I  , 

-Az:il=--  ^.  (5*) 

y  2  (cos-^  —  cosy) 
2 
y  -• 

oder  nach  Hinzufügen  von  sin-^    cos—-  im  Zahler  und  Nenner: 


r 

n   I      .    '^ 


*}  Heyne,  Eugelfunktionen ;  S.  62  unct  63,  insbesondere  (5a). 
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Bin  —  cos  -^  ,  ^ 

"T"  ■ 


^J     ain^sin^  ^gin« -|-~  sin»|^ 

Da  0  <  y  <  ff  ist,  bleibt  unter  dem  Integralzeichen  der  zweite  Faktor 
innerhalb  der  Integrationsgrenzen  positiv.  Der  erste  Faktor  hat  einen 
endlichen  Wert.  Mithin  ist  (5*)  seinem  absoluten  Werte  nach  ein  end- 
liches Vielfaches  yon 

y 

Bin—  cos-^  ,  . 

'     2  2  d^ 


J   ^rin.X  _  ein.| 
Das  unbestimmte  Integral  hiervon  ist  gleich 


2 


Zbiwe.  —  Y  sin«^  —  sin«  %-  \ 

r  2  2 

man  erhält  somit  (5*)  gleich  einem  endlichen  Vielfachen  Ton 


y  sin«  -| sin«  —  —      d.  i.      l/  sin  -^  .  sin  — 


2 

Hiernach  kann  man  durch  Voraussetzung  eines  geeignet  kleinen  Wert-es 
für  e  den  Fehler  der  Formel  (6)  auf  einen  verschwindenden  Betrag  herab- 
drücken. 

Aus  Gleichung  (6)  ersehen  wir  nun,  dcal'»  die  Summe  I+A+^Pi+^^'B-^- 
mit  wachsender  Anzahl  der  Glieder  gegen  1  :  2sin-^    konvergiert   (falls 

cos*  y  <  1).    Dieses  ist  aber  der  Wert  von  —  für  r  =^t  nach  (6)  §1  S.60. 

Mithin  gilt  der  Ansatz  (I)  im  laufenden  Paragraphen  wirklich  für  r  ^=^t 
und  coB*y  <  1. 

§  4.    Die  Koetificieuten  P  in  reclitwinkeligeu  und  iu  Polar- 
koordinaten. 

Um  die  Eoefficienteu   P  durch   rechtwinkelige  Koordinaten  aus- 
zudrücken; bedarf  es  nur  der  Einführung  des  Ausdruckes 

co8y  =  ^^'^^2L±lf:  '  (1) 

nach  §  1  S.  50  (4)  in  die  Formeln  (1)  §  2  S.  52. 

Denken  wir  uns  ferner  den  Punkt  P  wie  im  vorigen  Kapitel  §  4 
S.  5  im  Anschlufs  an  Fig.  1  durch  Polarkoordinaten  bezeichnet ,  so  ist 

X  =  r  cos  9>'  cos  X 

y  =,  r  cos  9>'  sin  X  (2) 

z'=  r  sin  9>'. 

Hierin  bedeutet  r   den  Radiusvektor  vom  Erdschwerpunkt  aus,  tp  die 
geozentrische  Breite  und  X  die  geozentrische  Länge. 
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Für  irgend  einen  Punkt  (xyz)  oder  (r  tp  X)  hat  man 

* 

a;  =  r  cos  fp  cos  A 

y=  r  cos  9)  sin  A  *  (3) 

2:  =3  r  sin  9), 
und  hiermit  wird  aus  (1)  ohne  Schwierigkeit  gefunden: 

cos  y  =  cos  (p  cos  (p'  cos  {X  —  A')  -j-'sin  9>  sm  9>'>  (4) 

eine  Formel ,  die  man  auch  direkt  mittelst  sphärischer  Trigonometrie 
hätte  ableiten  können.  *  ^ 

Wenn  man  diesen  Ausdruck  für  cos  y  in  die  Ausdrücke  (1)  §  2 
S.  52  einführt,  ist  es  vorteilhaft,  anstatt  der  Potenzen  von  co^  (A  —  A') 
die  Cosinus  der  Vielfachen  von  (A  —  A')  anzuwenden.  Es  findet  sich 
dann : 

P,  =  sin  q)  sin  g/  +  cos  (p  cos  g/  cos  (A  —  A') . 

4-  3  sin  g>  cos  g>  sin  (p'  cos  g)'  cos  (A  —  A') 
-j-  —  cos^g)  cos'9)'  cos 2(A  —  A') . 

Pz  =  ^  (sin^g?  —  J  sin  9)  Vsin'^)'  -  -  sin^)'^ 

-f-  -g  (sin'y  — r-j  cosqp  (siii'^fp'  —  --)  cos 9'  cos(A  —  A') 

-|-    .    sing?  cos^9>  sing?'  cos'g>'  cos2(A  —  A) 

+        cos  ^(p  cos '  g>'  cos  3  (A  —  A') . 

j.  1225  /.-  6.5        |3\/.j/         6.5.,     3\ 

^^  "  "er  ("'"^  -  "7  «"^>  +  357  (''°^  -  T  '"''^  +-35-) 

-| — -—  I  siu-*  qp  —  Y  sm  g)  j  cos igp  1  sin'* g)  —  -  sin (p  j  cos  (p  cos  (A  —  A  ) 

+  -Tg-  (sin'-^g?  ~t)  ^^^*9^  [sin^g)'  —  y  |  cos^g)'  C08  2(A  —  A') 

-| — g-  sing)  cos^g)  sing?'  cos^g)'  C083(A  —  A') 

-j-  -^  cos*g)  Cü8*g)'  cos4(A  —  A'). 

Man  bemerkt;  dafs  nach  Auflösung  der  Cosinus  von  (A  —  A')  und 
seiner  Vielfachen  die  P  symmetrisch  zu  g?  und  g)',  A  und  A'  gebaut 
sind,  was  nicht  anders  sein  kann,  da  cos  ^  bereits  diese  Symmetrie 
besitzt.  Eigentümlich  bei  dieser  Symmetrie  ist  aber,  dafs  jede  in 
einen  Cosinus  von  (A  —  A')  oder  seiner  Vielfachen  multiplizierte 
Funktion  von  g?  und  g?'  in  ein  Produkt  einer  Funktion  von  g)  allein 
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und  einer  solchen  von  9  allein  zerfällt.  Dafs  dies  so  sein  mu(s^  zeigt 
die  Theorie  ganz  allgemein.  Für  ansere  Zwecke  genügt  die,  obige 
Darstellung  bis  P^^  die  leicht  zu  beschaffen  ist. 

Wir  stellen  hier  noch  die  Formeln  her,  welche  dabei  zur  Ein- 
führung der  Vielfachen  von  (A  —  A')  dienen.  Man  kann  sie  aus  den 
Relationen  fQr  y  im  Eingang  des  §  2  S.  52  ableiten: 

-i-+lco8  2(A-A') 


co8»(A  -  X) 

co8»(A  -  A')  =  -i  cos  (A  —  A')  +  -1  cos  3  (A 


^0 


cos *(A  —  X)  =  -*.+.  -i cos  2  (A  —  A')  +  -l"  cos  4  (A  —  A'). 

§  5.  Das  Potential  W  der  Schwerkraft  aurserhalb.  Befindet 
sich  ein  von  der  Erde  angezogener  und  mit  ihr  rotierender  Punkt  P' 
aufserhalb  einer  die  ganze  Erde  gerade  völlig  einschliefsenden ,  zom 
Erdschwerpunkt  konzentrischen  Kugel,  so  ist  nach  (1)  und  (8)  des 
§  1  S.  50  und  51  zu  setzen  das  Potential 


W  = 


-Jdm  +  jr  fPi  rdm  +  ^Jp.^r'^dm 


(1) 


wobei  die  physische  Möglichkeit  des  Falles  gleichgültig  ist. 

Ohne  zunächst  auf  die  Frage  einzugehen ,  inwieweit  vorstehender 
Ausdruck  für  das  Potential  auf  Punkte  aufserhalb  bis  zur  physischen 
und  mathematischen  Erdoberfläche  Anwendung  finden  kann,  erörtern 
wir  vorerst  die  Bedeutung  der  drei,  den  Anfang  der  Reih«  rechter 
Hand  bildenden  Integrale. 

Zunächst  bat  man  das  1.  Integral 


j 


dm 


M,  (2) 

der  Masse  der  ganzen  Erde,  wie  unmittelbar  ersichtlich. 

Für  das  2.  Integral  beachten  wir  die  Relationen  (1)  §  2  S.  52 
und  (1)  §  4  S.  56,  wonach 

P   «»  cos  y  =     -  -i— ^?— L  — 

zu  setzen  ist.    Damit  ergiebt  sich 

/  P^rdm  =  -,  Ix  I  xdm  +  y    I ydm  -J-  ^'  f  zdm  |  . 

Insofern  wir  aber  den  Erdschwerpunkt  als  Eoordinatenanfang  gewählt 
haben,  sind  die  Integrale 

I  xdm       fydm        Izdm 
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gleich  null,   da  sie  nach  der  aus  der  Mechanik  bekannten  Definition 
des  Schwerpunkts  [vergl.  S.  3  §  2  (4)]  bezw.  gleich  sind 

IM        rjM        tM, 
wenn  |,  rj  und  g  die  Schwerpunktskoordinaten  vorstellen,  welche  im 
vorliegenden  Falle  gleich  null  gesetzt  wurden.     Wir  haben  somit 


/' 


P^rdm^O.  (3) 

Für  das  3.  Integral  wenden  wir  -Pj  ^  ^^r  S.  57  gegebenen  Form 
an,  wobei  wir  cos  (A  —  A')  und  cos2(A  — A')  auflosen.  Es  folgt 
alsdann : 

fp^r^dm^  -|  (sin29)'_i.^  /yl--|co829^  r^dm 
-{-3sin9)'cos9>'  |  cosA'  /  sinipcos9)cosAr^efm-f-sinA'  /  s]n9)COS9)sinA  r^dm] 

+  —  cos'^)'  {  cos  2  A'  /  cos'9>  cos  2A  r^  dm  -f-sin  2A'  /  cos^fp  sin  2A  r*  dfw  |  • 

In  den  Integralen  rechter  Hand  führen  wir  wieder  rechtwinkelige 
Koordinaten  ein,  um  auf  bekannte  Ausdrücke  zu  kommen.  Dazu 
dienen  die  Relationen  (3)  §  4  S.  57.    Man  findet  ohne  Schwierigkeit: 

+  3  ßin^'  cos^)'  {  cosA'  /  xz  dm  +  sin A'  j  yz  dm  \ 

+  -|cos>'  jcos2A' /(x^-  y2)  ^^  _|.  gj^  2A'  A  xy  dm^ 

Wegen  des  Umstandes,  daiä  die  z-Axe  Rotationsaxe  ist,  sowie  bei 
geeigneter  Wahl  der  andern  beiden  Koordinatenaxen  läfst  sich  die 
rechte  Seite  wesentlich  vereinfachen.  In  der  Dynamik  wird  nämlich 
gezeigt,  da&  es  in  jedem  festen  Körper  drei  zu  einander  rechtwinkelige 
Axen  durch  den  Schwerpunkt  giebt  —  die  drei  Hauptaxen  des  Kor- 
pers —  für  welche  als  Koordinatenaxen  die  Integrale 

I  xzdm     jyzdm      1  xydm  (4) 

,  verschwinden.  Dieses  gilt  auch  für  die  Erde,  wenn  wir  wie  bisher 
die  in  §  5  S.  7  eingeführte  Annahme  festhalten,  dafs  die  Teile  der 
Erde  in  rdativer  Ruhe  zu  einander  sind.  *, 

Mit  dem  Verschwinden  jener  Integrale  hängt  nun  zusammen, 
dafs  eine  Rotation  um  eine  in  dem  Körper  feste,  sonst  aber  freie  Axe 
dauernd  nur  dann  stattfinden  kann,  wenn  diese  Axe  eine  Hauptaxe 
ist.  Die 'Rotationsaxe  der  Erde  mufs  also  eine  solche  Hauptaxe  sein 
(§  4  S;  5).  Sie  ist  bereits  als  z-Axe  eingeführt.  Rechtwinkelig  zu 
ihr  liegen  in  der  /Äquatorebene  die  beiden  andern  Hauptaxen,  die 
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wir  als  x-  und  ^-Axe  annehmen.  (Bei  beliebiger  Lage  dieser  letzteren 
Eoordinatenaxen  würde  das  3.  Integral  (4)  nicht  verscbwinden). 

Wir  führen  nun  noch  die  Haupttr^heitsmomente  ein^  die  wir 
bezw.    für   die  Axen  der  x,  y  und  z  mit  A,  B  und  C  bezeichnen: 

B==  f{x^  +  z^)dm,  (5) 

C=J{x^'{-y^)dm. 
Hiermit  wird 

Cp^rHm  =  I  {^^  -  c)  (sin^'-  y)  + 1  {B-Ä)  cos>'co82A'.  (6) 

Der  Ausdruck  (1)  gebt  jetzt  über  in  den  nachstehenden;  wobei 
also  Voraussetzung  ist,  dafs  die  beiden  Hauptträgheitsaxen  in  der 
Aquatorebene  als  Axen  der  x  und  y  dienen: 


Wc 


^+27'«(^-^)  (i-3sin>')  +  44«(^~^)<=«s>'cos2  A'' 
+  y,Jp,r^dm  +  -l.jJp.rUm  +  . .  . 

+  0"  ^^^'^  cos' 9'. 


(7) 


Im  letzten  Gliede  rechter  Hand  von  (1)  ist  zugleich  a:''4"y'^=*''^  cos' qp' 
gesetzt;  um  in  allen  Gliedern  nur  die  Polarkoordinaten  von  P\  dem 
angezogenen  Punkte ;  zu  haben. 

Es.  entsteht  jetzt  die  Frage ;  ob  die  .Formel  (7)  auch  noch  gilt 
innerhalb  der  eingangs  erwähnten  Kugelfläche  bis  zur  physischen  und 
mathematischen  Erdoberfläche.  Zunächst  wollen  wir  den  Eiuflufs  des 
Luftmeeres  schätzen  und  beginnen  zu  dem  Zwecke  damit,  das  Poten- 
tial für  eine  homogene  Kugelschale  abzuleiten,  woran  sich  einige 
Notizen  über  Kugelfunktionen  schlielsen  werden. 

§  6.  Das  Potential  der  Anziehung  einer  homogenen  Kngel- 
schale  läfst  sich  leicht  durch  direkte  Integration  nach  der  Formel 


/2    /"C 


ermitteln;  wenn  räumliche  Polarkoordinateu  eingeführt  werden.  Der 
Übergang  von  rechtwinkeligen  Koordinaten  zu  diesen  Polarkoordinaten 
ist  schon  §  4  8.  6  angegeben.  Man  vergl.  insbesondere  Fig.  1  S.  5. 
Für  die  Anwendung  auf  (1)  ist  nun  zunächst  das  Massenelement  £/m 
auszudrücken. 

Zu  dem  Zwecke  denke  man  sich  mit  dem  Radiusvektor  r  des 
Punktes  (r,  9),  A)  konzentrisch  zum  Koordinatenanfang  eine  Kugel  be- 
schrieben und  auf  derselben  den  geozentrischen  Breiten  ip  und  tp-^-dtp 
entsprechend  zwei  Parallelkreise;  sowie  den  geozentrischen  Längen  k 
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und  X  -{-  dX  entsprechend  zwei  Meridiankreise  gezogen.  Dann  ent- 
steht am  Punkt«  {r,  %  X)  ein  Oberflächenelement  auf  der  Kugel,  wel- 
ches als  Rechteck  mit  den  Seiten  rd(p  und  r  cosq>dX  berechnet  wer- 
den darf.  Wächst  nunmehr  r  um  dr,  so  liegt  über  jenem  Oberflächen- 
element ein  Volumenelement  von  der  Höhe  dr.    Es  wird  also 

dm  =  ®  r*  cosq)  dq)  dX  dr.  (2) 

Bezeichnet  endlich  y  den  Winkel   zwischen  den  Radienyektoren 
r  und  r',  letzterer  in  Bezug  auf  den  angezogenen  Punkt  /^,  so  kann  (1) 
auf  die  nachstehende  Form  gebracht  werden: 
=  7.2  /*  r  l'Or*cosq>dq,dldr 

In  diesem  Ausdruck,  welcher  noch  ganz  allgemein  gilt,  ist  die  drei- 
fache Integration  über  den  anziehenden  Körper  zu  erstrecken.    Indem 
wir  ihn  auf  eine  homogene  Kugelschale  von  gleichmäfsiger  Stärke  dr 
beziehen,  können  wir  unbeschadet  der  Allgemein- 
heit die  2:-Axe  durch  den  angezogenen  Punkt  P'  ^«•'• 

legen,  Pig.  3,  womit  y  =  ^  —  9  wird,  und  (3) 

übergeht  in: 


(») 


e/      ^  rr*  +  r*  —  2rr' Bin <p 


(4) 


Die  Integration  nach  X  läfst  sich  ohne  weite- 
res ausführen  und  giebt  als  Resultat  den  Faktor 
2n  vor  dem  Integralzeichen.  Unter  dem  Integral- 
zeichen schreiben  wir  für  cos 9)  dtp  besser  d{sinq)) 
und  setzen  für  sin  9)  das  Symbol  i]  dann  wird 

v  =  2nk^&r^drL,  -^^-    —• 


(5) 


Das  unbestimmte  Integral  des  unter  dem  Integralzeichen  stehen- 
den Difl^erentialausdruckes  ist 

—  yr^~+r*  —  2rri^ 
rr  ' 

das  bestimmte  Integral  wird  hiernach  gleich 

rr 

Die  Quadratwurzeln  sind  (insofern  sie  die  Distanz  e  in  zwei  besonderen 
(•allen  bedeuten)  positiv  zu  nehmen.  Man  muis  daher  unterscheiden 
zwischen  r^r  und  r  <  r. 
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Liegt  P  aufserfuUb  der  Kugelschale ^  ist  also  r  >  r,  so  wird  das 
bestimmte  Integral  gleich 

rr  r 
und  das  Potential 

4«fe*ör*dr  ,«  Masse                                    ,/.v 

r  r                                        ^J: 

Liegt  P'  innerhalb  der  Kugelschale ^  ist  also  r'<  r,  so  wird  das 
bestimmte  Integral  gleich 

{r  +  r)  —  (r  —  r')         _2^ 
rr  "^  r 

und  das  Potential 

V  =  43rF€>rrfr  =  ^«  ^^^  •  (7) 

Für  r  =  r'  gehen  beide  Formeln  (6)  und  (7)  in  einander  über 
und  haben  wegen  des  stetigen  Verlaufes  von  v,  trotzdem  in  (4)  unter 
dem  Integralzeichen  der  Nenner  einmal  null  wird,  auch  noch  Geltung. 
Die  Gleichungen  (6)  und  (7)  sagen  aus:  Das  Potential  der  Anziehung 
einer  homogenen,  gleichstarken  Kugelschale  für  einen  aufserhalh  gelegenen 
Punkt  ist  ebensogrofs  als  das  Potential  ihrer  im  Mittelpunkt  konzentrier- 
ten Masse;  für  einen  innerhalb  des  Hohlraumes  gelegenen  Punkt  ist 
es  konstant. 

Für  das  Potential  einer  homogenen  Kugel  vom  Radius  R  und  der 
Dichtigkeit  ®  ergiebt  sich  aus  (6)  und  (7),  wenn  der  Punkt  P'  aufser- 
halb  liegt: 

««  Masse        Ank^QB^  ^qx 

wenn  derselbe  innerhalb  liegt: 

v  =  27ck''@(R^-  jrA'  (8*) 

Die  Konstanz  des  Potentials  inD erhalb  des  Hohlraumes  einer  homoge- 
nen Kugelschale  lärst  sich  geometrisch  sehr  leicht  nach  einem  bereits  von 
Newton  angegebenen  Verfahren  einsehen.*)  Liegt  P'  nämlich  innerhalb 
einer  Kugelfläche  und  ist  ÄiBf  ein  Linienelement  derselben,  so  ziehe  man 
die  Linien  ÄiP^  und  JB|P'  bis  sie  die  Kugelfi äche  in  Af  und  B,  zum  zweiteu 
Male  schneiden.  Da  AiBi  und  AfB^  unendlich  klein  sind,  erkennt  man 
ohne  weiteres,  dafs  sie  im  Verhältnis  AiP'  :  AfP'  stehen.  Dreht  man 
AiBi  um  den  Punkt  Ai  um  360°»  wobei  aufserdem  AyBi  seine  Länge 
ändern  darf,  so  beschreibt  J^^i  ein  Oberflächenelement,  welches  zu  dem 
gleichzeitig  von  A^Bi  beschriebenen  im  Verhältnis  Ai  P'^ :  A^'^  steht, 
wie  man  sofort  erkennt,  wenn  man  zunächst  nur  eine  unendlich  kleine 
Drehung  ausfährt.    Die  Anziehungen   beider  Elemente  auf  P'  verhalten 


•)  Sir  Isaac  Newtons  tnathematische  Prinzipien  der  Naturlehre.  Mit  Bemer- 
kungen und  Erläuterungen  herausgegeben  von  Prof.  Dr.  O,  Ph.  Wolfers.  Berlin 
1872;  S.  191. 
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cdch  aber  wie  die  Quotienten  aus  Fläche  und  Quadrat  des  Abstandes;  sie 
sind  also  gleich  grofs.  Da  sie  überdies  entgegengesetzt  gerichtet  sind, 
so  ist  die  Summe  der  Anziehungen  für  beide  Elemente  null.  Innerhalb 
des  Hohlraums  einer  gleichstarken,  homogenen  Ei^elschale  wird  P' 
daher  gar  nicht  angezogen  und  somit  ist  hier  t;  konstant. 

Bei  einem  aurserhalb  gelegenen  Punkte  P'  führt  dieses  Verfahren  für 
innere  Punkte  nur  zu  der  Kenntnis,  dafs  2  Oberflächenelemente,  welche 
Ton  einem  von  "P  ausgehenden  Kegel  aus  der  Kugelfläche  ausgeschnitten 
werden,  gleichstark  auf  P'  wirken.  Da  aber  dl«  Anziehungen  jetzt  gleiche 
Richtung  haben,  so  hat  diese  Kenntnis  nicht  den  Nutzen,  die  Integration 
zu  sparen. 

Doch  ist  es  von  Interesse  zu  .erkennen,  dafs  dit  AnzieJmng  einer  wn- 
endlich  dünnen,  homogenen,  gleichstarken  KugeHschale  in  2  gleiche  Teile 
gerspaUen  werden  kann,   dadurch  dafs  man  von  P"  einen  tangierenden 
Kegel  an  die  Schale  legt.   Ist 
Tly  die  Tangierungslinie  auf 
derselben,  Fig.  4,  so  üben  nach 
den  obigen  Bemerkungen  die 
beiden  durch  TL  getrennten 
Teile  der  Schale  gleiche  Wir- 
kung auf  P'  aus. 

Der  Weg,  welchen  Newton 
(a.  a.  O.  S.  192—194)  .ein- 
schlägt, um  die  Integration 
für  einen  Punkt  P'  aufserhalb 
zu  bewirken,  ist  folgender. 
Er  betrachtet  zunächst  die  zentrale  Komponente  der  Anziehung  einer 
unendlich  schmalen  Ringfläche,  welche  durch  Rotation  des  Elementes  AiBi 
um  F^  C  entsteht,  Fig.  4,  und  vergleicht  sie  mit  der  entsprechenden  bei 
einer  anderen  Entfernung  von  P'.  In  beiden  Fällen  werden,  was  wesent- 
lich ist,  die  Bögen  AiÄ^  bezw.  B^Bf  gleich  lang  angenommen.  Bei  der 
Summierung  tritt  demgemäfs  der  Zentriwinkel  y  des  Bogens  AiA^  als 
unabhängige  Variable  auf.  Ohne  hier  den  von  Newton  eingeschlagenen 
Weg  zu  verfolgen,  zeigen  wir  nur  noch,  wie  ungemein  bequem  sich  mit- 
telst der  Variablen  y  integrieren  läfst.  Im  wesentlichen  haben  wir  damit 
auch  Newtons  Verfahren,  aber  in  modemer  Ausdr ucksweise,  dargestellt. 

Ist  d-  die  Masse  pro  Flächeneinheit,  so  ist  die  zentrale  Komponente 
der  Anziehungsbeschleunigung,  welche  von  dem  mit  A^B^  =»  ds  beschrie- 
benen Ringe  herrührt,  zufolge  der  Figur  gleich 


dX^2ie.DAi.d8.k^&' 


cos  09 


Die  Figur  zeigt  aber,  dafs  ds  »  p'J.^ .  cosec-^  da  und  D^i  =»  P'A^  .  sin  <o 
ist.    Hiermit  folgt 

dX  -     2  nk^d'  cosec^sin  o  (i(sin  i»), 

und  insofern  sin  co  =  r  cos  -~- :  r  ist,  erhält  man  hieraus  endlich 


dX^  —  ^7ih^»  p  d  (sin-|-)  • 
Diese  Gleichung  zeigt  bereits,  dafs  X  umgekehrt  proportional  r  ^  ist,  weil 


Digitized  by 


Google 


64         2.  Kapitel.    Bestimmung  der  Abplattung  ans  SchweremeBgnngen. 

bei  veränderter  Entfernung  T'C^=»r  sich  im  Ausdruck  für  dX  nur  der 
Nenner  r'*  ändert,  falls  y  und  y  +  dy  unverändert  (nach  Newton)  bei- 
behalten werden.  Damit  ist  also  der  eingangs  angeführte  Satz  bewiesen. 
Übrigens  hat  die  Integration  gar  keine  Schwierigkeit;  sie  ergiebt  X  in 
'  der  bekannten  Form.  (Newion  vervollständigt  den  Satz  auf  andre  Art  in 
§  114  a.  a.  0.  S.  194  und  195.) 

§  7.  Kagelfunktionen.  Eine  Eigenschaft  der  Eoefficienten  P 
verdient,  ehe  wir  unsere  Betrachtungen  über  den  Gültigkeitsbereich 
des  Potentialausdruckes  (7)  §  5  S.  60  fortsetzen,  an  der  Hand  des 
Vorigen  hervorgehoben  zu  werden.  Wir  entwickeln  zu  diesem  Zwecke 
das  Potential  v  für  eine  unendlich  dünne/  gleichstarke,  homogene 
Kugelscfaale  nochmals,  aber  unter  Einführung  der  Reihe  (8)  §  1  S.  51 

für  —  in  den  Ausdruck (1)  §  6  S.  60.  Zugleich  setzen  wir  dm^^Br'^drda, 

wobei  d6  das  Oberflachenelement  einer  zum  Koordinatenanfang  kon- 
zentrischen Kugel  vom  Radius  1  vorstellt    Damit  wird 

v^A-^p-  +  [(^ffp,äe+(fffp,ä.  +  ...}k^&rär.      (1) 

Nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  reduziert  sich  aber  die 
rechte  Seite  auf  ihr  erstes  Glied  und  wir  erhalten  daher,  da  dies  für 
jeden  Betrag  von  r  <  r  der  Fall  ist ,  als  Resultat  den  Satz :  Es  ist 
das  über  die  Kugeloberfläche  ausgedehnte  Integral 


ß 


Pidö  =  0',    1=1,2,3 (2) 

Hierbei  ist  zunächst  Voraussetzung,  dafs  die  Lage  von  dö  durch  die 
Variablen  q)  und  X  angegeben,   also  dö  =  cos(p  d(pdk  gesetzt  wird. 
Da  Pi  aber  symmetrisch  ist  zu  q)  und  (p\  X  und  X'j  so  hat  man 
auch,  weun  da'  =?=:  coaq)'  dq>'  dX'  gesetzt  wird: 


/ 


p.d6'=0]    1  =  1,2,3 (3) 

Betrachtet  man  jetzt  die  Ausdrücke  §  4  S.  57  für  P,,  P^  u.  s.  f., 
und  denkt  sich  zugleich  die  Cosinus  von  {X  —  A')  und  seiner  Viel- 
fachen aufgelost,  so  erkennt  man  ohne  weiteres,  dafs  die  über  die 
Kugeloberfläche  erstreckten  Integrale,  insoweit  sie  von  Gliedern  her- 
rühren, welche  A'  enthalten ,  verschwinden.  Nicht  unmittelbar  ersicht- 
lich ist  dies  für  die  von  X'  freien  Glieder;  es  sind  das  immer  die 
zuerst  stehenden.    Hier  hilft  nun  Gleichung  (3)  aus. 

Damit  läfst  sich  weiter  einsehen,  dafs  Gleichung  (3)  auch  noch 
besteht,  wenn  man  für  Pi  einen  allgemeineren  Ausdruck  setzt,  der 
aus  Pi  dadurch  hervorgeht,  dafs  man  in  demselben,  die  Funktionen 
von  q>'  und  X'  beibehält,  sie  aber  nicht  mit  gleichgebauten  Funktio- 
nen von  ip  und  X,  sondern  mit  beliebigen,  von  q)'  und  A'  freien 
Gröfsen  multipliziert.     Bezeichnen  wir  diese  Koefficienten  allgemein 
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mit  p  und  q  mit  verscbiedenen  Indices  und  die  aus  den  Pi  hervor- 
gehenden Funktionen  mit  AV,  so  ist  nach  S.  57  §  4  z.  B.: 

K(^Pi.Q  sin  9  +  (pm  cosA'+  ^m  sinA')  cos  9)' 

ATj'—  ps^  (sin* 9'  —  's )  +  (^1  ^^^^    +  ^«1  ^^°^    )  sin^)'  cosg?' 

+  {Pt'%  C082A'  +  ä'2.2  8in2A')  cos*  9 
Ä's'  =  Pso  (sin^ 9)'  —  j  sin 9') 

•^  (p».i  cosA'    +  ^8i  sinA'   )  (sin* 9)'  -—  --)  cos  9 

+  (Ps«  cos2A'  +  ö'sa  sin2A')  siny'  cos* 9' 
+  (pss  cos3A'  +  ^8.3  sin3A')  coB^q/ 

A'4'  =  P4^(sinV'  —y  sin*  13p'  +  -^) 

3 

+  (P4.1  cos  A'     +  ^4.1  sia  A'  )  (sin^9'  —  -  sin  9')  cos  ^' 

+  (P4-2  C082A'  +  ö'4-2  8in2A')  (sin*  9 — y)  cos*y' 
+  (P4.s  cos3A'  +  ä'4-8  sinSA')  sin  9'  cos^y' 
+  (P4.4  cos4A'  +  Q^  sin4A')  cos^y'. 

Eine  solche  Funktion  K'  beifst  Kugelfunktion  und  zwar  je  nach  dem 
Index  1,  2;  3  .  .  .  ersten^  zweiten^  dritten  Ranges,  Als  Eugelfnnktion 
nullten  Ranges  kann  man  ihnen  hinzufügen  K^  »»  Eonstante. 

Die  Kugelfunktionen  haben  dadurch  eine  hohe  Bedeutung  erlangt^ 
dafs  man  jede  beliebige  (sogar  auch  nicht  analytische)  Funktion 
zweier  Variablen,  welche  wie  Breite  und  Länge  auf  der  Kugelfläche 
Tariieren,  nach  Kugelfunktionen  entwickeln  kann  und  zwar  nur  auf 
eine  Art.  Man  weifs  also  z.  B.  vor  jeder  speziellen  Untersuchung, 
dafs  die  Beschleunigung  g  im  Niveau  der  Meeresfläche  sich  in  der 
Form 

g  =  K^+K,'+K^+K^  +  K:+  .  .  . 

mufs  darstellen  lassen,  wobei  in  obigen  Ausdrücken  der  K'  gesetzt 
werden  dürfen  an  Stelle  von  q>  und  A'  auch  die  geographische  Breite 
^  und  Länge  L\  während  die  p  und  q  zu  bestimmende  Konstanten 
bezeichnen. 

2/1  \ 

Setzt  man  in  (7)  §5  S.60  für  cos*9'  das  Aggregat  y+  (y  ~  sin*g)'K 

80  bemerkt  man  sofort,  dafs  auch  W  eine  Entwicklung  nach  Kugel- 
fanktionen  ist.  Die  Koefficienten  derselben  sind  Funktionen  von  r 
imd  der  Massenanordnung.  Trennen  wir  r  von  den  Koefficienten  ab, 
verstehen  also  unter  K^^  K^. . .  Ausdrücke  wie  oben  die  iTj  worin  nun  die 
P  und  q  nur  noch  von  der  Massenanordnung  abhängen,  und  behalten 
wir  f&r  die  Kugelfunktionen  1.  und  2.  Ranges  die  entwickelteren 
Ausdrücke  bei,  wie  sie  in  (7)  auftreten ;  so  wird 

Helmert,  mathem.  u.  physikal.  Theorieen  der  höh.  Geodäsie,  II.  5 
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W  = 


Mk^ 


(i  +  ±  «''»•'M 


(^--r) 


2Mr^ 


+ 


2Mk* 


sin^^)' 


I) 


+  ^''fjuf^  *^°^'^'  '^'^^' 


(4) 


I        ^9_       I        ^i        I 
"l       'y'3         I         ^'«         I       •    •    • 

Die  1.  Zeile  der  grofsen  Parenthese  ist  in  Bezug  auf  q/  und  A'  kon- 
staut, sie  entspricht  also  der  Eugelfunktiou  nullten  Ranges;  die  2. 
und  3.  Zeile  sind  Eugelfunktionen  2.  Ranges.  Es  fehlt  mithin  die 
Kugelfunktion  1.  Ranges;  ebenso  fehlen  auch  einige  Glieder  im  Ver- 
gleich zu  dem  allgemeinen  Ausdruck  von  I^^:  ^^^^  Folge  der  Wahl 
des  Koordinatensystems. 

Die  nach  dem  oben  Entwickelten  stattfindende  Gleichung 


/ 


A'/</(y'  =  0;     1=1,2,3 


(5) 


stellt  eine  interessante  Eigenschaft  der  Kugelfunktionen  dar^  von  der 
wir  sogleich  auf  W  eine  Anwendung  machen. 

Betrachtet  man  nämlich  das  Potential  fF  für  alle  Punkte  P'  einer 
Kugelfläche,  so  findet  sich,  dafs  das  konstante  Glied  der  Entwicklung (4) : 

(6) 


(l  +  l  «»'^'M 


der  Mittelwert  aller  fV  für  diese  Fläche  ist.    Um  zu  diesem  Wert  zu 
gelangen,  hat  man  den  Quotienten 


(wr"^dö  :  fr^dö 


zu  bilden,  indem  man  die  Anzahl  der  W  für  ein  Oberflächenelement 
r^da  diesem  proportional  setzt.  Da  r^  konstant  ist,  fallen  alle  In- 
tegrale im  Zähler,  welche  sich  auf  Kugelfunktionen  beliebigen  Ranges 
>  null  beziehen ,  nach  Gleichung  (5)  weg,  und  es  bleibt  in  der  That 
nur  dasjenige  übrig,  welches  sich  aus  dem  kqnstanten  Änfangsglied 
der  grofsen  Parenthese  in  (4)  ergiebt. 

Ebenso  ist  in  der  oben  aufgestellten  Entwicklung  von  g  das  An- 
fangsglied jSTq'  der  Mittelwert  aller  Werte  g  für  alle  Punkte  (9',  A') 
oder  {B'j  Z'),  wenn  man  sich  diese  auf  einer  Kugelfläche  ausgebreitet 
denkt. 

Im  einzelnen  schwanken  JV  und  g  um  ihre  Mittelwerte  herum 
nach  Mafsgabe  der  von  den  Kugelfunktionen  gegebenen  Änderungen. 
Diese  sind  mit  der  Lage  von  P'  periodisch  veränderlich  und  zwar 
ist  die  Periode  um  so  kleiner,  je  höher  der  Rang  der  Kugelfunktio- 
nen ist. 
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Wegen  der  Eonvergenz  der  Reiben  müssen  im  allgemeinen  die 
Koefficienten  (Ämplitnden)  der  Eugelfunktionen  höheren  Ranges  klei- 
ner sein  als  diejenigen  der  Eugelfunktionen  niederen  Ranges. 

Einen  Beweis  des  Satzes  von  der  Entwickelbarkeit  beliebiger  Funktio- 
nen nach  Eugelfunktionen  gab  Dirichlet  1837  in  Grelles  Journal  für  reine 
und  angewandte  Math.  Bd.  17  S.  36—56;  derselbe  ist  auch  abgedruckt  in 
seinen  VorUsmigen  S.  165—176.  Über  andere  Beweise  vergl.  Heyne,  Theo- 
rie der  Kugelfunktianenj  2.  Auflage,  Berlin  1878,  S.  432-441  und  H.  Brum 
in  Borchardts  Journal  für  reine  und  angewandte  Math.  1881,  Bd.  90 
S.  322—328. 

Auf  diese  schwierigen*,  rein  mathematischen  Darstellungen  können  wir 
hier  nicht  eingehen.  Um  aber  die  Möglichkeit  der  Existenz  des  Satzes 
zu  erkennen,  reproduzieren  wir  eine  Darstellung  von  Dirichlet,  Vorlesungen 
S.  73u.ff.  (auch  hei  Biemann,  auf  S.  350  und  351  in  Schwere^  Elektricität  und 
Magnetismus,  bearbeitet  v.  Hattendorff),  welche  zwar  nicht  durchaus  ein- 
wurfsfrei ist,  aber  auch  von  Dirichlet  benutzt  wurde,  um  auf  den  Satz 
hinzuweisen. 

Wir  denken  uns  demgemäfs  auf  einer  Eugelfläche  vom  Radius  r  Masse 
ausgebreitet,  so  dafs  im  Punkte  mit  der  Breite  9  und  Länge  X  die  Dichtig- 
keit ^,  d.  i.  die  Masse  für  die  Flächeneinheit,  der  gegebenen  Funktion 
fW*  Z)  gleich  ist.  Dann  hat  man  das  Potential  der  Anziehung  auf  einen 
aufserhalb  gelegenen  Punkt  (/ ,  9',  X')  nach  Gleichung  (8)  §  1  S.  51  gleich : 

»  =  jfc«r  2(7-)"^'  *    A*  A*-  f^V,  i)  cos  V  d9  , 
0      -f 

wobei  zu  beachten  ist,  dafs  das  Flächenelement  auf  der  Kugel  die  Form 
r*  cos  fp  dXdqt  annimmt  und  Pq  gleich  1  wird. 

Für  einen  Punkt  (r ,  q>\  X*)  innerhalb  ergiebt  sich  dagegen  nach  (10) 
§  1  S.  52: 

„  =  Ä«r  2  (^X  •     A^  ßn  fiV,  Ä)  cos  tp  dq>  . 
0         -^- 

Nun  läfst  sich  zeigen,  dafs  der  1.  Differentialquotient  von  v  nach  r\ 
wenn  der  angezogene  Punkt  von  aufsen  nach  innen  durch  die  Fläche 
hindurchgeht,  den  Sprung  —  49rA;*^  macht,  was  wie  folgt  ausgedrückt 
werden  kann: 

\dr  Jr^=zr+0       \dr  /r'=r-0 

Der  Beweis  wird  ganz  ebenso  wie  für  den  Satz  (4)  §  19  S.  30  %ßführt. 
Dies  zeigt  ein  Blick  auf  die  Formeln  (7)  §  16  S.  24  und  den  Anfang  des 
§  18  8.'  26. 

Setzt  man  in  die  letzte  Gleichung  linker  Hand  im  1.  Glied  den  ersten 
Wert  von  v,  im  2.  Glied  den  zweiten,  und  nimmt  nach  geschehener 
Differentiation  r  =  r,  so  folgt  ^,  d.  i.  die  Dichtigkeit  im  Punkte  (g>',  X') 
der  Eugelfläche,  gleich 

5* 
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0  -f 

Die  einzelnen  Glieder  rechter  Hand  sind  aber  für  n  =  0,  1,2...  wegen 
Po  =a  1  und  mit  Rücksicht  auf  die,  Seite  57  angegebnen  Werte  von  Pi,  P) 
u.  s.  f.  genau  von  der  Form  der  oben  eingeführten  Funktionen  JT.  Wir 
haben  also  f{q>',  X')  nach  Kugelfunktionen  entwickelt  und  zugleich  eine 
neue  Darstellung  derselben  gewonnen. 

Bedenken  erregt  bei  vorstehender  Herleitung  die  Anwendung  der 
beiden  Entwicklungen  von  v  auf  den  Fall  r  =  r,  wofür  sie  ab  göltig 
nicht  bewiesen  sind.  Die  rein  mathematischen  Beweise  befreien  aufser 
hiervon  auch  von  der  Beschränkung,  dafs  die  überall  endliche  Funktion 
f{<p,  X)  allenthalben  stetig  verläuft 

Die  wichtigsten  Sätze,  die  bei  der  Entwicklung  nach  Eugelfunktionen 
in  betracht  kommen,  sind  in  §  28  dieses  Kapitels  zusammengestellt. 

§  8.  Der  Einflurs  des  Laftmeeres  auf  das  Potential  W  der 
Schwerkraft.  Nach  Gesetzen  der  Hydrostatik  ist  im  Zustande  der 
relativen  Ruhe  jede  das  Luftmeer  durchschneidende  Niveaufläche  zu- 
gleich eine  Fläche  gleichen  Druckes  und  gleicher  Dichtigkeit;  letztere 
nimmt  nach  aufsen  hin  ab.  Nehmen  wir  die  Niveauflächen  als  Kugel- 
flächen  und  sehen  davon  ab,  dafs  die  Unregelmftfsigkeiten  der  phy- 
sischen Erdoberfläche  den  Verlauf  der  Luftschichten  unterbrechen,  so 
läfst  sich  der  Einflufs  der  Luft  auf  W  in  aller  Strenge  angeben:  die 
Luft  aufserhalb  der  durch  den  angezogenen  Punkt  P  fuhrenden  Niveaii- 
fläche  zieht  gar  nicht  an ;  die  Luft  innerhalb  zieht  so  an,  als  ob  ihre 
Masse  im  Mittelpunkt  vereinigt  wäre. 

Die  Masse  der  Luft  von  der  äufseren  Grenze  des  Luftmeeres  bis 
zur  Niveaufläche  mit  dem  Barometerstand  b  '^  ist  näherungsweise  gleich 

4ää^  13,6.  ^,  (1) 

wenn  als  Masseneinheit  1  Kubikmeter  Wasser  angenommen  wird.  Zu 
diesem  Werte  gelangt  man,  wenn  man  den  Radius  aller  Niveauflächen 
im  Luftmeer  konstant  gleich  72,  dem  mittlem  Radius  der  physischen 
Erdoberfläche  setzt  und  beachtet,  dafs  13,6  das  spezifische  Gewicht 
des  Quecksilbers  ist.  Ferner  ist  die  Masse  der  Luft  von  der  Niveau- 
fläche .mit  dem  Barometerstand  b  *"  bis  zur  physischen  Erdoberfläche 
d.  h.  bis  zur  Meeresfläche,  da  von  den  Unregelmäfsigkeiten  jener 
abgesehen  werden  soll,  gleich 

4«äM3,6(0,76-&),  (2) 

da  b  im  Meeresniveau  nahezu  0,76""  beträgt. 

Die  Masse  der  Erde  innerhalb  der  physischen  Erdoberfläche  ist 
aber  sehr  nahe  gleich 

t-^/P.5,6;  (3j 
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demnach  ist  die  gesamte  Luftmasse  im  Verhfiltnis  zu  dieser  Erdmasse 
gleich  dem  kleinen  Bruche 

3 .  13,6  .0,76    j     •  j         1  /jx 

__j_^  d.i.  rund  ^j^-^.  (4) 

Dagegen    ist  z.  B.  die  Luftmasse   zwischen    den   Niveauflächen   mit 
b  =  0,76™  und  0,50*»,  ungefähr  den  Meereshöhen  null  und  3500*» 

entsprechend,  mit  Rücksicht  auf  (2)  nur  öqqqqöq  der  Erdmasse. 

Nur  diese  Luftmasse  aber  wird  nach  dem  eingangs  Gesagten  auf 
Punkte  zwischen  null  und  3500*»  Meereshöhe  verschieden  wirken ;  für 
die  Höhe  null  wirkt  sie  gar  nicht,  für  3500*»  Höhe  wirkt  sie,  als  wäre 
sie  im  Erdschwerpunkt  vereinigt.  Jedoch  ist  die  Differenz  dieser  Wir- 
kungen eben  nur.--——  der  Schwerkraft. 

Diese  Betrachtungen  dürften  zur  Genüge  zeigen,  dafs  man  bei 
der  theoretischen  Behandlung  der  Schwerkraft  auf  der  physischen 
Erdoberfläche  von  der  Wirkung  der  Luft  absehen  kann,  da  dieselbe 
wenigstens  innerhalb  der  oben  durchgeführten  Annäherung  so  klein 
ist,  dafs  sie  durch  Fehler  in  der  Beobachtung  der  Schwerkraft  ganz  und 
gar  verdeckt  wird.  Es  kommt  hinzu,  da(s  in  allen  Fällen  gröfserer 
Meereshöhe,  wo  die  Anziehung  der  Luft  überhaupt  erst  zu  erwägen 
ist,  bei  der  Reduktion  der  beobachteten  Schwerkraft  auf  das  Meeres- 
niveau Ungenauigkeiten  eintreten,  die  die  Beobachtungsfehler  weit 
übersteigen. 

Nun  sind  allerdings  unsere  Betrachtungen  insofern  unrichtig ,  als 
sie  die  Luftschichten  gleicher  Dichtigkeit  als  konzentrische  Kugel- 
flächen voraussetzen  und  davon  absehen,  dafs  die  Erhebungen  der 
physischen  Erdoberfläche  über  das  Meeresniveau  die  Luftschichten 
unterbrechen.  Da  jedoch  die  Eugelform  jedenfalls  eine  Annäherung 
ist,  so  wird  auch  die  oben  ermittelte  Gröfse  des  Unterschieds  der 
Wirkungen  einer  Luftschicht  zwischen  zwei  Flächen  verschiedenen 
Barometerstandes  auf  einen  Punkt  aufserhalb  und  innerhalb  einen 
Näherungswert  des  tbatsächlichen  Wirkungsunterschiedes  vorstellen  — 
dies  bedarf  wohl  keines  Beweises  (geht  übrigens  aus  den  Newtonischen 
Betrachtungen  über  die  Anziehung  von  Kugelschalen,  Anm.  S.  62, 
unschwer  hervor).  Was  ferner  den  Einflufs  der  Unterbrechungen  der 
Luftschichten  durch  das  Terrain  anlangt,  so  ist  leicht  ersichtlich, 
dafs  derselbe  für  Punkte  der  physischen  Erdoberfläche  nur  eine  Ver- 
minderung der  oben  berechneten  Wirkungen  erzeugt,  weil  auf  hoch- 
gelegenen Terrainpunkten  die  anziehende  Wirkung  der  vom  Terrain 
verdrängten  benachbarten  Luftmassen  fehlt  (und  diese  nach  Anm.  S.  63 
etwa  halbsogrols  ist  wie  die  Gesamtauziehung  der  betreffenden  Schich- 
ten). Aufserdem  kombiniert  sich  dieser  Einflufs  mit  der  Anziehung 
des  Terrains  selbst,  welche  wegen  der  Unsicherheit  der  Dichtigkeits- 
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bestimmung  sieht  so  genau  angegeben  werden  kann,  dafs  dagegen 
die  Anziehung  der  verdrSngten  Luftmassen  eine  Bedeutnng  gewinnt. 
§  9.  Erweiterung  des  Ofiltigkeitsbereichs  der  Reihenent- 
wicklung für  W.  Indem  wir  nach  dem  Vorhergehenden  keine  wei- 
tere Bücksicht  auf  das  Luftmeer  nehmen ,  erstreckt  sich  der  Gfiltig- 
keitsbereich  des  Ausdrucks  (7)  §  5  S.  60  für  das  Potential  W  der 
Schwerkraft  von  aufsen  her  bis  zu  einer  zum  Erdschwerpunkt  konzen- 
trischen Kugelfläche ;  welche  die  physische  Erdoberfläche  gerade  noch 
völlig  umschliefst.  Wenden  wir  den  Ausdruck  auf  einen  Punkt  P^ 
innerhalb  dieser  Eugelfläche  an,  so  verliert  er  in  Strenge  seine 
Brauchbarkeit^  auch  wenn  dieser  Punkt  noch  aufserhalb  der  physischen 
Erdoberfläche  liegt ^  wie  wir  zunächst  voraussetzen  wollen.  Dies  folgt 
ohne  weiteres  aus  der  Betrachtung  des  Anteils  eines  Elementes  dm 
der  Masse  der  Erde  am  Potential  W^  wenn  für  dieses  Element  r>r 
ist;  solche  Elemente  werden  aber  existieren,  sobald  der  Punkt  P' 
innerhalb  der  umschliefsenden  Kugel  liegt.    Denn  während  Ausdruck 

(7)  §  5  für  --  die  Formel  (8)  S.  51  voraussetzt,  d.  i. 

mufs  eigentlich  für  jedes  Teilchen,  dessen  r  >  r  ist,  angewandt  werden : 

Die  erste  Reihe  divergiert  sogar  für  r  >  r',  weil  dann  r  :  r  >  1  ist 
und  somit  die  Faktoren  der  Koefficienten  P  ins  Unendliche  wachsen. 
Für  einzelne  Fälle  kann  man  sich  von  der  Divergenz  leicht  über- 
zeugen,  z.  B.  für  cos  y  o«  —  1  (der  Fall  +  1  kommt  nicht  vor)  und 
für  cos  y  «s  null;  (sie  ergiebt  sich  aber  auch  allgemein  aus  dem  Um- 
stand, dals  mit  Rücksicht  auf  die  Anmerkung  zu  §  2  S.  53  bei  un- 
endlich anwachsendem  Index  n  des  Koefficienten  Pn  nach  Formel  (4) 
daselbst  dieser  Koefficient  mit  ^1  :  n  abnimmt,  also  weit  langsamer 
abnimmt,  als  sein  Faktor  (r  :  r'Y  zunimmt,  wie  wenig  auch  r  :  r  die 
Einheit  überschreiten  mag). 

Trotz  dieser  Divergenz  für  einzelne  Massenteile  kann  aber  doch 
bei  der  Integration  über  einen  Körper,  abgesehen  vom  wirklichen 
Erdkörper,  ein  konvergentes  Resultat  entstehen,  welches  nun  das 
Potential  bis  zur  Oberfläche  darstellt.  Dies  läfst  sich  z.  B«  für  ein 
homogenes  Rotationsellipsoid  nachweisen  (vergl.  §  29  dieses  Kapitels). 
Hiemach  würde  also  Ausdruck  (7)  §  5  bis  zur  physischen  Erdober- 
fläche gelten,  falls  die  Masse  zwischen  dieser  und  einer  ihr  ein- 
geschriebenen Kugelfläche  als  zu  einem  oder  mehreren,  zum  Erd- 
schwerpunkt konzentrischen  und  zur  Rotationsaxe  koaxialen,  homo- 
genen Rotationsellipsoiden  gehörig  betrachtet  werden  könnte.    Ohne 
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weiter  an  einer  solchen  Annahme  festzuhalten,  ersehen  wir  doch 
soviel^  dafs  der  betrachtete  Ausdruck  nur  dann  bis  zur  physischen 
Erdoberfläche  Anwendung  finden  kann,  wenn  wir  davon  absehen; 
durch  ihn  das  Potential  streng  darzustellen  und  uns  vielmehr  be- 
gnügen, ihn  auf  eine  gewisse ;  nicht  ohne  weiteres  angebbare  ^  jeden- 
falls aber  die  Unregelmäfsigkeiten  der  Massenlagerung  in  der  Nähe 
der  physischen  Erdoberfläche  irgendwie  ausgleichende,  ideelle  Massen- 
lagerung zu  beziehen  —  wobei  wir  zu  der  Nähe  der  physischen 
Erdoberfläche  mindestens  den  ganzen  Raum  zwischen  ihr  und  einer 
berührend  eingeschriebenen ,  zum  Erdschwerpunkt  konzentrischen 
Eugelfläche  zu  rechnen  haben.  Da  wir  jedoch  demnächst  die  Gültig- 
keit des  betrachteten  Potentialausdruckes  sogar  bis  zur  mathema- 
tischen Erdoberfläche  annehmen  werden,  wollen  wir  uns  sogleich  die 
letztgenannte  Eugelfläche  der  mathematischen  Erdoberfläche  einge- 
schrieben denken. 

Welcher  Fehler  im  Potential  durch  eine  gewisse,  zweckmäfsige 
Art  der  Idealisierung  der  Massenlagerung  entsteht,  wird  im  nächsten 
Kapitel  eingehend  untersucht  werden.  Wir  können  hier  im  voraus 
erwähnen ;  dafs  diese  Idealisierung  lediglich  eine  Reduktion  der  auf 
der  physischen  Erdoberfläche  beobachteten  Schwerkräfte  erfordert ^ 
während  die  Flächen  bestimmten  Potentialwertes  nur  unerheblich 
durch  dieselbe  veräudert  werden.  Die  Formel  für  die  Schwerebeschleu- 
nigung im  Meeresniveau  unter  der  geographischen  Breite  B: 

g  =  9,7806  "•  (1  +  0,0052  sin^  B) ,  (3) 

welche  den  Beobachtungen  nach  bisher  angestellten  Interpolations- 
rechnungen bis  auf  lokale  und  kontinent.ale  Abweichungen  von  einem 
im  Vergleiche  zur  Breitenvariation  mäfsigen  Betrage  genügt,  kann 
als  auf  die  Massenidealisierung  passend  angesehen  werden ,  doch  wer- 
den wir  im  3.  Kap.  die  Konstanten  der  Formel  etwas  modifizieren, 
sowie  es  der  eingeführten  Idealisierung  am  besten  entspricht. 

In  diesem  Kapitel  werden  wir  nunmehr  die  Zulässigkeit  der  Ent- 
wicklung (7)  §  ö  S.  60  bis  zur  mathematischen  Erdoberfläche  einfach 
voraussetzen.  Unsere  Aufgabe  ist  es  jetzt,  die  Konstanten  dieser 
Entwicklung  aus  der  Formel  (3)  oder  einer  ähnlichen,  den  Schwere- 
beobachtungen entsprechenden,  herzuleiten.  Da  der  Ausdruck  für  g 
kein  ganz  strenger  ist,  so  vereinfachen  wir  das  Verfahren  dahin,  von 
der  Ent^cklung  (7)  §  5  versuchsweise  nur  die  ersten  Glieder  anzu- 
setzen, also  eine  starke  Konvergenz  dieser  Entwicklung,  entsprechend 
der  starken  Konvergenz  der  Reihe  für  g^  anzunehmen. 

Die  vereinfachten  Ausdrücke  für  W  bezeichnen  wir  mit  U.  Bei 
der  Ausführung  der  Rechnung  ist  von  Wichtigkeit,  dafs  wir  auf 
grund  von  astronomischen  Messungen  wissen,  dafs  die  physische  und 
die  mathemaijsche  Erdoberfläche  im  wesentlichen  Kugelform  haben 
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und  zwar  konzentrisch  zum  Erdschwerpunkt  (vergl.  das  6.  Kap.  §  1). 
Hiernach  entspricht  in  der  Nähe  der  physischen  Erdoberfläche  einem 
konstanten  r  ein  nahezu  konstanter  Wert  von  W  und  also  auch  yon  U\ 

es  mufs  daher  das  1.  Glied  — 7—  in  dem  Potentialausdruck  (7)  §  5 

beträchtlich  über  die  anderen  ^  welche  alle  wesentlich  periodisch  sind, 
dominieren.  Erst  hierdurch  wird  es  überhaupt  möglich,  aus  U  einen 
Ausdruck  für  g  herzustellen,  wie  man  sich  leicht  durch  einen  Ver- 
such, ohne  diese  Kenntnis  zu  rechnen,  überzeugt. 

§  10.    Erste  Annäherung  fUr  das  Potential  fF  (aufserhalb). 

Wir  setzen  versuchsweise 


u^^ 


,     S(B—A)  ä  n. 


(1) 


Hierin  sind  die  Koordinaten  des  angezogenen  Punktes  mit  r,  q)  und  A 
bezeichnet.     Ferner  ist  gesetzt 

K ? (2) 

Mf  A,  B  und  C  bedeuten  die  Masse  bezw.  die  Hauptträgheitsmo- 
mente für  die  ideelle  Massenverteilung.  Aj  B  und  C  sind  also  nicht  mehr 
in  Strenge  Trägheitsmomente  der  Erde,  aber  doch  sehr  nahe.  Es  wird 
später  zu  untersuchen  sein,  inwieweit  die  ideelle  Massen  Verteilung 
die  Trägheitsmomente  ändert  und  etwa  auch  den  Schwerpunkt  ver- 
schiebt. 

Nennen  wir  die  Flächen  konstanten  Wertes  ü  Niveausphäroide, 
so  zeigt  die  Formel,  dals  die  Niveausphäroide  U  zu  ihren  Äquator- 
ebenen  symmetrisch  sind,  weil  nur  sin^qp  und  coB^q)  vorkommen. 

Um  nun  aus  ü  einen  Ausdruck  für  die  Beschleunigung  g  der 
Schwerkraft  abzuleiten,  sowie  die  Richtung  derselben  anzugeben, 
denken  wir  uns  den  angezogenen  Punkt  der  Reihe  nach  in  drei  zu 
einander  normalen  Richtungen  verschoben. 

Zunächst  in  Richtung  von  r,  also  bei  konstantem  q)  und  A,  um  dr] 
alsdann  bei  konstantem  r  und  A  auf  einem  Kreise  durch  die  z-Axe, 
also  einem  Meridiankreise  der  geozentrischen  Kugel  vom  Radius  r, 
um  rdq)]  endlich  bei  konstantem  r  und  9  auf  einem  Kreise,  dessen 
Ebene  normal  zur  z-Axe  steht,  einem  Parallelkreise,  um  rcoBq)dL 
Nach  S.  9  §  6  sind  die  Ausdrücke  , 
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^,  =  4 


dü_- 

dr   • 

dU 
rd<p  ' 

dU 


73 


(3) 


TGOSip  dl 

die  Komponenten  von  g,  welche  in  die  Richtung  der  Verschiebungen 
dr,  rdq>  und  rco^^dX  fallen.  Da  diese  Richtungen  normal  auf- 
einanderstehen ,  haben  wir 

g^^ü^  +  ü^+ü^.  (4) 

Ein  Blick  auf  (1)  zeigt ^  dafs  U^  und  ü^  klein  gegen  (/,  sind, 
wenn  die  Parenthese  rechter  Hand  .  daselbst  nahezu  den  Wert  eins 
hat,  wie  wir  nach  den  Bemerkungen  am  Schlüsse  des  vorigen  Para- 
graphen für  die  Nähe  der  physischen  Erdoberfläche  annehmen  müssen. 
Es  wird  demnach  aus  der  Gleichung 


,', 


v(i+^.^) 


mit  Rücksicht  darauf,  dafs  g  positiv  gerechnet  wird,  üy  sich  aber 
negativ  ergiebt,  erhalten: 

Vernachlässigen  wir  Gröfsen  der  Ordnung  des  Quadrates  der  zur  Ein- 
heit in  Formel  (1)  rechter  Hand  tretenden  Glieder  d.  h.,  wie  wir 
demnächst  sehen  werden,  Grofsen  der  Ordnung  des  Quadrates  der 
Abplattung  der  Niveausphäroide,  also  Grofsen  4.  Ordnung,  so  folgt 
weiter :  * 

A7  _L  du  _, 

Dies  führt  zu  der  Formel: 


(6) 


Mk* 


i+4J(i 


3  sin^^)) 


,  9  (B  —  A)        ,  „  , 


(7) 


Da  wir  nun  g  für  ein  bestimmtes  Niveausphäroid,  dessen  O  gleich  einer 
Konstanten  W^  ist,  haben  wollen,  so  ist  in  (7)  r  durch  W^  auszu- 
drücken.   Nach  (1)  ist  aber 

1+-^  (1-3  sin» 


+ 

+ 


AMr* 


cos'^q)  cos  2A 


2Mk* 


cos^y 


(8) 
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Wird  dieser  Wert  von  r  in  (7)  substituiert,  so  gelangt  man  mit 
gleichen  Vernachlässigungen  wie  bisher  zu  der  Formel: 


Mk* 


l+Si(^-38in» 

+   ^^^Mrf^    C0sVC0ß2A 


4ifr« 


(9) 


Die  Genauigkeit  ändert  sich  hierin  nicht,  wenn  für  r  in  der  Paren- 
these irgend  ein,  dem  betreffenden  Niveausphäroid  angehoriger  Wert 
des  Radiusvektors  substituiert  wird.  Aufserdem  können  wir  zufolge 
einer  leicht  ersichtlichen  Transformation  setzen: 


4Mr* 


^sm> 


-cos^g)  cos2A-f-.. 


(10) 


und  hierin  endlich  B,  die  geographische  Breite^  mit  der  geozentrischen 
Breite  9  vertauschen.  Denn  man  erkennt  ohne  weiteres^  dafs  die  Richtung 
der  Resultante  g  von  derjenigen  der  grofsen  Komponente  C/^  nur  um 
eine  Grofse  der  Ordnung  j/f/.,*  +  Ü^^  :  U^  abweicht  und  dafs  die  unter- 
schiede von  q)  und  B,  sowie  von  sin^q)  und  siu^^  die  gleiche  Ord- 
nung besitzen. 

Vergleichen  wir  die  Formel  (10),  in  welcher  also  B  für  9  gesetzt 
zu  denken  ist,  (wonach  aber  beachtet  werden  mufs,  dals  in  der  Diffe- 
renz (B  —  A)  der  Buchstabe  B  nicht  die  Bedeutung  der  geographischen 
Breite  hat),  mit  dem  Ergebnis  der  auf  das  Meeresniveau  reduzierten 
Schwerebeobachtungen 

ff  =  9,7806'«  (1  +  0,0052  siu^^)  ,  (11) 

so  zeigt  sich,  dafs  der  Ausdruck  U  in  der  That  ausreicht,  um  dieses 
Ergebnis  bis  auf  kleine,  der  Ordnung  der  lokalen  und  kontinentalen 
Abweichungen  in  g  völlig  entsprechende  Grofsen  darzustellen.  Es 
erübrigt  nur,  die  in  0  auftretenden  Eonstanten  durch  diejenigen  von 
(11)  darzustellen. 

Als  erstes  Resultat  erweist  sich  die  Relation  (B^-A)  t=,  null,  oder 

A^B. 

Hiernach  sind  die  Trägheitsmomente  für  die  x-  und  ^-Axe,  d.  h.  für  die 
beiden  Aquatoraxen,  einander  gleich.  Für  die  Erde  hat  diese  Gleichung 
allerdings  nur  die  Bedeutung  einer  Näherungsrelation,  da  die  Formel 
(11)  keine  ganz  strenge  ist  und  nach  früheren  Bemerkungen  A  und  B 
nicht  vollständig  den  Trägheitsmomenten  für  die  beiden  in  der  Äquator- 
ebene liegenden  Hauptaxen  zu  entsprechen  brauchen.  Jedenfalls  sind 
aber  die  beiden   Trägkeiismomenie  der  Erde  für  die  beiden  Aequator- 
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Hauptaxen  in  erster  Annäherttng  einander  gleich.  (Damit  siud  nach 
den  Lehren  der  Mechanik  überhaupt  die  Trägheitsmomente  für  beliebige 
Äquatoraxen  in  erster  Annäherung  einander  gleich.) 

Wird  in  (1)  die  Differenz  {B  —  Ä)  gleich  null  gesetzt,  so  ver- 
schwindet die  geozentrische  Länge  k  aus  dem  Ausdruck  für  U^  d.  h. 
die  Niveausphäroide^  somit  auch  die  Niveauflächen  selbst^  sind  in  erster 
Armäherung  zur  Äquatorebene  symmetrische  Rotationsflächen  mit  der 
Erdaxe  als  Drehaxe. 

§  IL  Fortsetzung:  Theorem  Yon  Glairaut.  Wir  können 
jetzt  als  erste  Annäherung  für  das  Potential  W  (aufserhalb)  setzen: 

i7-=^{l+^(l_38m',,)  +  ^co8>}.  (1) 

Hieraus  folgt,  wenn  in  der  Klammer  für  r  der  Äquatorialhalbmesser  a 
eines  Niyeausphäroids  U ^==  Wq  gesetzt  wird: 

oder 

-^('+^+Ä^+-)i'-(s+i^)"-»+-i>  m 

ferner  ergiebt  sich  mittelst  (7)  und  (10)  des  Yorigen  Paragraphen: 

i^-^{l+|J(l-38m»--2Jco8>  +  ...)  (3) 

und 

Die  erstere  Formel  giebt  g  allgemein  im  Puukte  (r,^?),  die  letztere 
im  Punkte  qp  eines  NiveausphSroids  (J  ^^  W^,  In  den  Parenthesen 
von  (3)  und  (4)  sind,  ebenso  wie  in  (2)  und  (2*),  Glieder  von  der 
Ordnung  des  Quadrates  der  Groben  o^a' :  Mk^  und  K  i  d^  v^nach- 
lässigt,  d.  h.  Gröfsen  der  vierten  Ordnung,  wenn  jenen  die  zweite 
Ordnung  zugeschrieben  wird. 

Es  sei  nun  für  ein  Niveausphttroid  0  ^^^  W^  durch  Beobacht- 
^gci^  gegeben: 

^  =  ^a(l  +  ksin2^),  (5) 

so  ist,  wenn  dem  Eoefficienten  b  die  zweite  Ordnung  beigelegt  und 
Ton  Gliedern  vierter  Ordnung  in  der  Parenthese  abgesehen  wird: 

^-^«(l  +  k8in>+...).  (5*) 

Schreiben  wir  aufserdem  für  den  Radiusvektor  r,  ebenfalls  abgesehen 
von  Gliedern  vierter  Ordnung: 

r  =  a(l  —  asin^qp  +...),  (6) 

80  zeigt  die  Vergleichung  mit  (4)  bezw.  (2*),  dafs 
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^  =  -oftr  +  2Sr+  •..  •  (8) 

Die  Vergleichung  von  (5*)  und  (3)  zeigt  aufserdem,  dafs  bis  auf 
GlieSer  zweiter  Ordnung  in  der  Parenthese 

ffa^^{i  +  -..)-  (9) 

Mit  Benu£zung  dessen  erhalten  wir  aus  (7)  zur  Bestimmung  von  K 
die  bis  auf  Glieder  vierter  Ordnung  genaue  Relation: 

||.«2c-b+...  (10) 

und  zur  Bestimmung  von  ti  aus  (7)  -f"  (8)  die  ebenso  genaue  Kelation: 

a  +  k  =  YC+...,  (11) 

wobei  der  Grofse  t  die  nachstehende  Bedeutung  beigelegt  ist: 

C  =  i^.  (12) 

Bedenkt  man,  dafs  co^a  die  Zentrifugalbeschleunigung  am  Äquator 
des  Niveausphäroids  vorstellt  und  dafs  deren  Verhältnis  zur  Schwere- 
beschleunigung ga  daselbst;  wie  wir  weiterhin  ausführlich  berechnen 
werden,  für  die  Meeresfläche  nahe  gleich  y^g^  ist,  berücksichtigt  man 
ferner  den  der  Meeresfläche  entsprechenden  Wert  von  b  gleich  0,(X)52, 
so  sind  nach  (10)  und  (11)  K  \  a^  und  ti  in  der  That  für  alle  Niveau^ 
sphäroide  (aufserhalb)  m  der  Nähe  der  phjsischeh  Erdoberfläche 
Grofsen  zweiter  Ordnung  und  es  ist  damit  die  angegebene  Gröfsen- 
Ordnung  der  vernachlässigten  Glieder  in  den  Formeln  dieses  Para- 
graphen bestätigt. 

Die  Grofse  ti  ist  nun  bis  auf  Glieder  vierter  Ordnung  zufolge 
(6)  die  Abplattung  des  Miveausphäroids  O  ^=  W^\  die  Formel  (11) 
giebt  daher  ein  Mittel  zur  Berechnung  der  Abplattung  des  der  Meeres- 
fläche zugehörigen  Niveausphäroids  und  also  auch  in  erster  Annähe- 
rung der  Abplattung  der  Meeresflftche  selbst  aus  der  den  Schwere- 
beobachtuugen  im  Meeresniveau  entsprechenden  Formel.  In  Worten 
hat  man  zufolge  dieser  Formel: 

i  Die  Abplattung  \    ,     Zunahme  der  Sdwoerlcraft  vom  Äquator  bis  eum  Pol 
[  der  Meeresfläche  J    '  Schwerkraft  am  Äquator 

^    Zentrifugalkraft  am  Äquator 
2         Schwerkraft  am  Äquator 

Dieser  (keineswegs  ganz  strenge)  Satz  wird  nach  seinem  Ent- 
decker das  Theorem  von  ClairatU  benannt.  Der  Satz  wurde  1738  ver- 
oflPentlicht.  Über  die  Art  seiner  Ableitung  durch  den  Erfinder  vergl. 
§  26  dieses  Kapitels. 
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§  12.    Theorem  Ton  Clairaut  fUr  ein  Miveauspliäroid  mit 
dem  Potentialausdrueic 


ü^^^ 


1  +  -^  (I  -Ssin»  +  ^^  cobV 


(1) 


Entsprechend  dem  Umstände;  dafs  bereits  von  einigen  versucht 
worden  ist,  in  der  Formel  für  die  Beschleunigung  ff  im  Meeresniveau 
ein  GUed  mit  der  vierten  Potenz  des  Sinus  der  geographischen  Breite 
aufzunehmen ,  haben  wir  «dem  Ausdruck  für  Z7  in  §  10  noch  das  von 
der  geozentrischen  Länge  freie  Glied  der  Kugelfunktiou  vierten  Ranges 
beigefügt,  vergl.  (4)  S.  66  und  IC^'  S.  65;  für  p^^  ist  D  geschrieben. 
Die  Niveausphäroide  verlieren  hierdurch  ihren  Charakter  als  zur  Äqua- 
torebeue  symmetrische  Rotationssphäroide  nicht. 

Der  Koefficient  J)  ist  aus  den  Schwerebeobachtungen  abzuleiten. 

Wir  nehmen  einstweilen  an,  dal's  —^  die  vierte. Ordnung  hat,  während 
wie  bekannt  -^  und  -^,^  für  die  Nähe  der  physischen  Erdoberfläche 
die  zweite  Ordnung  besitzen. 

Wir  konnten  nun  so  vorgehen^  dafs  aus  (1)  zunächst  die  Polar- 
gleichung der  Meridiankurve  abgeleitet  und  alsdann  der  Ausdruck  für  ff 
aufgestellt  würde.  Anstatt  aber  hierauf  als  letzte  Folgerung  das  Theo- 
rem von  Clairaut  zu  entwickeln ,  ziehen  wir  es  vor,  mit  diesem  zu 
beginnen.  Es  tritt  dadurch  in  einfacherer  Entwickluug  und  von  vorn- 
herein in  eleganterer  Form  auf. 

Wenden  wir  (1)  auf  Äquator  und  Pol  an  mit  r  :=  «,  sing?  =  0, 
cosg)  SS  1  bezw.  r  =  fi,  sing)  «^  1,  cosy  =  0,  sq  giebt  die  Gleich- 
setznng  beider  Werte  von  U  ohne  Schwierigkeit: 

1 JL  ^^   i   J^   t     fl>*g'    4_  A.  j?. 8    D 

^  h         a        2a»    »     6«     '     2Mk*     '     36    a*  »6     &»  * 

Hierin  setzen  wir  b  :=  a{l  —  a),  wobei  a  die  Abplattung  bezeichnet, 
und  erhalten  mit  Vernachlässigung  von  Grofsen  sechster   Ordnung: 

«(!+«)  =  TJa  +  2ll)  +  ^^--^  +  <?/e.  (2) 

Differenzieren  wir  ü  nach  r,  so  giebt  dies,  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen, für  Äquator  und  Pol  sofort  die  Beschleunigung  ff  selbst,  weil 
an  diesen  Stellen  der  Radiusvektor  die  Richtung  der  Normale  annimmt. 
Es  wird  bezw.: 

^    _  Mk^  /,     ,     SK  m^a^     ,     37)  \  /«x 

Mk^i.  35:  _j_    8I>\ 
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oder 

i^,-^f  (l  +  2a  +  3«'-^^f  [l+4a]  +  -g-  +  «/.). 
Man  hat  daher 

^^ -=  «(2  +  3«)  - -f-5- (3  +  8«)  +  ^i  +  ^+ <?/«  .(4) 
Aus  (4)  +  3  X  (2)  folgt  ohne  weiteres : 

Dividieren  wir  diese  Gleichung  mit  1  +  "ö""«"  —  "SK '  *®  Ä®^*  ^^® 
mit  Rücksicht  auf  (3)  über  in 

oder  nach  Elimination  von  K  mittelst  (2)  und  unter  Einführung  ab- 
kürzender Bezeichnungen: 

fl  +  l,  =  |c_a(«+ Vc)  +  |.l,  +  <?/e.  (5) 

Hierin  haben  die  Gröfsen  a,  k,  r  und  t  nachstehende  Bedeutung: 
a  =  -^^^ —  =  Abplattung , 

1^ 9p'^  9a Zunahme  der  Schwerkrafl  vom  Äquator  bis  eum  Pol 

ffa  Schwerkraft  am  Äquator 

fl>*a Zentrifugalkraft  am  Äquator 

Qa  Schwerkraft  am  Äquator        ' 

wobei  D  noch  der  Bestimmung  aus  der  Formel  fSr  die  Schwerkraft 
im  Meeresniveau  bedarf.  • 

Aus  (5)  und  (2)  kann  man  durch  Elimination  von  a  noch  eine 
Gleichung  für  K  la^  abläten,  die  wir  mit  Benutzung  der  Relation 

zunächst  in  der  Form 

U(l  +  2«  +  |)  =  2t-h-f  +  -5.  +  |j  +  «/« 
erhalten.    Hieraus  folgt  mit  Benutzung  der  Relation 
Ä  +  b  =  I  r  +  ^/4 

zum  Zwecke  der  Elimination   von  b  aus  den  Gliedern  vierter  Ord- 
nung (was  die  Formel  vereinfacht): 
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-|J-  =  2c.-k-2a»  +  |c«+;il+C/e.  (7) 


Zugleich  geht  (6)  fiber  in: 
mW  ~ 


t{l  +  t-b  +  GU)  ,  (8) 


eine  Gleichung ,  der  wir  zur  Reduktion  bei  Entwicklungen  weiterhin 
bedürfen. 

§  13.  Polargleiehung  der  MeridiankurTe  für  das  MiTeaii- 
sphäroid  U  =  fV^,  wobei 

Hierin  bezeichnet  s  den  sin  q)  .    Setzen  wir  nun  an : 

r^a{l^ü,s^  +  ü,s^ -...),  (2) 

so  ist  die  Abplattung 

ti  =  ü,  —  ü,  +  ...  .  (3) 

Um  112  9  tf4^  •  •  •  zu  bestimmen;  führen  wir  in  (1)  für  r  den  Aus- 
druck (2)  ein,  .wobei  es  vorteilhaft  ist,  in  (1)  zuvor  das  r  vor  der 
Klammer  rechts  nach  links  zu  bringen.  Es  folgt  mit  Rücksicht  darauf, 
dafs  Ü4  eine  Grofse  vierter  Ordnung  sein  mufs: 


]Sra-«2*'+«4**- 


i+8la-3«')(i+2fl,s^) 


+,^?.a-»')a-3«.*') 


,  +l(**-?-*'+4)+^'. 


(4) 


Indem  wir  die  Faktoren  gleich  hoher  Potenzen  von  s^  linker  und 
rechter  Hand  nach  Ordnung  der  rechten  Seite  einander  gleich  setzen, 
erhalten  wir: 

WoO^  —  1  _L  Ä  _L  ^^^    _L    ^     ^   j-  rt 
Mkt    ™  ^  "T"  2a»  "T"  2Mk^  "I"  36    a»   "^      '«  ' 

^^  MW  =  ä«- (t  -  N  +  VMW  (1  +  3^2)  +  T  a*+  ^^«'   ('^) 

^     TToa  /3a)«a^         SjKx     ,     ^  _l  />/ 

*<  "SA;*    ==  ^2  [2MW  ~  "^j  +  "^  +  ^^«  • 

Da  wir  a  im  vorigen  Paragraphen  bereits  entwickelt  haben,  so 
ist  von  diesen  Gleichungen  nur  die  erste  und  dritte  noch  zu  benutzen. 
Sie  geben: 

oder  unter  Elimination  von  A"  mittelst  (2)  des  vorigen  Paragraphen, 
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sowie  unter  Substitution  von  a  für  Hj,  von.r  für  o^^a  .  ^/.2  q^j  von 
J  für  Z> :  öS 

Ä4  =  a(|c  -2il)  +  J  +  (?/e,  (6) 

oder  endlich  nach  (5)  des  vorigen  Paragraphen  mittelst  Elimination 
von  f: 

Ä4  =  tt(li-a)  +  li  +  6^/6-  (6*) 

Die  Gleichung  der  Meridiankurve  des  Niveausphäroids  wird  hier- 
nach mit  Vernachlässignng  von  Gliedern  sechster  Ordnung  die  folgende: 

r=a[l~[fl(l+k—a)  +  J]8in2g)+[a(k-Ä)  +  J]sin<9 -...)•  (7) 

Hierzu  giebt  die  Gleichung  (5)  des  vorigen  Paragraphen  die  Ab- 
plattung lt.  Ferner  stellt  die  erste  Gleichung  (5)  dieses  Paragraphen 
die  Beziehung  zwischen  a  und  W^  her,  wobei  Mk^  mittelst  (3)  des 
vorigen  Paragraphen  eliminiert  werden  kann.  Es  hat  aber  die  Ent- 
wicklung dieser  Beziehung  hier  weiter  keinen  Wert. 

Für  eine  Ellipse  mit  dem  Äquatorialhalbmesser  a  und  der  Ab- 
plattung a  können  wir  nach  Bd.  1  8.  60  (6)  und  mit  Racksicht  auf 
die  Bedeutung  von  8  nach  Bd.  1  S.  38  o.  ansetzen:    ' 

r  =  fl  [l  ~  ä(i  +  I  a)  8in2(p  +  I Ä^  sin^y  -  . . . )  .  (8) 

Verstehen  wir  unter  r^  den  Radiusvektor  des  Sphäroids,  unter  rR  den 
des  Ellipsoids,  so  ist 

ru  -  rE=  a  [[«  (A^  _  ^J  _  jj]  .  i-8in^2g)  +  ö/e|  .  0») 

Für  sin^  29?  =  1  d.  h.  9?  =  +  45®  erlangt  ru  —  r^  seinen  Maximal- 
wert und  zwar  wird 

{ru  -  rE)nu^  =  \a[ii  (|a  ^  b)  _  J  +  ö/,  j  .  (10) 

§.  14.  Formeln  fOr  die  Beschleunigung  g  der  Schwerkraft 
in  Bezug  auf  das  Miveausphäroid  ü  =^  W^\  Bestimmung  von  Ii. 

Wenn  wir  denselben  Ausdruck  für  ü  wie  in  den  vorigen  beiden  Para- 
graphen zu  gründe  legen,  so  läfst  sich  für  g  in  Bezug  auf  alle  Punkte 
des  Niveausphäroids  U  '=^  JVq  ein  Ausdruck  von  der  Form 

g  =  gaii  +  K  sin^^  +  ^4  sin*^  +  Gl^)  (1) 

herstellen,  worin  kj  und  ^4  bezw.  die  zweite  und  vierte  Ordnung  haben, 
falls  Dir*,  wie  augegeben,  die  vierte  Ordnung  hat.  Mit  Rücksicht 
darauf,  dafs  wir  bereits  mit  b  den  Quotienten  (ßp  —  ga)  :  ga  bezeichnet 
haben,  ist  jetzt  zu  setzen: 

*  =  J»2  +  k4+-..-  (2) 

1^2  und  II4  denken  wir  uns  aus  den  Beobachtungen  der  Schwer- 
kraft auf  der  betrefifenden  Niveaufläche  abgeleitet.     Um  nun  II2  und 
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b^  mit  den  Eonstanten  des  Niveausphäroids  in  Beziehung  zu  setzen, 
führen  ^ir  zunächst  in  den  Ausdruck  (1)  für  B  die  geozentrische 
Breite  g)  ein.  Wir  können  dabei  entweder  von  den  drei  Komponenten 
^,,  U2  und  ^3  der  Beschleunigung  g  ausgehen  wie  in  §  10  S.  72, 
oder  einfacher,  da  bereits  festgestellt  ist,  dafs  die  Meridiankurve  der 
Fläche  U  =  Wq  bis  auf  Grofsen  vierter  Ordnung  mit  der  Ellipse 
gleicher  Abplattung  zusammenfällt,  die  bekannte  Relation  für  die 
Ellipse  benutzen. 

Nach  Bd.  1  S.  60  (4)  ist,  wenn  wir  für  m  einfach  a  schreiben, 
sowie  für  sin 2^  setzen  sin2qp: 

^  —  g?  =  Äsin  2g?  +  Gl^  .  (3) 

Diese  Formel  gilt  auch  sofort  fürs  Niveausphäroid  ü  ^==  W^.  Zufolge 
derselben  wird  nach  Taylors  Satz: 

sin^  B  e=  sin'  9?  +  4^  sin'gp  cos^g)  +  ^^4? 
hiermit  sowie  mittelst  (2)  geht  (1)  nach  naheliegenden  Reduktionen 
über  in  die  Gestalt: 

g^ga  [l  +  (k  +  4ak— kjsin'y  — (4ak  — k4)sin4<p  +  ö/gj.     (4) 

Wir  haben  nun  einen  zweiten  Ausdruck  ifür  g  aus  ü  abzuleiten. 
Hierbei  gilt  im  allgemeinen  Formel  (5)  §  10  8.  73,  doch  ist  U^  gleich 
null,  da  der  Ausdruck  f ür  ^  A  nicht  enthält.    Demnach  wird 

y ^.(l+//;r +••••)•  (5) 

Differenzieren  wir  aber  den  Ausdruck  (l)  für  f7  S.  79  §  13  nach  r, 
so  folgt  unter  Beibehaltung  der  Abkürzung  s  für  sing?: 


ü,^- 


Mk* 


i+-g:(i-3,^)-^(i-,') 


ferner  ist 


+^(''- 


6  ,    ,      3 

7  ^   36 


) 


rdfp 


Mk^ 


I  ("^  +  w)  ^^^9^  ^^^^  +  ^^^1 


•Mit  Rücksicht  auf  (5)  wird  daher: 


9  = 


M^ 


1  + 


%  (1  -  3.^)  -  -gg-  (1  -  s^) 


2r^ 
bD 


(6) 


W^ 


Um  nun  g  für  Punkte  des  bestimmteu  Nireausphäroids  27  < 
zu  erhalten,  eliminieren  wir  r  mittelst  des  Ausdrucks  f&r  ü,  oder 
einfacher  mittelst  der  Polargleichung  der  Meridiankurve  (7)  §  13 
S.  80.  Es  ist  darnach  im  Faktor  vor  der  Parenthese  rechter  Hand 
in  (6)  zu  setzen: 

Hrlnert,  mkthein.  n.  phyiilul.  Tlieorieen  der  höh.  GeodMe.  U,  6 
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i=ii(l+2[a(l  +  h-fl)+Jl]s«-[fl(2b-5«)  +  21l]s*+C/«); 
dagegen  reicht  es  für  die  Glieder  zweiter  Ordnung  der  Parenthese  aus, 
-i-=J-(l  +  2as' +  <?/,) 

und 

einzuführen,  während  in  den  Gliedern  vierter  Ordnung  för  r  einfach 
a  geschrieben  werden  darf.  Aufserdem  eliminieren  wir  3Ar:2ö^  und 
o2fl3 .  j^f^2  mittelst  der  Pormehi  (7)  und  (8)  §  12  S.  79  und  nehmen 
entsprechend  im  letzten  Gliede  vierter  Ordnung  der  Parenthese  nach 
(2)  §  12  S.  77 

ZK     ,     a)«a3         Ort  _L  i^/    . 

es  geht  alsdann  die  Gleichung  (6),  gehörig  zusammengezogen  mit 
Vernachlässigung  von  Gliedern  sechster  Ordnung  über  in: 


(7) 


-^^  /i  4.  3^_«^'  ,  £.  X  M  +  [*  +  7ä^  -  3J]  sin^y      \ 
^-a«i^+2a»      m«+7^;j    --[7a^-31l]8in49,+  ...I 

Strenggenommen  hätte  es  genügt,  den  Faktor  von  sin^g)  herzu- 
stellen, da  er  am  bequemsten  die  neue  Beziehung  liefert,  welcher  wir 
bedürfen,  um  'i  mit  den  Eoef&cienten  der  aus'^den  Schwerebeobach- 
tungen folgenden  Formel  (4)  für  g  zu  vergleichen.  In  der  That  giebt 
die  Gleichung  (7)  weiter  nichts  Neues  als  diese  Beziehung;  sie  giebt 
nämlich  durch  Vergleichung  mit  (4)  Qa  genau  so  wie  Formel  (3)  §  12 
S.  77,  femer  aber 

4ük-k4  =  7tt^-3J  +  ö/e  (8) 

sowohl  aus  der  Vergleichung  der  Koefficienten  von  sin^g)  als  derjenigen 
von  sin^y.  Der  Grund  hiervon  ist,  dafs  wir  durch  das  Ciairaui 6che* 
Theorem  in  der  Gestalt  von  Gleichung  (5)  §  12  S.  78  bereits  a  mittelst 
b  ausgedrückt  haben  und  diese  Relation  von  ü  und  b  bei  der  Um- 
formung von  (6)  oben  benutzten.  Die  doppelte  Bestimmung  von  (8) 
ist  eine  Eontrolle  der  Rechnung. 
Wir  erhalten  jetzt  aus  (8): 

j=|(7a^-.4aH-lj4)  +  ^/o,  (9) 

und  erkennen,  dafs  J,  wie  anfangs  in  §  12  vorausgesetzt,   die  vierte 
Ordnung  hat,  sobald  ^4  diese  Ordnung  besitzt. 

§  15.  Zusammenstellaiig  der  Formeln  für  ein  Niveau- 
sphiiroid  U,  Dieselben  gelten  zufolge  der  Entwicklung  nur  für  die 
Nähe  der  physischen  Erdoberfläche,  haben  aber  auch  nur  hier  Interesse. 

Gegeben  sei  die  aus  den  Beobachtungen  auf  einer  Niveaufiäche 
abgeleitete  Formel 
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9=ga(y  +b2sin'^  +  IJ4sin4Z?)  (l) 

für  die  Beschleunigung  der  Schwere  auf  dem  zugehörigen  Niveau- 
sphäroid  ll\  bj  habe  die  zweite  Ordnung  und  ^4  die  vierte  Ordnung. 
Dann  folgt  unter  Zugrundelegung  des  Ausdrucks  6^  in  §  12  (1),  wenn 
l  wie  bisher  das  Verhältnis  der  Zentrifugalbeschleunigung  am  Äqua- 
tor zu  ga  bedeutet  und 

b  =  bj  +  ir4 
gesetzt  wird,  tur  die  Meridiankupe  des  Niveauspharoids: 

r  =  fl{l-[fl(l  +  |>-«)-|-i]8in'(p4-[«(b-a)+l>]8in>+...j,  (2) 
«  =  |.f_l,_a(a  +  -ic)+|l.+  ...,  (3) 

i»  =  |(7a»-4fllr  +  b4)+ •••;  (4) 

a  und  ^  finden  sich  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  leicht  durch 
successive  Annäherung. 

Die  maximale  Erhebung  des  Niveausphäroids  über  das  Rotations- 
ellipsoid gleicher  Abplattung  ist  gleich 

la(a[|a-b]-l.)+..., 

oder  mit  Rücksicht  auf  (4)  gleich 

^«(a[a  +  2b]-2b,)+...  .  (5) 

Behufs  einer  späteren  Verwendung  notieren  wir  noch  folgende 
Formeln.  Aus  (2)  §  12  S.  77  folgt  mit  Rücksicht  auf  (8)  S.  79  ohne 
Schwierigkeit: 


«         2 


5-(l  +  «)  +  |(l-|c)--i-J+...,  (6) 

eine  Gleichung,  welche  H  giebt,  falls  K  irgendwie  bekannt  wird. 

Ferner  folgt  aus  (3)  S.  77  mit  Benutzung  von  (7)  und  (8)  in 
demselben  Paragraphen  S.  79: 

und  hieraus  mit  Rücksicht  auf  (4) : 

^«-^(i  +  c-b  +  fh-  Jc*-|«h  +  4k,+  ...),    (7) 

welche  Gleichung  einen  Schlufs  auf  MW^  gestattet. 

§  16.  Numerische  Anwendung  der  Formeln  auf  das  Niyeau- 
sphäroid  des  Oeoids.  Legen  wir  die,  älteren  Interpolationsrechnungen 
entsprechende  Formel 

g  —  9,7806  «  (1  +  0,0052  sin^^)  (1) 

6* 
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för  das  Meeresniyeau  za  gründe;  so  ist 

ga  =  9,7806« ,      Jb  =  kj  =  0,0052  ,      k4  =  0  . 

Wir  haben  nun  zunächst  t  zu  ermitteln.  Bezeichnet  a^  den 
Äquatorialhalbmesser  des  Niveausphäroids  des  Geoids,  so  ist: 

Es  bezieht  sich  aber  der  numerische  Wert  (1)  von  g  auf  eine 
Sekunde  mittlere  Zeit,  wir  müssen  «somit  auch  die  Winkelgeschwin- 
digkeit o  der  Rotation  auf  dieses  Zeitintervall  beziehen.  Da  die 
Dauer  einer  Rotation  der  Erde  um  ihre  Äxe  aufserordentlich  nahe 
einen  Stemtag  betr^  und  dieser  (nicht  24  Stunden  «=  86400  Sekunden 
mittlere  Zeit  wie  ein  mittlerer  Tag,  sondern)  86164,09  Sekunden 
mittlere  Zeit  hat,  so  wird 

--86-m.09  5      log  ^  =  0,73534- 10. 

Setzen  wir  mit  Bessel  a^  =  6377397»  (Bd.  1.  S.  38),  so  folgt 

£  =  0,0034672-=^.  (2*) 

Dagegen  folgt  mit  Klems  Wert  a^  =  6378740'»  (Bd.  1.  S.  18) 

C  =  0,0034680 --^ij^.  (2) 

Wir  werden  weiterhin  aus  ga  und  der  Mondparallaxe  einen  Wert 
für  a  ableiten,  der  hinlänglich  mit  dem  aus  Gradmessungen  folgenden 
harmoniert,  dergestalt,  dafs  es  jedenfalls  ausreichend  erscheint,  bei 
der  Angabe  (2*)  für  t  stehen  zu  bleiben,  ohne  mehr  als  etwa  eine 
Einheit  der  sechsten  Decimale  Fehler  in  t  befürchten  zu  müssen. 
Nach  dem  einfachen  Theorem  von  Clairata  folgt  jetzt  weiter 


oder 


a  =  ±  .  0,0034672  —  0,0052  =  0,0034680 


Femer  ist  nach  (4)  des  vorigen  Paragraphen: 

)  «  i.  .  0,003468  (7.0,003468  —  4.0,0052) 

also 

H  -=  0,0000040  .  (4) 

Damit  wird  genauer  nach  (3)  des  vorigen  Paragraphen: 

II  =  0,0034680  (l  - 1-  •  0,003468)  +  y  •  0,0000040 


oder 


«-0,0034511--^.  (5) 
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Eine  Wiederholung  der  Rechnung  giebt 

h  —  0,0000039 

a  =  0,0034512, 
also  wesentlich  dasselbe. 

Die  Erhebung  des  dem  Geoid  entsprechenden  Niveausphäroids 
über  das  Rotationsellipsoid  gleicher  Abplattung  ist  nach  (5)  des  vorigen 
Paragraphen  im  Maximum  sehr  nahe  gleich 

-^  .  6377397  .  U'      d.  i.      12,7 «  .  (6) 

Gehen  wir  von  der  im  dritten  Kapitel  §  35  abgeleiteten  Formel  aus : 

g  =  9,7800"-  (1  +  0,005310  sin^i?) ,  (1») 

so  ist 

^^=9,7800      k  =  kj  —  0,005310      h^  =  0. 

Nach  dem  einfachen  Theorem  von  Clairaut  folgt  hiermit 


oder 


II  =  A  .  0,0034672  —  0,005310  =  0,0033580 


^  —  ■297;8Ö"  *  *  (^*) 


Femer  wird 

j  =  -L  .  0,003358  (7  .  0,003358  -  4  .  0,005310), 

o 

also 

i  =  0,0000025  (4*) 

und  hiermit  genauer 

a  =  0,0033580  ( 1  —  0,0033580  —  0,0017336)  +  y  •  0,0000025 

oder 

«-0,0033416  =  ^.  (5*) 

Die  Grofse  (6)  ändert  sich  nicht  wesentlich. 

Wie  im  dritten  Kapitel  näher  begründet  wird,  ist  unsere  Formel 
der  älteren  unbedingt  yorzuziehen,  also  auch  der  Wert  für  a,  welcher 
zufälligerweise  mit  der  Abplattung  des  ßessel^chen  Erdellipsoids  fast 
gaijz  übereinstimmt. 

Laplaee  findet  in  der  Mdcanique  Celeste  ^.  II.  l,  III  p.  149  —  160  die 
Pendellängenbeobachtangen  von  fünfzehn  Orten  der  Variation  mit  eiD*B 
sehr  nahe  entsprechend  und  berechnet  ii  gleich  '/niua  und  ',835,78  unter 
Annahme  von  (  gleich  Vt«9>  j^  nachdem  er  die  zweite  oder  dritte  Aus- 
gleichungsmethode (siehe  Bd.  1  S.  698)  anwendet 

Unsere  Kenntnis  des  allgemeinen  Verlaufes  der  Beschleunigung  g 
im  Niveau  des  Meeres  ist  zur  Zeit  noch  immer  wesentlich  das  Resul- 
tat einer  Reihe  ausgezeichneter  wissenschaftlicher  Operationen  aus  den 
eisten  Decennien  dieses  Jahrhunderts.  Ganz  besonders  ragen  hervor 
die  Beobachtungen  des  Capt.  Edw.  Sabine  auf  13  Stationen  von  —ld9 
bis   +  80  ®   geographischer   Breite    in   den   Jahren    18*22   bis   1824   und 
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diejenigen  des  Capt.  Foster  auf  12  Stationen  aufser  London  und  Greenwich 
von  — 63^  bis  -{-11°  geographischer  Breite  in  den  Jahren  1828  bis  1831. 
Nächstdem  existieren  aufser  verschiedenen  kleineren  Reihen  zwei  Reihen 
von  iKmis  de  Freydnet  und  Capt.  Lütke  aus  den  Jahren  1817,  bezw.  1826 
bis  1829,  sowie  Reihen  neueren  Ursprungs,  welche  aber  mehr  den  Charakter 
von  SpezialStudien  tragen.  Im  dritten  Kapitel  kommen  wir  auf  diese 
Beobachtungen  im  einzelnen  zurück. 

Mit  der  Berechnung  einer  Interpolationsformel  haben  sich  verschiedene 
Gelehrte  beschäftigt.  Nach  ersten  Versuchen  einer  Formelableitung  durch 
Laplcice  und  Wälbeck,  wobei  jedoch  wenig  Material  vorlag,  findet  Ed. 
Schmidt  durch  Ausgleichung  von  47  beobachteten  Pendellängen  auf  S.  372 
u.  ff.  des  ersten  Bandes  seiner  MathemcUischefi"  Geagraphie  1829,  wenn 
£^  die  Länge  des  Sekundenpendels  am  Äquator  bezeichnet: 

C^  =-  39,015233  Zoll  engl.,   also   g^  =  9,78056  ^  ^ 

sowie  (Il4  =  null  gesetzt): 

]|  »»  ll,  =  0,0052005  .  (7) 

Hierbei  ist  in  Bezug  auf  die  Reduktion  von  C^  auf  g^  zu  bemerken,  dafs 
zwischen  g .  und  der  Schwingungszeit  t  des  mathematischen  Pendels  von 
der  Länge  l  bekanntlich  die  Formel 


■-'Vi 


besteht,  mithin  zur  Bestimmung  von  g  aus  der  Länge  des  Sekunden- 
pendels C  folgt: 

g  =  ««£ . 

Ferner  ist  nach  den  Comparisons  of  Standards  of  Length  von  A.  JB.  Clarke, 
1866,  p.  280 

1  Fufs  engl.  =  0,30479727"*  =-  [9,48401107  —  10] 

TTIlthiTl 

1  Zoll   engl  =  [8,40482982  —  10]"* . 

I 

Über  die  Verteilung  der  von  Schmidt  angewandten  Beobachtungen 
nach  der  Breite,  wie  über  verschiedene  Details  weiterhin  anzuführender 
Rechnungen  kann  auch  eine  Zusammenstellung  von  J.  B.  Listing  ver- 
glichen werden.*)  Bei  Schmidt  dominiert  die  nördliche  Halbkugel:  er" 
hat  11  südliche  Stationen  bis  —62^  Breite  gegen  33  nördliche  bis  -|-80<^ 
(2  südliche  und  1  nördliche  zählen  doppelt). 

Die  später  publizierten  Messungen  Fosters  geben  nach  der  Bearbeitung 
von  Fr,  Baily  in  den  Memoirs  of  the  Royal  Astronom.  Society  VII  1834 
p.  81  wesentlich  denselben  Wert  für  b,  nämlich: 

b  =  Ix,  =  0,0051961  ,  *  (8) 

wobei  für  die  Stationen  aufser  Greenwich  und  London  die  Breite  von 
+  11*>  bis  —63^  variiert.  Es  tritt  also  aus  der  Vergleichung  von  (7)  und 
(8)  keine  erhebliche  Differenz  der  Nord-  und  Südhälfte  der  Erde  hervor. 


*)  J,  B,  Listing,  Neue  geometrische  und  dynamische  Konstanten  des  Erd- 
körpers. Eine  Fortsetzung  der  Untersuchung  über  unsere  jetzige  Kenntnis  von 
der  Gestalt  und  Gröfse  der  Erde.  Göttingen  1878.  (Separatabdruck  aus  den 
Nachr.  der  kgl.  Ges.  d.  Wiss.) 

Abgesehen  von  dem  historischen  Wert  dieser  Schrift  verdient  dieselbe  auch 
als  Kritik  Beachtung.  Wir  werden  indes  mehrfach  zu  anderen  Schlüssen  ge- 
führt werden. 
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In  seinem  Werke  An  Accowü  of  Experiments  to  determine  the  Figure 
of  the  Barth  by  mea^ut  of  the  PendtUum  vüfrating  Seconds  in  different 
Latündes,  London  1825,  berechnet  Edward  Sabine  S.  334  aus  13  seiner 
Stationen  von  —  13°  bis  +80<»  Breite 

k  =  !>,  =  0,0061807  ,  (9) 

welche  Zahl  sich  durch  Zuziehung  von  6  Stationen  Kaiers  und  6  Stationen 
Biats  auf  der  nördlichen  Erdhälfbe,  ungerechnet  der  Anschlufsstationen,  auf 

0,0061890  (9*) 

erhöht.    Nach  Sabines  Rechnung  ist 

C^  »  39,01668      bezw.      39,01516  Zoll  engl. 

TFir  haben  die  abgerundeten  Zahlen  Schmidts  auf  grund  dieser  Er- 
mittelungen beibehalten,  obgleich  einige  andere  Rechner  abweichendere 
Resultate  finden. 

Francis  Baily  berechnet  in  den  Memairs  of  the  Boyal  Astronom,  So- 
dety  VII  1834  (aufser  der  ^o^6r  sehen  Reihe)  noch  p.  94  eine  Formel 
aus  79  überhaupt  bis  dahin  bekannt  gewordenen  Beobachtungen.  Seine 
Arbeit  ist  dadurch  ausgezeichnet,  dafs  er  verschiedene  erforderliche  Kor- 
rektionen anbringt;  die  z.  T.  unterblieben  waren  (u.  a.  die  Reduktion 
wegen  des  Mitschwingens  der  Luft  [man  hatte  nur  wegen  des  Auftriebs 
korrigiert],  wegen  Temperatur,  auf  das  Meeresniveau).  Jedoch  fahrt  er 
die  Ausgleichung  ohne  Rücksicht  auf  die  Verteilung  der  Stationen  über 
die  Erdoberfläche  durch;  verschiedene  Orte  kommen  mehrfach,  London 
sogar  llmal  vor.  Er  findet  ll »«  0,0051449  und  für  die  tägliche  Schwingungs- 
zahl  n  des  Londoner  Sekundenpendels  in  der  Breite  Bi 

n  =.  ^7441625711  .  KT+^lTsin'J?  .♦) 

Borenius  stellte  eine  in  mehreren  Beziehungen  verbesserte  Rechnung 
an.  Namentlich  sorgt  er  für  eine  gleichmäfsigere  Verteilung  der  Stationen , 
deren  jede  bei  ihm  nur  eine  Gleichung  erhält.  In  seiner  Abhandlung 
Über  die  Berechnimg  der  mit  dem  unveränderlichen  Pendel  zur  Bestimmung 
der  Abplattung  der  Erde  angestellten  Beobachtungen  (Bulletin  de  la  Glosse 
physico-mathematique  de  V  Academie  imp.  des  sciences  de  St.  Petersbourg^ 
tome  1 1843)  findet  sich  als  tägliche  Schwingungszahl  des  Londoner  Se- 
kundenpendels an  einem  Orte  mit  der  geographischen  Breite  B: 

86265,016  +  222,359  sin«J5  .  (10) 

Hierbei  sind  47  Stationen  mit  47  Gleichungen  benutzt.    Aus  32  nördlichen 
und  Äquator- Stationen  folgt 

86265,097  +  222,242  sin«^  ; 

aus  20  südlichen  und  Äquator- Stationen,  wovon  5  mit  den  vorigen  Äqua- 
tor-Stationen gemeinsam  sind,  folgt  ferner 

86264,648  +  223,080  Bin«B  . 

Die    gute    Übereinstimmung    der    Ausdrücke   für  beide  Erdhälften  zeigt 
sich  also  auch  bei  dieser  Berechnung. 


*)  Hiernach  wird  allerdings  n  (London)  für  Co  nicht  86400.  Letztere  Zahl 
ist  eben  der  unausgeglichene  Wert  von  n  für  Cq.  Bei  Berechnung  von  C^  aus 
Co  hat  man  aber  die  ausgeglichenen,  d.  h.  die  Formelwerte  anzuwenden. 
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Borenius  leitet  aufserdem  die  Ausdrücke 

86265,475  +  216,379  sin*  J3  +  6,958  sin«  B  (U) 

und  . 

86491,474  —  14,051  cosB  —  212,071  cos»  JB 

ab,  von  denen  der  letztere  jedoch  zu  verwerfen  ist,  da  die  Potential- 
theorie Ausdrücke  fordert ,  die  nach  Potenzen  von  sin  B  fortschreiten 
(allgemeiner  gesprochen:  nach  Kugelfunktionen  der  Breite  und  Länge). 

Bedenkt  man,  dafs  für  konstante  Pendellänge  l  sich  die  Schwingnngs- 
zahlen  n  umgekehrt  wie  die  Zeiten  t  verhalten,  so  findet  man  leicht  aus 
(10)  bezw.  (11): 

f  ^    .    _    222,359    .  ,  x>     1     /222,369\2  .   ,  „  1  ,    ^, 

also 

ll,  =  0,0051552      ^4  =  0,00000664  ; 
femer 

^ -- ^al^  +  ^  • -86265-;6  ''^' ^  +  U8626-5;5)   +  ^  •  86265,d  "^^^ 

also 

bt  =  0,0050166      II4  »  0,00016761  . 

Hiermit  erhält  man  weiter: 

ü  =  0,0034899  -  ^^      )»  =  0,0000066  (12) 

Sphäroid  über  Eüipsoid  im  Max.  +  9,3"* 
bezw. 

ü  =  0,0034828  -  -^gi^      H  =  0,0000601  (13) 

Sphäroid  über  EUipsaid  im  Max,  —  76*». 

Bezüglich  des  Ansatzes  der  Fehlergleichung^n  sei  hier  Folgendes  be- 
merkt; vergl.  auch  3.  Kap.,  §  33. 

Da  die  Potentialtheorie  unmittelbar  auf  eine  Entwicklung  für  g  oder 
auch  für  die  Länge  C  des  Seknndenpendels  nach  Potenzen  von  sin  B  führt, 
so  ist  es  korrekt,  wie  Schmidt  die  Ausgleichung  auf  grund  dieser  Pendel- 
längen zu  führen  oder,  wie  Baily^  die  n*  als  Beobachtungsgröfsen  anzu- 
sehen; es  ist  aber  weniger  gut,  wie  von  Borenius  geschehen,  auf  grund 
der  Schwingungszahlen  n  selbst  zu  rechnen,  da  diese  den  Quadratwurzeln 
der  a  proportional  sind. 

Paucker  berechnet  in  seiner  bereits  Bd.  1  S.  18  citierten  Abhandlung 
{Bull,  de  la  Glosse  phys^-math.  de  VAc.  imp.  de  St.  Pet.  Bd.  12  S.  120—128, 
Bd.  13  8.  49—89  und  225—237,  insbesondere  S.  227)  nach  einer  Zusammen- 
stellung der  Resultate  verschiedener  Rechner  aus  28  Stationen: 

^  =  ^^  (1  +  0,006209070  sin«^  —  0,00005973  8in»2J5) . 
Hieraus  folgt 

^  =  ^^  (1  4.  0,00497015  8in«B  -f  0,00023892  sin^B)  (14) 

mit 

«=,0,0034648=  2g^^      !>  =  0,0000836  (14*) 

Sphäroid  über  EUipsoid  im  Max.  —  114»»». 

Dieses  Resultat  hat  indes  weniger  Bedeutung  als  das  von  BoreniuSt 
weil  Paucker  nur  diejenigen  der  47  Stationen,  welche  ersterer  anwandte^ 
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nimmt,  bei  denen  die  Abweichung  der  berechneten  von  der  beobachteten 
täglichen  SQhwingungssahl  <  8  ist.  (Bei  Borenius  kommen  Abweichungen 
bis  11  vor.)  Diese  Art  derTuswahl  ist  jedenfalls  bedenklich.  Man  kann 
noch  bemerken,  dafs  Paucker  aus  den  Gradmessungen  ein  Botationssphäroid 
findet,  welches  zwar  beinahe  dieselbe  Abplattung  hat,  aber  vom  Ellipsoid 
entgegengesetzt  abweicht  (Bd.  1  S.  18),  so  dafs  im  gründe  keine  grofse 
Übereinstimmung  dieser  beiden  Resultate  vorhanden  ist. 

Eine  neuere  Berechnung  von  ü  aus  den  Pendelbeobachtungen  gab  1880 
Ä.  E.  Clarke  in  seiner  Geodesy  p.  341—361.  Durch  den  Einflufs  der  bei 
dieser  Berechnung  herbeigezogenen  indischen  Beobachtungen  verkleinert 
sich  II  auf  etwa  1 :  294 ,  welchen  Wert  Verfasser  p.  319  auch  aus  Grad- 
messungen ableitet.  Jedoch  ist  auch  diese  Obereinstimmung  wie  bei 
Paucker  durchaus  zufällig  und  in  der  Genauigkeit  der  Einzelresultate 
nicht  begründet. 

§  17.  Die  Normalform  der  NiTeaufläelieii  (anl^erlialb)  nnd 
das  Botationselllpsoid.  Die  beobachteten  und  auf  das  Meeresniveau 
reduzierten  Werte  von  ff  lassen  sieh,  wie  bereits  erwähnt,  bis  auf 
Grofsen,  welche  im  Verhältnis  zu  g  die  vierte  Ordnung  nicht  wesent- 
lich überschreiten,  durch  eine  Formel  ^  =«  ^^  (1  +  b  sm^B)  inter- 
polieren. Setzt  man  ^  =  ^«  (l  +  kj  sin'^  -f- 1^4  sin^^P),  so  zeigt 
sich  in  der  That,  dafs  ^4  ebeufalls  eine  Grofse  vierter  Ordnung 
wird  (vergl.  §  16  S.  88),  Eine  Verbesserung  ist  jedoch  die  drei- 
gliedrige Formel  für  ff  nichts  insofern  sie  die  ff  im  Meeresniveau 
nicht  wesentlich  besser  als  die  zweigliedrige  darstellt.  Es  würde  in  der 
That  erst  durch  Mitnahme  zahlreicher  weiterer ,  von  Breite  und  Länge 
abhängiger  periodischer  Glieder  möglich  werden,  diese  ff  wesentlich 
besser  zu  interpolieren,  weil  die  Abweichungen  gegen  jene  beiden 
einfachen  Formeln  einen  lokalen  und  kontinentalen  Charakter  besitzen. 

Als  Normalform  der  Niveauflächen  aufserhalb  dürfen  wir  hier- 
nach diejenigen  Niveausphäroide  ansehen,  für  welche  in  dem  Potential- 
ausdruck 


p  =  ^*i 


1  +  ^.  (1  —  3  sin»  9»)  +  ^^  cosV 


(1) 


die  Eonstanten  so  bestimmt  werden^  dafs  für  das  Niveausphäroid 
des  Geoids  in  Strenge 

ff-ffa(l  +  b^mW)  (2) 

wird.  Für  die  höher  gelegenen  Niveausphäroide  wird  allerdings  ff  in 
Sirenge  diese  Form  nicht  behalten;  dies  ist  jedoch  gleichgültig,  und 
überdies  wird  sich  zeigen,  dafs  für  die  Nähe  der  physischen  Erdober- 
fläche die  höheren  Glieder,  welche  zu  (2)  im  allgemeinen  hinzutreten, 
sehr  klein  bleiben. 

Beziehen  sich  jetzt  a ,  ffa^  ü,  b  und  t  ausschliefslich  auf  das 
Niveausphäroid  der  Meeresfläche,  so  haben  wir  nach  S.  82  §  14  (9) 
zur  Bestimmuni?  von  ]l  und  ß: 
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1»  =  ^  =1  (7  a» -4llh) +  <;/,;  (3) 

ferner  ist  hiermit  die  Gleichung  der  Meridiankurve  dieses  besonderen 
Niveausphäroids  nach  8.  80  §  13  (7): 

r  =  a{l-^a{l  +  ^a—jh)sm^g>+ü(jü-}b)sm*ip-Gl,\    (4) 

und  die  maximale  Erhebung  über  das  gleichstark  abgeplattete  Rota- 
tionsellipsoid nach  S.  83  §  15  (5) : 

2V«la(a  + 2h) +  (?/,),  (5) 

was  nach  8.  85  §  16  (6)  12,7  Meter  betragt. 

Zur  Bestimmung  von  Ä',  cy^iMk^  und  Mk^  hat  man  nach  8.  79 
§  12  (7)  und  (8),  ^owie  nach  S.  83  §  15  (7)  und  unter  Benutzung  der 

Relation  a  +  h  =  y  t  +  6?/^  die  Formeln : 

(6) 


Afk'^ 


9a  ^^ 


l  +  C~||-i.C«+|-ll«-ifbc  +  (^Je 


Die  Formeln  für  r  und  g  sowohl  im  allgemeinen,  wie  auch  für  be- 
liebige Niveauflächen  können  aus  der  nunmehr  als  bekannt  anzu- 
sehenden Funktion  U,  Gleichung  (1),  abgeleitet  werden,  was  im 
wesentlichen  den  Entwicklungen  der  Paragraphen  12  bis  15  ent- 
spricht.    Wir  kommen  hierauf  im  folgenden  Paragraphen  zurück. 

Hier  ist  zunächst  noch  zu  erwähnen,  dafs  H.  Bruns  in  seiner 
Fiffur  der  Erde  8.  16  und  18  für  die  Normalform  den  Ausdruck 

^-^l^  +^  (1  -  3«n»  +  ^cos>) 

ansetzt  und  behandelt.  Er  setzt  also  insbesondere  "b  b=s  null  und 
findet  damit,  wie  auch  unsere  Formel  (10)  §  13  8.  80  ergiebt,  als 
maximale  Erhebung  des  Niveausphäroids  des  Geoids  über  das  gleich- 
stark abgeplattete  Ellipsoid 

19,1«. 

8elbstverständlich  reduziert  sich  für  das  Meeresniveau  g  nicht  mehr 
in  8trenge  auf  den  Ausdruck  (2),  vielmehr  treten  noch  Glieder  mit 
sin^J?  u.  8.  f.  hinzu,  welche  jedoch  nur  sehr  kleine  Werte  annehmen 
können,  wie  schon  aus  der  geringen  Differenz,  der  Maximalerhebungen 
13  und  19  Meter  folgt.  (Nach  Gleichung  (4)  8.  83  §  15  wird  für 
H  =  null  ^4  gleich  rund  0,00001.) 
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Für  welche  der  beiden  oben  angegebenen  Normalformen  man 
sich  auch  entscheiden  mag,  so  ist  jedenfalls  die  Abweichung  des  der 
Meeresfläche  entsprechenden  Niveaasphäroids  vom  Rotationsellipsoid 
gleicher  Abplattung  eine  so  geringe,  dafs  der  Gebrauch  der  Geodäten 
(jercchlfertigt  erscheint,  das  Geoid  abgesehen  von  den  Verbiegungen 
lokalen  und  kontinentalen  Charakters  als  abgeplattetes  Rotationsellipsoid 
anzusehen. 

Man  kann  sogar  ü  auch  so  ansetzen,  dafs  für  ein  bestimmtes 
Niveausphäroid  die  Gleichung  (1)  diesem  Rotationsellipsoid  genau 
entspricht.  Als  ersteres  nehmen  wir  wieder  dasjenige  des  Geoids, 
auf  welches  sich  tf»  ^a;  0;  b  und  t  beziehen  sollen.  Damit  nun  der 
Radiusvektor  desselben  mit  dem  des  gleichstark  abgeplatteten  Rotations- 
ellipsoides  bis  auf  Glieder  sechster  Ordnung  im  Verhältnis  zu  a  über- 
eiustimmt^  ist  in  der  für  das  Meeresniveau  geltenden  Formel 

g  =  ga[\  +  \}^  —  bj  sin^^  +  k^  sin^i?  +  Gl^\  (2*) 

nach  S.  83  §  15  (5)  zu  setzen 

k4  =  Ya(Ä  +  2h), 

oder  nach  Elimination  von  a  mittelst  der  Relation  0  +  ^  =  ^^+0/4: 
Mit  dem  ersten  Ausdruck  folgt  nach  (4)  §  15  S.  83  weiter: 

ji  =  a(|a-b)  +  ö/«,.  (3*) 

womit   sich  für  den  Radiusvektor  der  Meridiankurve  nach  (7)  S.  80 
§  13  in  Übereinstimmung  mit  Gleichung  (8)  daselbst  findet: 

r  =  a  jl  -  a(l  +  |a)  sin^ip  +  l-a^  sinV  -  Gl,  ),         (4*) 

die  Polargleichung  der  Ellipse  bis  auf  Glieder  sechster  Ordnung  dar- 
stellend. 

Zur  Bestimmung  der  Konstanten  des  Potentialausdrucks  (1)  für  V 
hat  man  in  ähnliche  Entwicklung  wie  oben  für  die  erste  Normalform : 

«"»'        C  (1  +  (  _  b  +  Gl,)  ^^*^ 


Mk"^^- 


Jtf*» 


i  +  «-»'+-n-*'  +  *'-T"""+^^» 
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Wie  bereits  oben  bemerkt,  lassen  sich  nun  r  und  g  für  beliebige 
Niveauflächen  aus  dem  Ausdrucke  für  ü  herstellen. 

Wenn  wir  in  Zukunft  besonders  hervorheben  wollen,  dafs  das 
Niveausphäroid  des  Geoids  eine  der  drei  besprochenen  Normalformen 
hat,  so  werden  wir  es  kurz  als  Normalsphäroid  bezeichnen. 

§  18.  Die  Formänderung  der  Niyeausphäroide  in  der  Nähe 
der  physischen  Erdoberfläche  mit  der  Höhenlage. 

Der  Abstand  unendlich  benachbarter  Niveauflächen  ist  bereits  im 
ersten  Kapitel  §  8  S.  10  Gegenstand  der  Untersuchung  gewesen.  Dar- 
nach ist  der  Abstand  des  Niveausphäroids  der  Meeresfläche  von  einem 
unendlich  benachbarten  Niveausphäroid  mit  Rücksicht  auf  die  Formel 
(1*)  §  16  S.  85  für  die  Beschleunigung  der  Schwere  dem  Ausdruck 

1  +  ksin^B  ,       b  =  0,00531  (1) 

umgekehrt  proportional.  Insbesondere  hat  man  für  die  Abstände  h 
am  Äquator  und  am  Pol  die  Proportion: 

Äj^.  :  Äp,,  =  1,00531  :  1 
oder  näheruDgsweise  (2) 

hAequ. :  hpoi  =  189  :  188  . 

Diese  Proportion  darf  man  als  erste  Annäherung  auch  auf  be- 
liebige Niveauflächen  in  der  Nähe  der  Erdoberfläche  und  auf  endliche 
Abstände  anwenden.  Sie  zeigt  deutlich  die  Thatsache,  dafs  die  Ni- 
veauflächen, selbst  in  der  normalen  Form  der  Niveausphäroide,  im 
ganzen  betrachtet  erheblich  vom  Parallelismus  abweichen. 

Für  zwei  Abstände  h  in  den  Breiten  B^  und  B2  erhält  man  die 
Proportion : 

Äj  :  Äj  —  1  +  0,00531  sin«J?2  •  1  +  0,00531  sin^^i  . 
Hieraus  folgert  man  ohne  Schwierigkeit: 

,           ,           0,00531  Bin  (.5,  —  B,)  ain  (B,  +  BQ    ,  .«. 

^1  —■  ^1 1+ 0,00531  sin«  ^,  ^^  '  ^^f 

Ist  J?2  +  ^1  =  90®,  so  erreicht  der  Ausdruck  rechter  Hand  unter 
soDst  gleichen  Umständen  sehr  nahe  sein  Maximum.  Dasselbe  beträgt 
für  B2  —  ^,  =  1®,  d.  h.  also  für  15  geographische  Meilen  meridio- 
nalen  Abstandes  rund  0,00009  Ä|  . 

Infolge  des  Umstandes,  dafs  die  Niveausphäroide  keine  ähnlichen 
Flächen  sind,  ändert  sich  auch  die  Abplattung  mit  der  Höhenlage. 
Sind  a  uud  b  die  äquatoriale  und  polare  Halbaxe  eines  Niveausphäroids, 
so  hat  man  für  dessen  Abplattung  die  Gleichung: 

a  —  ft  =  öÄ  . 

Für   ein    unendlich   benachbartes   wird    durch  Differentiation    dieser 

Gleichung 

da  —  db  ^^  a  du  +  ü  da  .  (4) 
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Für  die  Beschleanigung  der  Schwerkraft  auf  dem  Niveausphäroid 
koDnen  wir  aber  ansetzen 

ff  =  ffa(l  +  \^Hm^B  +  Gi,y,  (5) 

demnach  ist 

da.l  =  db(l+b  +  GQ 
oder 

db  =  da(l^b  +  Gl,).  (6) 

Fahren  wir  dies  in  Gleichung  (4)  ein^  so  ergiebt  sich  nach  einfacher 
Reduktion : 

da^^ib-a  +  Gi,).'  (7) 

Da  b  sehr  nahe  y  ^  ^^^>  ^  ^^^  ^^^  angenähert 

d«-|.^.  (8) 

§  19.  Fortsetzung.  Es  ist  nächstdem  von  Interesse  zu  er- 
mitteln, wie  sich  die  Niveausphäroide  in  verschiedenen  Hohen  zu 
dem  Ellipsoid  gleicher  Abplattung  verhalten.  Nach  S.  80  §  13  (10) 
ist  der  maximale  Absland  eines  NiveauspMroids  vom  Ellipsoid  gleicher 
Abplattung  gleich 

{ra-  rE)ma.  --^«{a(ytt-h) ->+(?/«}.  (1) 

worin  Oy  a,  b,  b  sich  auf  das  betreffende  Niveausphäroid  beziehen.  Da 
wir  nun  verschiedene  Niveausphäroide  vergleichen  wollen,  müssen  wir 
a,  b  und  b  auf  absolute  Eonstanten  zurückführen.  Dies  wird  durch 
nachstehende  Formeln  geleistet,  die  man  unter  Annahme  des  Aus- 
drucks (1)  §  12  S.  77  für  U  leicht  aus  §  12  entnimmt: 


(2) 


l""2c-4§  +  ff/,, 

« 

^       Jtf *«  +  ^'«  ' 

Hieraas 

folgt: 

a 

2a 

de 

da 

+  ^+ö^4"=4«  +  2h  +  G/,, 

6  ^  dt 
2  "da 

-<'^  +  Gh-i- 

H+Gl^, 

«  d«  •=       ^'^  • 

(3) 


Aus  (1)  ergiebt  sich  nun  durch  Differentiation  und  unter  Anwendung 
vorstehender  Formeln: 
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oder    Il'-'LI.'-^-  =1(31.  +  Sflk  -  f  «*  -  b^  +  Gl,]  .        (4) 

Wenden  wir  die  Zahlwerte  des  §  16  8.  84  und  85  an,  so  wird 
[vergl.  auch  S.  90  §  17  (3)]  b  sehr  nahe  gleich  -|-a  und 

j  =  1  (7a^  -  4ak)  +  Gl^    oder  sehr  nahe  =  y  a^ 
Damit  folgt 

oder  sehr  nahe  ==  -  -^^  a^    d.i.    —  —  0,000010  .  (5) 

Setzt  man  dagegen  H  =  null  (vergl.  §  17  S.  90)  und  behalt  die 
Relation  li  »=  y  n  bei,  so  wird  dieser  DifiPerentialquotient  gleich 
-  0,000012  . 

Wählt  man  endlich  J  nach  Gleichung  (3*)  §  17  S.  91,  d.  h. 
nahezu  gleich  a^,  wobei  nun  das  Niveausphäroid ,  auf  welches  sich 
die  festen  Werte  von  ü,  b,  t  und  H  beziehen,  bis  auf  Glieder  sechster 
Ordnung  in  r  :  a  mit  der  Ellipse  gleicher  Abplattung  übereinstimmt, 
dann  folgt 

da 4  —  +^^«'  W 

oder  sehr  nahe  c=  —  A  ^2   d.  i.  =  —  0,000004  . 

In  diesem  Falle  sind  sonach  die  Änderungen  der  Niveausphäroide 
mit  der  Höhenlage  am  kleinsten.  Sie  sind  aber  auch  bei  den  beiden 
vorhergehenden  Annahmen  sehr  klein :  selbst  für  eine  Änderung  von  a 
im  Betrage  von  ^0  =  6370™  ist  J  {ru  —  rjg),»««  jedenfalls  <  0,1 »». 

Die  Niveausphäroide  ü  in  der  Nähe  der  physischen  Erdoberfläche 
stimmen  daher  alle  in  gleichem  Grade  mit  Rotationsellipsoiden  derselben 
Abplattung  vberein.  Wählt  man  insbesondere  die  Funktion  0  so, 
dafs  das  Niveausphäroid  der  Meeresfläche  in  r  :  a  bis  auf  Glieder 
sechster  Ordnung  mit  einem  Revolutionsellipsoid  gleicher  Abplattung 
übereinstimmt,  so  sind  auch  überhaupt  alle  Niveausphäroide  ü  in  der 
Nähe  der  physischen  Erdoberfläche  Revolutionsellipsoide  bis  auf 
Gröfsen  derselben  Ordnung. 

§  20.  Die  normale  Änderung  der  Beschleunigung  g  der 
Schwerkraft  mit  der  Höhe  in  der  Nähe  der  physischen  Erd- 
oberfläche, aul'serhalk    Näherungsformeln  für  g  und  dg:  Ji^^ 

Legen  wir  für  U  den  Ausdruck  (1)  §  12  8.  77  zu  gründe,'  so  ist 
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allgemein  für  ein  bestimmtes  Niveausphäroid  in  der  Nähe  der  physi- 
schen Erdoberfläche 

g  =  ga{l  +  ^2  ^in^B  +  b,  sin^B  +  Gl,)  .  (1) 

Beachten  wir  die  Relation  b  =  kj  +  1^4  +  . . .  ,  so  folgt  zur  Be- 
stimmung von  ^4  aus  Gleichung  (9)  §  14  S.  82: 

k^  =  311 -7a^-f4ab +  (?/„.  (2) 

Hieraus  erhält  man  durch  Differentiation  bei  geftndertem  Äqua- 
torialhalbmesser des  Niveausphäroids: 

«  4«   =  3«£  -  (14«  -4b)«^  +  Ua..f-  +  Gi,  ; 

setzt  man  nun  rechter  Hand  die  Werte  der  DifFerentialquotienten  (3) 
§  19  S.  93  ein,  so  folgt 

d\t^  =  ^  {30fl'  +  W  —  lOab  -  1211  +  Gi^\  ■  (3) 

Setzen  wir  hierin  näherungs weise  b  =  —  ä  und  i  =  —  a^ ,  null  oder 

ü^  (vergl.  die  dritte  Annahme  in  §  19  S.  94);  so  wird  db^  gleich  20-, 
24-  oder  12-mal  tt^  .  da  :  a .  Es  ist  also  selbst  für  die  Änderung 
^a  =  6370*^  die  Änderung  /Jb^  ganz  unwesentlich. 

Man  kann  daher  b^  für  die  Nähe  der  physischen  Erdoberfläche 
als  konstant  betrachten.  Hat  man  es  insbesondere  fürs  Meeresniveau 
gleich  null  angesetzt,  so  wird  es  innerhalb  der  angegebenen  Grenzen 
überall  null. 

Zur  Bestimmung  der  Veränderung  von  II2  hat  man 

db^  =  db-db^+  ... 
und  demnach  mit' Rücksicht  auf  (3)  §  19  S.  93: 

da 


db,^^[iü  +  2b+Gl,], 


oder  angenähert  (4) 

Der  allgemeine  Ausdruck  für  die  Beschleunigung  g  ist  nach  (6) 
§  14  S.  81  in  abgekürzter  Form: 

^  =  ^{l  +  l50-3^^'^'9^)--SF^^«'9^  +  ^^4l-        (5) 

Da  wir  in  der  Parenthese  Glieder  vierter  Ordnung  vernachlässigt 
haben,  so  kommen  hierbei  die  in  §  17  S.  89  besprochenen  Unter- 
schiede in  den  Annahmen  für  2/  nicht  weiter  in  betracht.  Für  yiele 
Zwecke  reicht  aber  Aufdruck  (5)  völlig  aus.  Um  die  Änderung  von  g 
für  eine  differeniiale  Verschiebung  dh  in  Höhe  zu  erhalten,  haben 
wir  zu  beachten,  dafs 
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dg         dg   dr    ,     dg   dtp  ,^. 

dh  '^  dr   dh  '^  ay  dh  '  W 

Das  differentiale  Dreieck,  welches  ans  dh,  dr  und  rdtp  gebildet  wird, 
zeigt  nun,  dafs  zwischen  diesen  Grofsen  die  Beziehungen 

dr  =  dh  .  cos  (B  —  w) 
r  d<p  '=^  dh  .  sin  {B  —  q))  ^  ^ 

bestehen.     Hierbei  ist  nach  (3)  §  14  S.  81  B^q)  ^=  nsin  2tp  -j-  61^  . 
Man  erkennt  jetzt  sofort  die  Richtigkeit  der  Gleichung: 

*  =  |f  +  ^'-  (8) 

wenn  unter  Gl^  Glieder  verstanden  werden,  die  Faktoren  der  Ordnung 
a^  enthalten. 

Wir  erhalten  demgemafs: 


^  =  -(f  +  '?(l"3sin'9>)+-?^cos^9>  +  ö/,) 


dh 


oder  mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  (7),  (8)  und  (5)  §  12  S.  79 
und  78,  sowie  mit  einigen  zulässigen  Vernachlässigungen: 

dg :^[l  +  a  +  C  —  3a  sin'i?  +  Gl,  )  dh  .  (9) 

Setzen  wir  hierin  noch  für  r  den  Ausdruck  «(1  — asiu^j^  +  ö^/J, 
so  folgt  nach  einiger  Reduktion: 

dg  =  —  -^[l  +  a  +  t  —  2a  sin^^  +  Gl,  j  dh .  (10) 

Bei  der  Bildung  des  zweiten  Differentialquotienten  von  g  nach  h 
kann  man  von  Gliedern  zweiter  Ordnung  ganz  absehen  und  findet 
ohne  Mühe  aus  (9)  sofort 

^-^1" +  <".!■  (") 

Der  Vollständigkeit  halber  fügen  wir  nach  S.  83  §  15  (7)  hinzu: 
Ä^  -  ^^  (l  -  k  +  C  +  Gl)[l  +  ksin^i?  +(?/,).        (12) 

Diese  Formeln  gelten  für  jedes  Niveausphäroid  aufserhalb  in  der 
Nähe  der  physischen  Erdoberfläche.  Sie  gestatten  einen  bequemen 
Ausdruck  für  den  normalen  Wert  Yon  g  in  der  Meereshohe  H  auf- 
zustellen. 

Beziehen  sich  Gröfsen  mit  dem  unteren  Index  0  auf  das  Niveau- 
sphäroid der  Meeresfläche,  so  ist  in  der  Höhe  H  über  demselben,  H 
gemessen  in  der  Lotlinie,  welche  dieses  Sphäroid  in  der  geographischen 
Breite  B  durchschneidet: 
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d.b.  mit  Bücksicht  auf  (10)  und  (11): 

^  =  ^o|l-^(l  +  a  +  C-2a8in2i?  +  ö/4)+~\l  +  ö/,)+...),(13) 

mit         ^^  =  :^(1  _  k  +  c  +  ö/J  [  1  +  bsin'B  +  Gl,]  •       (14) 

Ad  den  Grofsen  ü,  b  und  t,  die  sich  hierin  ebenso  wie  üq  und  ff^ 
auf  das  Niveausphäroid  der  Meeresfläche  beziehen^  ist  der  Index  0 
der  Einfachheit  halber  weggelassen. 

Diese  Formeln  befriedigen  jedes  praktische  Bedürfnis,  denn  (14) 
giebt  ffQ  so  genau,  wie  die  Beobachtungen  zur  Zeit  den  numerischen 
Ausdruck  für  diese  Grofse  haben  ermitteln  lassen,  vergl.  (1)  und  (1*) 
§  16  S.  84,  und  in  (13)  werden  die  vernachlässigten  Glieder  der  ge- 
schlungenen Parenthese,  da  ff :  a^  im  Maximum  etwa  Viooo  beträgt, 
weit  kleiner  als  Viooooooi  j^  ™^^  kann  recht  wohl  auch  das  Glied 
H^ :  a^^  vernachlässigen. 

Bei  der  Aufstellung  von  Formeln  für  die  Beschleunigung  g 
wird  vielfach  ein  mittlerer  Erdradius  R  angewandt.  Nun  ist  für  das 
Niveausphäroid  der  Meeresfläche 

r  =  a,  (1  -  asin^B  +  Gl,) .  (15) 

Diese  Gleichung  zwischen  r  und  B  gilt  mit  gleicher  Genauigkeit  für 
ein  Rotationsellipsoid  mit  den  Elementen  a^  und  a ;  wir  haben  daher 
nach  Bd.  1  S.  68  §  21  sofort  für  den  mittleren  Erdradius  R  die 
Gleichung: 

Ä-ao(l-y« +  <?/,) 

oder  (16) 

fl,=Ä(l+i-a +  <?/«). 

Die  Formeln  (13)  und  (14)  geben  unter  EinfSbrung  dieses  Aus- 
dmckes  fOr  a^  und  mit  Benutzung  der  Relation  ü  -\-  b  '=-^1  -\-  Gl^: 

'=«'o{l-¥{^  +  |«+t-2«sin»5  +  fi!/,)+^'(l  +  G/,)+...)  ,     (17) 

Bezeichnen  wir  den  Wert  von  g^  für  B  =  46®  mit  (5,  so  folgt 
noch  aus  (18)  nach  naheliegenden  Reduktionen: 

^0  =  «  (l  -  Y*  ^^^^^  +  ^^4)  (19) 

mit 

«-=^0-T«-T^  +  ^^)-    .  (20) 

Nach  den  8.  85  §  16  (1*)  angegebenen  Zahlen  ist  zu  setzen 

ffo  —  9,8060  "■  (1  —  0,00265  cos  2B).  (19*) 
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Die  Yorstehenden  EntwickluDgen  lassen  nun  erkennen^  wie  genau 
yerschiedene  in  Anwendung  kommende  Näherungsformeln  sind.  Wird 
z.  B.  für  die  Schwerkraft  in  der  Breite  B  und  der  Meereshohe  H  gesetzt 

ff-9o-(^^'='^(^-\^<^^2B-^-§),  (21) 

WOZU  die  Differentialformel 

dg  _         2dH  .^. 

gehört,  so  ist  die  normale  Veränderung  im  Meeresniveau  so  genau 
berücksichtigt,  als  gegenwärtig  möglich,  die  normale  Veränderung 
mit  der  Höhe  aber  nach  (10)  und -(16)  auf  etwa  72^0  Maximalfehler. 
In  den  oben  entwickelten  Formeln  kann  man  mit  hinreichender 
Genauigkeit 

M  =  ±^icR^Gm  (23) 

setzen,  worin  6^  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  bezeichnet  und 

j  X  R^  als  Volumen  der  Erde  angesetzt  ist.    Nach  Bd.  1  S.  68  ist 

das  Volumen  des  Rotationsellipsoids  gleich  diesem  Ausdruck  bis  auf 
Bruchteile  der  vierten  Ordnung;  mit  derselben  Genauigkeit  etwa 
wird  dieser  Ausdruck  auch  fQr  das  Volumen  des  Geoids  anwendbar 
sein.  Überdies  wird  Formel  (23)  bei  allen  numerischen  Bestimmungen 
von  9m  benutzt.  Mithin  kommt  der  theoretische  Fehler  des  Aus- 
drucks für  At  bei  der  numerischen  Anwendung  nicht  zur  Geltung; 
er  ist  auch  ohne  Belang^  weil  bei  der  Bestimmung  von  Gm  zur  Zeit 
Fehler  anderer  Art  begangen  werden^  die  weit  bedeutender  sind  als 
diejenigen  der  Theorie. 

Setzt  man  einfach^  entsprechend  der  Kugelgestalt  der  Erde: 

_      Mk*  ,^ ,. 

so  giebt  dieses  in  g  zufolge  (18)  etwa  73^0  Maximalfehler,  während 
die  Veränderung  mit  der  Höhe  wie  bei  (22)  auf  72^0  Maximalfehler 
richtig  wird. 

Alle  hier  aufgestellten  Formeln  geben  nnr  den  normalen  Teil  von  g 
und  dg  :  dH.  Wegen  lokaler  und  kontinentaler  Einflüsse  weicht  g  in 
Wirklichkeit  um  etwa  '/gooo  seines  Betrages  im  Maximum  vom  normalen 
Werte  ab.  dg  :  dH  kann  sich  noch  weit  mehr  ändern;  normal  ist  es  nur 
bei  Erhebungen  in  freier  Luft  über  nahezu  ebenem  Terrain  und  bei  Ab- 
wesenheit gröfserer  Dichtigkeitsunregelmäfsigkeiten  in  der  Nähe  der  Erd- 
oberfläche, vergl.  4.  Kap.  §  3.  Innerhalb  des  Terrains  giebt  der  normale 
Wert  von  dg  :  dH  gar  keine  Annäherung,  wie  schon  im  Kap.  1  §  26  S.  46 
erwähnt  worden  ist. 

§  21.     Die  normale  Änderung  der  geographischen  Breite 
mit  der  Höhe  wegen  der  Krümmung  der  Lotlinien. 

Wir  drücken  zunächst  die  geographische  Breite  B  als  Funktion 
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des  RadiasvektorB  r  und  der  geozentrischen  Breite  q)  aus.  Bezeichnet 
man  aber  wie  S.  73  §  10  und  S.  81  §  14  mit  (7,  und  ü^  die  beiden 
yoB  null  verschiedenen  Komponenten  der  Scbwerebeschleunigung  und 
beaciitet,  dafs  ü^  die  Richtung  des  Radiusvektors  r  hat,  die  Richtung 
der  Resultante  ff  aber  die  geographische  Breite  markiert,  so  ergiebt  sich 

tan(5'-9,)  =  A, 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Ausdrücke  für  U2  und  ü^  auf  S.  81 : 

B'-<P  +  (~^+  ^Kr)  «ü>29  +  Gl, .  (1) 

Andrerseits  hat  man 

dh         dr   'dh  "^  dq>   dh'  W 

Hierzu  giebt  (1): 

dB       /       SE     .    3a)«r»\    .0       ,    /., 

11-1  +  ^^- 

ferner  hat  man  wegen  der  Relationen  (7)  auf  S.  96  und  in  leicht  er- 
sichtlicher Entwicklung: 

'■ä-(4f+T»)"-2,+<".- 

Durch  Substitution  in  (2)  folgt  hieraus  ohne  Schwierigkeit: 

dB        /       SK     ,    2m*r^\    .    ^       .    ^. 
^  dÄ  =  (-  -2?r  +  -Mw)  sm  29  +  Gl,  . 

Wie  (7)  und  (8)  §  12  S.  79  zeigen,  ist  die  Parenthese  rechter  Hand 
wesentlich  gleich  b.   Man  gelangt  nunmehr  leicht  zu  der  £ndformel:  « 

^B  =  q"  {bsin2^  ^Gi\^^  (3) 

.  in  Sek.  ^  >      ^ 


d.  i.  für  h  =  0,00531  und  r  =  6370000"»  sehr  nahe  die  Relation 

in  Sek, 


.^„^.=  -6S-"°2i?,  (3*) 


wobei  ^B  die  Änderung  der  geographischen  Breite  bezeichnet,  die 
zu  der  Erhebung  z^^  in  Metern  gehört. 

Zu  diesem  Ergebnis  gelangt  man  auch  mit  Rücksicht  darauf, 
dafs  die  Krümmung  der  Lotlinien  eine  Folge  des  Nichtparallelismus 
der  Niveauflächen  ist.  Die  Konvergenz  der  Meridiane  zweier  unendlich 
nahen  Niveausphäroide  im  Abstände  dh  ist  nach  (3)  §  18  S.  92, 
wenn  man  ^j  =  ^,  -(-  dB  setzt,    sehr  nahe  gleich  (Äj  —  h^)  :  rdB 

7* 
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oder  0,00531  Qin2B Ebensoviel  beträgt  die  Biegung  der  Lot- 
linien für  die  Erhebung  dh  . 

In  welcher  Weise  sich  die  Erümmnng  der  Lotlinien  anf  die  Änderung 
der  geographischen  Breite  überträgt,  zeigte  bereits  Gaufs  1853  in  einem 
Briefe  an  Baeyer^  vergl.  das  Protokoll  der  Verhandlungen  der  permanenten 
Kommission  der  europäischen  Gradmessung  von  1869  S.  30  oder  Astronom, 
Nachrkhtm  Bd.  84  1874  Nr.  1993  S.  3.  Hiemach  ist  die  Breite  in  der 
Meereshöhe  H  gleich 

5  +  1070"  — sin  2^, 

was  mit  (3*)  genügend  übereinstimmt. 

Eine  Entwicklung  aut  grund  der  Potentialtheorie  gab  Hattpt  in  den 
Astronom.  Nachrichten  Bd.  84  No.  1996  S.  60,  sowie  Bruns  in  seiner  Fiffttr 
der  Erde  S.  19.  Obwohl  ersterer  einen  nicht  korrekten  Ausdruck  für  das 
Potential  nach  Hansen  anwendet,  wird  doch  seine  Endformel  richtig. 
Dagegen  ist  wiederholt  von  anderen  infolge  fehlerhafter  Berücksichtigung 
der  Anziehung  des  Erdkörpers  der  Differentialquotient  dB :  dh  unrichtig 
aufgestellt  worden. 

§  22.  Die  äufeerste  NiYeaufliche  der  Erde.  Entfernt  man 
sich  in  der  Äquatorebene  mehr  und  mehr  von  der  Erde^  so  nimmt 
die  Anziehung  ab,  die  Zentrifugalkraft  dagegen  zu,  bis  endlich  an 
einer  Stelle  Gleichheit  eintritt.  Darüber  hinaus  überwiegt  die  Zentri- 
fugalkraft. Man  kann  nun  diejenige  Niveaufläche,  in  deren  Äquator 
jene  Gleichheit  statt  hat,  als  äufserste  Niveauflache  bezeichnen,  inso- 
fern sie  unter  gewissen  Voraussetzungen  die  Grenze  der  Atmosphäre 
sein  mufs.  Wir  betrachten  hier  übrigens  diese  Fläche  nur  zu  dem 
Zwecke,  um  an  einem  Beispiel  zu  erkennen,  wie  sich  die  Niveau- 
flachen  bei  grofserem  Abstände  von  der  physischen  Erdoberfläche 
verändern. 

Für  das  Potential  fF  der  Schwerkraft  wenden  wir  wieder  den 
Ausdruck 

«^-^{l+2^(l-38in»  +  -^^co8»9>+...)         (1) 

an,  welcher  jetzt  sicher  eine  weit  stärkere  Annäherung  an  fF  giebt, 
als  dicht  an  der  physischen  Erdoberfläche.  Differenziert  man  U  nach  r 
und  setzt  nach  Einführung  von  r  «=  a ,  sin  9  «=  0 ,  cos  9  =  1 
den  Differentialquotienten  gleich  null,  so  folgt  zur  Bestimmung  des 
Äquatorialhalbmessers  der  Grenzfläche  die  Gleichung 

Verstehen  wir  unter  a^  den  Äquatorialhalbmesser  des  Niveausphäroids 
der  Meeresfläche  und  setzen  wir  wie  bisher 

^  =  C(l  +  G/,).  (3) 

so  läfst  sich  (2)  in  die  Form  briugen: 
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§  22.    Die  äafBerste  Niveaufläohe  der  Erde.  IQl 

Mit  Rücksicht  auf  den  Zahlwert  (=1:288,4  (vergl.  §  16  S.  84)  er- 
kennt man,  dafs  a  :  a^  zwischen  6  und  7  liegt;  läfst  man  daher  rechter 
Hand  in  (4)  alle  Glieder  aufser  1  weg,  so  giebt  dies,  weil  ^K:2a^  nach 
(6)  §  15  S.  83  nahezu  1 :  577  ist  und  weil  ferner  die  Reihe  in  der  Klammer 

nach  Potenzen  von  [— )  fortschreitet,  nur  einen  kleinen  Fehler  in  der 
Bestimmung  von  «  :  «q  .    Derselbe  betragt  etwa  1  :  75000  des  Wertes. 
Wir  setzen  somit  in  grofser  Annäherung 

a  =  ÖQ  y^  =  a^  .  6,607  .  (5) 

Darch  diese  Relation  ist  zunächst  der  Äquatorialradius  der  Grenzfläche 
in  Bezug  zu  demjenigen  der  Meeresfläche  gebracht. 

Um  nun  auch  die  Form  der  Grenzfläche  zu  ermitteln,  schreiben 
wir  statt  (1) : 

^-=^|i  +  ^«««'9>l;  (6) 

dieser  Ausdruck  entspricht  genau  demjenigen  Falle,  dafs  die  Erde 
nach  aufsen  wie  eine  homogene  Kugel  anzieht,  was  in  dem  beträcht- 
lichen Abstände  der  Grenzfläche  bereits  sehr  nahe  zutrifiFt,  wie  auch 
das  Vorhergehende  hinlänglich  zeigt.    Aus  (6)  folgt  unmittelbar 

(6*) 

Da  nun  für  cos  9  =  null  r  in  die  kleine  Halbaxe  b  übergeht,  so  ist 
h=^Mk^i  U.  Führen  wir  in  (6*)  b  ein,  sowie  ferner  die  aus  (2) 
folgende  und  für  (6)  modifizierte  Relation  Mk'^  '^  m^a^ ,  so  ergiebt  sich 

:--t('  +  t(-;)*«»"W.  0) 

welche  Gleichung  für  r  =  a  und  cos  9  «=  1  zeigt,  dafs  ^  :  a  =  '/j  ist. 
Die  Abplativng  {a  —  b)i  a  der  Grenzfläche  beträgt  hiernach 


*)  Laplaee  berechnet  diese  Abplattung  in  der  Micanique  cileste,  t.  n.,  L  m, 
chap.Vn  p.  169.  Für  eine  beliebige  Niveaufläche  setzt  er,  wenn  a  »->  1  genommen 
wird  und  x  das  Verhältnis  der  Zentrifugalkraft  zur  Schwerkraft  am  Äquator 
Ut,  als  Gleichung  an: 

%  0  COB'9  %  COS*qD 

bringt  jedoch  für  den  Fall  x  *»  1  die  Gleichung  nicht  auf  die  einfache  Form  (8*). 
Laplaee  bemerkt  ausdrücklich,  dafs  diese  Gleichung  nur  unter  Voraussetzung 
kngelartiger  Anziehung  gelte.  Es  ist  also  selbstverständlich,  dafs  er  sie  nicht 
für  die  Nähe  der  physischen  Erdoberfläche  angewandt  haben  wollte,  wie  Astro- 
nom, Na40mchten  Bd.  74  1869  No.  1768  geschehen.  Auch  unser  Citat  Bd.  1.  S.  18 
Z.  24  ist  insofern  inkorrekt. 
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Als  Gleichung  der  Grenzfläche  (und  zugleich  als  Gleichung  ihres 
Meridianschnittes)  erhält  man  jetzt  aus  (7) : 


r         2     ,    1  /  r\8       2 


(8) 


oder  nach  den  gewöhnlichen  Regeln  der  Algebra   für  die  trigono- 
metrische Auflösung  der  Gleichungen  dritten  Grades: 


-j-  =  2  8ec9CO8(-|^  +  60») 


(8*) 


Für  das  Rotationsellipsoid  gleicher  Abplattung  besteht  nach  Bd.  1 
S.  60  (3),  da  *  =  («2  —  b^)  :  b^  =  V4  wird,  die  Gleichung : 


r 
~a 


^l  +  |-8m«qp 


(9) 


Hiemach  ist  -^-   für   die  Grenzfläche    und  das  Ellipsoid    durch 
folgende  Tabelle  gegeben: 


9 


Grenzfläche 


0« 
15 
30 
45 
60 
75 
90 


1,000 
0,875 
0,790 
0,732 
0,695 
0,673 
0,667 


Ellipsoid 


1,000 
0,961 
0,873 
0,784 
0.718 
0,679 
0,667 


Vergl.  hierzu  Fig.  5.   Die  gröfste  Diffe- 
renz der  - 


liegt  bei  g>  =-  21,2®,  wo  deren 

Werte  gleich  sind  0,8359   bezw.  0,9271 
mit  0,0912  DiflFerenz. 

Eine  sehr  wesentliche  Abweichung  zeigt 
die  Grenzfläche  von  dem  Ellipsoid  insofern 
als  sie  am  Äquator  in  eine  Kante  ausläuft. 
Hier  ist  die  Fläche  gegen  die  Äquator- 
ebene unter  60®  geneigt  Unr  dieses  Re- 
sultat zu  erlangen,  genügt  es,  aus  (8*) 
dr  :  r  dtp  für  <p  =»  null  zu  bilden,  d.  i. 
die  Kotangente  des  Neigungswinkels  der 
Meridiankurve  gegen  den  Radiusvektor. 
Übrigens  hat  nur  die  Grenzfläche  diese  Kante;  bei  den  innerhalb  in 
ihrer  Nähe  gelegenen  Niveauflächen  findet,    wie  die   Untersuchung 


Fig.  5. 
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§  23.    Historische  Notizen  za  dem  Theorem  von  Clairauf'^  Newton,      103 

zeigt;  am  Äquator  mit  abnehmenden  Werten  q>  nur  eine  sehr  rasche 
Abnahme  des  Ejrümmungsradius  in  der  Ebene  der  Meridiankurve  statt. 

Ist  %  das  Verhältnis  der  Zentrifugalkraft  zur  Schwerkraft  am  Äquator, 
so  ist  daselbst  der  Krümmungsradius  im  Meridian  gleich  a  (1  —  x). 

§  23.  Historische  Notizen  zu  dem  Theorem  von  Glairaut; 
Newton. 

Die  wichtigsten  Epochen  in  der  Entwicklung  der  Theorie  für 
die  Anwendung  der  Schweremessungen  im  Meeresniveau  auf  die  Be- 
stimmung der  Erdgestait  bezeichnen  die  Namen  Newton,  CiatratU  und 
Stokes,  Machte  der  erste  eigentlich  nur  einen  nicht  ganz  Tollstän- 
digen  Versuch^  das  Gravitationsgesetz  auch  hier  zu  yerwerten,  wobei 
jedoch  wegen  Voraussetzung  der  Homogenitat  der  Erde  kein  zu- 
tre£Pende8  Resultat  möglich  war,  so  gab  Clairaul  in  seinem  Theorem 
eine  Formel  zur  wirklichen  Berechnung  der  Abplattung  der  Erde 
aus  dem  Ergebnis  der  Schwerebeobachtungen,  bei  deren  Begründung 
er  für  die  Massen  der  Erde  nur  noch  eine  gewisse  regelmäfsige 
Schichtung  voraussetzte;  jedoch  in  solcher  Allgemeinheit,  dafs  auch 
eine  hydrostatischen  Gesetzen  genügende  Schichtung  inbegriffen  ist 
Von  allen  diesen  Annahmen,  insoweit  sie^das  Erdinnere  betreffen, 
befreite  endlich  Stokes  die  Entwicklung  des  Theorems;  nur  über  die 
Masseulagerung  der  Erdrinde  bis  zur  Tiefe  nA,  wenn  R  einen 
mittleren  Erdradius  und  a  die  Abplattung  bezeichnet,  sind  auch  hier 
Voraussetzungen  vorhanden. 

Indem  wir  uns  nun  zu  einer  eingehenden  Besprechung  der  ge- 
schichtlichen Entwicklung  wenden,  beginnen  wir  mit  den  bezüglichen 
Sätzen  und  Berechnungen  von  Newton  (1642 — 1727),  die  sich  in 
seinem  Werke  Philosophiae  naturalis  principia  mathematica  vorfinden. 
Ohne  irgendwie  die  Frage  zu  berühren,  ob  die  Oberfläche  eine  Gleich- 
gewichtsfläche sein  kann,  denkt  sich  Newton  in  einem  homogenen 
Rotationsellipsoid,  dessen  polare  und  äquatoriale  Halbaxe  im  Ver- 
hältnis 100  :  101  stehen,  zwei  Kanäle  vom  Zentrum  C  nach  dem  einen 
Pol  P  und  nach  einem  Äquatorpunkt  A,  gefüllt  mit  Wasser,  und 
untersucht  ihr  Gewicht  (den  hydrostatischen  Druck)  in  C  mit  Bücksicht 
auf  die  Zentrifugalkraft.  Da  bei  jenem  Axenverhältuisse  die  Gewichte 
sich  nicht  gleich  herausstellen,  ändert  er  dasselbe  angemessen  ab,  (in 
IFolfers  Übersetzung  a.  a.  0.  §  23  S.  401  unten  bis  S-403).  Der  Kalkül 
vernachlässigt  in  der  Regel  die  zweite  Potenz  der  Abplattung. 

Von  den  erforderlichen  Hilfssätzen  betrifft  ein  erster  das  Verhält- 
nis, in  welchem  die  Anziehung  des  abgeplatteten  Ellipsoids  zu  der 
Anziehung  einer  mit  dem  Polarhalbmesser  beschriebenen  Kugel 
auf  einen  der  Pole  steht.  Um  es  zu  ermitteln,  wird  zuerst  ein  Aus- 
druck für  die  Anziehung  einer  Kreisfläche  auf  einen  senkrecht  über 
ihrem  Mittelpunkt  befindlichen  Punkt  abgeleitet  und  mit  Hilfe  dessen 
ein    Ausdruck   für   das   erwähnte   Verhältnis   der  Anziehungen   des 
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Eliipsoids  und  der  Kugel.  Die  betreffenden  Angaben  sind  ziemlich 
dürftig;  da  Newton  die  erforderlichen  Sommierungen  auf  Flächenbe- 
rechnungen zurückführt,  diese  aber  dem  Leser  überlädst  (bei  Wolfers 
S.  214  §  136  und  S.  217  §  137).  Als  numerischen  Wert  des  Ver- 
hältnisses giebt  er  126  :  125. 

Die  Anziehung  des  abgeplatteten  Eliipsoids  auf  einen  Äquator- 
punkt ergiebt  sich  mittelst  des  vorigen  Satzes,  weil  derselbe  in  der 
angegebenen  Annäherung  eine  unmittelbare  Anwendung  auch  auf 
ein  längliches  Uotationsellipsoid  gestattet  und  jene  Anziehung  mit 
gleicher  Annäherung  als  geometrisches  Mittel  der  Anziehungen  einer 
mit  dem  Äquatorialradius  AC  beschriebenen  Kugel  und  eines  läng- 
lichen Eliipsoids  mit  der  Polarhalbaxe  AC  aufgefafst  werden  kann. 
Die  Anziehung  des  abgeplatteten  Eliipsoids  auf  einen  Äquatorpunkt 
vefhält  sich  daher  zu  derselben  Anziehung  der  umschriebenen  Kugel 
wie  125;ö  :  126 ,  und  da  sich  diese  letztere  Anziehung  zu  derjenigen 
der  eingeschriebenen  Kugel  auf  einen  Pol  wie  101  :  100  yerhält,  so 
folgt  als  Verhältnis  der  Anziehungen  des  abgeplatteten  Eliipsoids  auf 
Pol  und  Äquatorpunkt  501  :  500. 

Ein  anderer  Hilfssa^  lehrt,  dafs  eine  homogene,  yon  zwei  ähn- 
lichen, ähnlich  liegenden  und  konzentrischen  Ellipsoiden  begrenzte 
Schale  einen  Punkt  des  Hohlraumes  nicht  anzieht  und  dafs  hiemach 
die  Anziehung  eines  Eliipsoids  auf  verschiedene  Punkte  eines  Radius- 
vektors deren  Abstand  vom  Zentrum  proportional  ist.  Die  Unter- 
suchung der  Anziehung  jener  Schale  erfolgt  in  ähnlicher  Weise  durch 
Zerlegung  in  gegenüberliegende,  gleich  stark  anziehende  Elemente 
wie  für  die  Kugelschale,  siehe  §  6  S.  63,  (bei  fVolfers  S.  217  unten). 

Mittelst  des  letztgenannten  Hilfssatzes  findet  sich  für  die  Ge- 
wichte der  beiden  Kanäle  nach  Pol  und  Äquator,  abgesehen  von  der 
Zentrifugalkraft,  das  Verhältnis  100.501:101.500  oder  501:505. 
Man  bemerkt  leicht,  wie  man  hieraus  das  entsprechende  Gewichts- 
verhältnis bei  anderem  Axenverhältnis  abzuleiten  hat.  Ist  insbesondere 
V280  ^^^  Verhältnis  von  Zentrifugalkraft  und  Schwerkraft  am  Äquator, 
so  kann  man  setzen 

11  .-L.  =  -i_._A_ 

**  •    101  289   *  605  * 

um  diejenige  Abplattung  a  zu  finden,  für  welche  das  Mehrgewicht 
des  äquatorialen  Kanals  im  Vergleiche  zum  polaren  ohne  Rücksicht 
auf  die  Zentrifugalkraft  gerade  soviel  beträgt,  als  letztere  aufhebt. 
Wenn  Newton  Yjso  ^^  ^  angiebt,  so  liegt  der  Unterschied  mit  dem 
aus  vorstehender  Proportion  folgenden  Wert  V231  innerhalb  der  fest- 
gesetzten Genauigkeitsgrenze;  (Was  eine  strengere  Rechnung  giebt, 
werden  wir  demnächst  anführen.)  Die  Zahl  Yjsi  bezeichnet  auch 
den  Überschufs  der  Schwerkraft  am  Pol  über  diejenige  am  Äquator 
in  Bruchteilen  der  letzteren. 
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Auf  eine  homogene,  feste  und  mit  dünner  Flüssigkeitsschicht 
bedeckte  Erde  ist  die  Newton  sehe  Rechnung  insofern  anwendbar,  als 
das  Gleichgewicht  durch  Einfügung  der  beiden  Kanäle  nicht  gestört 
werden  kann.  Es  entging  jedoch  Newton  nicht,  dafs  die  thatsächliche 
Änderung  der  Schwerkraft  auf  der  Erdoberfläche  mit  der  geographi- 
schen Breite  einem  homogenen  Rotationsellipsoid  nicht  entspricht. 
Er  sagt  darüber  {Wolfers  Übersetzung  S.  408  o.,  in  der  dritten  Aus- 
gabe des  lateinischen  Originals  [von  Cotes  1714]  S.  385  u.  und  386  o.): 
„Der  Überschuls  der  Pendellänge  in  Paris  über  die  in  diesen  Breiten 
(nämlich  in  — 7^  bis  -|-20®)  beobachteten  Längen  des  isochronischen 
Pendels  ist  ein  wenig  grofser  als  die  oben  berechnete  (nämlich  dem 
homogenen  Rotationsellipsoid  mit  723o  Abplattung  zukommende) 
Tabelle  der  Pendellängen  angiebt.  Die  Erde  mufs  also  am  Äquator 
etwas  stärker  erhöht  sein,  als  die  frühere  Rechnung  es  ergiebt  und 
ihre  Materie  mufs  in  der  Nähe  des  Mittelpunktes  dichter  sein  als 
nahe  an  ihrer  Oberfläche/'  Dafs  die  erstere  Schlufsfolgerung  nicht 
richtig  ist,  bemerkt  schon  Clniraut  S.  157  seiner  Figur e  de  la  Terre 
und  er  bemüht  sich  insbesondere  S.  253  §  LI  für  Newtons  Schlufs 
eine  Erklärung  zu  finden.  Unsere  Notiz  Bd.  1  S.  11  Z.  12  u.  11  von  u. 
bedarf  also  insofern  der  Berichtigung,  als  Newton  zwar  die  Verhältnisse 
bei  nicht  homogener  Erde  in  betracht  zog,  jedoch  nur  teilweise  zu 
richtigen  Resultaten  gelangte. 

Auf  den  ersten  Blick  erscheint  es  in  der  That  befremdlich,  dafs  der 
gröfseren  Variation  der  Schwere  eine  kleinere  Abplattung  entspricht. 
Diese  Aussage  von  ülairaitts  Theorem  erscheint  auch  offenbar  dem  Ver- 
fasser des  Artikels  „^d«''in  GeUen  physik.  Wörterbuch  Bd.  3  S.  915—919 
nicht  ganz  klar,  weshalb  sich  bereits  Borenius  in  seiner  S.  87  genannten 
Abhandlung  S.  2  veranlafst  sieht,  dieselbe  zu  besprechen.  Jeder  Zweifel 
hebt  sich,  wenn  man  beachtet,  dafs  eine  Änderung  der  Abplattung  bei 
konstantem  C  auch  eine  veränderte  Massenverteilung  zur  Erhaltung  des 
Gleichgewichts  fordert.    Vergl.  hierzu  die  Gleichungen  (7)  u.  (8)  §  11  S.  76. 

§  24.     Clairauts  Darstellung  des  New  ton  sehen  Problems. 

In  seinem  Werke  über  die  Figur  der  Erde  beschäftigt  sich  ClairatU 
auch  mit  einer  strengen  Darstellung  des  Falles  der  Homogenitat, 
welchen  Newton  behandelt  hatte.'*')  Diese  Darstellung  ist  überaus 
interessant  durch  die  Einfachheit  des  Beweises  für  die  Möglichkeit 
des  Gleichgewichts.     Er  geht  von  folgendem  Satze  aus: 

Hat  man  zwei  ähnliche^  ähnlichliegende  und  konzentrische  Ellipsen, 
Fig.  6,  deren  eines  Axenpaar  durch  AQCB  bezeichnet  ist,  so  ist 
2QR^=^2QS  =  MK  +  ML ,  jenachdem  K  und  L  auf  derselben  oder 


•)  Glairault,  Theorie  de  la  Figure  de  la  Terre,  tiree  des  Principes  de  VHydro- 
stoAique,    Paris  1748.    Unverändert  abgedruckt  1808.    S.  168—196  §  I— XXL. 

Übrigens  gab  Clairawt  schon  in  den  FhitosopMcal  Transactions  von  1737 
(Bd.  Vlll  S.  119  u.  ff.  der  Ausgabe  von  1809)  eine  Vervollständigung  von  Newtons 
Theorie  für  eine  homogene  Erde. 
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auf  veräciüedeueu  Seiten  der  zu  AB  uormalen  Tangente  QJU  li^en, 
wenn  zugleich  ML  parallel  zu   QB^  MK  parallel  vi  QS  ist,   beide 

Lanienpaare  aber  zu  AB  entgegen- 
gesetzt gleiche  Neigung  haben« 

Dieser  Satz  läfst  sidi  für  die 
Ereisform    leicht   beweisen   und 
hieraus  durch  Projektion  auf  die 
EUipsenform  übertragen.  Verbin- 
det man  aber  mit  demselben  den 
Satz,  dafs  die  Anziehung  zweier 
Pyramiden  mit  gleichem  differen- 
tialen    körperlichen   Winkel  auf 
ihre  Spitzen    proportional  ihren 
Längen  ist,   so  wird  durch  Zer- 
legung der  Körper  in  Differential- 
pyramiden leicht  erkannt,  dafs  der  Punkt  M  der  Oberfläche  eines  Ro- 
tationsellipsoides^  dessen  Meridianschnitt  Fig.  7  zeigt,   in  den  Richt- 
ungen MT  und  MO  parallel   zu    den   beiden 
Axen  gerade  so  angezogen  wird;  wie  bezw. 
der  Punkt  Q  von  einem  zum  gegebenen  ähn- 
lichen, ähnlich  liegenden  und  konzentrischen 
Rotationsellipsoid,  dessen  Oberfläche  durch  Q 
führt;  und  der  Punkt  7  von  einem  ebensolchen 
Eilipsoid   durch  7. 

Nennt  man  P  die  Anziehung  in  P^  A  die 
Anziehung  und  Z  die  Zentrifugalkraft  in  A^ 
beachtet  man  ferner^  dafe  die  Resultante  der 
auf  M  wirkenden  Kräfte  die  Richtung  der 
Normale  MG  haben  mufs;  so  folgt  sofort  mit 
Benutzung  einer  leicht  zu  entwickelnden  Re- 
lation  für  QGy  als  Bedingung  des  Gleichgewichts  die  merkwürdige 
Gleichung: 

{A  —  Z)a  =  Ph  .  (1) 

Die  Möglichkeit  des  Gleichgewichts  beim  homogenen  Rotations- 
ellipsoid erhellt  also  bereits  ohne  Kenntnis  der  Ausdrücke  für  die 
Anziehung;  lediglich  als  Folge  des  UmstandeS;  dafs  die  Koordinaten 
von  M  aus  der  Gleichung  verschwinden. 

Die  weitere  Rechnung  bietet  insofern  weniger  Bemerkenswertes, 
als  Clairaut  A  und  P^  ausgehend  von  einer  Zerlegung  des  EUipsoids 
in  Differentialpyramiden;  ganz  in  jetzt  üblicher  Weise  durch  Inte- 
gration berechnet  und  zu  den  bekannten  Ausdrücken  gelangt;  welche 
in  unseren  Bezeichnungen  formell  unerheblich  verändert  lauten : 


Fig.  7. 
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(2) 
i>=  4«A»ft  (l  +  e'')(e'-arctan«') 

die  Dichtigkeit  der  Masse  gleich  1  gesetzt  und  (a^  —  b'^)  :  b^  mit  e'^ 
bezeichnet.  Wendet  man  die  Reihenentwicklung  für  arctan  an  und 
setzt  Z :  (A  —  Z)  >==  ty  so  giebt  obige  Gleichung 

oder,  wenn  man  mit  Clairaut  {a  —  b):b  einführt  und  darauf  reduziert: 
a-6 


,|,(l+^C  +  ...).  (4) 


b 

Den  kleinen  Bruch  in  der  Klammer  vernachlässigt  Clairaut.  Beachtet 
man  noch  die  Beziehung  von  {a  —  b^  :  b  zur  Abplattung  ü,  so  wird 
mit  gro&er  Schärfe 

Setzt  man  also 

mit    Newton      t  -=  -~-  ,  so  folgt  ^  —  232,2 

mit    Clairata       „     ^g—  „  „    231,0 

nach  S.  84  (2*)  „    ^^         „  „    231,7  . 

Clairaut  zeigt  noch,  dafs  die  Schwerkraft  auf  dem  homogenen, 
im  Gleichgeyricht  befindlichen  Rotationsellipsoid  proportional  der 
Normale  MN{A,  h.  nach  Bd.  1  S.  40  proportional  zu  1  :  ^1  —  ^'^  sin*^) 
ist,  was  man,  ohne  hier  seiner  etwas  umständlichen  Beweisform  zu 
folgen,  leicht  aus  Dreieck  MTN  Fig.  7  entnimmt. 

Zu  derselben  Formel  für  --  gelangt  man  natürlich  durch  Einführung 

der  Werte  JT— 4"  «•' «  (2  —  «) 

5 

D-fa^«*,  (6) 

welche  dem  Potential  des  homogenen  Rotationsellipsoids  angehören,  in 
die  Gleichung  (6)  §  15  S.  83.  Das  Potential  des  homogenen  Rotations- 
ellipsoids ist  weiterhin  abgeleitet.  Durch  Vergleichung  der  dafür  in  §  31 
(8)  dieses  Kapitels  gegebenen  Formel  mit  dem  Ausdruck  für  ^  in  §  12 
(1)  S.  77  kann  man  die  Angaben  für  K  und  D  verifizieren. 

§  25.   Huygens  (1629—1695).    Da  uns  das  Werk*),  iu  welchem 


*)  Huygens,  Tratte  de  la  Lumiere.  Ävec  im  Discours  de  la  Game  de  la 
Pescmteur.    1690. 

Hierbei  sei  bemerkt,  dafs  van  Tricht  S.  6  des  Jahrb.  der  Fortschr.  d.  Ma- 
thematik von  1877  (publ.  1880)  für  die  angewandte  Schreibweisf  des  Namens  des 
Autors  eintritt,  weü  er  selbst  sich  so  geschrieben  habe. 
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108       2.  Kapitel.    Bestimmung  der  Abplattung  aus  Schweremessungen. 

Huygens  Dach  Todhunter  seine  Berechnung  der  Erdabplattung  gegeben 
hat,  nicht  vorliegt,  so  beschränken  wir  uns  darauf  nach  dessen 
History  of  the  mathematical  Theories  of  Attr actum  and  the  Figure  of 
the  Earth  Bd.  .1  8.  VI  und  28  mitzuteilen,  dafs  Hvygens  sich  hier- 
bei ebenfalls  wie  Newimi  der  Kanäle  bedient.  Aus  dem  Wert  (  =  V289 
berechnet  sich  nach  ihm  a  "=»  V57S  sowohl  unter  der  Annahme,  data 
die  Zentralanziehung  (Bd.  1  S.  11)  konstant,  als  irgendwie  von  der 
Distanz  abhängig  ist.  Die  Oberfläche  des  Sphäroids  stellt  sich  nor- 
mal zur  Resultante  aus  Zentralanziehung  und  Zentrifugalkraft  Die 
Gröfse  der  Resultante,  die  Schwere,  variiert  vom  Pol  bis  zum  Äqua- 
tor, wenn  man  die  Zentralanziehung  umgekehrt  proportional  dem 
Quadrate  der  Distanz  setzt,  um  V289;  ^^  allerdings  den  Verhältnissen 
der  Erde  nicht  entspricht,  wie  Huygens  keineswegs  übersieht. 

Das  Hitygenssche  Problem  wird  auch  ausführlich  von  Ciatraut  in 
seiner  Figure  de  la  Terre  behandelt  (S.  28—32  §  XIV  u.  XV;  S.  139 
bis  143  §  LXXIII  u.  LXXIV).  Er  findet,  dafs  eine  Gleichgewichts- 
N  Oberfläche  nur  möglich  ist,  wenn  die  Zentralkraft  lediglich  eine 
Funktion  von  der  Distanz  ist  und  z.  B.  nicht  etwa  noch  von  der 
Richtung  der  Kraft.  Indem  er  sodann  ebenfalls  einen  polaren  und 
äquatorialen  Kanal  betrachtet,  bedient  er  sich  in  übersichtlicher  Weise 
folgender  graphischen  Methode.  In  Fig.  8  sei  die  Ordinate  Qff 
proportional  der  Anziehung  in  der  beliebigen 
7^'  Distanz  CQ.     Dann  stellt  die  Fläche   CACÄ 


(P'  über  dem  äquatorialen  Halbmesser  CA  das 
Gewicht  (den  hydrostatischen  Druck)  des  äqua- 
torialen Kanals  für  die  Dichtigkeit  1  und  den 
Querschnitt  1  vor,  ohne  Rücksicht  auf  die 
Zentrifugalkraft.  Wird  diese  am  Äquator 
durch  AA"  ausgedrückt,  so  giebt  das  Dreieck 
AÄ'C  die  Gewichtsverminderung  durch  die 
Zentrifugalkraft.  Es  mufs  nun  das  Gewicht 
^**  ®*  CA*C  Ä  des  äquatorialen  Kanals    gleich  sein 

demjenigen  des  polaren,  d.  i.  CPC P\  oder  was  dasselbe  ist,  für  jedes 
nur  von  der  Distanz  abhängige  Gesetz  der  Zentralanziehung  mufs 
Fläche  AA' C  der  Fläche  APA P'  gleich  sein.  Bezeichnet  Z  wieder 
die  Zentrifugalkraft  und  A  die  Anziehung  am  Äquator,  so  ist  hier- 
mit angenähert  ~  Za  =  a^A^  oder  ebenso  genau  ä  «=  y  f  . 

Die  Potentialtheorie  zeigt  Bahr  bequem  die  Besultate  der  C72atrai«^8chen 
UnterBUchong.  Ist  W  das  Potential  der  Schwere,  V  dasjenige  der  An- 
ziehung, 80  folgt 

Tr=.7-f-4-**«'co8»9 

bei  der  üblichen  Bedeutung  von  r,  cd  und  qp .     TT »  Konstante  ist  die 
Gleichung   einer   Niveaufläche,   also  auch   der  Gleichgewichtsoberfläche. 
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Giebt  es  nun  kein  Potential  V,  so  existiert  auch  keine  Gleichge  wichtsoberfiäche. 

Ein  V  kann  aber  nur  existieren  als  Funktion  von  r  allein,  denn  da  ^die 

dr 

ganze  Anziehung  ist,  so  mufs  der  Dififerentialquotient  von  V  nach  9  null  sein, 
weil  derselbe  eine  zur  radialen  Richtung  normale  Komponente  vorstellt. 

Gilt  nun  V^  für  den  Äquator,  V^  für  den  Pol  der  Gleichgewichtsober- 
fläche, so  wird  F^  +  a*  »*  =  V^^ .  Da  F^  —  F^  sehr  nahe  Äaa  ist, 
erhält  man  hieraus  ü  wie  oben. 

§  26.  Clairaut  (1713  —  1765).  Der  erste  Teil  der  Schrift 
Theorie  de  la  Figwre  de  la  Terre^  iiree  des  Principes  de  V  Hydrostatique 
ist  der  Hydrostatik  gewidmet,  vor  allem  deren  Prinzipien.  Bisher 
hatte  man  bei  der  Betrachtung  flüssiger  ^  rotierender  Sph&roide  die 
Gestalt  der  Oberfläche  entweder  nach  dem  Prinzip  vod  Huygensy  dafs 
sie  normal  zur  Resultante  der  Kräfte  stehen  müsse;  berechnet  oder 
mittelst  des  Prinzips  von  Newton ,  dafs  geradlinige  Kanäle  ^  welche 
von  der  Oberfläche  nach  dem  Zentrum  führen^  gleiches  Gewicht  be- 
sitzen müssen.  Ciairata  zeigt  aber,  dafs  diese  Prinzipien  allein  nicht 
erkennen  lassen,  ob  thatsächlich  Gleichgewicht  besteht.  Dieses  ist 
in  der  That  nur  dann  möglich,  wenn  die  Komponenten  der  nach  drei 
rechtwinkeligen  Axen  zerlegten  Resultante  der  Kräfte  in  einem  Punkte 
sich  als  die  bezüglichen  partiellen  Differentialquotienten  einer  Funktion 
der  Koordinaten  dieses  Punktes  auffassen  lassen,  so  dafs  also  zum  Be- 
stehen des  Gleichgewichtes  die  Existenz  eines  Potentials  der  Kräfte  erfor- 
derlich ist.  Clairaut  erkannte  dies  wenigstens  dem  Wesen  nach;  ohne 
jedoch  den  Begriff  des  Potentials  zu  erfassen.*)  Er  weist  es  auf  doppelte 
Art  nach,  einmal  ausgehend  von  dem  Prinzip,  dafs  jeder  geschlossene 
Kanal  von  beliebiger  Form  im  Gleichgewicht  sein  müsse^  sodann  von  dem 
Prinzip  aus,  dafs  der  Abstand  zweier  unendlich  benachbarten  Niveau- 
flächen überall  im  umgekehrten  Verhältnis  zu  der  Kraft  daselbst  stehe. 
Mit  Hilfe  dessen  und  an  der  Hand  der  thatsächlichen  Schwerever- 
hältnisse auf  der  Erdoberfläche  gelingt  es  dann,  die  Unhaltbarkeit 
der  Annahme  einer  Zentralanziehung;  welchem  Gesetze  sie  auch  folge, 
nachzuweisen.    [Vergl.  weiter  die  Notizen  S.  10  §  8  und  S.  108  §  25.] 

Aus  der  Einleitung  der  Schrift  geht  hervor,  weshalb  Clairaut 
ausführlich  bei  der  Hypothese  der  Zentralanziehung  verweilt.  Dar- 
nach entspricht  dieselbe  der  Wirbeltheorie  des  Descartes**) ,  welche 
nur  sehr  allmählich  von  Newtons  Gravitationstheorie  verdrängt  wurde. 


*)  Vergl.  uDsere  Anmerkung  zu  Kap.  1  §  8  S.  10.  Dafs  die  Komponenten  der 
Anziehung  beim  NewtOfiBchen  Attraktionsgesetz  partielle  Differentialquotienten 
sind,  war  hiernach  wohl  bereits  Clairaut  bekannt.  Es  wird  diese  Erkenntnis 
sonst  Lagrange  zugeschrieben ,  von  dem  sie  in  der  That  zuerst  frei  von  hydro- 
statischen Nebenbeziehungen  deutlich  ausgesprochen  wird. 

•*)  Vergl.  über  dieselbe  z,  B.  WJ^ewell,  Geschichte  der  induktiven  Wissen 
Schäften,  Bd.  2  S.  186  u.  ff. 
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Es  galt  also  nicht  nur  diese  auf  die  Probleme  der  Naturwissenschaft 
anzuwenden^  sondern  auch  jene  direkt  zu  widerlegen.  Nach  dem 
Bekanntwerden  der  Newtonschen  Untersuchungen  sahen  sich  übrigens 
die  Anbänger  jener  Theorie  bereits  zu  dem  Zugeständnis  genötigt^ 
in  der  Sonne  und  den  ELauptplaneten  Gravitationszentren  anzunehmen 
und  die  Anziehung  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des  Ab- 
Standes  vorauszusetzen,  während  anfangs  zur  Erklärung  der  als  kon- 
stant betrachteten  Erdschwere  ein  Gravitationszentrum  mit  konstanter 
Wirkung  ausreichte. 

Der  zweite  Teil  des  Clairaui  sehen  Werkes  enthält  in  den  Para- 
graphen XXIII  bis  XXIX,  XXXVn  und  XLI  bis  XLIX  S.  198  bis 
218,  225  und  233  bis  250  die  speziellen  Untersuchungen  über  die 
Erdgestalt  auf  grund  des  Newionschen  Anziehungsgesetzes.  Clairaui 
bedient  sich  dabei  überall  der  DijQTerential-  und  Integralrechnung  in 
der  jetzt  üblichen  Weise,  vereinfacht  die  Betrachtung  aber  wesentlich 
dadurch,  dais  er  nur  die  erste  Potenz  der  Abplattung  berücksichtigt, 
diese  somit  strenggenommen  als  unendlich  kleine  Gröise  behandelt 
Entsprechend  wird  das  Verhältnis  der  Zentrifugalkraft  zur  Schwer- 
kraft am  Äquator  wie  eine  unendlich  kleine  Grofse  von  derselben 
Ordnung  eingeführt. 

Der  Gang  der  Entwicklung  ist  nun  in  den  Hauptpunkten  fol- 
gender. Zunächst  wird  die  Anziehung  einer  aus  homogene.n,  kon- 
zentrischen Schichten  gebildeten  Kugel  auf  einen  Punkt  anfserhalb 
ermittelt;  sodann  wird  ein  Ausdruck  für  diejenige  Komponente  der 
Anziehung  einer  Kreisfläche  auf  einen  nahezu  normal  über  ihrem 
Mittelpunkt  gelegenen  Punkt  aufgestellt,  welche  parallel  zur  Kreis- 
fläche (in  der  Richtung  der  Excentricität)  wirkt,  und  mittelst  dieses 
Satzes  dann  zunächst  für  ein  homogenes,  abgeplattetes  Rotations- 
ellipsoid, darauf  aber  für  ein  geschichtetes  Rotationsellipsoid  diejenige 
Komponente  der  Anziehung  auf  einen  aufserhalb  gelegenen  JPunkt 
berechnet,  welche  in  die  Richtung  normal  zum  Radiusvektor  fällt. 
Das  geschichtete  Rotationsellipsoid  besteht  aus  einem  Kern  und 
einer  beliebig  dicken  homogenen  Flüssigkeitsschicht;  in  dem  Kern 
sind  die  Flächen  gleicher  Dichte  konzentrische,  koaxiale  Rotations- 
ellipsoide, deren  Abplattung  und  Dichtigkeit  beliebige  Funktionen 
der  kleinen  Halbaxe  sind.  Mittelst  dieser  Entwicklungen  wird  die 
Bedingungsgleichung  dafür,  dafs  die  Resultante  aus  Anziehung  und 
Zentrifugalkraft  auf  der  Oberfläche  überall  normal  steht,  aufgestellt 
und  schliefslich  durch  die  Annahme  vereinfacht,  dafs  die  Dicke  der 
äufsersten  Schicht  unendlich  klein  sei.  Bezeichnen  wir  mit  6,  n  und  S 
die  kleine  Halbaxe,  Abplattung  und  Dichtigkeit  einer  Fläche  gleicher 
Dichtigkeit,  mit  h^  und  %  die  ersteren  beiden  Grofsen  für  die  Ober- 
fläche und  mit  t^  das  Verhältnis  der  Schwerkraft  zur  Zentrifugalkraft 
am  Äquator  derselben,  so  lautet  die  Bedingungsgleichung: 
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lO^flo  -  22)  =  bAt^  (1) 

für 

Bis  dahin  durfte  die  ÄDziehung  des  EUipsoides  iu  radialer 
Richtung  mit  Yemachlässigang  der  Abplattung  berechnet  werden. 
Diese  Anziehung  wird  nunmehr  genauer  ermittelt  und  dabei  nachge- 
wiesen, dafs  die  Anziehung  auf  einen  äufseren  Punkt  M  ebenso  grofs 
ist,  wie  diejenige  eines  Rotation sellipsoides,  dessen  Rotationsaxe  nach 
Lage  und  Gröfse  zusammenfallt  mit  dem  Radiusvektor  NC  des  ge- 
gebenen Ellipsoids  in  Richtung  MCj  und  dessen  Masse  derjenigen 
des  letzteren  gleich  ist.  Zum  Zwecke  des  Nachweises  wird  das  ge- 
gebene EUipsoid  durch  unendlich  viele  parallele  Schnitte  zerlegt, 
welche  zu  NC  konjugiert  liegen  und  gezeigt^  dafs  die  zentrale  An- 
ziehung einer  nahezu  kreisförmigen  Ellipse  auf  einen  Punkt,  der 
nahezu  normal  über  deren  Mittelpunkt  liegt,  der  Anziehung  eines 
fl&chengleichen  Kreises,  über  dessen  Mittelpunkt  der  angezogene  Punkt 
genau  normal  sich  befindet,  gleich  gesetzt  werden  kann.  Als  An- 
ziehung eines  abgeplatteten,  homogenen  Rotationsellipsoids  mit  der 
Dichtigkeit  1  auf  einen  Punkt  in  der  Drehaxe  mit  dem  Zentrumsab- 
stand r  wird  erhalten 

^»*M^+[I5-I?]«l-  («) 

Hieraus  folgt  mittelst  des  vorigen  Satzes  (da  innerhalb  der  festge- 
setzten Genauigkeit  der  Ausdruck  (3)  auch  für  negative  a  gilt)  die 
Anziehung  desselben  Ellipsoids  auf  einen  Punkt  der  Aquatorebene 
gleich 

und  aus  (3)  und  (4)  leitet  sich  endlich  ab,  dafs  die  Anziehung  eines 
wie  oben  angegeben  geschichteten  EUipsoides  auf  einen  Punkt  des 
Äquators  kleiner  ist  als  auf  einen  der  Pole  um 

4.7tkH,{2A-\D),  (5) 

Fügt  man  hierzu  für  die  Zentrifugalkraft  A^k^At^y  so  ergiebt  sich 
der  Überschufs  der  Schwerkraft  am  Pol  über  diejenige  am  Äquator. 
Denselben  im  Verhältnis  zur  Schwerkraft  mit  tr^  bezeichnend,  er- 
halten wir  also 

|lo=2Äo--~  +  fo,  (6) 

hieraus   und  aus  (1)  aber  unter  Elimination  von  D  :  A  das  Theorem 

Äü  +  ho  '='  IT  f  0  • 
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Noch  immer  vorkommender  fehlerhaften  Auffassung  wegen  mufs 
nochmals  betont  werden,  dafs  die  Schichtung  des  Rotationsellipsoids 
keineswegs  nach  ähnlichen  Flächen  gedacht  ist.  Allerdings  hat 
Clairaut  in  einer  Abhandlung  in  den  Phil,  Transaciions  von  1738 
(Ausgabe  von  1809:  Bd.  VIII  S.  207)  sein  Theorem  zuerst  für  solche 
bewiesen;  aber  sein  Buch  von  1743  enthält  die  mit  Rücksicht  auf 
eine  wesentlich  flüssige  oder  flüssig  gewesene  Erde  wichtige  Er* 
Weiterung  des  Beweises,  ohne  ihn  jedoch  lediglich  auf  diesen  Fall 
zu  beschränken.  8.  265  §  LV  wird  noch  bewiesen ,  dafs  man  die 
Trennungsflächen  der  Schichten  einer  rotierenden  Flüssigkeitsmasse 
in  hier  ausreichender  Annäherung,  d.  h.  abgesehen  vbn  der  zweiten 
Potenz  der  Abplattung,  als  Rotationsellipsoide  betrachten  darf  —  oder 
genauer  gesagt,  es  wird^  bewiesen,  dafs  die  Voraussetzung  dieser  Form 
zu  keinem  Widerspruch  führt. 

Die  Gleichung  (1)  entspricht  der  Formel  (2)  §  12  S.  77;  sie  giebt 

während  jene  —  K:  Oq'  als  erstee  Glied  hat.  Da  nun  fürs  homogene  Ellipsoid 
mit  der  Dichtigkeit  1  in  hier  genügender  Annäherung 

KM^^b»üM^~%-nh^ü    mit    Mc^%nh^ 
ö  15  3 

ist  (vergl.  weiterhin  §  31),  so  wird  fürs  geschichtete  Ellipsoid  in  gleicher 
Annäherung 

Setzt  man  in  dem  Potential  der  Anziehung  des  homogenen  Rotationsellipsoids 


{l  +  ^^(l-38in«cp)  +  ...  j 


4 

M  genauer  gleich  --  » a'&  ,  so  verifizieren  sich  auch  (3)  und  (4)  leicht  als 
o 

partielle  Differentialquotienten  nach  r  für  9  »>  90°  und  9  »i  null. 

§  27.  Die  Einffthrung  des  Potentials  in  die  Untersuchung 
des  Zusammenhangs  zwischen  Schwerkraft  und  Erdgestalt  beginnt 
gegen  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts  (zunächst  ohne  Einführ- 
ung des  Namens  Potential).  Nach  Todhuntery  History  of  Aiiraciion 
Bd.  2  S.  95-106,  hat  Legendre  (1752—1833)  in  den  Memoiren  der 
französischen  Akademie  der  Wissenschaften  von  1789  (publ.  1793) 
das  (7/a?rat//sche  Theorem  mit  zweiten  Potenzen  der  Abplattung  ab- 
geleitet und  zwar  mit  Hilfe  einer  Entwicklung  von  F,  dem  Potential 
der  Anziehung  der  wie  bei  Clairaut  geschichteten  Erde,  nach  nega- 
tiven Potenzen  des  Radiusvektors  des  angezogenen  Punktes,  wobei 
die  Konvergenz  allerdings  unmittelbar  evident  nur  aufserhalb  der 
umschreibenden  Kugel  ist  (vergl.  §  9  S.  70).     Die  Art  der  Entwicklung 
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gestattet  aber,  ^ie  herrorgehoben  wird,  in  das  Theorem  Glieder  be- 
liebig hoher  Ordnung  aufzunehmen  und  auch  den  Ausdruck  für  dem 
Radiusvektor  der  Oberfläche  aufzustellen. 

Laplace  (1749—1827)  beschäftigt  sich  in  der  Mecanique  Celeste 
sowohl  im  dritten  Buche  (2.  Bd.  1799)  wie  im  elften  Buche  (5.  Bd. 
1825)  mit  der  Figur  der  Erde  und  ihrer  Beziehung  zur  Schwerkraft. 
Am  ersteren  Orte  8.  99—103  wird  bei  Ableitung  des  C/a/rat// sehen 
Theorems  nur  die  erste  Potenz  der  Abplattung  berücksichtigt;  im 
Ausdruck  für  den  Radiusvektor  der  Flächen  gleicher  Dichtigkeit  wird 
demgemSfs  auch  nur  die  erste  Potenz  der  Abplattung  angesetzt,  so- 
dals  sie  innerhalb  dieser  Genauigkeit  Rotationsellipsoiden  entsprechen. 
Sie  werden  übrigens  so  gewählt,  wie  die  Hydrostatik  für  flüssigen 
Zustand  verlangt.  S.  105—108  behandeln  die  Weiterentwicklung  bis 
zur  zweiten  Potenz  der  Abplattung  einschliefslich;  ohne  spezielles 
Eingehen  auf  Clairauts  Theorem.  Im  Bd.  5  S.  22—57  ist  über  die 
Flächen  gleicher  Dichtigkeit  weiter  keine  Annahme  gemacht,  als 
diejenige,  dals  sie  Rotationsflächen  seien.  Auiserdem  ist  bei  den 
Untersuchungen  über  die  Figur  der  mathematischen  Erdoberfläche  ■ 
überhaupt  sogar  auf  die  irreguläre  Bedeckung  des  Festlandes  durch 
das  Meer  Rücksicht  genommen, 

Der  Ausdruck  fQr  V  aufserhalb  der  umschreibenden  Eugel  wird 
stillschweigend  als  bis  zur  Oberfläche  konvergent  betrachtet. 

Die  Entwicklungen  in  der  Mec.  ceL  und  in  einigen  vorausgehenden 
Abhandlungen  von  Legendr e  und  Laplace  (vergl.  Todhunier  a.  a.  0. 
Bd.  2.  S.  23,  26,  43  und  44)  sind  dadurch  epochemachend ,  dafs  bei  den- 
selben die  Eugelfunktionen  oder  Zop/ärca  sehen  Koefficienten ,  welche 
sich  später  für  die  mathematische  Physik  von  grofser  Wichtigkeit 
erwiesen,  auftreten.  Nach  Todhunter  a.  a.  0.  Bd.  2  S.  23  gebührt 
Legendre  die  Ehre  der  Einführung  der  Eugelfunktionen. 

Eduard  Schmidt  giebt  im  ersten  Teile  seines  Lehrbuchs  der  mathe- 
manschen  Geographie  (Gottingen  1829)  S.  326 — 339  eine  Ableitung 
des  Clairaut^chen  Theorems  für  die  Voraussetzung  einer  Schichtung, 
welche  auch  im  Falle  des  Flüssigseins  bestehen  bleiben  würde;  doch 
wird  nur  die  erste  Potenz  der  Abplattung  berücksichtigt.  Es  ist  also 
wesentlich  wieder  die  Darstellung  des  Theorems  durch  Laplace^  Mec, 
cet,  1.  III.  Die  Entwicklung  von  V  für  Punkte  aufserhalb  der  um- 
schreibenden Kugel  wird  ebenfalls  stillschweigend  als  bis  zur  Ober- 
fläche gültig  vorausgesetzt. 

Paucker  giebt  1854  an  dem  S.  88  mitgeteilten  Orte  ausführliche 
Entwicklungen  mit  Rücksicht  auf  die  2.  Potenz  der  Abplattung.  Als 
Flächen  gleicher  Dichtigkeit  nimmt  er  Rotationsflächen,  die  zwar 
nicht  als  EUipsoide  aber  als  einander  ähnliche  Flächen  vorausgesetzt 
werden.  Aufserdem  fehlt  auch  hier  jede  Erörterung  der  Konvergenz 
der  Entwicklung  von  V. 

Helmert,  mathem.  u.  physikal.  Theorieen  der  höh.  Geodäsie.  II.  8 
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Nach  Todhunter  hat  auch  bereits  Jvory  sich  mit  den  höheren 
Gliedern  des  ClairatU^chQn  Theorems  beschäftigt. 

Der  Umstand,  dafs  die  Ableitung  des  Clairaut ^^Yien  Theorems 
mehrfach  so  erfolgte,  als  sei  die  Erde  ganz  flüssig  (während  doch 
schon  der  Erfinder  einen  grofsern  Umfang  der  Gültigkeit  sicher 
stellte),  scheint  die  Meinung  erweckt  zu  haben,  als  könne  man  aus 
der  nahen  Übereinstimmung  der  für  die  Erdabplattung  ans  Schwere- 
und  aus  Gradmessungen  erhaltenen  Werte  schliefsen,  die  Erde  sei 
wenigstens  früher  einmal  flüssig  gewesen.*)  Dieses  ist  die  Ursache, 
weshalb  Siokes,  wie  er  in  seiner  bereits  Bd.  1  8.  18  citierten  Abhand- 
lung On  ihe  Variation  of  Graviiy  1849  S.  672  sagt,  das  Potential  der 
Schwerkraft  und  daraus  das  mehrgenannte  Theorem  in  einer  von  allen 
Voraussetzungen  über  die  Schichtung  der  Massen  im  Erdinnern  freien 
Weise  abzuleiten  versuchte,  um  dadurch  die  Meinung  über  die  Bedeut- 
ung jener  Übereinstinmiung  zu  zerstreuen.  Von  der  Theorie  der  Kugel- 
funktionen ausgehend  gelangt  Siokes  zu  einem  Ausdruck,  welcher  im 
wesentlichen  mit  demjenigen  unter  Nr.  (7)  S.  60  übereinstimmt.^*) 
Da  er  diesen  Ausdruck  ebenfalls  über  die  aus  der  Entwicklung  her- 
vorgehenden Grenzen  der  Konvergenz  hinaus  bis  zdr  Oberfläche  an- 
wendet, so  denkt  er  sich  (8.  676)  die  ganze  Masse  der  Erde  innerhalb 
einer  der  Oberfläche  eingeschriebenen,  zum  Erdschwerpunkt  konzen- 
trischen Kugelfläche  derart  verteilt,  dafs  das  Potential  W  der  Schwer- 
kraft aufserhalb  der  Oberfläche  sich  nicht  ändert:  ,jThe  possibility  of 
such  a  disiribuiion  will  be  jusiifted  by  the  resuil,  provided  the  series  to 
which  we  are  led  prove  convergent^^.  Ob  Stokes  sich  wirklich  an  einer 
Stelle  mit  dem  Nachweis  der  Konvergenz  beschäftigt,  war  uns  nicht 
möglich  festzustellen.  Infolge  dessen  haben  wir  die  Theorie  nach 
eigener  Ansicht  ergänzen  müssen;  vergl.  §  9  S.  70  u.  S.  Im  nächsten 
Kapitel  kommen  wir  überdies  in  weiterer  Ausführung  auf  diese  Ange- 
legenheit zurück. 


*)  Einen  ähnlichen  Irrtam  begeht  Hansen  in  der  Darlegung  seiner  Be- 
rechnung der  MondfltÖTungen,  1.  Abt.,  im  6.  Bde.  der  Abh.  der  math.-physik. 
Gl.  der  Ges.  d.  Wiss.  zu  Leipzig  1864  S.  469.  Hier  kommt  er  auf  unsere  Gl.  (8) 
S.  76,  welche  schon  Laplace  in  der  Mdc.  cÜ,  giebt,  und  er  ist  der  Ansicht,  dafs 
diese  Gleichung  die  Abplattung  der  Flächen  gleicher  Dichte  im  Innern  ebenso - 
grofs  wie  diejenige  der  Meeresfläche  voraussetze,  dafs  femer  eine  Nichtüber- 
einstimmung der  Abplattungen  eine  Unsicherheit  in  dem  aus  Gl.  (8)  berechne- 
ten Werte  von  K  erzeuge,  da  man  nur  das  n  der  Oberfläche  einführen  könne. 
—  Im  Gegenteil  ist  aber  diese  Gleichung  ganz  unabhängig  von  unserer  Kennt- 
nis über  die  Massenlagerung  im  Erdinnern;  sie  setzt  nur  voraus,  dafs  fSr  das 
Poteutial  W  die  einfache  Form  ^  §  II  (1)  S.  75  als  genügende  Annäherang 
nachgewiesen  ist,  wie  in  den  vorangehenden  Paragraphen  (9)  n.  (10)  geschehen. 

*♦)  Eine  kurze  Darstellung  in  der  Stokes^chen  Manier  giebt  Prait  in  der 
Abh. :  A  Treatise  on  Attractions,  Laplace  Functions  and  the  Figure  of  the  EaHh^ 
London  1860,  p.  89—96. 
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H.  Bruns  betrachtet  als  Nonnalform  für  W  den  von  uns  §  17 
S.  90  citierten  einfachen  Ausdruck  für  ü.  Er  erklärt^  dafs  W  —  ü 
aufgrund  der  Erfahrungen  eine  in  1.  Annäherung  zu  vemachlässigende 
Gröfse  sei ,  ohne  jedoch  diese  Erfahrungeq  anzugeben.  Er  zeigt  aber 
weiterhin,  wie  bei  gegebenem  Werte  der  Differenz  W —  ^ein  Schlufs 
auf  die  wahre  Form  der  Niveauflächen  möglich  ist.  Auf  letzteres 
kommen  wir  ebenfalls  im  nächsten  Kapitel  zu  sprechen. 

Wir  dürfen  hier  noch  eines  von  uns  gegebenen  Beweises  des 
ClairatU^üAkexi  Theorems  in  Kürze  gedenken,  den  wir  mittelst  eines 
strengen  Ausdrucks  für  das  Potential  W  der  Schwerkraft  gegeben 
Laben.*)  Diesen  Ausdruck  kann  man  im  Anschlufs  an  die  Bemer- 
kungen in  §  9  S.  70  leicht  ableiten.  Man  mufs  nämlich;  wenn  ein 
Paukt  P'  der  Erde  so  nahe  liegt,  dafs  sein  Radiusvektor  r  kleiner 
ist  als  der  Radiusvektor  r  für  einen  Teil  der  Erdmasse ;  zum  Teil 
die  Reihe  (1),  zum  Teil  die  Reihe  (2)  8.  70  anwenden.  Ist  A  der 
gröfste  Radiusvektor  für  Erdmassen  ^  so  wird  danach 

Um  an  der  Hand  dieses  Ausdruckes  das  ClairatUsche  Theorem  abzu- 
leiten, bedarf  es  einer  Idealisierung  der  Massenlagerung  in  der  Nähe 
der  Oberfläche  nicht  mehr,  dagegen  wird  über  die  Gestalt  der  mathe- 
matischen Oberfläche  selbst  eine  Voraussetzung  notig.  Es  ist  diese: 
Kadiusvektor  und  Normale  derselben  weichen  nirgends  um  Winkel 
von  einander  ab,  welche  (in  Bogenmafs)  Beträge  von  der  Ordnung 
der  Abplattung  ü  überschreiten.  Die  Resultate  astronomischer  Mes- 
sungen, vergl.  den  Schluß  von  §  9  S.  71,  in  Verbindung  mit  den- 
jenigen der  Gradmessungen  geben  ohne  Zweifel  der  Thatsächlichkeit 
des  Vorausgesetzten  einen  hohen  Grad  von  Wahrscheinlichkeit  und  es 
kann  daher  dieser  Beweis  dazu  dienen,  die  Gültigkeit  des  Clairautschen 
Theorems  ohne  Einführung  einer  Massenidealisierung  sicher  zu  stellen. 

§  28.  Sätze  aus  der  Theorie  der  Kugelfanktionen.  Für 
verschiedene  weitere  Entwicklungen  bedürfen  wir  noch  einiger  Sätze 
aus  der  Lehre  von  den  Eugelfunktionen,  wegen  deren  Begründung 
wir  auf  DirkhieiB  Vorlesungen  über  diesen  Gegenstand  verweisen.**) 

Bereits  §  7  S.  65  ist  bei  der  Einführung  der  Eugelfunktionen 
darauf  hingewiesen  worden,  dafs  nach  Dirichlets  Untersuchungen 
jede  beliebige  Funktion  zweier  Variablen,  welche  wie  Breite  und  Länge 
auf  der  Kugelfläche  variieren,  immer  und  nur  auf  eine  Weise  nach 
Eugelfunktionen  entwickelt  werden  kann.  Die  Entwicklung  läfst  sich, 
vergl.  8.  68  (7),  in  die  Form  bringen: 


*)  Zeitschr.  für  Vermessungswesen  1878  Bd.  7  S.  121—141. 
♦*)  Vergl.  den  vollständigen  Titel  S.  14  d.  Bds. 

8* 
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«-     +f 


/■(9',  ^')  =y  -^  r^A  fPnf(q>,  X)  co8,>  dy,  (1) 

2 

oder  kürzer,  weDn  wir  das  Oberflächenelement  cos  (pdq)  dl  mit  c^a 
bezeichnen  und  die  Integration  nach  q>  und  A  über  die  ganze  Engel- 
fläche vom  Radius  1  erstreckt  denken: 

ag>\  A')  =  V  ^""^-y  fp,  f  {g>,  X)  da.  (1*) 

Hierin  bedeuten  q)  und  A  die  Variablen  Breite  and  Länge,  f{%X) 
die  darzustellende  Funktion  und  P^  fürn  >  1  die  eingangs  des  2.  Ka- 
pitels,  insbesondere  8.  57  behandelten  Entwicklungskoefficienten^  für 
n  c»  0  aber  1. 

Die  Glieder  der  Entwicklung  (1)  heifsen  Kugelfunktionen  und 
zwar  nullten ;  ersten,  zweiten  Ranges  u.  s.  w.  für  n  =  0,  1,  2  .  .  .  Wie 
sich  für  n  =  null  bis  vier  aus  den  betreffenden  Pn  die  Kugelfunktio- 
nen bilden,  ist  bereits  in  §  7  8.  65  angegeben  worden. 

Bezeichnen  nun  Kn  und  ITn  Kugelfunktionen  vom  n.  Range  bezw. 
der  Variablen  tp,  X  und  <p\  A',  so  gelten  folgende  zwei  Sätze.    Es  ist 

2n  +  i 


und  femer  für  m^n: 
sowie  allgemeiner 


^JPnK^dö^K:  (2) 

Jp„,J^nda  =  0,  (3) 

jKmKndc  =  0.  (4) 

Hierin  ist  da  '^  costpdq>  dX  zu  setzen  und  die  Integration  über  alle 
Werte  9  und  A  der  Kugelfläche  zu  erstrecken. 

Um  sich  eine  deutliche  Vorstellung  von  diesen  Sätzen  zu  machen, 
ist  es  für  den  Leser  nützlich,  die  Ausdrücke  P^  8.  57  und  Kn  S.  65 
zu  vergleichen.  In  (2)  geht  K^  aus  Kn  durch  Vertauschung  von  (p 
mit  9'  uud  A  mit  A'  hervor. 

Auf  einen  direkten  Beweis  dieser  Sätze,  die  für  alle  Atawendungen  von 
Eugeifanktionen  unentbehrlich  sind,  müssen  wir  ebenso  wie  auf  den  Be- 
weis des  Satzes  (l)  verzichten,  da  dies  ein  tieferes  Eindringen  in  die 
Natur  der  Eugelfuiiktionen  und  somit  mehr  Raum  erfordert,  als  wir  hier- 
auf mit  Bücksicht  auf  die  vcrhältnismäfsig  geringe  Bedeutung  der  von 
uns  heabsichtigten  Anwendungen  verwenden  können.  Ein  direkter  Be- 
weis der  Sätze  (2)  bis  (4)  findet  sich  bei  DiriMet,  Vorlesungen^  S.  86—88. 

Wenn  übrigens  Satz  (1)  feststeht,  so  folgen  wenigstens  (2)  und  (8)  un- 
mittelbar. Denn  setzt  man  rechter  Hand  für  /'(qp,  Z)  die  Kugelfunktion  K^ 
und  beachtet,  dafs  das  Integral  yon P^K^  da  eine  Kugelfunktion  in.  Ranges 
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ist,  die  rechte  Seite  sich  aber  auf  K^'  reduzieren  mufs,  so  müssen  alle 
diese  Integrale  fär  m^n  verschwinden,  womit  (3)  und  (2)  hervorgehen. 

Aus  (3)  folgt  nun  leicht  (4) :  Ein  Blick  auf  S.  57  und  65  zeigt  nämlich, 
dafs  P,^  und  die  allgemeine  Kugelfunktion  K^  aus  {2in-\-  1)  bezw.  {2n-\- 1) 
Gliedern  der  Form  Funktion  (p  mal  cospX  oder  sinp^l  beBtchen,  wenn  p 
die  ganzen  Zahlen  von  null  bis  m  oder  n  bedeutet. 

Verstehen  wir  nun  unter  Z_  zunächst  nur  ein  Glied  mit  ^?^pX.  so 

**  sm  -^   ' 

fällt  im  Integral  (3)  von  vornherein  der  Einflufs  aller  Glieder  von  P^  weg, 
die  nicht  ^PfpZ  enthalten,   da  das  Integral   von  ^^^  pX    t?^  qX  dl  für 

BIO  BxU  81 U 

p^q  null  ist,  wie  man  durch  Zerlegung  des  Produkts  der  trigonometri- 
schen Funktionen  in  eine  Summe  erkennt  Jetzt  zeigt  also  (3),  dafs  auch 
das  Integral  desjenigen  Gliedes  des  Produkts  P^K^  verschwindet,  welches 

^^^ pX  giJf  i>^  enthält,  hier  offenbar  wegen  der  Integration  nach  qp. 

Das  allgemeine  Integral  (4)  setzt  sich  aber  unter  dem  Integralzeichen 

aus  Gliedern  mit  giJf  JP ^  giJf  2 ^i  P  ^  9f»  sowie  aus  Gliedern  mit  gi^f  P'^  giJ^pA 

zusammen.  Die  Glieder  der  ersten  Art  verschwinden  einzeln  wegen  der 
Integration  nach  X,  diejenigen  der  zweiten  Art  aber  wegen  der  Integra- 
tion nach  9> ,  denn  sie  sind  bis  auf  Eoefficienten  übereinstimmend  mit  dem 

oben  betrachteten,   giJfP'^gj^P^  enthaltenden  Gliede  in  Pj^Ä"»,  w<n. 

§  29.  Potential  des  abgeplatteten^  homogenen  Botations- 
elllpsoids  auf  einen  Pnnkt  aurserhalb  desselben'*').  Um  dieses 
Potential  in  übersichtlicher  Form  nach  Kugelfunktionen  entwickelt 
zu  erhalten,  ist  folgender  Weg  einzuschlagen.**) 

Auf  S.  51  erhielten  wir  unter  (8)  §  1  für  die  reziproke  Ent- 
fernung eines  Massenelementes  dm  mit  den  Koordinaten  x^y^z  bezw. 
r,y,A  von  dem  angezogenen  Punkte  P'  mit  den  Koordinaten  x\y\z 
bezw.  r',  q)\  K  die  im  Falle  r  >  r  gültige  Entwicklung  nach  Kugel- 
funktionen : 

i-i(i+f  p,+(f)''>,+(frA+(f)v.+ ...).  (1) 

*)  Es  erscheint  uns  nicht  überflüssig,  im  Folgenden  anhangsweise  das  Po* 
tential  des  Rotationsellipsoids  zu  entwickeln  und  daran  einige  Bemerkungen  über 
die  Gestalt  rotierender  Flüssigkeitskörper  anzufögen. 

**)  Entnommen  der  Schrift:  Wand,  die  Prinzipien  der  mathematisehen 
Physik  und  die  Potentiältheorie.  Leipzig  1871,  S.  83.  Die  Ableitung  ist  im 
wesentlichen  übereinstimmend  mit  derjenigen  von  LagrangCy  Sur  lea  spheroides 
elliptiques  [aus  den  Abhandlungen  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin 
1798]  nach  der  Mitteilung,  welche  Todhunter,  History  ofÄttraetion  Bd.  2  S.  158 
über  letztere  giebt.    Das  Original  war  uns  nicht  zugänglich. 

Ausdrücke  in  geschlossener  Form  gab  Gaufs  in  der  Abhandlung:  Theoria 
attractionis  corporum  spTuieraidicorum  ellipticarum  homogeneorum  methodo  nova 
tractata,  Göttinger  gelehrte  Anzeigen  1813,  April  5,  Gaufs*  Werke,  Bd.  5  S.  3; 
Selbstanzeige  ebenda  S.  279  mit  geschichtlichen  Notizen. 
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Für  den  jetzt  vorliegenden  Zweck  ist  es  vorteilhaft   dieser  Entwick- 
lung eine  andere  Form  zu  geben,  indem  man  von  Taylors  Satz  ausgeht. 
Man  hat 


e^i/{x'-xf-\-{y-yy+{z'-zf  (2) 

und  kann  nun  —  a;,  —  y,  —  z  als  Änderungen  von  a?',  y\  z  behan- 
deln. Sind  die  Änderungen  null,  so  geht  e  in  r'  über.  Nach  Taylors 
Satz  für  mehrere  Variable  wird  erhalten*): 


Ki).  ..^K4X 


^(4), 


-w-^--^+-ly'^-y)+-jr^-'')\ 


a.(±)  at(i)  g/i) 


+  Ai 


+ 


Kl) 


.K4X 


dy 


K-) 


(3) 


4_       -.>K^),   .,4_^(t),     .A^.     X, 

Hierin  sind  in  allen  Differentialquotienten  nach  geschehener  Diffe- 
rentiation X,  y  und  z  gleich  null  zu  setzen.  Das  allgemeine  Glied 
ist  ferner  so  zu  lesen,  dafs  erstens  1 .2.3  ...  (t  —  1)  t  fttr  {/  gesetzt 
werden  mu&,  und  dafs  zweitens  nach  Erhebung  des  Trinoms  zur 

i.  Potenz  für  d  (— V  das  Symbol  der  /.  Differentiation  8'(— )  eintritt. 

Die  Überzeugung,  dafs  die  Reihe  (3)  th{itsächlich  von  (1)  nicht 
abweicht  und  also  auch  in  gleichem  Umfange  gültig  ist,  gewinnt 
man  leicht,  wenn  man  sich  in  (1)  für  die  P  die  Ausdrücke  aus  §  2  S.  52 
und  zugleich  für  cosy  nach  §  4  (1)  8.  56  {xx'  -\-  yy  -{-  zz')  :  rr'  ein- 
geführt denkt.  Es  zeigt  sich  dann,  dafs  allgemein  das  Glied  r'Pi :  r'+i 
in  (1)  eine  homogene  Funktion  t.  Grades  von  x,  y  und  z  ist.  Dies 
letztere  ist  aber  auch  das  allgemeine  Glied  in  (3).  Nun  mufs  man 
noch  bedenken,  dafs  man  in  (3)  anstatt  der  Differentialquotienten 
von  1  :  e  nach  x',  y'  und  z'  auch  diejenigen  nach  ( —  ar),  (—  y)  und 
( —  z)  setzen  kann,  wie  ein  Blick  auf  (2)  zeigt.  Wendet  man  also 
bei  der  Bildung  von  (3)  für  \:  e  die  Reihe  (1)  an,  so  hat  auf  die 
}.  Differentialqnotienten  nur  das  Glied  mit  Pt  Einfiufs,  weil  nach  der 
Differentiation  nur  hierin  von  x,  y  und  z  freie  Glieder  entstehen  und 
für  «,  y  und  z  gleich  null  alles  andere  verschwindet.  Hieraus  er- 
kennt man,  dafs  das  Glied  i.  Grades  in  (3)  die  7ay/orsche  Entwick- 

*)  Vergl.  u.  a.  HcMendorff,  Höhere  Analyst»,  S.  286. 
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lung  von  dem  Gliede  mit  Pi  in  (1)  darstellt,  und  zwar  gerade  so, 
als  wären  alle  andern  Glieder  gar  nicht  vorhanden.  Die  Taylor %Qh^ 
Entwicklung  einer  Funktion  vom  i,  Grade  ist  aber  selbstverständlich 
mit  ihr  identisch.  Somit  ist  auch  Reihe  (3)  idit  Reihe  (1)  identisch. 
Für  die  weitere  Entwicklung  ist  es  vorteilhaft  die  Differential- 
quotienten in  (3)  noch  anders  zu  schreiben.  ^  In  denselben  soll, 
wie  erwähnt,  nach  geschehener  Differentiation  x^  y  und  z  gleich 
null  gesetzt  werden.  Dies  kann  aber  auch  vorher  geschehen,  da  in 
e  nach  Ausdruck  (2)  die  Änderungen  x^  y  und  z  an  den  Variabein 
x\  y  und  z  nur  subtraktiv  vorkommen.  Setzt  man  in  e  nun  a;,  y 
und  z  gleich  null,  so  geht  es  in  r  über.  Anstatt  (3)  erhalten  wir 
somit  in  symbolischer  Schreibweise: 


z)\  •   (4) 


Gegen  früher  tritt  jetzt  besser  hervor,  dafs  die  Differentialquoti- 
enten dieselben  bleiben,  welche  Koordinaten  das  anziehende  Massen- 
element im  Punkte  {x,y,z)  innerhalb  der  Bedingung  r  >  r  auch 
haben  mag. 

Betrachtet  man  nun  ein  homogenes  Rotationsellipsoid  von  der 
Dichtigkeit  1,  nimmt  seinen  Mittelpunkt  als  Eoordinatenanfang  und 
seine  Drehaxe  als  z- Axe,  so  kann  man  das  Potential  der  Anziehung  v 
auf  einen  Punkt  P'  aufserhalb  der  dem  Ellipsoid  umschriebenen  Kugel 
mittelst  (4)  in  eine  Reihe  entwickeln,  indem  man  in  den  Ausdruck 

v^-k^JJJ^"^^^'  (5) 

für  1  :  e  die  Reihe  (4)  setzt.  Die  Integration  erstreckt  sich  über 
alle  Massenelemente  innerhalb  des  Ellipsoids,  also  über  alle  Werte 
von  x,yfZ,  für  welche 

^/+i-s-^-  (6) 

Zur  Vereinfachung  führen  wir  neue  Variable  ein,  indem  wir  setzen: 
a;=»ög    ,  y  =  a7i    ,  z  =  bl 

dx  =  adi,        äy^=^adi]y        dz=^hdt, 
und  erhalten 

wobei  sich  die  Integration  über  alle  Werte  von  g,  ri  und  g,  welche 
der  Gleichung 

g^  +  i?'  +  e^<i  (8) 

genügen,  zu  erstrecken  hat  und  wobei  für  \  i  e  zu  substituieren  ist: 
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e  ~   r   "^-^  %! 


#(-"0+'3^|^(-"'>+#(-«|'     ('» 


Die  Bedingung  (8)  zeigt,  dafs  die  Integration  auf  die  Grenzen  einer 
Kugel  vom  Radius  1  reduziert  ist. 

§  30.    Fortsetzung.    Durch  Einführung  der  Reihe  (9)  in  (7) 
zerfällt  das  Integral  daselbst  in  unendlich  viele  Integrale  der  Form 


ij/' 


l^r^l^dldridt.  (1) 

Die  Integrale  verschwinden,  sobald  wenigstens  einer  der  Exponenten 
/,  m  und  n  ungerade  ist.  Denn  integriert  man,  falls  z.  B.  m  ungerade 
ist;  zuerst  nach  17,  so  ergiebt  sich  wegen  der  Symmetrie  zur  S{;- Ebene 
null,  womit  das  ganze  Integral  verschwindet. 

Um  aber  den  Wert  eines  Integrales  (1)  für  gerade  Exponenten 
zu  ermitteln,  setzen  wir  unter  Einführung  von  Polarkoordinaten 

I  =  pcosg?  cosA 

rj  =  Q  cosg?  sinA  (2) 

g=  psing?; 

9  ist  die  Breite,  A  die  Länge  auf  der  Eugeloberfläche,  vergl.  im  ersten 
Kapitel  S.  6.  Das  Volumenelement  ist  gleich  p^  cosg?  dtp  dk  dg, 
vergl.  §  6  S.  60.  Durch  Einführung  der  Relationen  (2)  und  des  Vo- 
lumenelementes in  (1)  geht  das  Integral  über  in 

/  /  /  9'+"*+"+^  (cos 9  cosA)'  (cos 9  sin  A)"»  sin*» 9  cosq)  dip  dk  dg 

und  die  Bedingungsgleichung  (8)  des  vorigen  Paragraphen  in  p^  <  1 . 
Es  ist  daher  zu  integrieren  für  q  von  null  bis  1,  für  A  von  null  bis 

2  7t  und  für  (p  von  —  ^  bis  +  y  • 

Das  Integral  zerfällt  ersichtlich  in  das  Produkt  der  drei  Integrale 


ß 


und 


9'+"»+«+«  dQ  ,  (3) 

0 

I  cos'A  sin"*A  dfA  (4) 

u 


+  2 


/ 


cos'+"»+*9  sin*g?  d<p  .  (5) 
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Ohne  weiteres  hat  man  für  (3) 

0 

Um  (4)  und  (5)  zu  bestimmen,  entwickeln  wir  zunächst  wie  folgt: 
/  cos«M  sin^^w  du  =  I  cos^-* u  sin^w  d(smu) , 
hieraus  folgt  durch  teilweise  Integration,  abgesehen  vom  Falle  je?  b=s  _  1 : 

/cos?«  sin^'w  du  «=»  cos^-'m— 5-.---4-?^7-r  /  cos«-*w  sin^+*w  du  . 
Schreibt  man  rechter  Hand  für  sin^ti  aber  1  —  cos^ti;  so  findet  sich: 
I  cos^-*w  sinP+^w  du  =  1  cos«~*w  sin^w  du  —  f  cos««  sin^M  du  . 

Substituieren  wir  dies  in  der  vorigen  Gleichung  und  reduzieren   auf 
das  links  und  rechts  vorkommende  Integral,  so  folgt 

/cos^M  sin''«  du  =  — ^^^^ — —  +  ~—  1  cos?*^tt  ainPu  du  .  (7) 

Vertauscht  man  u  mit  —  —  u,  so  folgt  noch: 

/cos'^M  sin««  du=-  ^^^^^^'^''-^^  +  i-7  ^    Tcos^m  ain^-^udu.  (8) 
J  P-^i  ^P  +  aJ  ^  ^ 

Diese  Formeln  gestatten,  (4)  und  (5)  zu  ermitteln.  Dabei  sind 
Dar  die  Fälle,  in  welchen  /,  m  und  n  gerade  sind,  zu  beachten;  denn 
andernfalls  hat  das  Integral  (1),  wie  bereits  bemerkt,  den  Wert  null. 
Die  Anwendung  von  (7)  auf  (4)  giebt 


2n  2ft 


I  cos'A  sin"*A  dX  =  ^  ,    *    /  cos'-*A  sin"»A  dl 
und  die  wiederholte  Anwendung  von  (7)  auf  das  Integral  rechter  Hand : 

in  2n 

Tcos' A  sin'»A  dX  =  r-f/vV  iTA^^" ^L  /sm'^'l  dk  . 
J  (w+2)  (m+4)  . . .  (m+l)J 

0  G 

Die  wiederholte  Anwendung  von  (8)  giebt  ferner  successive: 

,/  ^       J  2.4.6  ...  (m-2)w  ' 

man  hat  daher  zur  Bestimmung  des  Integrals  (4)  die  Formel; 

icosAsm   /laA  — JÄ.  2.4.6  ....  (Z +  in  -  2)  (/  +  i»)  W 
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Die    wiederholte    Anwendung    von    (7)    auf    (5)    giebt    ohne 
Schwierigkeit: 


+  ? 


/■ 


C08-r    -r  9)8in9ö^  — ^j    (^3)(^5)...(;+,„+«__l)(j+,„_f.^l)-(l^; 


Yerbindet  man  die  Resultate  (6),  (9)  und  (10)  und  setzt  im 
Zähler  und  Nenner  das  Produkt  1.3.5  . .  .(n  — 3)  (n  — 1)  als  Faktor 
zu,  so  folgt  zur  Bestimmung  des  Integrales  (1): 

rrCki   ««Mt^fc^     ^f-        .^1.3.5...(?-l).1.3-.5...(i»— l).1.8.ö...(n— 1)    ,-,. 

gültig  für  gerade  Werte  von  l,  m  und  n.  Im  speziellen  Falle  des 
Yerschwiudens  eines  oder  mehrerer  der  Exponenten  /,  m  und  n  ist,  wie 
die  Entwicklung  zeigt ,  im  Zähler  rechter  Hand  von  (11)  das  Pro- 
dukt 1.3.5  ...    für  die  betreffenden  Exponenten  gleich  1  zu  setzen. 

§  31.  Fortsetzung.  Es  handelt  sich  jetzt  darum^  den  Koeffi- 
cieuten  auszumitteln,  den  das  Integral  (1)  des  vorigen  Paragraphen 
in  dem  Ausdruck  für  das  Potential  v  erhält,  welchen  die  Substitution 
von  (9)  in  (7)  §  29  ergiebt.  Man  bemerkt  sogleich,  dafs  es  der 
Faktor  des  Termes  5''?'"£*  ist,  welcher  bei  der  Ausrechnung  von 

entsteht  für  i  =  /  +  wi  +  n.  Schreiben  wir  kurz  für  den  Augenblick 
das  Trinom  in  der  Form  (-4  +  -^  +  ^)'+''*+'',  so  giebt  die  Ausrech- 
nung bei  der  üblichen  Schreibweise  der  Binominal-Eoefficienten  u.  a. 
ein  Glied 

^^l  +  m  +  n^    ^^_j_^^,+„^ 

und  dessen  Ausrechnung  das  Glied 

^(^  +  1  +  '')(^+J^)a^b-^c- 

oder 

%!m!n! 
Fügt  man  hier  im  Zähler  und  Nenner  noch  l!  bei,  so  geht  dies 
in  -jTT — ^  ,- A^B^C*  über  und  es  zeigt  sich  nun,   dafs  man  an  Stelle 
des  Ausdruckes  (1)  überhaupt  setzen  kann: 


(2) 
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wobei  die  Summieruug  über  alle  ganzen  positiven  Werte  von  l,  m 
und  n  zo  erstrecken  ist^  deren  Summe  t  beträgt*,  einschliefslich  der 
Fälle  einer  oder  zweier  dieser  Zahlen  gleich  null^  in  welchen  für  die 
betreffenden  durch  das  Ausrufungszeicheu  angedeuteten  Produkte  1 
zu  setzen  ist. 

Hiermit  nimmt  der  Ausdruck  für  v  die  Form  an: 


V  ^ßc^a^l, 


vffß^  ^nät+S 


1=1 1 


%^^3=^//>'"«-^«^'^d 


(r-^)i(— «)"*(- 


Führen  wir  nun  die  Integralwerte  nach  (11)  des  vorigen  Paragraphen 
ein  und  beachten  wir  ferner^  dafs  bei  der  Dichtigkeit  1  die  Ellipsoidmasse 

i¥  gleich  --  7C  ä^b  ist,  sowie  dafs  nur  gerade  Werte  von  l,  m,  n  und 

i=  l  -}-  m  '■\'  n  in  betracht  kommen ,    so  folgt   nach  naheliegenden 
Kürzungen : 


a'  a'" 


v  =  3M/c^ 


dx^dy^^dz""    ±f  ÜLr  ^^ 

2  •      2  •     2 


2M.3.Ö  ...(»  + 3) 


(3) 


Die  innere  Summe  in  (3)  ist  wie  Summe  (2),  jedoch  unter  Aus- 
scblufe  ungerader  Werte  von  /,  m  und  n  zu  verstehen.  Sie  lälst  sich 
aber  noch  anders  schreiben.  Man  hat,  um  dies  zu  erkennen,  nur 
diese  Summe  mit  (2)  zu  vergleichen  und  nun  zu  der  entsprechend 
zu  modifizierenden  Form  (1)  zurückzukehren.  Man  findet  dann,  dafs 
mit  der  inneren  Summe  von  (3)  gleichwertig  ist  der  symbolische 
Ausdruck 


l^'(^).,  .^'(^) 


dx' 


«'+-57. 


d/* 


'^^,\i 


'W^ 


(4) 


Dieser  vereinfacht  sich  noch,   wenn  wir  von  der  leicht  zu  veri- 
fizierenden Gleichung 


Hi)Mi)  M^) 


dx' 


+ 


ay» 


+  -a?V-=o 


(5) 


Gebrauch    machen.      Aus   derselben   folgt   nämlich   in   symbolischer 
Schreibweise,  wenn  k  eine  positive,  gerade  Zahl  bezeichnet: 
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Um  dieses  einzusehen,  braucht  man  nur  die  Gleichung  (5)  zwei- 
mal nach  X,  ebenso  nach  y  und  z'  zu  differenzieren  und  die  drei 
Resultate  zu  addieren-  In  symbolischer  Schreibweise  lautet  dasselbe: 
das  Quadrat  der  linken  Seite  von  (5)  ist  gleich  null.  Differenziert 
man  nun  diese  neue  Gleichung  zweimal  nach  Xy  ebenso  nach  y  und 
z'  und  addiert  die  drei  Resultate,  so  folgt  symbolisch  die  dritte  Po- 
tenz der  linken  Seite  von  (5)  gleich  null.     U.  s.  f. 

Hiermit  läfst  sich  unschwer  erkennen,  dafs  es  erlaubt  ist,  die 
Parenthese  von  (4)  einfach  um  das  mit  ä^  multiplizierte  Aggregat 
linker  Hand  in  (5)  zu  vermindern.  Dabei  setzen  wir  entsprechend 
einem  abgeplatteten  Rotationsellipsoid  ä^  —  &'  =  ä^e^'y  dann  folgt  für 
die  innere  Summe  rechter  Hand  von  (3)  der  gleichwertige  Ausdruck 


fcJÜ-  aV 


''(-;) 


2  • 


bei  welchem  nunmehr  die  symbolische  Schreibweise  verschwunden  ist. 
Der  Ausdruck  für  das  Potential  v  geht  jetzt  über  in 

Hierzu  findet  sich  durch  wiederholte  Differentiation  von 
1  1 


r         Yx'^  +  y'^  +  T* 

ohne  Schwierigkeit,  wenn  man  in  den  Differentialquotienten  /=r'sing?' 
setzt: 

^(^)      t  .  , 

de  r*        ^ 

^L;,(3  8inV-l) 

d'(-) 

-jfi Yi  (l5  sin  V'  —  9  siu  9') 

womit  sich  endlich  die  ersten  drei  Glieder  einer  Reihenentwicklung 
nach  Eugelfunktionen  für  das  Potential  des  abgeplatteten^  homogenen 
Rotationsellipsoids  wie  folgt  ergeben: 
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t'  =  ^'(l  +  ^^;:'(l-3smV)+ä|ö7r(l05smV-908inV+9)+..)  .   (8) 

Hierin  ist  M  die  Masse,  a  die  Äquatorialhalbaxe,  e  die  numerische 
Excentricitat  der  Meridian ellipse;  r  ist  der  Abstand  des  angezogenen 
Punktes  vom  Ellipsoidmittelpunkt  und  <p  die  geozentrische  Breite 
desselben. 

Zufolge  der  Ableitung  konvergiert  die  Reihe  in  (8),  solange 
f^  >  a  ist.  Sie  konvergiert  aber  noch  weiter.  Da  nämlich  in  (8) 
nur  die  Masse  M  und  die  lineare  Excentricitat  ae  auftreten,  so  wird 
man  zu  dem  Ausdruck  (8)  auch  bei  jedem  anderen  homogenen  Ro- 
tationsellipsoid mit  gleicher  Masse  und  gleicher  linearer  Excentricitat 
gelangen,  d.  h.  alle  konfokalen  Ellipsoide  gleicher  Masse  geben  für 
aufserhalb  gelegene  Punkte  gleiches  Potential.  Das  kleinste  dieser 
Ellipsoide  hat  als  halbe  Länge  der  Drehaxe  null  und  als  Aquatorial- 
radius  daher  ae  selbst.  Für  dieses  EUipsoid  konvergiert  die  Reihe 
in  (8)  mithin y  solange  r  ^  ae  ist.  Sie  konvergiert  also  überhaupt 
solange  als  r  ^  ae  ist. 

Wenn  nun  2^  >  a^  ist,  so  liegt  die  Oberfläche  des  Ellipsoids 
nirgends  innerhalb  der  Kugelfläche  vom  Radius  ae.  Die  Reihenent- 
wicklung konvergiert  daher  sicher  bis  zur  Oberfläche  des  Ellipsoids^ 
wenn  h  >  ae  ist.  * 

Der  Umstand,  dafs  sie  auch  noch  z.  T.  innerhalb  der  Oberfläche 
konvergiert,  hat  kein  Interesse,  weil  innerhalb  der  Oberfläche  das 
Potential  v  nicht  mehr  durch  Formel  (8)  dargestellt  wird,  indem  der 
analytische  Ausdruck  des  Potentials  für  innerhalb  und  aufserhalb 
gelegene  Punkte  verschieden  ist  (vergl.  die  entsprechenden  Bemerkungen 
über  ^  in  §  21  S.  34). 

Ebenso'  interessiert  hier  nicht  die  Frage,  ob  (8)  bis  zur  Ober- 
fläche konvergiert  für  den  Fall  Z?  <  «e  ,  da  bei  schwach  abgeplatteten 
Rotationsellipsoiden  dieser  Fall  nicht  eintritt. 

§  32.  Hauptträgheitsmomente  des  abgeplatteten^  homogenen 
Rotationsellipsoids.    Dichtigkeit  im  Erdinnern. 

Wenn  ßs  nicht  auf  den  Konvergenznachweis  ankommt,  kann  man 
die  ersten  Glieder  der  Reihe  für  das  Potential  des  homogenen  Rota- 
tionsellipsoids auch  mittelst  Formel  (7)  §  5  S.  60  bestimmen,  welche 
für  das  Potential  der  Anziehung  jedes  beliebigen  Körpers  gilt,  wenn 
das  Potential  der  Schwungkraft  (das  Glied  mit  o)  weggelassen  wird. 
Es  sind  dann  vor  allem  die  Hauptträgheitsmomente  zu  berechnen. 

Wir  bezeichnen  wie  früher  die  Trägheitsmomente  für  zwei  Äqua- 
toraxen,  die  Axen  der  x  und  y,  mit  Ä  und  By  das  Trägheitsmoment 
für  die  Drehaxe,  die  z-Axe,  mit  C,  Dann  sind  A^=^B  und  C  die 
Hauptträgheitsmomente  und  zwar  ist  [vergl.  S.  60  (5)]: 
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^  —  f{y^  +  ^')  am  . 
C  ^J{x^  +  y^)dm. 
Um  diese  Integrale,  für  welche  die  Grenzen  durch  die  Bedingung 

gegeben  sind,  abzuleiten,  setzen  wir  wie  in  §  29  S.  119 

und  erhalten  dann 

Jx^dm^jy^dm  =  a*b  i i fs^  d^  dtj  d^ 
sowie 

Ar^tfw  =  o^^^fffr  ^l  ^n  ^S  ; 

wobei   die    Grenzen   rechter   Hand    durch   die    Bedingung   sich   be- 
stimmen,  dafs 

|2  +  ^2  +  J2  <;  1  . 

Formel  (U)  §*30  S.  122  giebt  die  Werte  vorstehender  Integrale: 


(2) 


Beachtet  man  nun  noch,  dafs  M'=--na^b  ist,  so  erhält  man  ohne 
weiteres: 

'  (3) 

O 

und  (vergl.  §  10  (2)  S.  72): 

MK  =  C-^^^^  =  ^a^e^M.  •  (4) 

Hiermit  findet  man  leicht  wieder  die  beiden  ersten  Glieder  der 
Entwicklung  (8)  §  31  8.  125.  Auch  würden  sich  auf  diesem  Wege 
weitere  Glieder  entwickeln  lassen. 

Wir  haben  in  §  17  S.  91  gefunden,  dafs  die  Normalform  der 
mathematischen  Erdoberfläche  von  einem  Rotationsellipsoid  wenig 
abweicht.  Ware  nun  die  Erdmasse  überall  wesentlich  gleich  dicht 
verteilt,  so  müfste  für  die  Erde  sehr  nahe  A^ :  a\  gleich  e^  :  5  oder 
2a  :  5  sein,  also 
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fÖrtt  =  ^      A-.-V- 0,00134 
„      =0,00138. 


1 

'289 


(5) 


In  Wirklichkeit  ist  K :  a^  kleiner.     Nach  Gleichung  (6)  §  15 
S.  83  haben  wir  i 

ao«  ~  3  *  "■  3  ^  "T"  *  •  •  ' 


mithin  ist 

f«i»  A  _ ,,,,,,   , -  ,. 

299  *         289  •     ö 


für  a  =  ^  und  r  =  ^      A^:  V  =  0,00108 


=  4    „     f  =  ^  „      =0,00115. 


(6) 


Hiernach  ist  K :  a^  um  Vs  ^is  Ye  seines  Wertes  kleiner,  als  beim 
homogenen  Ellipsoid. 

Dies  lärst  sich  dadurch  erklären,  dafs  man  eine  allmähliche  Zu- 
nahme der  Erddichtigkeit  von  aufsen  nach  innen  annimmt.  Zu  einem 
hohen  Grade  von  Wahrscheinlichkeit  für  diese  Annahme  gelangt  man 
jedoch  erst  durch  Herbeiziehung  der  Aussagen  Yon  Präzession  und 
Nutation  der  Erdaxe  über  A  und  C^  vergl.  6.  Kap.  §  8  u.  fiF. 

§  33.  Potential  des  homogenen  Rotationsellipsoids  auf  einen 
Punkt  innerhalb.  Wir  denken  uns  den  angezogenen  Punkt  P'  zu- 
nächst nur  innerhalb  der  dem  Ellipsoid  konzentrisch  zum  Mittel- 
punkt, dem  Eoordinatenanfang,  eingeschriebenen  Kugel;  die  Dichtig- 
keit der  Masse  sei  gleich  &,  Wir  zerlegen  diese  letztere  durch  eine 
Kugelfläche,  welche  mit  dem  Radiusvektor  r  des  Punktes  P'  beschrie- 
ben wird,  in  zwei  Teile.  Das  Potential  des  inneren  Teiles  auf  P' 
ist  bekannt,  das  des  äufseren  Teiles  ist  noch  zu  bestimmen.  Wir 
setzen  also 

i;  =  |;,  -fr2  (l) 

und  haben  nach  S.  62  (8) 

v.  =  ~%T<}®r"^ ,  (2) 

Ferner  ist  mit  Benutzung  der  Entwicklung  (10)  S.  52 

Die  für  1  :  e  benutzte  Reihenentwicklung  gilt  allerdings  nur  für 
r'  <  r  und  wir  wenden  sie  bei  der  Integration  bis  r  ^^r  an;  aber 
da  für  eine  Hohlkugel  das  Potential  auf  einen  Punkt  der  inneren 
Begrenzungsfläche  nach  S.  62  (7)  bekannt  ist,  kann  man  leicht  a  poste- 
riori die  Richtigkeit  des  Resultates  prüfen. 


Digitized  by 


Google 


128       2.  Kapitel.    BeBtimmung  der  Abplattung  aus  SchweremesBungen. 

Die  Integration  in  (3)  ist  über  die  ganze  Masse  des  äufseren 
Teiles  zu  erstrecken.  Setzen  wir  nun  dm  =  @  dö  ,  r^  dr,  so  em- 
pfiehlt es  sich  zunächst  nach  r  von  r  =  r  bis  zur  Oberfläche  des 
Ellipsoids  zu  integrieren.  Den  Radiusvektor  der  letzteren  nennen 
wir  wieder  r  und  erhalten  aus  (3): 


f  — 


'^"'■'  +  r  (r-r)  P,  +  r'^P,  lognat-J  j 

Die  Integration  erstreckt  sich  nunmehr  noch  über  die  Kugelfläche 
vom  Radius  1.  Dabei  ist  auf  den  Ausdruck  für  r  als  Funktion  von  (p 
Rücksicht  zu  nehmen. 

Nach  Bd.  1  S.  60  ist  aber  der  Radiusvektor  in  der  geozentri- 
schen  Breite  fp 

a 

wenn  a  der  Äquatorialhalbmesser,  b  die  kleine  Halbaxe  und  d  =  ~Ir~ 
ist.     Wir  setzen  für  d  das  Symbol  e^  und  schreiben  also 

, a 

Vr+  c'*8inV 

mit  (5) 

Die  Einführung  von  r  in  (4)  erfolgt  nun  am  besten  in  der  Weise, 
dafs  die  verschiedenen  Funktionen  von  r  nach  Kugelfunktionen  von  <p 
entwickelt  werden.  Da  r  nur  von  sin^9  abhängt,  so  treten  in  allen 
diesen  Entwicklungen  nur  Kugelfunktionen  von  geradem  Range  auf^  weil 
nur  in  diesen  lediglich  sin^^  und  seine  Potenzen  erscheinen.  Hieraus 
erkennt  man  mit  Rücksicht  auf  den  Satz  (3)  von  S.  116  zunächst^ 
dafs  in  (4)  alle  Glieder  verschwinden,  welche  von  den  Koefficienten 
P  mit  ungeradem  Index,  also  von  P^,  P^,  P^  u.  s.  f.  abhängen. 

Aber  auch  die  von  P^ ,  Pq  u.  s.  f.  abhängenden  Glieder  geben 
nichts,  weil  in  den  Faktoren  dieser  Koefficienten  nur  Potenzen  von 
sin  9  bis  bezw.  zum  zweiten,  vierten  u.  s.  f.  Grade  auftreten,  so  dafs 
diese  Faktoren  sich  durch  Kugelfunktionen  darstellen,  deren  Index 
mindestens  um  zwei  Einheiten  niedriger  ist,  als  der  des  multiplizieren- 
den P,  weshalb  für  alle  Glieder  der  obengenannte  Satz  (3)  zur  Anwen- 
dung kommt.     (4)  geht  hiermit  zunächst  über  in  die  Gleichung: 


*)  Im  ersten  ßande  hatten  wir  das  Symbol  d  nach  dem  Vorgange  von 
O,  Schreiber,  Theorie  der  Projektiansmethode  derhannoveriscJien  Landesvermessung^ 
Hannover  1866,  benutzt  Wir  nehmen  aber  anstatt  dessen  mit  Jordan  jetzt  e^, 
erstens  wegen  der  engen  Beziehung  der  Gröfse  zu  c*  [vergl.  die  zweite  Glei- 
chung (5)]|  zweitens  weil  <^  auch  als  Änderungszeichen  variabler  Gröfsen  auftritt. 
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v^  =  k'^&n -*^  +  r'2/>2  log nat y]  dö  ,  (6) 

Indem  wir  nun  den  Ausdruck  (5)  für  r  beachten  und 

d6  -»i  C0S9  dq)  dk  =  d  (sin^)  dX 

setzen,  sowie  sogleich  nach  der  geozentrischen  Länge  A  von  null  bis 
2«  integrieren  und  für  sin  9  das  Symbol  t  einführen,  wird  zu  (6): 

■frU.-2..J^-..,--4.a.J^;  (7) 

ferner  ist 

fr^dö  =  ^nr'^  (8) 

•und 

/  P^\ognatyda=  I P^  [lognat^  -  y  lognat(l  +  e'2ain29,)J  da  , 

Mit  Rücksicht  auf  den  Satz  (3)  S.  116  reduziert  sich  die  rechte 
Seite  der  letzten  Gleichung  auf  den  Ausdruck 

-  y J  i>2  lognat  (1  +  e'^  sin^)  dö . 

und  zwar  sind  auch. hier  in  P^  S.  57  nur  diejenigen  Glieder  zu  be- 
achten^ welche  lediglich  von  q)  abhängen,  d.  h.  man  hat 

i>,-.|(8inV-i-)(8inV-4-) 
zu  setzen.    Damit  folirt 

Jp^XoguBX^dö :^(sinV-|)j  {i'-\)\ognfi\{\+e'H^)dt,  (9) 

Es  ist  nun  zunächst  teilweise  integriert,  ohne  Rücksicht  auf  die  Grenzen: 
j  0^""y)  ^^8"** (^  +  ""'*'')  ^^  =  i  (''  ~  ^)  '^8Dat  (1  +  e'^f) 

"""3    J  i  +  e'H*  ^'• 

Bei  Einführung  der  Grenzen  verschwindet  der  erste  Teil;  setzen  wir 
zugleich  identisch 

V  —  t*     ^  J^  _  i +Lil  j ^  +  i! 

1  +  c'» ««  e*  c'*        '     e*  (1  +  c « t*)  ' 

so  folgt  für  die  rechte  Seite  von  (9)  ohne  Schwierigkeit: 

/—  —  A  /J-  _   1  +  «'•     I    JLJLli   ajctan  g   1 
""        3  13  c'»      "•"      c»  V       )  • 

Holmert,   mathem.  a.  physilcal.  Thoorieen  dor  höh.  Geodäsie.  II.  9 
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130       2.  Kapitel,    ßestimmung  der  Abplattung  aus  Schweremessungen. 
Aus  (7),  (8),  (9)  und  (9*)  erhält  man  endlich 

Vereinigt  man  die  Resultate  (2)  und  (10),^  so  folgt  mit  Rücksicht 
auf  (1)  für  das  gesuchte  Potential  der  Ausdruck 

.==2:rA^0{«^^-r'{l  +  ±(|+/^-|(l+O^^-?=^)(sinV-|)]}.(11) 

Für  e  =»0  geht  dieser  Ausdruck  über  in 

27tkW[a^-'^),  (11*) 

welcher  dem  Potei^tial  einer  homogenen  Kugel  auf  einen  inneren 
Punkt  im  Zentrumsabstand  r  entsprechen  mufs,  was  man  auch  durch 
Vergleich  mit  Ausdruck  (8*)  S.  62  bestätigt  findet. 

Der  Ausdruck  (11)  ist  unter  der  Bedingung  abgeleitet,  dafs  P^ 
innerhalb  der  dem  EUipsoid  eingeschriebenen  Kugel  liege.  Da  aber 
V  eine  geschlossene  Form  angenommen  hat  und  innerhalb  eines  homo- 
genen Korpers  v  nicht  verschiedene  analytische  Ausdrücke  besitzen 
kann,  so  gilt  Ausdruck  (11)  überhaupt  innerhalb  des  Ellipsoids  bis 
zur  Oberfläche, 

Durch  Reihenentwicklung  folgt  aus  (11) 

v^2.k^e[a\x  -  i-'+f- . . .)  -  r-[TH\'''-y'+    •)(-"V-|)]}(l^) 
oder  wegen  e'^  =  e^  -|-  ^*  +  ... 

Diese  Entwicklungen  gelten,  solange  e  <!  ist,  d.  h.  für  ^  >rj^' 

Differenziert  man  v  nach  irgend  einer  Richtung,  also  insbesondere 
nach  r'  oder  <p\  so  verschwindet  a.  Es  ist  also  die  Anziehung  inner- 
halb nur  abhängig  von  e  und  gleich  grofs  für  alle  ähnlichen,  ähnlich 
liegenden  und  konzentrischen  Ellipsoide,  innerhalb  deren  der  Punkt 
liegt,  d.  h.  eine  homogene  Schale,  die  von  zwei  solchen  Flächen  begrenzt 
mrdy  übt  auf  einen  inneren  Punkt  keine  Anziehung  aus.  (Vergl.  S.  104  §  23.) 

§  34.  Das  abgeplattete  Botationsellipsoid  kann  die  Ober- 
fläche einer  rotierenden^  homogenen  Flfissigkeitsmasse  bilden. 

Dreht  sich  ein  homogenes,  abgeplattetes  Rotationsellipsoid  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  cj  um  seine  kleine  Axe,  so  ist  das  Potential  w 
innerhalb  bis  zur  Oberfläche  gegeben   durch  die  Gleichung 

v  -f-  —  ©2/2  cos^9)' ;  (l) 


w 
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§  34.    Das  Rotationsellipsoid  als  Gleichgewichtsoberfläcbe.  131 

hierzu  ist  v  nach  Gleichaug  (11)  §  33  anzusetzen.    Indem  wir  v  ein- 
führen, setzen   wir  mit   Benutzung  der  rechtwinkeligen  Koordinaten 
des  Punktes  P',  bezogen  auf  die  Äquatorebene  als  a;'y'- Ebene  und  die 
Drehaxe  als  z'- Axe,  r^  ««=  x^  +  y^  +  z^ ,  sowie  r^  sin^^'  =  z'^  und  . 
nehmen  w  konstant  gleich  ivq.    Die  Gleichung 

u;,  =  I  o'  (x'»+y'*)  +  »»  -  ix'-\-y"+z'*)  (n-~)  (2) 

-  z'»  nE , 
worin 

3  e 

und  (3) 

gesetzt  ist,  ist  sodann  die  Gleichung  einer  Niveaufläche  jpnerhalb. 
Wir  wollen  nun  zeigen,  dafs  bei  jedem  Werte  e  die  Oberfläche  bei 
angemessener  Winkelgeschwindigkeit  Niveaufläche  sein  kann.  Für 
diesen  Fall,  wo  die  Niveaufläche  in  die  Oberfläche  fällt,  behalten  die 
Ausdrücke  ihre  Gültigkeit. 

Bringen  wir  (2)  auf  die  Form 

(x'^+y^) ^- ?-  +  z'2  ? _  1  ,  (4) 

so  erkennen  wir,  dafs  die  Oberfläche  mit  der  Niveaufläche  w^  zu- 
sammenfällt für 


nE       cd' 

n r^ 

S  2 


und  (5) 

,    ^nE     ~^   ^ 

wenn  wie  bisher  a  und  b  die  grofse  und  kleine  Halbaze  der  Meri- 
dianellipse der  Oberfläche  bezeichnen.  Aus  den  letzten  beiden  Aus- 
drücken ergiebt  sich 

h*       ~  nE       to*  ^^ 


Hieraus  folgt 


"-3 


et  _  (8  +  «'«)  A 

«2—2«-  ^ 


und  mit  RQcksicht  auf  die  Werte  von  n  und  E  nach  (3)  weiter: 


9» 


«D»  =  2«*»©  14.^  (arctanc' -  y^)  .  (7) 

Google 
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132       ^'  Kapitel.    Bestimmiing  der  Abplattang  aus  SchweremeBsungen. 
Für  kleine  e  giebt  die  Reihenentwicklung 

c2  _  _8^.  „1,20  e'^(l^^e^+  ...).  (7») 

Differenziert  man  die  Parenthese  in  (7)  nach  e\  so  erkennt  man, 
dafs  der  Differentialquotient  für  jeden  Wert  von  e^  positiv  ist.  Da 
nun  für  e'  «s  null  die  Parenthese  auch  null  ist,  so  wird,  wie  leicht  zu 
ersehen,  für  positive  Werte  von  e  der  Wert  der  rechten  Seite  von  (7) 
stets  positiv,  und  es  ist  mithin  o  fttr  jeden  Wert  von  e\  der  bei  einem 
abgeplatteten  Rotationsellipsoid  vorkommen  kann,  reell. 

Nehmen  wir  e  sehr  klein  an,  so  ist  in  erster  Annäherung 

Setzen  wir  nun  das  Verhältnis  von  Zentrifugalkraft  zur  Schwerkraft 
am  Äqu^r  gleich  (,  so  ist  angenähert 


hiermit  giebt  (8)  angenähert 


-4«, 


woraus  ebenso  genau  für  die  Abplattung  a  die  Relation  folgt: 

a  =  |c.  (9) 

Bei  der  Erde,  welche  keine  homogene  Flüssigkeitsmasse  darstellt, 
ist  diese  Beziehung  nicht  erfüllt,  denn  hier  ist 

*'  288,4  4  *  230,7  ' 

dagegen  ^  -  i"   ^is   .^^  • 

Die  Beziehung  von  it  za  r  bei  dem  im  Gleichgewicht  befindlichen,  rotie- 
renden, homogenen  Ellipsoid  wurde  bereits  8. 107  §  24  genauer  entwickelt 
gelegentlich  der  Erwähnung  der  bezuglichen  Untersuchungen  von  Clairaut. 

Eingehend  wird  das  rotierende,  homogene  Flüssigkeitsellipsoid  unter- 
sucht von  JjaplacCy  Mec.  eil.  t.  2,  1.  3,  p.  50  —  62.  Er  findet  namentlich 
auch,  dars  zu  jeder  Uotationsgesch windigkeit  zwei  oder  kein  Botations- 
ellipsoid  gehören  und  dafs  das  längliche  Rotationsellipsoid  als  Gleicfage- 
wichtsfigur  unmöglich  ist.  Für  unsere  Zwecke  genügt  das  oben  Gegebene; 
übrigens  zeigt  (8)  sofort  die  Unmöglichkeit  eines  negativen  «  '  bei  kleinen 
Werten  desselben. 

Laplace  bemerkt  a.  a.  0.  S.  63,  dafs  die  Untersuchung  über  das  Rota- 
tionsellipsoid nicht  genügt,  dafs  man  vielmehr  sich  bemühen  müsse,  alle 
Gleichgewichtsfiguren  zu  finden.  Im  folgenden  Paragraphen  nehmen  wir 
eine  ähnliche  Untersuchung  wie  Laplace  a.  a.  0.  S.  63—72  vor,  nämlich 
die  Lösung  dieser  Aufgabe  für  nahezu  kugelförmige,  homogene  Maasen, 
sodafa  Glieder  der  Ordnung  des  Quadrats  der  Abplattung  vernachlässigt 
werden  können. 
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§  35.    Rotierendes,  homogenes  Sphäroid.  133 

§  35.  Eine  rotierende ^  nahezu  kugelförmige,  homogene, 
flüssige  Hasse  mufs  die  Form  eines  Rotationskörpers  haben. 

Der  auf  den  SchwerpuDkt  als  Eoordinateoanfang  bezogene  Radius- 
vektor sei,  nach  Kugelfunktionen  K  von  9  und  A  entwickelt,  gleich 

r  -  Ä  (1  -  a[Ä^,  +  ^2  +  ^3  +  . . .]) .  (1) 

Hierin  ist  a  ebenso  wie  R  eine  Eonstante. 

Zur  Entwicklung  des  Potentials  der  Anziehung  auf  einen  Punkt  P' 
mit  den  Polarkoordinaten  r ,  ^>  und  X'  benutzen  wir  die  Reihe  (8) 
S.  51,  welche  für  r  >r  gilt: 

worin  r  sich  vorläufig  auf  irgend  einen  inneren  Punkt  bezieht.    In- 
dem wir  dies  in  den  Ausdruck 


-/• 


**•"  (3) 


e 


substituieren,  nehmen  wir  zugleich  dm  z=  &da  .  r^dr  und  integrieren 
nach  r  von  r  =  null  bis  zur  Oberfläche,  fttr  welche  wir  den  Radius- 
vektor wieder  mit  r  bezeichnen.     Wir  erhalten  so:   . 

"""-f-J  VT  +  T  7-  +  -5rr«  +  -6-r3+---)^^-         W 

Wir  beschränken  uns  nun  vorerst  auf  Glieder,  welche  nur  die 
nullte  oder  erste  Potenz  von  ü  enthalten  und  setzen  demgemäfs  in 
(4)  allgemein 

r-  =  lt-{l^nn[E,  +  J^,  +  J^,+  ...]+...). 

Bei  der  Integration  sind  sodann  die  Sätze  (2)  und  (3)  S.  116  zu  be- 
achten, womit  erhalten  wird: 

r=-i«*»®f'{l-3a[||A'.'  +  l^ii','+|^:A'3'+...]+...).(5) 

Hierin  sind  die  A''  Kugelfunktionen  von  <p\  A'. 

Zu  diesem  Potential  der  Anziehung  tritt,  wenn  wir  es  auf  einen 
Punkt  der  Oberfläche  des  rotierenden  Körpers  anwenden,  wozu  die 
Berechtigung  allerdings  noch  fraglich  ist,  das  Potential  der  Zentri- 
fugalkraft. Bei  der  eingeführten  Vernachlässigung  von  a^  kann  man 
zugleich  in  der  geschlossenen  Parenthese  B  :  r  gleich  1  setzen,  womit 
einfacher  wird : 

^=|„A:^@|'jl_3a[|Ä','  +  i.Ä'j'+|i'3'+. ..]  +  ...)  .     (6) 

Nehmen  wir  die  Rotationsaxe,  die  immer  den  Schwerpunkt  ent- 
hält, als  z-Axe,  so  ist  das  Gesamtpotential 
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z 
oder  anders  geschrieben: 

w  =  v  +  Y  öV^  —  ^  fiiV*  (sinV  ""  -3)  ^  0) 

worin  v  aus  (6)  zu  substituieren  ist. 

Für  irgend  eine  Niveaufläche  aufserhalb  des  rotierenden  Körpers 
ist  w  konstant.  Nehmen  wir,  wie  bereits  bemerkt,  an,  dab  (5)  auch 
noch  für  die  Oberfläche  gilt  und  nehmen  wir  ferner  an,  dafs  daselbst 
w  konstant  gleich  w^  sei,  so  ist  nun,  wenn 

4-«©Ä»  mit  M  (8) 


bezeichnet  wird: 


w. 


+  y  oV*  —  -i-  mV*  (sinV  —  y) 


(9) 


Diese  Gleichung  ist  eine  Gleichung  zwischen  r ,  q>'  und  X\  den 
Polarkoordinaten  eines  Oberflächenpunktes,  und  sie  mufs  identisch 
erfüllt  werden,  wenn  wir  r  nach  Gleichung  (1),  von  der  wir  ausge- 
gangen sind ,  gleich  Ä(l  —  ä [K{ -{-K^+K^ -{-...'])  einführen.  Mit 
Vernachlässigung  von  n^  folgt 


i"('+«a*.+i^.+-]) 


wobei  die  oberen  Striche  weggelassen  sind«  so  dafs  r,  9)  und  k  wieder 
auf  die  Oberflächenpunkte    ausschliefslich   bezogen    gedacht  werden. 
Man  erkennt,  dafs  für  beliebige  Werte  von  9  und  X  diese  Glei- 
chung nur  identisch  erfüllt  ist,  falls  die  Kugelfunktionen 

A^3  =  /r^  «  K^  u.  s.  f.  =  null 

sind,  aufserdem  aber 

wird,  mithin  frei  von  A  ist. 

AT)  bestimmt  sich  nicht;  aber  wir  wissen  aus  der  ähnlichen  Ent- 
Wicklung  des  Paragraphen  5  S.  58,  dafs  K(  im  Potential  (5)  ver- 
schwindet, weil  der  Schwerpunkt  Koordinatenanfang  ist.  Wir  er- 
halten somit  als  Gleichung  der  Oberfläche 

r  =  Ä(l-«i-,),  (11) 
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§  35.    Rotierendes,  homogenes  Sphäroid.  135 

wobei  üK^  sich  nach  (10)  bestimmt.  Die  Gleichgewichtsoherfläche  ist 
mithin  bis  auf  Gröfsen  der  Ordnung  n^  jedenfalls  ein  abgeplattetes  Ro- 
iationsellipsoid.    Die  Abplattung  wird  nach  (10)  und  (11)  gleich 

da  M  nach  (8)  hinreichend  genau  die  Masse  und  o^B^ :  Mk-  also 
das  Verhältnis  t  der  Zentrifugalkraft  zur  Schwerkraft  am  Äquator  ist. 
Die  vorstehende  Untersuchung  ist  insofern  mangelhaft,  als  der 
Ausdruck  (5)  für  v  noch  für  die  Oberfläche  als  gültig  vorausgesetzt 
wird.  Ganz  allgemein  genommen  ist  dies  aber  durchaus  unzulässig, 
wie  wir  für  den  ähnlichen  Fall  des  Erdkörpers  schon  S.  70  bemerkt 
haben.  Allein  wenn  wir  die  physikalisch  sehr  plausible  Voraussetzung 
machen^  dals  die  Abweichungen  der  Oberfläche  des  Gleichgewichts- 
sphäroids  von  der  Kugel  in  sanften  Ondulationen  erfolgen,  so  erscheint 
es  für  den  beabsichtigten  Genauigkeitsgrad  zulässig,  den  Ausdruck  (5) 
bis  zur  Oberfläche  anzuwenden. 

Denkt  man  sich  nämlich  das  Sphäroid  durch  eine  ihm  einge- 
schriebene Kugelfläche  vom  Radius  b  zerlegt  in  eine  Kugel  und  eine 
dQnne  Schale,  so  zerfällt  das  Potential  in  dasjenige  der  Kugel  und 
dasjenige  der  Schale.  Letzteres  kann  man  dadurch  mit  hinreichender 
Genauigkeit  ableiten,  dafs  man  die  Masse  der  Schale  radial  nach 
innen  auf  die  Kugelfläche  b  kondensiert  annimmt  und  das  Potential 
einer  Kugelfläche  mit  der  veränderlichen  Dichtigkeit  0  (r  —  b)  dafür 
setzt.  Diese  leichte  Rechnung,  welche  wir  dem  Leser  überlassen 
dürfen,  führt  mit  geringen,  jedenfalls  zulässigen  Vernachlässigungen 
zur  Reihe  (5).  Wir  werden  im  folgenden  Kapitel  bei  anderer  Gelegen- 
heit den  Genauigkeitsgrad,  welchen  eine  solche  Kondensation  bietet, 
genauer  untersuchen;  aber  man  sieht  unmittelbar,  dafs  derselbe  nur 
dann  nicht  genügt,  wenn  es  sich  um  die  Darstellung  rasch  veränder- 
licher Glieder  des  Potentials  handelt,  die  rasch  veränderlichen  ündu- 
lationen  der  Oberfläche  entsprechen. 

Für  das  dreiaxige,  von  der  Kugel  wenig  abweichende  Ellipsoid, 
gilt  unsere  Entwicklung  jedenfalls-,  denn  für  dieses  Ellipsoid  weifs 
man  durch  andere  Untersuchungen  (z.  B.  Erweiterung  derjenigen  der 
Paragraphen  29 — 31  für  drei  ungleiche  Axen),  dafs  die  Reihe  (5) 
bis  zur  Oberfläche  konvergiert.  Wir  ersehen  daher,  dafs  das  drei- 
axige Ellipsoid  nicht  zu  den  Gleichgewichtsoberflächen  eines  rotierendefi, 
nahezu  kugelförmigen  ^  homogenen  Flässigkeitssphäroids  gehört. 

Über  die  Geschichte  der  Theorie  der  Gleichgewichtsfigur  des  rotieren- 
den, flüssigen  Körpers  ist  Todhtmter^  History  of  Attraction  andthe  Figur e 
of  the  JSarth,  insbesondere  Bd.  2  S.  53  Art.  845—847  und  weiterhin  S.  285 
u.  S,  zu  vergleichen.  Ferner  für  neuere  Untersuchungen  L.  Matthiessen 
in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  von  SMömüch  1871  ßd.  IG 
S.  290  u.  ff. 
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Wir  entnehmen  daraus  Folgendes:  Die  Drehung  eines  Metallringes  um 
einen  Durchmesser  als  eines  zur  Figur  der  Erde  m  Beziehung  stehenden 
Experiments  erwähnt  bereits  1726  DesaguUer  in  einer  Schrift  über  die 
Figur  der  Erde  (Todh.  I.  p.  106).  Newton  setzte,  wie  hier  schon  8.  103 
bemerkt,  voraus,  dafs  das  abgeplattete  Ellipsoid  eine  Gleichgewichtsfigur 
für  eine  homogene  Masse  sei.  Glairaut  gab  1743  dazu  einen  Beweis  in  seiner 
Figwre  de  la  Terre,  vergl.  S.  105.  Legendre  erbrachte  zuerst  den  Beweis, 
dafs  jenes  Ellipsoid  unter  gewissen  umständen  die  einzig  mögliche  Form 
sei,  was  d'Alembert  vergeblich  versucht  hatte,  und  Laplace  wies  u.  a.  nach, 
dafs  das  längliche  Rotationsellipsoid  keine  Gleichgewichtsfigur  sei.  Während 
Legendre  zuerst  einen  beliebigen,  nahezu  kugelförmigen  Rotationskörper 
untersuchte,  ging  Laplace  zuerst  auf  ganz  beliebige,  nahezu  kugelförmige 
Sphäroide  ein  und  suchte  nachzuweisen,  dafs  sie  bis  auf  GrÖfsen  der  Ord- 
nung des  Quadrates  der  Abplattung  abgeplattete  Rotationsellipsoide  sein 
müfsten.  Liouville,  Poisson  und  Todhunter  verbesserten  den  Beweis. 
(Auf  diese  letzteren  Entwicklungen  konnten  wir  hier  nicht  eingehen.) 

Jacdbi  fand  1834,  dafs  auch  das  dreiaxige  Ellipsoid  eine  Gleichge- 
wichtsfigur sein  könne,  (vergl.  Thomson  und  Tait,  Handbuch  der  theor, 
Physik  1.  1.  8.  322)  und  dies  wurde  wiederholt  von  Geodäten  als  Ausgang 
für  Berechnungen  eines  dreiaxigen  Erdellipsoids  aus  Gradmessungen  be- 
nutzt. AUein  Clausen  wies  schon  1841  Bd.  18  No.  418  8.  145  der  Astronom. 
Nachr.  nach,  dafs  das  dreiaxige  EUipsoid  mit  den  drei  Halbaxen  a'^b'^c 

nur  für  —  <ZT/  —  bestehen  kann,  was  bei  der  Erde  sicher  nicht  statt- 

findet.  Wie  die  genauere  Untersuchung  zeigt,  würden  für  die  thatsäch- 
liche  Rotationsgeechwindigkeit  der  Erde  die  Beziehungen  der  Axen  fol 
gende  sein: 

a  «  52,4346  c        5  =  1,002313  c  , 

während  für  die  der  Erde  entsprechende  Rotationsform  ist,  vergl.  S.  107: 

«-*-0  +  w)''- 

Strenggenommen  genügt  die  Betrachtung  homogener  Massen  als  Ana- 
logon  zur  Erde  nicht.  Laplace  untersuchte  daher  in  der  Mec,  ccL  (t.  2  1.  3 
p.  85—90)  auch  einen  geschichteten,  flüssigen  Körper  auf  seine  Oberfläche, 
allerdings  unter  Voraussetzung  nahezu  kugelförmiger  Gestalt.  Er  findet  auch 
hier  die  Figur,  abgesehen  von  der  zweiten  Potenz  der  Abplattung,  ellip- 
tisch. Bei  dieser  Gelegenheit  werden  noch  eine  Relation  zwischen  Ab- 
plattung und  Dichtigkeit  der  Schichten  abgeleitet  und  für  verschiedene 
Dichtigkeitsgesetze  als  mögliche  Grenzen  der  Abplattung 

-C  und  -^c 
oder  rund  ^J-    und    A. 

ermittelt,  ersteres  für  den  Fall  der  Konzentration  der  Masse  im  Schwer- 
punkt, letzteres  für  homogene  Verteilung.     (Vergl   auch  §  12  im  6.  Kap.) 

§  36.    Schätzung   der   Abweichung   der   Oberfläche   einer 
flüssigen  Erde   von  der  Gestalt  eines  Rotationsellipsoids.    Da 

die  Dichtigkeit  der  Erde  yeränderlich  ist  und  zwar  nach  innen  zu- 


Digitized  by 


Google 


§  36.    Die  Oberfläche  einer  flussigen  Erde.  137 

nimmt  (S.  127),  so  kann  das  abgeplattete  Rotationsellipsoid  für  eine 
flüssige  Erdo;  wie  sich  zeigen  läfst,  nicht  mehr  die  Form  ihrer  Ober- 
fläche angeben.  Wir  wollen  hierauf  und  auf  eine  sorgfaltige  Schätzung 
der  Abweichung  nicht  eingehen.  Wir  begnügen  uns,  einige  Betrach- 
toDgen  anzustellen^  die  uns  ein  rohes  Mafs  der  Abweichung  mit 
geringerem  Aufwand  von  Entwicklung  abzuleiten  gestatten. 

Zunächst  bestimmen  wir  das  Potential  eines  homogenen  Rota- 
tionssphäroids  auf  einen  Punkt  (r, qp')  aufserhalb.  Wir  können  hier 
sogleich  an  den  Ausdruck  (4)  des  vorigen  Paragraphen  anknüpfen: 

^  =  -f^J  It  +  T  T^  +  T7«  +  T  V»  +  T  7i  +   ") ^^-  (^) 

Für  den  Radiusvektor  r  der  Oberfläche  setzen  wir  die  Entwicklung 
nach  Kugelfunktionen  von  97  an  (vergl.  S.  65): 


mit 


Ba  +  a,I^,  +  a,l^,  +  ...)A 


1 


Ä'j  =  sin^g?  —  ~ 


3 


K^  =  sinV  -  y  sin^q)  +  -^- 


(2) 


Afp  i^3  u.  s.  f.  sind  sogleich  weggelassen,   da  wir  uns  auf  Rotations- 
flächen, symmetrisch  zum  Äquator,  beschränken  dürfen. 

Bei  den  Entwicklungen  berücksichtigen  wir  die  erste  und  zweite 
Potenz  von  «j ,  nur  die  erste  aber  von  «^ ,  Die  Potenzen  von  r  ent- 
wickeln wir  sogleich  wieder  nach  Kugelfunktionen,  wobei  wir  indes 
nur  bis  K^  gehen.    Dabei  ist  Gebrauch  zu  machen  von  der  Identität 

^»^=-^4+4^»  +  ^'  (3) 

die  leicht  aufzustellen  ist. 

Alle  Potenzen  von  r  enthalten  nur  Ä'j  und  K^]  nach  Satz  (3) 
S.  116  verschwinden  deshalb  bei  der  Integration  in  (1)  die  Glieder 
mit  P,  und  Pg-,  ferner  kommen  in  betracht  im  Gliede  mit 

r'  nur  das  von  K  freie  Glied 


r'    „ 

» 

Glied  mit  A^j 

■ 

19 

» 

»     ^i 

. 

Diese  Glieder  sind 

Ä' 

0+-it«> 

A     für 

r» 

Ä'^i'j 

(da 

40 
J-i-  21. 

<)  „ 

r* 

R^'K^ 

('« 

2  +  21 

«.'),. 

r' 
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Beachtet  man  nun  noch  den  Satz  (2)  S.  116,  so  ergiebt  sich  ohne 
Schwierigkeit 


4.  R3 

3  r 


(4) 


worin  A'j'undA'^'  die  in  (2)  angegebenen  Kugelfunktionen,  aber  von  9', 
sind.     Indem  wir 

jnGB^(l  +-*g  «i^J  mit  M 
bezeichnen,  folgt  aus  (4) 

'-""('  +  -S(T".+i  .,')*v+|-;{4^+.,')*-.-+..im 

^  ist,  wie  sich  direkt  zeigen  läfst,  die  Masse.  Wir  wissen  aber  be- 
reits aus  der  ähnlichen  Entwicklung  S.  60,  dafs  v  mit  k^Mir  be- 
ginnen mufs.  Was  die  Brauchbarkeit  und  die  Genauigkeit  der  Formel 
(4*)  anlangt,  so  ist  zu  bemerken,  dafs  (4*)  för  das  Rotationsellipsoid 
jedenfalls  bis  auf  Glieder  der  dritten  Potenz  der  Abplattung  richtig 
ist.  Wenn  nun  in  (2)  otj  von  seinem  elliptischen  Werte  nur  um  ein 
Glied  von  der  Ordnung  der  zweiten  Potenz  der  Abplattung  abweicht 
und  in  den  nicht  angesetzten  Gliedern  von  (2)  die  Abweichungen 
mindestens  nicht  über  die  dritte  Potenz  gehen,  so  muss  (4*)  bis  zur 
zweiten  Potenz  der  Abplattung  incl.  genau  sein  und  auch  eine  wirk- 
liche Näherungsformel  darstellen,  weil  die  Abweichimg  vom  ElUpsoid 
wesentlich  nur  in  einer  sehr  flachen  Undulation,  A^^  entsprechend, 
verläuft;  (vergl.  die  entsprechenden  Bemerkungen  in  dem  vorigen 
Paragraphen  auf  S.  135). 

Nehmen  wir  nun  an,  dafä  die  Erde  gebildet  sei  aus  einem  homo- 
genen Sphäroid,  welches  im  Innern  durch  homogene,  kugelförmige, 
zum  Schwerpunkt  des  Sphäroids  konzentrische  Schichten  durchdrungen 
ist,  so  können  wir  fQr  das  Sphäroid  allein  den  Ausdruck  (4*),  für 
die  übrige  Masse  aber  den  einfachen  Aufdruck  Masse  :  r  anwenden. 
Bezeichnen  wir  die  Gesamtmasse  mit  3/,  die  Sphäroidmasse  mit  iVi^ 
so  wird  das  Gesamtpotential 

„_*.|«+_^,J?![(i.,+i.,.)^,.+.^(i^+.,.)*;+...]l 

+  Y  o^  r'^  cos'qp' .  (5) 

Soll  nun  die  Oberfläche  des  Sphäroids  eine  Niveaufläche  sein,  so  mufs 
w  einen  konstanten  Wert  Wq  annehmen ,  wenn  r  nach  Mafsgabe  der 
ersten  Formel  (2)  eingeführt  wird.  Indem  wir  jetzt  den  oberen  Strich 
an  r  und  <p  weglassen,  setzen  wir  bei  der  Substitution 
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welche  Formeln  leicht  mit  Rücksicht  auf  (3)  abzuleiten  sind.    Es  folgt 

-  §  {  Ä»^  (a,  -  «,^)  -  Är^if,  (I  «2  -  T  ««')  +  «»'^'«i  1   ' 
nnd  da  die  Faktoren  von  A^j  und  A^^  verschwinden  müssen^  wird 

und 

Ä'Jlf  («2— a,'^)— it'il/,  (3«2  — 1«/')  +ß>^Ä^«i  =  0  . 

Eliminiert  man  cd  und  reduziert  auf  aj ;  so  ergiebt  sich  mit  Vernach- 
lässigung von  «1^  die  Näherungsformel: 

^      M 

Um  nun  die  Abweichung  vom  Ellipsoid  gleicher  Abplattung  zu 
bestimmen,  ordnen  wir  den  Ausdruck  (2)  für  r  zunächst  nach  Potenzen 
von  sin  9).  Mit  Einführung  der  Abplattung  n  und  des  Äquatorial- 
halbmessers a  ist  dann 

r  =  ö  (1  —  [a  +  cKj]  sin^9  +  a^  sin^qp  +  ...).  (7) 

Da  a  und  «j  bis  auf  Gröfsen  der  Ordnung  n^  mit  einander  überein- 
stimmen, kann  man  in  (6)  a^  mit  a^  vertauschen,  womit  der  Aus- 
druck (6)  mit  Vernachlässigung  von  a^  übergeht  in 

«3  =  3a' S- .  (7*) 

Wir  wissen  bereits,  dafs  für  M^  =^  M  ein  Rotationsellipsoid 
herauskommen  mufs.  In  der  That  folgt  alsdann  «2  *=  ^  Ä*^  >  ^i®  ®8 
nach  Bd.  1  S.  61  sein  soll.  Für  das  Rotationsellipsoid  mit  der  Ab- 
plattung a  und  dem  Aquatorialradius  a  ist  somit  der  Ausdruck  für 
den  Radiusvektor: 


Digitized  by 


Google 


140       2*  Kapitel.    Bestiminuog  der  Abplatiuog  aus  Sch^eremesanngen. 

r=  ö(l  ^[a  +?^]8inV  +^'  sinV  +  ...)■ 

Der  radiale  Abstand  vom  Sphäroid  und  Ellipsoid  betragt  daher,  wenn 
die  Radien  durch  die  Indices  S  und  E  unterschieden  werden: 

r^  -  ri;  =  i  a  (^  —  «2)  sin'Z^)  . 

Dies  ist  ein  Maximum  für  sin^qp  =  —  und  zwar  wird  mit  Rücksicht 
auf  (7*): 

(rs  -  rE)max  -=  —  |  ÖÄ^ j,-  •  (8) 

Die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  ist  5,6;  die  Dichtigkeit  &f^  an 
der  Oberfläche  etwa  2,8  .     Der  kleinste  Wert  von   M^  ist  hiernach 

gleich  ^  Af  anzunehmen,  womit 

(rs  —  r£)ma*  =  —  16*» 

wird.  Dieser  Wert  dürfte  aber  zu  grofs  sein.  Wir  werden  im  sechsten 
Kapitel  sehen,  dafs  die  Dichtigkeit  anfangs  sehr  rasch  zunimmt  und 
zwar  bei  der  Tiefe  von  etwa  a  :  4  bereits  gleich  5,6  ist.  Legen  wir 
nun  dementsprechend  ein  homogenes  Sphäroid  mit  der  Dichte 

1(2,8  +  5,6) 

Q 

ZU  gründe,   so  wird  i!f ,  =  —  J/  und  (r^  —  rE)max  =  —  9"» . 

Im  sechsten  Kapitel  wird  auch  gezeigt,  dafs  die  Abplattung  der 
Schichten  gleicher  Dichtigkeit  nach  innen  wahrscheinlich  abnimmt. 
Demgemäfs  dürfte  ebenfalls  der  zuerst  erhaltene  Maximalabstand  zu  grofs 
sein,  da  er  gewissermafsen  die  extreme  Annahme  einer  sehr  raschen 
Änderung  der  Abplattung  bis  auf  null  macht.  Der  zweite  Wert  zeigt, 
dafs  eine  mäfsige  Vergrofserung  von  ®q  die  Differenz  (rs  —  rE)ma» 
bedeutend  herabdrückt.  Jedenfalls  sind  also  die  Abstände  zwischen 
Ellipsoid  und  Sphäroid  gering. 

Vergleicht  man  die  soeben,  erhaltenen  Resultate  mit  den  Ergeb- 
nissen des  Paragraphen  17  S.  90,  so  zeigt  sich,  dafs  bei  gleichen 
Axenlängen  die  Normalsphäroide  und  das  oben  betrachtete  Sphäroid 
um  Gröfsen  derselben  Ordnung,  aber  in  entgegengesetztem  Sinne,  vom 
Ellipsoid  abweichen.  Dies  kann  nicht  verwundern,  da  sehr  geringe 
Abweichungen  in  der  Massenanordnung  im  Erdinnern  von  derjenigen 
für  flüssigen  Zustand  schon  eine  solche  Differenz  zu  erzeugen  im 
Stande  sind.  Unzweifelhaft  ist  die  Erde  aber  bis  zu  einiger  Tiefe  fest 
und  wenn  nun  auch  hier  durch  Abweichungen  der  Massenanordnung 
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vom  flüssigen  Zustande  Spannungen  entstehen  ^  die  im  grofsen  und 
ganzen  schliefslich  eine  dem  letzteren  angenäherte  Anordnung  herbei- 
führen, so  kann  sich  dies  doch  nicht  auf  Bruchteile  des  Radius  er- 
strecken, die  Grofsen  der  Ordnung  a^  sind.  Man  yergl.  übrigens  die 
Resultate  von  Borenius  und  Paucker  S.  88  (13)  und  (14*). 

Airy  hat  nach  Thomson  wnd  Tau,  Handbuch  l,  2  S.  360  eine  genaaere 
Unterauchung  geführt  und  die  Abweichung  der  Oberfläche  einer  flüssigen 
Erde  vom  Ellipsoid  zu  24'  d.  h.  T""  ermittelt.  Man  vergl.  för  solche  Rech- 
nungen auch  die  Entwicklungen  Ton  Hargraeve  in  den  Phil.  Transact, 
184i  p.  75  und  von  Jßd,  Schmidt  in  seiner  mathem.  Geogr.  Bd.  1  S.  389. 


Drittes  Kapitel. 

Ableitung  einer  Formel  für  die  Schwerkraft  im  Meeresniyean 
ans  den  Beobachtungen;  kontinentale  Abweichnngen  des  Geoids. 

§  1.  Potential  und  Anziehung  einer  kreisförmigen  Scheibe 
auf  einen  Punkt  normal  über  dem  Zentrum.  *)  Beschreibt  man 
um   den  Mittelpunkt  M  der  Scheibe  mit  ^, 

dem  Radius  r  einen  Kreis  (Fig.  9),  so 
haben  alle  Punkte  P  desselben  von  P\ 
dem  angezogenen  Punkte^  gleiche  Ent- 
fernung e  =  j/z'^  +  ^^'  Lassen  wir  nun  r  5'  4-  V  '*^ 
um  dr  wachsen  und  setzen  die  Dicke 
der  Scheibe  gleich  dz^  so  entsteht  das      /       a  I  ,  r   \r 


Raumelement  2ütr  dr  dz,  welches  in  allen 
Teilen  denselben  Abstand  e  von  P'  hat. 

Es  ist  daher;  wenn  ®  die  konstante  Dichtigkeit  in  der  Scheibe  be- 
zeichnet ^  das  Potential  derselben  gleich 


v  =  2xk'^&dz  r 


rdr^ 


Die  Integration  giebt  sofort 

v  =  27tk^@dz{E—  z)  (1) 

für  « positiv 

E^j/z^+  a'. 

Die  Anziehung  der  Scheibe  auf  P'  findet  oflFenbar  in  Richtung 
P'M  statt.    Man  erhält  sie  gleich 

*)  Wir  stellen  in  den  ersten  Paragraphen  dieses  Kapitels  einige  vorberei- 
tende Entwicklungen  zusammen. 
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Diese  Formel  zeigt,  dafs  die  Anziehung  der.  Scheibe  auf  den 
Punkt  P'  in  der  Richtung  P'M  normal  zur  Scheibe  solange  vom  Abstände  z 
des  Punktes  nahezu  unabhängig  isi^  als  dieser  Abstand  im  Verhältnis  zu 
der  Entfernung  des  Punktes  vom  Rande  der  Scheibe  sehr  klein  ist.  Es 
gilt  dies  auch  für  excentrische  Lagen  yon  P'  und  für  unregelmäfsig 
begrenzte  Scheiben ,  wenn  nur  die  Projektion  M  von  P'  innerhalb 
der  Scheibe  liegt  und  z  im  Verhältnis  zur  kleinsten  Randentfernung 
noch  sehr  klein  ist. 

§  2.  Potential  und  Anziehung  eineg  liouK^enen,  geraden 
Kreiscylinders  auf  einen  Punkt  seiner  Axe,  aufserlialb,  sowie 

eines  liomogenen,  geraden  Kreiskegels 
auf  seine  Spitze. 

Für  ein  scheibenförmiges  Element  des 
Cylinders,  Fig.  10,  im  Abstand  z  von  P' 
gilt  wieder  Formel  (1)  des  vorigen  Para- 
graphen. Man  hat  damit  für  das  Poten- 
tial des  ganzen  Cylinders  die  Gleichung 

J^+« 
(/z«  +  a^  — z)tfz. 


t;  =  2Äit^© 


Das  unbestimmte  Integral    ist  nach  be- 
kannten Formeln  gleich 

1  z  j/?q-  ^  +  i_  a«  lognat  (z  +  yz^~+ä^)  —  ^z^+  Konst. 

und  hiermit  ergiebt  sich 

b{b  +  2c) 


y  =  nk^& 


\b  +  c) ya^  +  {b'+cy  ^cj/a^  +  c^  • 

+  aMognat^  +  ^  +  ^-'"  +  "^"+^)"' 


(1) 


Die  Anziehung  des  Cylinders  auf  P'  in  Richtung  P'M  wird  gleich 
-  U  =  2« A»®  (*  +  yä^lTc'  -  V'a-'+iP  +  cf),  (2) 

welchen  Ausdruck  man  übrigens  noch 
bequemer  aus  Formel  (2)  des  vorigen  Para- 
graphen durch  direkte  Integration  findet. 
Die  Formeln  (1)  und  (2)  gelten  nur 
für  positive  Werte  von  c,  da  im  Innern 
eines  Korpers  der  analytische  Ausdruck 
für  V  ein  anderer  ist  als  i^ufserhalb  (vergl. 
Eap.l  S.34).Auch  Formel(l)a.v.S.zeigtdies. 
Für  das  Potential  des  Kegels  in  Bezug  auf  seine  Spitze  hat  man, 

weil  hier  nach  Fig.  11  in  Bezug  auf  ein  scheibenförmiges  Element 

i?  =  z  sec  a  ist: 


Flg.  11. 
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d.  i. 
oder 


'/ 


2«*"©  /  z(aeca—  l)dz 


v^«k^@b^(awa—  1) 
V  -=  ak^&b (j/ö^+P  —  b). 


(3) 


Dagegen   erhält  man  für  die  Anziehung  auf  die  Spitze  aus  For- 
mel (2)  des  vorigen  Paragraphen: 

b 


d.  i. 
oder 


M  (1  —  cos  a)  dz 

2nk'^&h{\  —cos«) 
2nk^eb{\  —  -^ — V 


(4) 


§  3.   Potential  und  Anziehung  eines  liomogenen  Rotations- 
paraboloids  auf  einen  Punkt  seiner  Axe,  aufaerlialb.    Für  ein 

scheibenförmiges  Element  im  Abstand  z 
von  />'  gilt  wieder  Formel  (1)  §  1  S.  141, 
v^obeifOr  a  jetzt  y  zu  schreiben  ist,  Fig.  12. 
Man  hat  damit  für  das  Potential  des  Para- 
boloids  von  der  Hohe  b  die  Gleichung 

V  =  2jck^@  j  ij/z^  +  y«  —  z)  dz, 


wobei  zu  setzen  ist 

y^  =  2p{z-c) 


(1) 


Fig.  1«. 

und  p  sich  durch  Anwendung  dieser  letztern  Gleichung  auf  die  Ordinate 
a  in  der  Grundfläche  bestimmt.   Hier  ist  a^  =  2pb  und  man  hat  daher 

Der  oben  gegebene  Ausdruck  für  v  geht  durch  Substitution  des 
Wertes  von  y*  nach  (1)  und  einfacher  Umformung  über  in 

6  +  c 

V  =  2xk^@f{j/{^+'p)^-'p{2c+p)diz  •^p)  —  zdz}. 

c 

Das  unbestimmte  Integral  ist  nach  bekannten  Formeln  gleich 
-i-p(2c+p)lognat  {z+p-\-  ^(^+p)>_p(2c+p))  -^z'+gonst. 
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uDd  hiermit  ergiebt  sich 


V  ===  nk^0 


\ib  +  c+p)y{b  +  cy  +  2pb  —  c(c+p)  —  b(b'\-2c)\ 


{ —  p(2c']-p)  lognat 


h  +  c+p+Vib  +  c)»  +^ipb 


(3) 


2C+P  f 

Die  Anziehung  des  Paraboloids  auf  P  in  Richtung  P'M  wird 
gleich 


de 


b  +  c—j/lb  +  cy+2pb 


\+piogn.i'-+^±^y^±^^i±:'^ 


Ze+p 


(4) 


Dasselbe  ergiebt  sich  durch  Integration  aus  Formel  (2)  §  1  S.  141. 

Nach  Kap.  1  S.  34  gelten  die  Formeln  (3)  und  (4)  nicht  im  In- 
nern des  Paraboloids,  was  übrigens  auch  aus  (1)  S.  141  hervorgeht. 
§  4.    Potential  und  Anziehung  einer  spliärischen  Sclieibe 
auf  einen  Punlkt  normal  über  dem  Zentrum.    Der  angezogene 
Punkt  iP'  liege  auf  serhalb  der  Kugelfläche  vom  Radius  r,  welche  die 

innere  Begrenzung  der  von  einem  kleinen 
Kreise  begrenzten  Scheibe  von  der  Dicke  dr 
bildet,  Fig.  13;  den  Punkt  P,  die  Mitte  M 
der  Scheibe  und  das  Kugelzentrum  C  nehmen 
wir  auf  einer  Geraden.  Beschreibt  man  um 
den  Mittelpunkt  M  mit  dem  Radius  r^  einen 
Kreis,  so  haben  alle  Punkte  P  desselben  von 
P'  die  Entfernung  e  =  yt^~+  r^  —  2rr  cos ^. 
Lassen  wir  zugleich  ^  um  dil)  wachsen,  so 
entsteht  ein  ringförmiges  Raumelement  vom 
Querschnitt  dg  '^  dr  .rdil;  und  dem  Volumen 
dg  ,27tr  sinfj  dessen  Teile  alle  in  der  glei- 
chen Entfernung  e  von  P'  liegen.  Mit  Rück- 
sicht auf  die  Fixierung  des  Scheibenrandes  in  der  Figur  durch  ^  =  ^ 
folgt  nun  als  Potential  der  Platte 


Fig.  13. 


2nk^®r^dr 


i 


sini/;  ({ ^ 


y^%  _|_  /t :_  2  r  r  cos  -^  ' 


wobei  die  Dichtigkeit  wieder  mit  S  bezeichnet  ist. 
giebt 


Die  Integration 


2jckWr^dr 


Kr»  +  r*  —  2rr  cos y  —  Kr»  +  r «  —  2f 


rr 


(1) 


worin  die  beiden  Quadratwurzeln  die  immer  positiven  Entfernungen 
des  angezogenen  Punktes  vom  Rande  bezw.  der  Mitte  M  bedeuten. 
Die  Ausziehung  der  zweiten  Quadratwurzel  mit  Beachtung  der  Be- 
dingung r  >  r,  sowie  die  Benutzung  der  Abkürzungen 


Digitized  by 


Google 


§  4.    PoteDÜal  einer  sphärischen  Scheibe.  145 


und 
geben: 


E  =  j/r^  +  r'2  —  2rr  cos  V 
z  ^^r  —  r 

V  =  2%lc^&  y  dr{E  --  z).  (2) 

«  positiv. 

BßT  negative  Differentialquotient  von  v  nach  r'  ist  die  Anziehung 
in  Richtung  P'C  auf  P\    Es  ist  nach  naheliegenden  Reduktionen: 


2.Jt^e^är{l-r-^^^}.  (3) 


r'>r 


Liegt  P'  innerhalb  der  Kugelfläcbe,  so  ist  im  Ausdruck  far  v 
nach  (2)  z  =  r  —  r'  zu  setzen  und  es  wird 

j^=^2.A^S^är[l+t^^].  (3») 

r'<r 

Vergleicht  man  die  vorstehenden  Ausdrücke  für  da9  Potential 
ond  die  Anziehung  einer  sphärischen  Platte  mit  den  in  §  1  dieses 
Kapitels  S.  141  für  eine  ebene  Platte  gefundenen  ^  so  ist  leicht  zu 
erkennen,  dafs  die  Krümmung  wenig  EinfluTs  hat,  falls  der  Abstand 
des  Punktes  P'  von  der  Platte,  z  «.  r  —  r,  und  der  Radius  der  Platte, 
ö  =  r  ??",  kleine  Gröfsen  gegen  den  Kugelradius  r  sind.  Bei  dem  Po- 
tential ist  dies  unmittelbar  ersichtlich.    Um  es  auch  bei  der  Anziehung 

hervortreten  zu  lassen,  schreiben  wir  in  (3)  r' —  2r  sin^  —  für  r  cos  W 
und  erhalten  anstatt  (3): 

-|^  =  2«F<-.r{l-A+^i:sio^^).  (4) 

«  positiv 

Hierin  kann  man  anstatt  des  dritten  Gliedes  der  Parenthese,  a  =»  r9^ 
gesetzt,  angenähert  schreiben:  ' 

1    a      a 

und  dies  zeigt  deutlich  die  Geringfügigkeit  des  Gliedes. 

Ist  z  gegen  a  =»  rW  sehr  klein  und  zugleich  a  gegen  r  klein, 
so  gilt  derselbe  Satz,  welcher  in  §  1  S.  142  für  die  ebene  Scheibe 
hervorgehoben  worden  ist. 

In  dem  Falle,  dafs  zwar  0  sehr  klein  ist  gegen  a,  aber  a  im 
übrigen  einen  beliebigen  Wert  hat,  kann  man  in  (4)  vor  der  Paren- 
these r^  =  r  *  und  innerhalb  der  Parenthese  z  :  E  gleich  null  setzen. 
Es  geht  (4)  alsdann  über  in 


dv o^j.2ia.j-  fi     I      -^ 

Nun  ist  zugleich 


^^.-2nU^&är[l  +  ^} 


»=  2itk'^edr  .E; 

Helmert,  mathem.  u.  physikal.  Theorieen  der  höh.  Gkodäsie.  II.  10 
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man  hat  daher,  falls  z  gegen  a  sehr  klein  ist;  bei  beliebigem  Werte 
Von  a\ 

-llr  =  2«k^@dr+^-  (5) 

Dieser  Satz  gilt  nicht  blos  für  den  besonderen  Fall,  in  welchem 
er  bewiesen  wurde,  sondern  ganz  allgemein  für  Jeden  unendlich  dünnen 
Massenbelag  der  Kugelfläche  und  für  alle  unendlich  nahe  auf^rhalb 
derselben  liegenden  Punkte,  in  deren  Umgebung  die  Dichtigkeit  @ 
des  Belags  sich  nicht  unstetig  ändert. 

Um  vorstehenden  Satz  allgemein  zu  beweisen,  nehmen  wir  den 
angezogenen  Punkt  P'  zunächst  in  der  Kugelfläche  liegend,  auf  wel- 
cher wir  uns  kondensierte  Masse  verbreitet  denken.  Wenn  wir  nun 
das  Massenelement  bei  irgend  einem  Punkte  P  der  Eugelfiäche  mit 
dm  bezeichnen,  so  ist  einerseits 

dm 


*■/- 


worin  die  Integration  für  die  ganze  Kugelfläche  zu  nehmen  ist.  Die 
Anziehung  in  radialer  Richtung  P'Cj  nach  innen,  wird  andrerseits 
gleich 


dt 
dt 


^;=^^/-^8in|-,  (6) 

len  Winl 
2r  sin  ^    ist,  so  hat  man 


indem    P'C  mit  PP'  den  Winkel  90®  —  -|-    einschliefst.     Da   aber 


dv 
'dr 


2rJ      e   ~  2r  '  ^^ 


Hierbei  ist  entsprechend  dem  Umstand,  dafs  P'  in  die  unend- 
lich dünn  mit  kondensierter  Masse  belegte  Fläche  verlegt  wurde, 
die  Anziehung  der  Masse  in  der  Umgebung  von  P  gleich  null  gesetzt. 
Dies  zeigt  (6)  sofort,  wenn  wir  dm  durch  die  Masse  für  die  Flächen- 
einheit: die  Flächendichtigkeit,  ausdrücken.  Bezeichnen  wir  dieselbe 
mit  &  im  Durchschnitt  für  alle  Punkte  in  demselben  Abstand  «,  so 
wird  dm  =  2r^ic  sin^  d^  .  ^  und  es  folgt  aus  (6): 

er  12        2 


Nimmt  man  ^  in  der  nächsten  Umgebung  von  P'  konstant,  etwa 
bis  ^  «:  ^j ,  so  wird  der  Anteil  dieser  Umgebung  an  der  radialen 
Anziehung  gleich 

23rÄ2^sin  t-  ; 
derselbe  verschwindet  also  mit  f^ . 
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Liegt  aber  P'  nicht  in  der  Fläche,  sondern  unendlich  nahe  aufser- 
halb,  so  ist  die  Anziehung  dieser  benachbarten  Masse  sehr  wesentlich. 
Man  zerlege  in  diesem  Falle  die  Kugelfläche  in  2  Teile  durch  Aus- 
schneiden einer  zu  P'  konzentrischen  Scheibe  vom  Radius  a.  Inner- 
halb a  mufs  ^  als  konstant  zu  betrachten  sein.  Dann  gilt  für  den 
innern  Teil  Formel  (5),  worin  nur  Q'  für  Sdr  zu  setzen  ist;  für  den 
äuTsern  Teil  gilt  Formel  (7)  und  zusammen  also  offenbar  wieder  die 
Gleichung  (5): 


dr 


=  2xk^»  + 


(8) 


wobei  d  die  Dichtigkeit  in  der  Umgebung  von  P'  darstellt. 

Über  Formeln  bei  endlicher  Dicke  der  Platten  YeTghPrattyPhiLTransact, 
1871,  p.  341. 

Über  eine  ähnliche  Gleichung  für  die  Oberfläche  eines  nahezu  kugel- 
förmigen, homogenen  Körpers  von  Laplace  vergl.  MSc.  cd,j  t.  II 1.  III  Nr.  10 
sowie  t.  V  L  XI  und  Tödhunter,  History  of  AUractUm,  Bd.  2  S.  253. 

§  5.    Abstand  yon  NiTeaasphäroid  und  NiTeaufläche  gleichen 
Potentialwertes. 

Im  vorigen  Kapitel  ist  für  einen  Näherungsausdruck  ü  des  Po- 
tentiales  W  der  Schwerkraft  gezeigt  worden,  wie  sich  mit  Hülfe  von 
Schweremessungen  die  Gestalt  der  zugehörigen  Niveausphäroide  aufser- 
halb  der  mathematischen  Erdoberfläche  bestimmen  läfst.  Wir  denken 
uns  jetzt  ganz  allgemein  unter  U  eine  Funktion,  welche  einen  Nähe- 
rungsadfidruck  von  W  vorstellt.  Wir  denken  uns  ferner  zu  den  Glei- 
chungen IV  '=^Wq  und  U=  f^Q,  unter  fT^  eine  Konstante  verstanden, 
die  zugehörigen  Flä- 
chen aufgesucht.  Dann 
gilt  es  eine  Beziehung 
zu  ermitteln  für  den 
Abstand  0P=  N,  um 
welchen  sich,  Fig.  14, 
die  Niveauflache  W 
=7^0  ^^^^  das  Niveau- 
sphäroid U  ^^  Wq  m  '  Fig.  14. 
der  Normalen  PQ  des 

letzteren  erhebt.  Diese  Beziehung  kann  dann  selbstredend  auch  für 
die  besonderen  Formen  von  U  Anwendung  finden,  die  im  vorigen 
Kapitel  für  Niveausphäroide  aufserhalb  benutzt  worden  sind. 

Im  allgemeinen  wird  nun  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Wert 
der  Funktion  ü  von  W  abweichen  um  eine  Grofse  T\ 


IV^Ü'\'  T . 


(1) 


Ist  in  dem  Punkte  insbesondere  W  ^^V  =^Wr..   so  hat  T  den  Wert 


nulU    Wir  sehen  also  zunächst,  dafs  Niveaufläche  und  Niveausphäroid 


10* 
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sich  da  schneiden ,  wo  7  -»  nnll  ist.  Ist  T  fQr  einen  Punkt  0  der 
Niveaufläche  W^=»  W^  nicht  null,  so  hat  £^  einerseits  daselbst  nach  (1)  den 
Wert  Wq  —  T.  Andrerseits  kann  man  von  -Pausgehend  ^für  0  nach 
Taylors  Satz  herleiten  und  zwar  ist  für  kleine  Nin  ^ster  Annäherung, 
wenn  beliebige  Hohen  über  P  mit  h  bezeichnet  werden : 


^-^•  +  {Ä^+- 


Da  aber  auch  U  =  fF^  —  T  gefunden  war,    so  folgt  sofort  aus  der 
Gleichsetzung  beider  Ausdrücke 

oder  mit  der  Festsetzung,  dafs  N  nach  aufsen  wie  in  Fig.  14  positiv 
gezählt  wird: 

A-^  +  ...,  (2) 

worin  y  die  der  Funktion  ü  in  P  entsprechende  Beschleunigung  der 
Schwere  bedeutet. 

In  den  Fällen  des  vorigen  Kapitels  bezeichnet  y  die  normale 
SchVverkraft. 

Die  Relation  (2)  hat  H.  BrwM  in  seiner  Figwr  der  Erde  S.  20  ange- 
geben und  zwar  in  der  Gestalt  ä  =■  —  T :  y  cos  p.  Hierbei  bedeutet  h  die 
Tiefe  des  Sphäroids  Z7=»  TF©  unter  der  NiTeaufläche  W  =  W^^  gemessen 
in  der  Lotrichtnng  von  Q ,  wenn  in  Q  die  normale  Schwerebeschl^unigung 
gleich  y  ist  und  die  Lotiichtung  daselbst  mit  der  Richtung  der  normalen 
Schwerkraft  den  Winkel  e  einschliefst.  Praktisch  genommen  laufen  beide 
Formeln ,  die  £run«sche  und  (2) ,  auf  dasselbe  hinaus.  Doch  ist  bei  BnvM 
die  Entwicklung  eine  etwas  andere. 

Da  man  die  Werte  von  T  im  Niveau  der  Meeresfläche,  welche 
einem  wie  im  vorigen  Kapitel  auf  grund  der  Schweremessungen  zu 
bestimmenden  Niveausphäroid  ü  entsprechen ^  nicht  kennt;  so  kann 
man  von  der  Formel  (2)  allerdings  keinen  Gebrauch  machen ,  um  die 
Undulationen  der  Meeresfläche  gegen  ein  Niveausphäroid  gleichen 
Potentialwertes  zu  ermitteln.  Nichtsdestoweniger  ist  die  Formel  von 
hoher  Bedeutung  ^  wie  aus  den  zahlreichen  Anwendungen  derselben 
in  diesem  Kapitel  hervorgehen  wird. 

Wir  werden  sie  als  das  Theorem  von  Bruns  bezeichnen. 
§  6.  Die  Untersuehung  der  Brauchbarkeit  der  Entwicklung 
des  Potentials  W  der  Schwerkraft  nach  negativen  Potenzen  des 
Radiusvektors  bis  zur  Meeresfläche  (dem  Geoid)  erfordert  eine 
Anwendung  vorstehenden  Theorems. 

S.70  §9  wurde  darauf  hingewiesen,  dafs  diese  S.60  §5  (7)  gegebene 
Entwicklung  in  Strenge  nicht  bis  zur  Meeresfläche  gelten  kann.  Um 
Gültigkeit  zu  erlangen,  wird  es  notig,  der  wirklichen  Massenverteilung 
zwischen  der  physischen  Erdoberfläche  und  einer  der  mathematischen 
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Erdoberfläche  konzentrisch  zum  Erdscbwerpunkt  berührend  eingeschrie- 
benen Eugelfläche  oder  einer  innerhalb  der  letzteren  gelegenen  Fläche 
eine  ideelle  Massen  Verteilung  zu  substituieren;  für  welche  jene  Ent- 
wicklung gilt.  Allein  es  ist  klar,  dafs  mit  dieser  Abänderung  der 
Massenlagerung  auch  Änderungen  im  Potential  und  in  der  Schwerkraft 
verknüpft  sind.  Man  mufs  sich  nun  eine  Vorstellung  zu  machen 
suchen ;  wie  grofs  diese  Änderungen  etwa  sind  und  welchen  Einflufs 
dieselben  auf  die  Bestimmung  der  Form  der  Niveauflächen,  insbeson- 
dere der  Meeresfläche,  aus  Schweremessungen  haben. 

Um  eine  jedenfalls  zulässige  Idealisierung  durchzuführen,  denken 
wir  uns  zu  der  mathematischen  Erdoberfläche  eine  Parallelfläche  im 
Abstand  üR  (d.  i.  Abplattung  mal  mittlerer  Erdradius)  konstruiert.*) 
Diese  Parallelfläche  erfüllt  die  Bedingung,  innerhalb  einer  der  mathe- 
matischen Erdoberfläche  konzentrisch  zuni  Erdschwerpunkt  berührend 
eingeschriebenen  Kugelfläche  zu  liegen,  mindestens  sehr  nahe  und 
hinreichend  genau.  Alle  Massen  aufserhalb  der  Parallelfläche  ver- 
schieben wir  radial  auf  dieselbe;  wir  kondensieren  also  die  äufseren 
Massen  daselbst.  Durch  diese  Kondensation  gehen  das  wirkliche  Po- 
tential W  und  die  wirkliche  Schwerkraft  g  in  das  theoretische  Poten- 
tial ü  und  die  theoretische  Schwere  y  über.  Ist  im  Punkte  Q  der 
wirklichen  Meeres- (Geoid-) Fläche  W'^ü -^^  T,  so  stehen  die  wirkliche 
und  die  theoretische  Meeres-(tieoid-)Fläche  gleichen  Poteutialwertes 
nach  vorigem  Paragraph  daselbst  um  Tiy  voneinander  ab,  wobei  y 
die  theoretische  Schwere  in  dem  zu  Q  gehörigen  Punkte  P  der  theo- 
retischen Meeresfläche  bezeichnet. 

Wir  haben  nun  zunächst  die  Aufgabe,  T  zu  schätzen,  d.  h.  zu 
schätzen  die  Änderung  im  Potential  infolge  der  Kondensation  der 
äufseren  Massen.  Ferner  sind  zu  schätzen  die  Änderungen  der  Schwer- 
kraft im  Niveau  der  Meeresfläche:  1.  infolge  der  Verschiebung  der 
letzteren  um  T  ly,  2.  infolge  der  Kondensation  der  äufseren  Massen. 

§  7.  Änderung  des  Potentiales  W  durch  Kondensation  der 
äufseren  Sassen  auf  die  Parallelfläche.  Bei  der  Untersuchung 
des  Kondensationseffektes  wird  es  jedenfalls  eine  gute  Annäherung 
gewähren,  die  Meeresfläche  und  ihre  Parallelfläche,  die  Kondensations- 
iläche,  als  Kugelflächen  zu  betrachten.  Dafs  diese  Annahme  auf  den 
Betrag  des  Kondensationseffektes  keinen  wesentlichen  Einflufs  hat, 
wird  sich  im  Folgenden  ohne  weitere  Betonung  dieses  Umstandes  von 
selbst  zeigen. 

Wir  denken  uns  W  zunächst  auf  einen  Punkt  P'  im  Meeres- 
niveau bezogen,  Fig.  15.  Ein  im  Punkte  P  befindliches  Massen- 
element dm  liefert  zum  Potential  den  Beitrag  k'^dtni  e\  verschieben 

*)  Durch  die  Annahme  HJR  wird  nur  *ein  plausibler  Wert  für  den  Abstand 
beider  Fi[|,chen,  nicht  aber  die  Voraussetzung  eingeführt,  dafs  die  Meeresfläche 
ein  abgeplattetes  Sphäroid  seL 
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wir  das  Massenelement  aber  in  radialer  Richtung  auf  die  Konden- 
sationsfläche nach  Pi;  80  wird  der  Beitrag  k^dmie^.  Für  kleine 
Winkel  i>  ist  nun  nach  der  Figur  e^  >  e^  also  der  Beitrag  nach  der 
Kondensation  ein  kleinerer  als  vorher.  Für  grofse  Werte  t  ist  es 
aber  gerade  umgekehrt.  Die  Grenzfläche  A^BBA^,  eine  Rotations- 
fläche  mit  der  Axe  PC^  welche  alle  Funkte  P  der  einen  Art  von 

_  denen     der    andern   Art 

^ciS^S-^^ZW. — -^Ss^^^  trennt,  findet  man  leicht. 

A^  liegt  in  dem  Berüh- 
rungspunkt der  Tangente 
von  P'  an  den  innern 
Kreis;  B  liegt  so,  dals 
die  Mitte  B^  von  BB^  im 
Dreieck  B^P'C  den  Schei- 
tel eines  rechten  Winkels 
bezeichnet  und  dafs  so- 
mit P'B  =  P'By  ist; 
u.  s.  f. 

Setzt  man  den  Radius  der  Kondensationsfläche  gleich  r,-  und  ihren 
Abstand  von  der  Meeresfläche  gleich  ViR  oder  an,  so  bat  man: 


A^ />'  =  r.  y\\  +  a)^^  f  =  r.  }/2ti  nahezu; 

B^  />'  =  r<  ^(1  + 11)^  -  [l  +  J  )'  =  r,  /n  nahezu. 


(1) 


Wir  leiten  nunmehr  einen  Näherungsausdruck  für  die  Potential- 
verminderung ab,  welche  die  Kondensation  der  Masse  ^(^^^^j  gi^H 
wobei  wir  konstaute  Dichte  B  voraussetzen.  Wäre  die  Kugelschale 
zwischen  beiden  Flfichen  ganz  mit  Masse  gleicher  Dichte  erfüllt,  so 
würde  die  Kondensation  am  Potentialwert  nach  S.  62  §  6  (6)  nichts 
ändern.  Die  Kondensation  von  A^BBA^  giebt  daher  für  P'  einen 
Maximaleffekt,  weshalb  wir  den  entsprechenden,  in  Fig.  15  kräftig  um- 
schlossenen Körper  kurz  als  Maximalkorper  bezeichnen  können. 

Das  Potential  einer  sphärischen  Platte  vom  Radius  r,  der  Dicke 
dr  und  dem  Zentriwinkel  W  am  Rande  ist  nach  S.  145  §  4  (2): 

f^+V«  =^rr'~cc)8  9f  —  (f  —  r) 


v  =  27tk^@r^dr 


(2) 


Kondensieren  wir  aber  die  ganze  Masse  A^BBA^  auf  die  Kondensations- 
fläche und  denken  uns  dieselbe  in  unendlich  dünne  sphärische  Platten 
zerlegt,  so  läuft  die  Kondensation  darauf  hinaus,  dafs  jede  Platte  auf 
die  Kondensationsfläche  verschoben  wird.  Dabei  erfolgt  eine  Ver- 
dichtung, weil  die  Oberflächenelemente  bei  der  Verschiebung  im  Ver- 
hältnis r^  :  r,^  abnehmen.  Behalten  wir  dr  als  Plattendicke  bei,  so 
bleibt  mithin  &r^dr  ungeändert,  und  es  wird  das  Potential  ^der.auf 
die  Kondensationsfläche  verschobenen  Platte  gleich 
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V  —  Vt 


Die  in  (2)  und  (3)  vorkommenden  Quadratwurzeln  sind  aber  einander 
gleich,  wenn  wir  die  Platte  bis  an  die  Fläche  A^B  ausdehnen.  Be- 
zeichnen wir  diese  Wurzel  mit  Er^  so  wird 

27ck^erdr  -^  (l  —  ^-)  . 

Setzen  wir  im  Nenner  für  r<  den  Wert  r,  so  vereinfacht  sich  die 
Formel  in 

r  —  t;,  =  27tkW(r  —  r,)  (l  —  ^^  dr ,  (4) 

welche  Formel  die  Differenz  v  —  v^  höchstens  um  Yg^^  ihres  Wertes 

fehlerhaft  giebt,  da  r  :  r,-  von  der  Einheit  nicht  mehr  als  um  rund 

'/3<K>  abweichen  kann. 

Erir  liegt  nach  (1)  zwischen  rund  V12  ^^^  Vn-    Bei  der  Sum- 

niierung  der  Ausdrücke  (4)  für  alle  Platten,    in    welche  die  Masse 

A^BBA^  zerlegt  wurde,  reicht  es  für  die  beabsichtigte  Schätzung  aus, 

für  diesen  Bruch  einen  Mittelwert  V15  ^^  setzen.  (Wegen  des  Faktors 

r  —  n   mufs    zufolge   genauerer    Rechnung   nicht   das    arithmetische 

Mittel  des  grofsten  und  kleinsten  Wertes  genommen  werden,  sondern 

1  2 

ein  Wert;  der  sich  aus  -^  des  grofsten  und  —  des  kleinsten  zusam- 

mensetzt).  Integrieren  wir  nun,  wobei  für  Jr  auch  d{r  —  r,)  gesetzt 
werden  darf,  von  r  —  r,-  gleich  null  bis  11 Ä,  so  folgt  als  Verminderung 
des  Potentials  für  Punkt  P'  Fig.  15  durch  Kondensation  der  Masse 
A^BBA^  auf  die  Parallelfläche: 

O,93Ä>t20il^Ä2,  (5) 

Dieser  Ausdruck,  in  welchem  für  R  irgend  ein  mittlerer  Radius- 
vektor der  Meeresfläche,  für  a  ihre  Abplattung  zu  setzen  ist,  bezeich- 
net wie  bemerkt  den  Maximalbetrag  der  Potentialänderung  im  Meeres- 
uiveau  durch  Kondensation  der  Massen  zwischen  Meeresfläche  und 
Parallelfläche.  Der  wirkliche  Betrag  wird  in  der  Regel  weit  kleiner 
sein,  insoweit  nur  die  erwähnten  Massen  in  betracht  kommen.  Es 
ist  aber  noch  zu  berücksichtigen,  dafs  zu  diesen  letzteren  in  einigen 
Gegenden  noch  gewaltige  Gebirgsmassen  hinzutreten. 

*§8.  Fortsetzung:  Gebirgsmasse^  Terschiebung  derMeeres- 
fläehe.  Denken  wir  uns  die  Meeresfläcte  noch  von  einer  Platte  über- 
lagert, deren  Stärke  wir  gleich  -^üR  setzen   wollen,  so  konstruiert 

sich  zunächst  wieder  wie  früher  die  Grenzfläche  BDDBy  innerhalb 
welcher  diejenigen  Massen  liegen,  welche  bei  der  Kondensation  eine 
Potential  Verminderung  geben.  Insbesondere  ist  P' D  =^  P' D^  zu  neh- 
men, Fig.  16;  für  die  Mitte  i>2  ^^^  ^^\  ^^^  ^^^  ^^^  Relation 
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0) 


Die  MoAse  B  J)  D  B  zerlegen  wir  ebenfalls  wie  A^BBA^  in  unend- 
lich dünne  sphärische  Platten.  Für  eine  Platte  vom  Radius  r  und 
der  Dicke  är  erhalten  wir  anstatt  (2)  S.  150,  da  jetzt  r  ^  r  ist 
(vergl.  S.  145,  Bern,  für  P'  innerhalb): 


2nk^er^dr 


ifV  +  f»  —  2rr  cos  y— (r~  r')  ^ 


rr 


(2) 


die  Kondensation  giebt  wieder  den  Ausdruck  (3)  des  vorigen  Para- 
graphen für  v^.  Die  Subtraktion  des  letzteren  Ausdrucks  von  (2) 
führt  unter  Vernachlässigung  von  Bruchteilen  der  Ordnung  n  zu  dem 
Ausdruck 


v-vi  =  2nk'^@ 


|rr^  +  rr~-2r^r 


-;~(r^r;)}dr.        (3) 


Dies  ist  zu  integrieren  von  r  gleich  r'  bis  r  +  yiir   und  giebt  ohne 

Schwierigkeit  unter  Sub- 
stitution von  Ti'^r — dr 
und  mit  Yemachlässi- 
gung  von  Bruchteilen  der 
Ordnung  $,  sowie  unter 
Annahme  eines  konstan- 
ten Mittelwertes  für  Er, 
alsPotentialverminderung 
durch  Kondensation  der 
Masse  BD  DB  auf  die 
innere  Kugelfläche: 

Er  '  T  schwankt  nach  (1)  dieses  und  des  vorigen  Paragraphen 
zwischen  rund— -und  -  5  nehmen  wir  —  und  schreiben  für  r  wie- 
der B^  so  folgt 


0,69  3rÄ:'^®a^Ä2^ 


(4) 


Dieser  Ausdruck  stellt  die  maximale  Verminderung  des  Potentials 
für  einen  Punkt   der  Meereslläche   infolge   der  Kondensation  einer 

darüberlagernden  Gebirgsmasse  von  der  Dicke  ~^ViB  dar. 

Fügen  wir  (4)  zu  (5)  des  vorigen  Paragraphen,  so  erhalten  wir 
die  maximale  Potentialverminderung  im  Meeresniveau  mit  Rücksicht 
auf  Gebirgsmassen  gleich 

l,62ÄA2öa^Ä^  (5) 
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Wegen  der  im  Vergleiche  zur  Wirklichkeit  übertriebenen  Gröfse 
der  angenommenen  Gebirgsmasse  tritt  dieser  EfiPekt  niemals  ein. 

Der  Potentialverminderung  entspricht  eine  Senkung  der  Meeres- 
fläche gleichen  Potentialwertes,  welche  durch  Division  des  Ausdrucks 
(5)  durch  die  Schwerkraft  erhalten  wird.  Für  die  Berechnung  der 
Schwerkraft  genügt  hierbei  die  Voraussetzung  der  Kugelgestalt.  Ist 
Sm  die  mittlere  Dichtigkeit  ^  so  wird  in  der  Nähe  der  Oberfläche  die 

Schwerkraft  angenähert  gleich  j^kWmR  [S.  39  §  23  (3)]   und  es 

ist  daher  die  Senkung  der  Meeresfläche  höchstens  gleich 

1,2 -^a^Ä  d.  i.  ca.  40«,  (6) 

wenn  n  —  1  :  300  und  ö  =  0,5  •  @m  =  2,8  gesetzt  wird. 

Ohne  Rücksicht  auf  die  Gebirgsmasse  ergiebt  sich  die  maximale 
Senkung  nur  zu 

ca.  25»*.  (6*) 

Der  Anteil  der  Gebirgsmasse  allein  ist 

ca.  15"».  (6t) 

•  Es  ist  bemerkenswert,  dafs  man  zu  dem  Ausdruck  (5)  mit  grofser 
Annäherung  auch  gelangt,  wenn  man  von  der  Krümmung  derjenigen 
Teile  der  Kugelflächen  absieht,  welche  die  Masse  ^,/>Z>-^j  begrenzen. 
Aufserdem  zeigt  sich,  dafs  der  gröfste  Teil  des  Maximaleffekts  durch 
diejenigen  Massenteile  erzeugt  wird,  welche  der  Linie  P'C  nahe  liegen. 
Betrachten  wir,  um  dies  wenigstens  für  die  unterhalb  P'  liegende 
Masse  A^BBA^  nachzuweisen,  die  Formel  (1)  §  2  8.  142  für  das 
Potential  eines  Cylinders  von  der  Hohe  b  und  dem  Radius  der  Grund- 
fläche a,  bezogen  auf  den  Mittelpunkt  der  Deckfläche.  Indem  wir 
demgemäls   daselbst  c  gleich  null  setzen,   erhalten  wir  als  Poteniial: 

7tlc^&[b  j/a^  +  b'^  —  b^  +  ö2  lognat  ^+i^* Jl^[  . 

Kondensieren  wir  diesen  Cylinder  auf  seine  Grundfläche,  so  ist  zur 
Berechnung  deß  Potentials  Formel  (1)  §  1  S.  141  anzuwenden,  dabei 
aber  für  0dz  zu  setzen  Sb  und  für  z  b.  Damit  findet  sich,  als  Po- 
tential nach  der  Kondensation: 

2nk'^&\bya^'\'b'^  —  b'^]  • 

Sabtrahieren  wir  dies  vom  Vorigen,  »o  ergiebt  sich  als  Potential- 
änderung infolge  der  Kondensation: 

nk'^®[b^  —  bYa^  +  b^+a^  lognat  ^+-^-±^]  .  (7) 

Behufs  Vergleichung  mit  Ausdruck  (5)  des  vorigen  t^aragraphen 
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ist  hierin  b  •=•  aR  zu  setzen,    a  nehmen  wir  der  Reibe  nach  gleich 
b,  2b,  db  .  .  .  20b  und  erhalten  für  Ausdruck  (7): 

3ryl»@a»Ä'.0,47  bei  a  =  ft 

.0,69  „    a  =  2* 

.0,79  „    «  =  3* 

.  0,85  „    a  =  46  ^  ^ 


.0,97      „    a^20b 


Der  Fall  a  =»  20^  entspricht  aber  den  Dimensionsverhältnissen  der 
Masse  A^BBA^\  im  Vergleich  zu  (5)  des  vorigen  Paragraphen  zeigt 
sich  also  eine  Übereinstimmung  bis  auf  4  Prozent.  Man  kann  hier- 
aus auf  eine  genügende  Annäherung  auch  der  anderen  Angaben  (8) 
schliefsen  und  ersieht,  dafs  in  der  That  die  nächstgelegenen  Massen 
den  Hauptanteil  am  Maximaleffekt  haben. 

§  9.  Fortsetzung:  Wahrscheinliche  Maximalverschiebung 
der  Meeresfläche.  Der  bisher  betrachtete  Maximaleffekt  der  Konden- 
sation im  Betrage  von  25  bis  40™  Senkung  der  Meeresfläche  kann 
selbstverständlich  nur  eintreten,  wenn  lediglich  der  durch  die  Figusen 
15  und  16  bezeichnete  Maximalkörper  in  betracht  kommt.  Allein 
dieser  Fall  findet  thatsächlich  nie  statt;  denn  alle  Massen,  welche  sich 
aufserhalb  dieses  Korpers  über  der  Kondensationsfiäcbe  befinden,  ver- 
mindern den  Effekt.  Derselbe  kann  sogar  sein  Vorzeichen  wechseln^ 
wenn  innerhalb  der  Grenzen  des  zu  einem  Punkte  P'  gehörigen 
Maximalkorpers  sich  ein  Meer  befindet.  Würde  er  für  irgend  einen 
Punkt  P*  ganz  leer  werden  können,  während  aufserhalb  über  der 
Koudensationsfläche  im  allgemeinen  Masse  von  etwa  2,8  Dichtigkeit ' 
bis  zur  Meeresfläche  lagerte,  so  würde  mit  Bücksicht  auf  das  Ver- 
schwinden  des  Kondensationseffekts  für  eine  homogene,  gleichstarke 
Kugelschale  in  diesem  Fall  innerhalb  bei  P'  eine  Hebung  von  25™ 
durch  die  Kondensation  entstehen.  Da  er  jedoch  in  keinem  Falle 
leer  gedacht  werden  darf,  sondern  nur  etwa  entsprechend  den  tiefsten 
Oceanen  bis  9*™  Tiefe  mit  Wasser  erfüllt,  während  weiterhin  bis  zur 
Tiefe  iiÄ'=21*™  wie  früher  feste  Masse  von  etwa  2,8  Dichtigkeit 
sein  wird,  so  bleibt  nur  eine  Hebung  von  etwa  10™  übrig,  wie  man 
mit  Hülfe  der  Formel  (4)  S.  151  leicht  findet.  Aber  selbst  dieses  ist 
noch  zu  hoch  bemessen,  indem  auch  aufserhalb  des  Maximalkörpers 
zu  berücksichtigen  ist,  dafs  bis  zur  Tiefe  von  durchschnittlich  3  bis  4^ 
auf  7ii  der  Erdoberfläche  anstatt  der  Dichtigkeit  2,8  nur  die  Dichtig- 
keit 1  vorhanden  ist.  Hierdurch  reduziert  sich  die  maximale  Hebung 
auf  etwa  8™. 

Auch  die  Senkung  ist  oben  zu  reichlich  gerechnet,    indem  noch 
nicht  berücksichtigt  wurde,   dafs  der  mit  Masse  von  der  Dichtigkeit 
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2,S  erfüllte  Maximalkörper,  ein  kleiner  Kontinent,  aufserhalb  auch 
mit  Masse  umgeben  sein  wird  und  zwar  bis  zur  Tiefe  von  durch- 
schnittlich 3  bis  4*^"  mit  solcher  von  der  Dichtigkeit  1,  im  übrigen 
mit  solcher  von  der  Dichtigkeit  2,8.  Die  Senkung  reduziert  sich 
dadurch  auf  etwa  5"»  für  den  Fall,  dafs  kein  Gebirge  auf  dem  Kon- 
tinent lagert  und  steigt  mit  Rücksicht  auf  (Gf)  S.  153  unter  der  An- 
nahme von  Gebirgen  auf  nicht  über  20"».  Der  letztere  Maximal  betrag 
wird  wohl  selbst  im  Himalaya  noch  nicht  eintreten;  meistens  werden 
kaum  10  *"  erreicht  werden. 

Addieren  wir  diese  10"»  Senkung  und  jene  8™  Hebung,  so  folgt 
ein  Betrag  von  18"*,  um  welchen  sich  die  Unterschiede  der  Radien- 
vektorenlängen  für  die  Meeresfläche,  abgesehen  von  wenigen  aufser- 
gewöhnlicheu  Fällen,  im  Maximum  durch  die  Kondensation  ändern. 
Es  hat  dies  auf  die  Abplattung  der  Meeresfläche  sicher  noch  keinen 
Einflufs  von  Viooo  ihres  Betrages:  die  absoluten  Beträge  bis  zu  10^  Än- 
derung der  Radien  Vektorenlängen  kommen  aber  gar  nicht  in  betracht. 
Mithin  kann  man  die  Kondensation  bezüglich  der  Gestalt  der  Meeres- 
fläche als  von  unerheblichem  Einflufs  ansehen. 

§  10.  Die  Änderung  der  Schwerkraft  im  Meeresniveau 
durch  dessen  Yerschiebung  infolge  der  Kondensation  ist  ebenfalls 
als  unerheblich  zu  betrachten;  denn  in  freier  Luft  beträgt  für  20"» 
diese  Änderung  nur  g  :  160000,  für  8"»  nur  g  :  400000.  Das  sind  Be- 
träge von  der  Ordnung  der  Beobachtungsfehler  bei  den  besten  Be* 
Stimmungen:  im  §  28  werden  wir  für  den  mittleren  Beobachtungs- 
fehler der  besten  Bestimmungen  etwa  Viooooo  ^^^  9  finden.  Hierbei 
ist  noch  abgesehen  von  denjenigen  Fehlern,  die  durch  die  Reduktion 
von  g  aufs  Meeresniveau  entstehen  und  recht  beträchtlich  ausfallen 
können,  sowie  von  den  Schwankungen ' in  der  Schwerkraft  infolge 
lokaler  Massenunregelmäfsigkeiten ,  welche  Schwankungen  gerade 
in  den  uns  interessierenden  Fällen  der  Verwertung  der  Schwere- 
messungen auch  wie  Fehler 
auftreten. 

§11.  Einflufs  der  Kon- 
densation auf  die  Schwer- 
Itraft.  Wir  ermitteln  nun- 
mehr den  Maximaleffekt  der 
Kondensation  auf  die  Schwer- 
kraft für  einen  Punkt  P'  im 
Meeresniveau,  Fig.  17.  Auch 
hierbei  reicht  es  aus  die 
Meeresfläche  und  ihre  Pa- 
rallelfläche als  Kugelflächen 
zu  betrachten,  wie  sich  von  selbst  im  Folgenden  zeigen  wird.  Ein 
Massenelement  dm^  welches  sich  vor  der  Kondensation  zwischen  beiden 
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Flächen,  der  äufsern  und  innem  Eagelfläche,  in  P  befindet  und  nach 
der  Kondensation  auf  der  innem  Kugelfläche  in  P^ ,  übt  auf  P'  eine 
Anziehung  aus,  deren  in  die  Richtung  P'C  fallende  Komponente 
gleich  ist: 

dm       z 
"e«        e 

dm       Zx 


«i*       «I 


vor  der  Kondensation, 
nach  der  Kondensation. 


Solange  sich  P  weitab  yon  P^  befindet,  ist  die  Folge  der  Konden- 
sation immer  eine  Vergröfserung  der  zentralen  Komponente,  denn  es 
ist  dann  gleichzeitig 

—  >.  _  und  -^  >  —  • 

ex         e  Cx         e 

Befindet  sich  dagegen  P  in  der  Nähe  von  P\  so  ist  auch  eine  Ver- 
minderung als  Folge  der  Kondensation  möglich.  Liegt  nämlich  ein 
solcher  Punkt  P  aufserhalb  der  äufsern  Kugelfläche  in  P^  gerade  in  der 
Tangentialebene  der  äufsern  Kugelfläche  bei  P\  so  ist  die  Komponente 
null;  verschiebt  sich  sodann  P  nach  innen,  so  wächst  zunächst  die 
Komponente  wie  vorher;  allein  e  nimmt  nur  bis  dahin  ab,  wo  PP' 
normal  zu  PC  steht  und  wächst  von  da  an.  Obwohl  nun  z  :  e  stetig 
zunimmt,  kann  also  doch  wegen  Abnehmens  von  1 :  e  auch  die  Kom- 
ponente von  einer  gewissen  Stelle  an  abnehmen.  Zur  Bestimmung 
des  Maximaleffektes  gilt  es  jetzt  diejenige  Fläche  E^P'  E^  aufzusuchen, 
in  deren  Punkten  P  die  in  Bede  stehende  Komponente  gerade  so 
grofs  ist,  wie  in  den  zugehörigen  Punkten  P^ . 

Zur  Veranschaulichung  zeigt  Fig.  18  zu  den  Strecken  P^P  als 
Abscissen  in  irgend  einem  Mafsstabe  den 
Gang  der  Ordinaten  z  :  e^.  In  der  Figur 
sind  die  Ordinate  von  P^  und  die  gleich- 
grofse,  welche  einem  Punkte  der  Fläche 
E^P'Ey  angehört,  hervorgehoben  und  die 
zwischen  liegende  Fläche  schraffiert. 

Um  nun  vorerst  denjenigen  Punkt  ^j  zu  erhalten,  wo  die  Fläche 
in  die  innere  Kugelfläche  einschneidet,  haben  wir  zu  beachten,  dafs 
hier  die  Punkte  P  und  P^  der  Fig.  18  zusammenfallen,  also  die  Or- 
dinate ein  Maximum  wird.     Wir  finden  dasselbe  aus  der  Bedingung 


dr' 

-.0. 

Es  ist  aber 

r  — 

rcos^, 

e  = 

z 

yr-'  + 

r'^ 

—  2rr  ( 

cos^. 

dz 

dr 

=  —  cos^, 

r  - 

-  r  co8^ 
e 
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und 


'(*) 


1     dz         Sz    de 


dr  e^    dr         e*    dr 

Hieraus  folgt  nach  gehöriger  Reduktion 

-^^=  1,  [2co8^(H  +  r'2)  -  rr'(3  +  cos^^))  •  (1) 

Dieser  Differentialquotient  verseh windet,  wenn  die  Parenthese  rechter 
Hand  null  wird,  d.  h.  für 

cos  ^  =  *"  +^.  ±2^+0£^3^  ^2^ 

Setzen  wir  nun  in  Anwendung  auf  Punkt  E^  r  =^ri^  ferner  wie 
früher 

Ti  «=  V  (1  —  a) . 

und  vernachlässigen  höhere  Potenzen  von  a  als  die  zweite ,  so  giebt 
der  Ausdruck  (2)  ohne  Schwierigkeit  die  einzig  brauchbare  Losung: 

cosi^(»=  1  —  Ä^. 
Wenn  wir  für  cos  ^  jetzt  die  Reihenentwicklung  1  —   2~  "I"  *  '   ^^' 
wenden,  folgt  zur  Bestimmung  von  E^  die  Näherungsformel : 

^  =  Äj/2    und    rit  =  tiriy2.  (3) 

Wir  ersehen  hieraus,  dafs  die  Ausdehnung  der  von  der  Fläche  E^P'E^ 
abgegrenzten  (in  Fig.  17  stark  umschriebenen)  Masse  so  klein  ist, 
dafs  man  innerhalb  derselben  för  den  jetzt  vorliegenden  Zweck  einer 
Schätzung  von  der  Konvergenz  der  Radien  absehen  kann.  Schreibt 
man  die  zweite  Gleichung  (3)  in  der  Form: 

E^M  =  MP'f2,  (3*) 

so  erkennt  man  sogleich,  dais  dieses  Resultat  auch  für  einen  unend- 
lich grofsen  Krümmungsradius  r«  gilt,  dafs  man  also  in  der  That  bei 
der  Ermittlung  von  E^  M  von  der  Krümmung  der  Meeresfläche  ab- 
sehen kann. 

Fig.  18  und  die  vorstehende  Entwicklung  lassen  erkennen,  dafs 
alle  Massenteile  innerhalb  des  Rotationskörpers  E^  P'E^  ME^  bei  der 
Kondensation  auf  die  innere  Kugelfläche  eine  Verminderung  der 
zentralen  Anziehung  geben,  alle  sonstigen  Massenelemente  zwischen 
beiden  Kugelflächen  aber  eine  Vermehrung  derselben.  Wäre  aber 
der  ganze  Raum  zwischen  beiden  Kugelflächen  mit  Masse  gleichförmig 
erfüllt,  so  würde  die  Kondensation  die  Anziehung  nicht  verändern; 
mithin  müssen  sich  jene  Vermehrung  und  Verminderung  aufheben, 
und  es  giebt  also  die  Kondensation  der  Masse  E^P'E^MEy  allein  einen 
]^Iaximaleffekt.  Zur  Abkürzung  kann  man  diesen  Körper  wieder  als 
Maximalkörper  bezeichnen. 
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oder 


Bei  der  Ermittelung  der  Fläche  E^P'  E^  sehen  wir  also  jetzt  von 
der  Konvergenz  der  Radien  ab:  Fig.  19. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Bezeichnungen  dieser 
Figur  haben  wir  zur  Bestimmung  der 
Gleichung  des  Schnittes  der  Fläche  durch 
die  Rotationsaxe  P'M  die  Bedingung: 
dm     _z dm      b 


Fig.  19. 


Ye^+y'^       Vb^^+V^^ 


(4) 


Durch  Reduktion  auf  y^  folgt  hieraus  ohne  weiteres 

y2^zit*{z^^l,i),  (5) 

Bezeichnet  man  wie  in  Fig.  19  ^  für  E^  mit  a,   so  ergiebt  sich 
aus  vorstehender  Gleichung 

a  =  b}/2,  (6) 

übereinstimmend  mit  (3*). 

Die  durch  (5)  gegebene  Begrenzung  ersetzen  wir  aus  Bequem- 
lichkeitsgründen durch  die  nachstehende  paraboloidische 

y''  =  2bz.  (7) 

Denn  für  die  Begrenzung  (5)  läfst  sich  zwar  die  unkondensierte  An- 
ziehung des  ganzen  Körpers  E^P'E^ME^  in  Richtung P'i!/  be\}uem  berech- 
nen, nicht  aber  die  kondensierte.  Durch  Einführung  der  im  wesent- 
lichen mit  (5)  zusammenfallenden  Begrenzung  nach  (7)  wird  auch  die 
letztere  Rechnung  bequem.  Um  den  Unterschied  der  durch  die 
Gleichungen  (5)  und  (7)  gegebenen  Kurven  zu  zeigen,  ist  folgende 
Tabelle  berechnet: 


g 

Ordinate  y 

Normaler 
Abstand  der 

(5) 

by2 

(7) 

Eunren. 

b 

by2 

• 

125 

1,0246 

1,012» 

0,0086 

i» 

0,801  ft 

0,7706 

0,0196 

i» 

0,559& 

0,5006 

0,0266 

iV» 

0,351  ft 

0,2726 

0,0216 

i» 

0,258fc 

0,1776 

0,0146 
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Bei  E^  und  P'  gehen  die  Kurven  tangential  in  einander  über; 
im  übrigen  ist  der  unterschied  in  der  Form  beider  Kurven  so  gering, 
dafs  er  im  Holzschnitt  unsichtbar  wird.  Die  Differenz  ist  um  so 
unerheblicher,  als  für  Massen  in  der  nächsten  Mähe  der  Begrenzungs- 
fläche i?,  P'E^  bei  der  Kondensation  die  Anziehungskomponente  in 
Richtung  P'M  sich  zufolge  der  Bedeutung  dieser  Fläche  nicht  ändert. 

§  12.  Fortsetzung:  Berechnung  des  Maximaleinflusses.   Die 

Anziehung  des  nach  (7)  des  vorigen  Paragraphen  begrenzten  Korpers 
E^P'E^ME^  auf  P'  in  Richtung />'Jf  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (4) 
§  3  S.  144  für  c  =  null,  «  =  Z>  j/ 2  und  p  =  ö.    Sie  wird  gleich 

2nk'^®b  [l  ~/3  +  lognat(2+j/3)j  •  (1) 

Nach  erfolgter  Kondensation  der  Massen  auf  die  Grundfläche 
E^ME^  ist  die  Anziehung  auf  P'  gleich 

b  dm  ^2) 


*■/ 


wobei  dm  dem  Rotationscharakter  entsprechend  als  ein  ringförmiges 
Massenelement  mit  der  Grundfläche  2nydy  und  der  Masse 

27ty  dy  .  &{h  —  z) 

zu  denken  ist.  Wird  letzteres  für  dm  oben  eingesetzt,  dabei  für  z 
sein  Wert  y^  :2b  und  für  y^  einfacher  t  geschrieben,  so  findet  sich 
die  in  Rede  stehende  Anziehung  (2)  gleich 

(2¥-t)dt 


d.  i.  gleich  g^. 


2  J  \Yb^  +  t^         Yh'  +  t   ^ 


Die  leicht  ausführbare  Integration  führt  zu  dem  Ausdrucke: 

27ck^®b{2^y^).  (3) 

Ziehen  wir  denselben  von  (1)  ab  und  setzen  für  b  den  Wert  Hr 
oder  aA,    so  erhalten  wir  als  Maximalwert  der   Abnahme  der  An- 
ziehuDg  in  radialer  Richtung  durch  Kondensation  für  einen  Punkt 
im  Meeresniveau: 

2;r/t«©^^[lognat(2+j/3)- ij     d.i.    OfiM%k^®tiR.     (4) 

Setzen  wir  nun  wie  früher  die  Schwerkraft   näherungs weise  gleich 
^-7ck'^@,nRy  so  zeigt  sich,  dafs  vorstehender  Betrag  für  0  =  -^  6)^=2,8 

und  fl  =  1  :  300  gleich  ist 

0,00079.^.  (5) 
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Dies  ist  allerdings  bedeutend,  da  die  Variation  von  g  im  Niveau  der 
Meeresfläche  überhaupt  nur  0,0053  g  betragt.  Allein  in  der  Wirk- 
lichkeit tritt  dieser  theoretische  Maximaleffekt  nirgends  auf;  da  die 
entsprechenden  Massenformen  nicht  bestehen. 

Selbst  wenn  wir  uns  eine  Insel  von  der  Form  und  Grofse  des 
Rotationskörpers  E^P'EyME^  Fig.  17  S.  155  denken ,  so  ist  dieselbe 
doch  in  ihrem  oberen  Teile  von  Wasser  umgeben,  im  unteren  aber 
von  Land,  da  die  Oceane  nicht  die  Tiefe  $A  «»  21^,  sondern  selbst 
an  den  iiefsten  Stellen  nur  weniger  als  die  Hälfte  davon  besitzen. 
Nehmen  wir  aber  an,  dafs  die  betreffende  Insel  bis  zur  Tiefe  von  21*"^ 
von  Wasser  umgeben  wäre,  so  reduziert  sich  den  Effekt  schon  im  Ver- 
hältnis 2,8  :  1,8  und  wird  gleich  0,0005  g.  Wegen  der  geringeren 
Maximaltiefe  der  Oceane  vermindert  sich  dieses  weiter,  wie  eine 
genaue  Rechnung  zeigt,  die  wir  übergehen  dürfen,  auf  etwa  0,0004  g. 

Dieser  maximalen  Verminderung  der  Schwerkraft  steht  eine  maxi- 
male Vermehrung  gegenüber,  die  in  der  Mitte  von  einem  kleinen 
tiefen  See  eintreten  kann,  jedoch  in  praktisch  möglichen  Fällen  bei 
weitem  nicht  jenen  Betrag  erreichen  dürfte.  Die  genauere  Auswertung 
für  diesen  Fall  können  wir  übergehen,  da  die  Kenntnis  des  gröfseren 
Maximums,  im  absoluten  Sinne  genommen,  wie  wir  sogleich  sehen 
werden,  ausreicht. 

§  13.  BesultAt  der  Untersuchung  über  die  Brauchbarkeit 
der  Entwicklung  des  Potentials  W  nach  negativen  Potenzen 
des  Radiusvektors.  Mit  Rücksicht  auf  die  Paragraphen  7  —  12 
können  wir  nun  im  Anschlufs  an  §  6  Folgendes  bemerken: 

Da  die  Gültigkeit  jener  Reihenentwicklung  die  Kondensation  der 
Massen  aufserhalb  der  Parallelfläche  auf  diese  als  eine  zweckmäfsige 
Idealisierung  der  Massen  der  Erdrinde  fordert,  da  ferner  diese  Kon- 
densation die  Meeresfläche  nur  in  unerheblichem  Mafse  verschiebt,  so 
würde  es  als  ein  Fehler  aufzufassen  sein,  wenn  bei  den  Schwerkräften 
die  Kondensation  nicht  berücksichtigt  werden  würde.  Selbst  wenn 
es  aber  trotzdem  nicht  geschieht,  so  wird  man  dennoch  eine  sehr  gute 
Annäherung  für  die  Gestalt  der  mathematischen  Erdoberfläche  er- 
zielen; denn  bei  der  Interpolation  der  im  Meeresniveau  beobachteten 
oder  darauf  reduzierten  Schwerkräfte  werden  die  Kondensationsfehler 
teilweise  ausgeglichen.  Wie  schon  im  vorigen  Kapitel  S.  71  bemerkt, 
schmiegen  sich  die  Schwerebeobachtungen  nach  der  üblichen  Bech- 
nungsweis6  ohne  Kondensation  recht  gut  einer  einfachen  Formel  an, 
aus  welcher  man  auf  die  Form  eines  abgeplatteten  Sphäroids  für  die 
Meeresfläche  schliefst.  Dieses  Resultat  ist  trotz  der  Vernachlässigung 
der  Kondensation  zweifellos  eine  Annäherung,  da  die  vernachlässigten 
KoudensationsefFekte  nicht  grofs  genug  sind,  um  die  gröfsten  Varia- 
tionen der  Schwerkraft  im  Meeresniveau  zu  verwischen. 
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Keinesfalls  braucht  man  zu  fürchten,  dafs  insbesondere  die  Varia- 
tion der  Schwerkraft  vom  Äquator  nach  dem  Pole  um  die  Summe 
der  positiven  und  negativeu  Maximalkondensationseffekte  fehlerhaft 
wird:  sie  wird  voraussichtlich  noch  nicht  um  den  Betrag  0,0004^ 
des  grofseren  der  beiden  fehlerhaft  und  damit  (nach  Clairauis  Theorem) 
die  Abplattung  noch  nicht  um  '/s  itres  Wertes  irrig. 

Für  eine  schärfere  Berechnung  der  Gestalt  des  Geoids  wird  je- 
doch eine  Reduktion  der  Ergebnisse  der  Schweremessungen  wegen 
der  Kondensation  erforderlich;  bei  sehr  weit  getriebener  Annäherung 
würde  man  sogar  auch  die  Verschiebung  der  Meeresfläche  in  Rech- 
nung ziehen  müssen.  Die  Reduktion  der  Schweremessungen  wird 
weiterhin  eingehend  erörtert  werden,  während  die  Verschiebung  der 
Meeresfläche  als  zur  Zeit  unwichtig  nicht  besprochen  wird. 

Im  nächsten  Paragraphen  untersuchen  wir  dagegen  noch  der 
Vollständigkeit  halber  die  allerdings  sehr  geringfügigen  Effekte  der 
Kondensation  auf  die  Schwerpunktslage  des  Erdkorpers  und  auf  die 
Grofse  seiner  Trägheitsmomente. 

§  14.  Einflurs  der  Kondensation  anf  Schwerpunktslage  und 
Trägheitsmomente  der  Erde.  Die  Massen  aufserhalb  der  Parallel- 
fläche sind  in  Bezug  auf  die  Gesamtmasse  M  ein  Bruchteil  der  Ord- 
nung ü]  die  Verschiebung  auf  die  Parallelfläche  ändert  das  statische 
Moment,  genommen  bezüglich  irgend  einer  Ebene  durch  die  ungeän- 
derte  Schwerpunktslage,  um  eine  Grofse  der  Ordnung  ü^MR.  Die 
Schwerpunkts  Verschiebung  ist  demnach  von  der  Ordnung  ü^B  und 
zwar  voraussichtlich  nur  ein  kleiner  Bruchteil  davon,  d.  h.  wenige 
Meter,  weil  die  Massen  aufserhalb  der  Parallelfläche  eine  im  grofsen 
und  ganzen  symmetrische  Anordnung  der  Art  haben,  dafs  die  Ände- 
rungen ihrer  statischen  Momente  sich  teilweise  aufheben. 

In  gleicher  Weise  läfst  sich  erkennen,  dafs  die  Trägheitsmomente 
Af  B  und  C  nur  um  Bruchteile  der  Ordnung  a^  sich  ändern  und  dafs 
sie  mit  gleicher  Genauigkeit  als  Hauptträgheitsmomente  aufgefafst 
werden  können ;  vergl.  §  5  S.  59.  Diese  Genauigkeit  entspricht  der- 
jenigen der  Entwicklungen  der  Paragraphen  10  und  11  S.  72  u.  ff.  und 
man  kann  daher  sagen,  dafs  die  daselbst  S.  74  und  76  aufgeführten  Er- 
gebnisse für  A^  B  und  MK  für  die  Trägheitsmomente  der  Erde  selbst 
gelten. 

Die  Genauigkeit  erhöht  sich  aber  etwas,  wenn  wir  dfe  Schale, 
welche  von  der  Meeresfläche  und  der  Parallelfläche  begrenzt  ist,  er- 
füllt denken  mit  homogener  Masse,  zu  welcher  an  einzelnen  Stellen 
positive  oder  negative  Massen  hinzutreten  (§  15).  Die  homogene  Masse 
braucht  dann  nicht  kondensiert  zu  werden,  da  der  Effekt  für  W  und  g 
sehr  nahe  null  ist.  Man  erzielt  aber  durch  diese  Änderung  der 
Anschauungsweise  eine  günstigere  Annäherung  bei  den  Tragheits- 
momenten,     welche    bisher     sicher    lediglich     verkleinert    wurden, 

Helmert,  mathem.  tu  physikal.  Theorieen  der  höh.  Geodäsie.  IT.  11 
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da  alle  Elemente  der  Kondensation  negativ  wirkten,  während  nun- 
mehr Massen  positiver  und  negativer  Dichtigkeit  vorkommen  und 
demgemäfs  sowohl  negative  als  positive  Änderungen  der  Trägheits- 
momente entstehen  —  aufserdem  aber  die  Menge  der  kondensierten 
Masse  überhaupt  weseutlich  kleiner  ist.  Die  teilweise  Kompensation, 
die  hier  stattfindet,  kommt  bei  der  Frage,  ob  A,  B  und  C  nach  er> 
folgter  Kondensation  noch  als  Hauptträgheitsmomente  angesehen 
werden  dürfen,  übrigens  schon  bei  der  früheren  Anschauung  zur  Gelt- 
ung, da  die  Kondensation  der  homogenen  Schale  offenbar  die  Lage 
der  Hauptaxen  nur  ganz  unerheblich  ändern  kann. 

Man  wird  daher  die  Ergebnisse  der  Schweremessungen  für  die 
Trägheitsmomente  auch  bei  einer  etwas  weiter  getriebenen  Annähe- 
rung als  derjenigen  in  den  Paragraphen  10  und  11  S.  72  u.  ff.  auf 
die  Erde  selbst  beziehen  können,  ohne  dafs  es  einer  Reduktion  be- 
darf. Sie  gelten  also  für  die  Erde  selbst  etwa  bis  zu  derjenigen 
Grenze  der  Annäherung  und  Genauigkeit,  die  den  Ergebnissen  der 
Schweremessungen  aus  anderen  Gründen,  insbesondere  wegen  konti- 
nentaler und  lokaler  Anomalieen  entspricht. 

§  15.  Die  Reduktion  der  Schwerebeobachtungen.  Die  Mes- 
sungen der  Beschleunigung  der  Schwerkraft  gelten  unmittelbar  für 
einen  Punkt  der  physischen  Erdoberfläche  und  sind  daher  auf  die 
Meeresoberfläche  zu  reduzieren,  so  dafs  sie  alsdann  als  einer  einzigen 
Niveaufläcfae  angehörig  betrachtet  werden  dürfen.  Denn  wenn  auch 
das  mittlere  Niveau  des  Meeres  keineswegs  genau  einer  Niveaufläche, 
dem  Geoid,  angehört,  so  sind  doch  die  durch  Ebbe  und  Flut,  herr- 
schende Winde^  verschiedene  spezifische  Gewichte  und  andere  Ursachen 
erzeugten  Niveauunterschiede  gering  in  Bezug  auf  den  vorliegenden 
Zweck,  bei  dem  es  auf  einige  Meter  gar  nicht  ankommt,  weil  die 
Schweremessungen  weder  entsprechend  genau  sind ,  noch  entsprechend 
genau  reduziert  werden  können.  (Über  bekannte  Höhendifferenzen 
des  mittleren  Meeresniveaus  an  verschiedenen  Stellen  der  Küste 
Europas  vergl.  im  7.  Kap.  §  18.) 

Es  genügt  nun  aber  nach  dem  Vorhergehenden  gar  nicht,  ledig- 
lich aufs  Meeresniveau  zu  reduzieren;  vielmehr  mufs  auch  noch  eine 
Kondensation  der  Massen  der  Erdrinde  in  dem  in  Paragraph  6  angege- 
benen Umfange  und  in  der  daselbst  angegebenen  Weise  stattfinden. 

Wir^  werden  übrigens  die  Kondensation  insofern  etwas  abändern, 
als  wir  nicht  die  ganze  Masse  aufserhalb  der  Parallelfläche  in  der  Tiefe  ViR 
unter  der  Meeresfläche  kondensieren,  sondern  eine  Schale  ausschliefsen, 
welche  von  diesen  beiden  Flächen  begrenzt  und  mit  Masse  von  der 

Dichtigkeit  2,8  =  -—  S^^  der  mittleren   Dichtigkeit  des   Festlandes, 

gefüllt  ist.   Der  Kondensationsetfekt  für  diese  Schale  ist  verschwindend 
klein;  er  würde  null  sein,   wenn  wir  die  Meeresfläche  als  Ellipsoid 
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betrachten  dürften  und  als  Kondensationsfläclie  alsdanu  anstatt  einer 
genauen  Parallelfläcbe  ein  konfokales  Ellipsoid  annehmen  würden 
(vergl.  S.  125  §  31).  Obwohl  nun  die  Meeresfläche  kein  Ellipsoid 
ist,  kann  man  den  Eondensationseffekt  dennoch  vernachlässigen,  weil 
sie  nur  in  sanften  Biegungen  von  einem  solchen  abweicht,  wie  sicher 
genug  aus  synthetischen  Untersuchungen  im  vierten  Kapitel  folgen 
wird,  und  weil  für  ein  homogenes  Sphäroid,  welches  nur  in  sanften 
Wellen  von  einem  Ellipsoid  abweicht,  die  Entwicklung  des  Potentials 
nach  negativen  Potenzen  des  Radiusvektors  praktisch  ausreichend  als 
bis  zur  Oberfläche  konvergent  anzusehen  ist  (§  24),  sodafs  also  die 
Masse  zwischen  Meeres-  und  Koudensationsfläche  überhaupt  gar  nicht 
kondensiert  zu  werden  braucht,  insoweit  sie  einem  von  der  Meeres- 
fläche begrenzten,  homogenen  Sphäroid  angehört. 

Ein  kleiner  Fehler  in  dieser  Beziehung  hat  um  so  weniger  Be- 
deutung, als  die  Berechnung  des  Kondensationseflekts  wegen  mangel- 
hafter Kenntnis  der  Massendichtigkeit  der  Schichten  der  Erdkruste 
bis  zur  Tiefe  von  21^  sich  doch  nicht  scharf  durchführen  läfst. 
Übrigens  sind  die  Fehler  der  letzten  Art  weniger  erheblich,  als  es 
auf  den  ersten  Blick  scheinen  mag,  da  die  obersten  Schichten  der 
Schale  von  21*^  Stärke  den  grofsten  Effekt  geben  und  für  diese 
Schichten  die  Dichtigkeit  mit  einiger  Annäherung  bekannt  ist. 

Bisher  hat  man  nur  aufs  Meeresniveau  reduziert  und  die 
Reduktion  wegen  Kondensation  unterlassen.  Abgesehen  davon,  dafs 
die  übliche  Reduktion  aufs  Meeresniveau  sich  als  solche  bemängeln 
Iftfst,  genügt  sie  allein  auch  nicht,  um  die  Schweremessungen  nach 
der  Theorie  der  Kugelfunktionen  in  Strenge  behandeln  zu  können. 
Nur  erst  durch  die  Reduktion  wegen  der  Kondensation  erlangt  man 
Angaben  fQr  die  Beschleunigung  der  Schwere,  aus  denen  ein  Schlufs 
von  wünschenswerter  Sicherheit  auf  die  Abplattung  und  auch  auf 
kontinentale  Abweichungen  des  Geoids  möglich  wird. 

§  16.  Die  übliche  Reduktion  der  Schweremessungen  auf 
das  Meeresnlyeau.  Sie  geht  von  dem  Grundsatz  aus,  die  lokalen 
Massenanziehungen  zu  beseitigen,  insoweit  die  Massen  als  unregel- 
mäfsige  Anhäufungen  erscheinen.  Dazu  werden  alle  Massen  gerech- 
net, welche  sich  über  das  Meeresuiveau  erheben;  Fig.  20. 


1  i/-^ 

J r \J;y 

i  M  ^ 

j I ! 

Me0^es'    ^       Flöjctie  *■ 

Fig.  20. 

Um   die   übliche  Formel  für  horizontales^  ebenes  Terrain   zu  ge- 
winnen,  denken  wir  uns  um  die  Lotlinie  PQ  des  betreffenden  Punktes 
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als  Axe  eine  Cjlinderfläche  mit  dem  noch  unbestimmten  Eladius  a 
gelegt  und  sehen  vorläufig  von  der  Krümmung  der  Meeresfläche  ab. 
Nach  §  2  (2)  S.  142  ist  für  den  so  abgegrenzten  Cylinder  von  der 
Höhe  H  und  der  Dichtigkeit  0,  wobei  c  =  null  und  b  =  II  zu  setzen 
ist,  die  Yertikalanziehung: 

2itk'^@  (H  +  a  —  ya^+  H^)  (1) 

oder  in  Reihenentwicklung  der  Quadratwurzel,  gültig  für  H  <  a: 

2^k^&H{\-^- +  ...).  .  (1*) 

um  dies  in  Bruchteilen  der  Schwerkraft  auszudrücken,  genügt  es, 
für  letztere  den  nach  S.  98  §  20  (23)  und  (24)  bis  auf  Bruchteile  von 

der  Ordnung  der  Abplattung  richtigen  Ausdruck— ää:'6^«ä  zu  setzen. 

Es  folgt  dann  anstatt  (]*): 

ll;f-(' -."  +  ••■)•  W 

Setzt  man  0  =4-®m  und  Ä':  Ä  =  10000  entsprechend   Ä^=  637"», 

6 

SO  wird  (2)  kleiner  als  Visooo-  Vernachlässigt  man  nun  das  Glied 
H  :  2öf,  so  wird  der  dadurch  begangene  Fehler  für  a  >  \QH^  d.  i. 
rund  6*^,  kleiner  als  rund  V250000  ^^^  Schwerkraft;  er  ist  also  un- 
erheblich, und  man  erkennt,  dafs  im  horizontalen  Terrain  in  der  Regel 
die  Vertikaranziehung  der  P'  benachbarten  Massen  über  dem  Meeres- 
niveau hinlänglich  genau  durch 

dargestellt  wird. 

Dieselbe  Formel  erhält  man  aber  auch  für  die  Yertikalanziehung 
einer  weit  ausgedehnten,  horizontalen  Platte  von  der  Dicke  Jff,  Alle 
Massen  aufserhalb  der  Entfernung  a  =  6*^  bei  //  =  637*"  zwischen 
dem  Meeresniveau  und  der  Niveaufläche  von  P'  haben  daher  keinen 
merklichen  Einflufs.  Die  Formel  (3)  genügt,  wenn  solche  Massen 
den  Raum  zwischen  den  beiden  genannten  Flächen  ganz  oder  teil- 
weise erfüllen,  oder  ganz  fehlen.  Anstatt  des  letzten  Falles  kann 
man  sich  auch  denken,  dafs  aufserhalb  des  Umkreises  a  die  Massen 
bis  zur  Höhe  //  über  das  Niveau  von  P'  steigen ,  weil  die  Vertikal- 
anziehungen der  über  und  unter  dem  Niveau  von  P'  liegenden  Massen 
sich  aufheben.  Ebenso  kann  man  sich  denken,  dafs  in  diesem  Raum 
nur  eine  teilweise  Erfüllung  durch  Berge  bis  zur  Höhe  H  über  das 
Niveau  von  P'  stattfindet.  In  allen  diesen  Fällen  gilt  (3)  mit  wesent- 
lich derselben  Genauigkeit. 

Allgemein  hat  man  als  Beziehung  von  H  zua,  damit  Formel  (3) 
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die  Reduktion  auf  weniger  als  V250000  ^^^  9  genau  angiebt,  bei  An- 
wendung von  Metermafs: 

/?.:|<68'».  (4) 

Ist  für  die  faktische  Ausdehnung  a  der  Ebenheit  die  Meereshohe  H 
weit  kleiner  als  es  nach  Formel  (4)  sein  könnte,  so  dürfen  bei  gleicher 
Genauigkeit  als  bisher  vorausgesetzt  die  Erhebungen  und  Senkungen 
am  Rande  der  Ebene  Werte  h  gegen  das  Niveau  von  P  annehmen , 
welche  gröfser  als  H  sind,  wenn  sie  nur  der  Ungleichung 

Ä  .  ^  <  68"»,  (4*) 

welche  A  :  a  als  ächten  Bruch  voraussetzt,  genügen. 

Ist*  ferner  a  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  verschieden,  so 
kann  man  aus  (4^^)  für  jede  Richtung  ein  besonderes  gröfstes  zulässiges 
li  entnehmen.  Denn  die  Ausgangsformel  (1)  für  den  Ereiscylinder 
gilt  nicht  blos  für  einen  vollständigen  üylinder,  sondern  auch  für 
jeden  Sektor  zwischen  zwei  beliebigen  von  P^  ausgehenden  Vertikal- 
ebenen, wobei  nur  statt  2%  der  Arcus  des  Horizontalwinkels  zwischen 
letzteren  zu  setzen  ist.  Für  den  einzelnen  Sektor  hat  also  die  Ver- 
nachlässigung in  der  Vertikalanziehung  nach  (1*)  die  Form 

und  wenn  ä^  :  a  die  Ungleichung  (4*)  erfüllt,  ist  sie  kleiner  als 

i^>k^®  .  34  , 
für  alle  Sektoren  zusammen  somit  kleiner  als 

2;rA:2@.34, 

d.  i.  in  Bruchteilen  von  g  wieder  V250000  • 

In  der  Fig.  20  ist  beiderseits  das  dem  betreffenden  a  entsprechende 
^max  angedeutet. 

Was  die  Krümmung  der  Meeresfläche  anlangt,  so  kommt  diese 
gar  nicht  in  betracht,  da  es  sich  eben  nur  um  Nachbarmassen  handelt; 
vergl.  die  Bemerkung  zu  (4)  S.  145.  Für  sehr  grofse  Entfernungen 
würde  sie  zwar  Einflufs  erlangen.  Indessen  ist  der  Einfiufs  der  An- 
ziehung entfernter  Massen,  da  er  bei  horizontaler  Verschiebung  von  P 
sich  nur  langsam  ändert,  kein  lokaler  mehr  und  also  nicht  zu  be- 
achten. (In  §  19  dieses  Kapitels  -wird  sich  bei  Besprechung  der  Kon- 
densation die  Zulässigkeit  und  Notwendigkeit  der  Vernachlässigung 
entfernter  Massen  noch  von  einem  anderen  Gesichtspunkte  aus  zeigen.) 

Um  nun  die  Schwerebeobachtung  in  P*  auf  Q  im  Meeresniveau 
zu  reduzieren,  ist  von  dem  beobachteten  Werte  g  die  durch  (3)  an- 
gegebene Anziehung  abzuziehen.     Aufserdem  ist  noch  die  Änderung 
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der  Höhenlage  zu  berücksichtigen.  §  20  des  vorigen  Kapitels  S.  94 
giebt  hierzu  die  Änderung  von  g  für  differentiale  Höhenänderungen. 
Da  H  im  Verhältnis  zum  mittleren  Erdradius  R  stets  sehr  klein  ist, 
genügt  die  Differentialformel  und  wir  erhalten  nach  der  Formel  (22) 
des  genannten  Paragraphen  auf  S.  98  bis  auf  Bruchteile  von  72% 
im  Maximum  als  Zunahme  von  g  von  P'  bis  Q  in  freier  Luft 

^9  .  (5) 

Da  der  Quotient  2H  x  R  immer  klein  ist^  in  praktischen  Fällen 
meistens  weit  kleiner  als  Viooo?  welcher  Betrag  erst  für  /^  =  3185"* 
erreicht  wird,  so  haben  die  Vernachlässigungen  im  Betrage  bis  zu 
V2V0  teine  Bedeutung,  wenn  man  bedenkt,  dafs  bei  beträchtlichen 
Werten  H  zugleich  der  von  (3)  herrührende  Teil  der  Reduktiop  von  g 
wegen  der  Schwierigkeit  einer  genauen  Ermittelung  der  Dichte  S 
jedenfalls  sehr  unsicher  wird.  Bei  H=^^\Sb^  giebt  ein  Fehler  von 
nur  17^  in  0  das  Glied  (3)  schon  um  rund  V250000  ^^^  0  falsch. 

Ist  g  die  Beschleunigung  der  Schwerkraft  in  P\  so  wird  sie  nach 
dem  Vorstehenden  in  Q  mit  Beseitigung  der  Lokalanziehung  in  hin- 
reichender Annäherung  gleich 

Speziell  für  die  Annahme  @  =  —  ö^  =  2,8  folgt  hieraus  in  glei- 
cher Annäherung 

Hierzu  sind  als  Bedingungen  der  Gültigkeit  (4)  und  (4*)  zu  beachten, 

wobei  aufserdem  H  bezw.  h  <  a  sein  mufs. 

Die   Formel  (6)  nennt  man  die  Regel  von  Yormg^  auch  Formel 

von  Poisson  für  ebenes  Terrain,    Wir  werden  sie  aber  nach  Bouguer 

bezeichnen,  der  zuerst  derartige  Beziehungen  •untersuchte. 

YovMg  teilt  dieselbe  ohne  Begründung  in  Form  einer  Regel  in  den 
Phüosophicäl  Transactions  für  1819  8.  93  mit.  Poisaon  giebt  die  Formel 
noch  nicht  in  der  ersten  Auflage  seinei:  TraüS  de  m^caniqtte  von  1811, 
sondern  erst  1833,  in  der  zweiten  Auflage  Bd.  1  S.  495.  Laplace  geht  in 
der  Mec,  cd.  t.  IL  1.  III,  wo  von  den  Schweremessuugen  die  Bede  ist,  auf  die 
Reduktion  überhaupt  nicht  ein.  Erst  1826  in  t.  V.  1.  XI  p.  65—56  leitet  er, 
von  der  Anziehung  des  Cjlinders  ausgehend,  die  Formel  (6)  ab.  Aber 
schon  1749  hat  (nach  2'odhtmter,  History  ofAUraction  I  p.  248)  Bougiier 
in  seiner  Schrift  La  Figur e  de  la  Terre  den  Einflufs  einer  Erhebung  des 
Beobachtungsortes  auf  einen  Berg  untersucht.  Er  setzt  die  Schwerkraft 
in  der  Meereshöhe  A,  wenn  8  die  Dichtigkeit  der  Bergmasse  ist  (und 
überhaupt  unsere  Bezeichnungen  gelten),  proportional  dem  Ausdrucke 

(U-2Ä)e„  +  -|Ä©, 

was  völlig  mit  Yowngs  Regel  übereinstimmt 
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Den  genauen  Einflufs  der  Berge  von  verschiedener  Form  untersuchte 
etwas  später  d*Alemhert  (nach  Todhunter  I  p.  382)  in  völlig  befriedigender 
Weise. 

§  17.  Fortsetzung:  Unebenes  Terrain.  Die  im  vorigen  Para- 
graphen vorausgesetzte  Ebenheit  wird  in  der  Natur,  keinesfalls  voll- 
ständig erfüllt  sein.  Bedenkt  man  nun,  dafs  nach  Formel  (3)  des 
vorigen  Paragraphen  eine  ebene^  horizontale  Platte  von  32"'  Starke 

und  von  der  Dichtigkeit  y  Ö^  :=  2, 8  auf  P'  eine  Vertikalan- 
ziehung von  rund  V250000  ^^^  ff  ausübt,  so  wird  man  erkennen,  dafs 
in  einem  im  allgemeinen  horizontalen  und  ebenen  Terrain  Uneben- 
heiten von  ziemlichem  Betrage  vorkommen  dürfen.  Will  man  auf 
Vi 000000  gei^&u  reduzieren,  so  dürfen  die  Unebenheiten  in  allernächster 
Nahe  von  P'  allerdings  nur  etwa  8  Meter  betragen;  mit  wachsender 
Entfernung,  etwa  von  100'"  ab,  dürfen  sie  aber  um  so  eher  beträcht- 
lich anwachsen,  als  für  entferntere  Unebenheiten  eine  teilweise  Kom- 
pensation der  Einflüsse  stattfinden  wird. 

Zu  den  Unebenheiten  in  allernächster  Nähe  ist  auch  ein  Abstand 
des  Punktes  P'  vom  Terrain  im  Betrage  einiger  Meter  zu  rechnen, 
welcher  also  nach  dem  Vorigen  von  unerheblichem  Einflüsse  sein  wird. 

Die  Anwendung  der  Formel  (6)  des  vorigen  Paragraphen  ist 
übrigens  nicht  lediglich  auf  horizontales  Terrain  beschränkt.  Um 
ihre  allgemeinere  Gül-        __  _ 

titfkeit     zu     erkennen,  „.         "l.^_  .        ^-^    L    r' 

(lenken  wir  uns  P    als     "'"J'^l^i^S^^T^^^^^  A  "^ 

Spitze     eines     geraden  ^  i^^^  ^  ^^   h,,^,.,,, 

Kreiskegels     von     der     1 

Höhe  A,  und  dem  Ra-  Metren  -     d      Fla^ 

dms  a  der  Grundfläche ; 

unter  dem  Kegel  sei  das  Terrain  bis  zur  Tiefe  h^  cylindrisch  abge- 
grenzt, und  die  Basis  des  Ganzen  bilde  eine  über  dem  Meeresniveau 
lagernde,  ebene  Platte  von  grofser  Ausdehnung;  Fig.  21. 

Dann  haben  wir  als  Vertikalanziehung  des  Kegels  nach  S.  142 
§2  (4)  mit  Rücksicht  auf  die  jetzigen  Bezeichnungen: 

2;rÄ^@Ä,  (1  -  sinv)  . 

Dagegen  würde  nach  Formel  (1*)  des  vorigen  Paragraphen  für  einen 
Cylinder  gleicher  Basis  und  Höhe  in  hinreichender  Annäherung  folgen, 
falls  Ä,  kleiner  als  a  ist,  was  bei  mäfsig  grofeen  Werten  von  sinv 
zutrifft: 

woraus  man  erkennt,  dafs  die  Differenz  von  Cylinder  und  Kegel, 
d.  h.  der  in  der  Fig.  21  mit  A  bezeichnete  Raum,  wenn  er  mit  Masse 
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erfüllt  wäre,  nähemngsweise  eine  Vertikalanziehung  ausüben  würde 
gleich 

2nk^eh^  (sinv  -  p\  , 

d.  i.  in  gleicher  .Annäherung 

Würde  sich  unter  P'  anstatt  des  Kegels  und  Cylinders  nur  ein 
Cylinder  von  der  Hohe  Aj  ^^^  ^^^  gleicher  Basis  mit  jenen  befinden, 
so  wäre  die  entsprechende  Vertikalanziehung  angenähert  gleich 

folglich  giebt  der  an  einer  weit  ausgedehnten,  horizontalen  Platte 
gleicher  Stärke  fehlende  Raum  Bj  mit  Masse  erfüllt  gedacht,  die 
Anziehung 

2«Ar^0A,.^.  (2) 

Die  gesamte  Vertikalanziehung  auf  P'  besteht  aber  aus  der  einer  weit 
ausgedehnten,  horizontalen  Platte  von  der  Dicke  H  weniger  den  An- 
ziehungen der  in  A  und  B  fehlenden  Massen.  Sie  ist  also  mit  Bück- 
sicht auf  (1)  und  (2)  näherungsweise  gleich 

2«^^®(/y-'*i^±V.),  (3) 

oder  nach  Einführung  von  ff  in  gleicher  Annäherung: 

2  ©^  l  JB  2  aÄ      1  ^  •  ^^) 

Damit  man  nun  dafür  einfach  Ausdruck  (3)  des  vorigen  Para- 
graphen substituieren  darf,  mufs  mit  Beibehaltung  der  bisherigen 
Genauigkeitsgrenze 

3    G    V  +  V  i_ 

t    ©,„       2aB       ^   25Ö000 

sein,  d.  i.  für  ®  =y  ®„  und  für  Metermafs: 

^^'  +  ^'  <  68-  .  (5) 

wobei  —  und  —  überdies  als  ächte  Brüche  vorausgesetzt  sind. 

Dies  ist  die  Bedingung  (4*)  des  vorigen  Paragraphen  in  erweiterter 
Form.  Wie  dort  kann  man  die  zugehörige  Figur  dadurch  verallge- 
meinern, dafs  mau  an  Stelle  der  leeren  Räume  A  und  B  gewisse  mit 
Masse  erfüllte  Räume  setzt,  nämlich  A  und  A'  bezw.  B  und^',  Fig.  21, 
deren  Anziehungen  sich  aufheben.  Diese  Räume  dürfen  auch  durch 
Berge  nur  teilweise  mit  Masse  erfüllt  sein.     Ferner  sieht  man  ein, 
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dafs  wie  im  Falle  des  vorigen  Paragraphen  a,  h^  und  h^  nach  ver- 
schiedenen Richtungen  hin  verschieden  sein  dürfen,  wenn  nur  Formel 
(ö)  erfüllt  ist.    Fig.  22  deutet  dies  karrikiert  an. 

Es  sei  dazu  bemerkt:  erstens,  dafs  h^  auch  >  H  sein  darf,  ohne 
dafs  vorstehende  Betrachtungen  ihre  Gültigkeit  verlieren;  zweitens, 


Meeres-  Ü      Fla^öli^ 

Fig.  22. 

dafs  in  der  Terrainform  in  der  Nähe  von  P  Unregelmäfsigkeiten  bis 
zur  Höhe  oder  Tiefe  von  etwa  8™  in  Bezug  auf  seinen  Horizont  vor- 
kommen können,  wie  aus  dem  Eingang  dieses  Paragraphen  hervorgeht. 

§  18.  Fortsetzung:  Beliebiges  Terrain.  Um  bei  beliebig  ge- 
formter Terrainflache  und  beliebiger  Dichtigkeit  9  genau  von  P  auf 
Q  zu  reduzieren,  wird  man  am  besten  die  Korrektion  berechnen,  welche 
an  der  Reduktionsformel  für  ebenes,  horizontales  Terrain  anzubringen 
ist.  Wir  reduzieren  also  zunächst  nach  Formel  (6)  §  16  S.  166  und 
setzen  somit  vorerst  die  Beschleunigung  der  Schwerkraft  in  Q  gleich 


(•+^#['-if:])'. 


(i) 


worin  bedeuten:  g  die  Beschleunigung  in  P\  H  dessen  Meereshöhe 
und  @o  irgend  eine  angenommene  Dichtigkeit,  wofür  wir  hier  die 
durchschnittliche  Dichtigkeit  der  Massen  bei  P'  im  Umkreise  bis  25*^ 
wählen  wollen.  Diese  Formel  berücksichtigt  in  Strenge  die  Anziehung 
einer  weit  ausgedehnten,  horizontalen  Platte  unter  P, 

Wir  denken  uns  nun  in  einen 
Plan  der  Umgebung  von  P  Kreise 
mit  wachsenden  Radien,  etwa  gleich 
25,  100,  200,  400,  600,  800,  1000, 
1500,  2000%  . . .  eingetragen;  ferner 
Radien,  welche  den  Umkreis  in  8, 10. 
20  und  eventuell  noch  mehr  gleiche 
Teile  teilen;  vergl.  die  Darstellung 
für  einen  Quadranten,  Fig.  23.  Mit 
Hülfe  im  Plane  gegebener  Höhen- 
quoten  oder  Horizontalkurven  läfst 
sich  dann  für  jede  von  zwei  benach- 
barten Kreisen  und  Radien  begrenzte 
Abteilung  die  mittlere  Höhe  der  Ter- 
rainfläche berechnen;  vergl.  hierzu  Kap.  4  §  40.  Innerhalb  einer  solchen 
Abteilung  müssen  wir  letztere  als  in  mittlerer  Höhe  horizontal  begrenzt 
ansehen  können:  in  jedem  praktischen  Falle  wird  sich  leicht  erkennen 


Fig.  28. 
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Meeres  ~        Fläd^ie^ 

Fig.  M. 
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lasseD,  ob  die  Abteilungen  zu  diesem  Behufe  klein  genug  sind.  Man 
wird  dabei  von  den  weiterhin  folgenden  Formeln  föjr  die  Vertikalan- 
ziehung  einer  Abteilung  auszugehen  und  zu  beurteilen  haben^  welchen 
Einfiufs  eine  Änderung  der  mittleren  Höhe  hat.  Auch  ist  zu  über- 
legen, ob  eine  Fehleranhäufung  im  ganzen  möglich  ist.  Yergl.  auch 
den  Beginn  von  §  17  S.  167. 

Nehmen  wir  an,  dafs  die  Dichtig- 

^^^^^^^5^»?:55j^^  p'  ^®*^  ®   innerhalb  einer  Abteilang 

f—f — • — . ^  j^j   ffanzen  Tiefe   nach    konstant 

^    ,  !    sei,   und  nennen  wir  a,*  und  a,-|.i 

^^^p  j    den  inneren   und   äüfseren  Kreis- 

radius, n  die  Anzahl  der  Teile  des 
Umkreises,  so  ist  diejenige  Vertikal- 
anziehung, welche  die  betreffende 
Abteilung  ausübeii  würde,  wenn  sie  von  der  Niveaufläche  von  V  bis 
zum  Meeresniyeau  mit  Masse  erfüllt  wäre,  nach  S.  142  §  2  (2)  gleich 

oder  gleich 

Um  die  wirkliche  Anziehung  zu  erhalten,  ist  hiervon,  wenn  das 
Terrain  unterhalb  der  Niveaufläche  von  P'  li^,  die  Anziehung  der 
über  dem  Terrain  bis  zum  Niveau  von  P'  fehlenden  Masse  abzu- 
rechnen, d.  i.: 

-^ k^S  (a,+i  -  a,  +  ^i^+  h^  -  ya^T^a^"^  .  (3) 

Dieselbe  Anziehung  ist  aber  auch  abzurechnen,  wenn  sich  das  Terrain 
innerhalb  der  Abteilung  um  h  über  das  Niveau  von  P^  erhebt;  Fig.  24. 
Die  durch  (2)  gegebene  Anziehung  ist  in  (1)  unter  Voraussetzung 
6^^  as  9  bereits  enthalten.  Wegen  der  Differenz  beider  Dichtigkeiten 
ist  daher  aufser  (3)  an  (1)  eine  Korrektion  im  Betrage  von 

-^  k^  (So  -  e)  («t+i  -  ö*  +  Va^  +  ff^  -  j/^n:j+~F')    (4) 

erforderlich.     Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung 

S  —  Öq  mit  J@  ,      üi^i  —  Oi  mit  ^a,  (5) 

und  führen  wir  in  (3)  und  (4)  wieder  g  ein,  so  ergiebt  sich  als  Ver- 
besserung von  (1): 

Erstens  wcffen  der  Höhenlage  des  Terrains  für  die  einzelne  Abteilung: 

+  Ü„(^«  +^/^+^'  -/ä7^»-+Ä^)-|  ,  (6) 
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und  zweitens  wegen  der  Dichtigkeit  der  Abteilung: 

Für  nicht  unmittelbar  zu  P'  benachbarte  Abteilungen  werden  meist 
h :  a  und  B :  a  so  klein  sein,  dafs  die  ersten  Glieder  der  Reihenent- 
wicklung für  die  in  (6)  und  (7)  auftretenden  Quadratwurzeln  aus- 
reichen.   Dann  folgen  aus  (6)  und  (7)  bezw.  die  Näherungsformeln: 


und 


Diese  Formeln  genügen^  wie  die  Reihenentwicklung  zeigt;  für 
ai>  bh  bezw.  off. 

Nach  diesen  Formeln  ist  die  Reduktion  im  Sinne  einer  Berichti- 
gung von  (1)  nicht  unbequem,  besonders  wenn  diejenigen  Radien, 
deren  Reziproken  in  betracht  kommen ,  so  gewählt  werden,  dafs  die 
Parenthese  in  (6*)  und  (7'*')  konstant  ist.  Letztere  Annahme  eignet 
sich  allerdings  nicht  für  die  nähere  Umgebung,  weil  dann  a  zu  rasch 
anwachsen  würde.  Für  (7)  und  (7*)  braucht  die  Rechnung  offenbar 
nicht  für  jede  Abteilung  einzeln  ausgeführt  zu  werden,  vielmehr  kann 
man  alle  Abteilungen  eines  Ringes  vereinigen,  wenn  unter  z^@  :  n 
der  Unterschied  der  Dichtigkeit  gegen  &q  im  Mittel  für  einen  Ring  ver- 
standen wird. 

Wie  die  Formeln  abzuändern  sind,  wenn  S  sich  mit  der  Tiefe 
ändert,  bedarf  keiner  Erörterung. 

Anstatt  der  im  Vorhergehenden  erörterten  strengen  Reduktion 
wird  man  in  einzelnen  Fällen  sich  mit  Annäherungen  begnügen 
können.  Befindet  sich  z.  B.  P'  auf  der  Höhe  eines  Berges,  so  wird 
man  oftmals  der  Wirklichkeit  ziemlich  nahe  kommen,  wenn  man  für 
den  Berg  die  Anziehung  eines  geraden  Ereiskegels  oder  Rotations- 
paraboloids  in  Rechnung  zieht  und  für  das  Terrain,  auf  welches  sich 
der  Berg  aufsetzt,  die  Anziehung  einer  weit  ausgedehnten,  horizontalen 
Platte  annimmt.  Reduziert  man  zuerst  wie  für  horizontales  Terrain 
nach  8.  166  §  16  (6),  so  hat  man  nachträglich  die  zuviel  abgezogene  An- 
ziehung wieder  beizufügen,  nämlich  für  einen  £egel  von  der  Höhe  h 
und  dem  Radius  a  der  Basis  nach  8.  143  §  2  (4): 

und  für  ein  Paraboloid  gleicher  Höhe  und  Basis. nach  8.  144  §  3  (4), 
darin  b  =  h,  c  =  null  und  2pb  =  a^  gesetzt: 

+  i».(^iHry_|^,og„..[,+M^ir+v  +  ^])-^-.  (9) 
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Da  h  fast  immer  so  klein  seiu  wird,  dafs  der  Einflufs  von  K^ :  a^  zu 
vernachlässigen  ist,  erhält  man  in  meist  ausreichender  Annäherung 
als  Verbesserwig  des  bereits  für  horizontales  Terrain  korrigierten  g 
im  Falle  (Fig.  25) 


^r 


JL 


Fig.  S5. 


des  Kegels: 


des  Paraboloids: 


,     2Ä  ^ J9    h 
fit 

"+■    i2    4  Ö^  3    a  ^ 


und,  wie  wir  zur  Vergleichung  nach  S.  164  (2)  hinzufügen: 

2 


des  Cylinders :        ^        ^  g 


1  ^- 

4    e„ 


(8*) 
(9*) 

(10) 


Die  strenge  Reduktion  wegen  der  Anziehung  des  Terrains  führt 
C.  A.  F.  Peters  1856  im  40.  Bde.  der  Astronom.  Nachr,  No.  989  S.  45  u.ff. 
fClr  die  Beobachtung  in  Güldenstein  mittelst  einer  Zerlegung  des  Grund- 
risses in  Quadrate  aus.  Die  Formel,  welcher  man  bei  dieser  Zerlegung 
bedarf,  ist  jedoch  sehr  kompliziert:  sie  enthält  nicht  nur  zwölf  verschiedene 
Quadratwurzelausdrücke,  sondern  auch  vier  Logarithmen  und  vier  Arcos- 
tangens. 

§  19.  Die  Reduktion  der  Schwerebeobachtungen  wegen  der 
Kondensation.  Wie  schon  bemerkt  wurde^  genügt  die  übliche  Re- 
duktion aufs  Meeresuiveau  nicht:  sie  bildet  nur  einen  Teil  der  auszu- 
führenden Reduktionen.  Für  sich  allein  betrachtet  erscheint  jene  Re- 
duktion einerseits  nicht  konsequent^  insofern  sie  nur  Massenunregel- 
mäfsigkeiten  über  dem  Meeresuiveau  berücksichtigt,  dagegen  diejenigen 
unterhalb  desselben,  also  insbesondere  bei  Inseln  die  Existenz  der  um- 
gebenden Wassermassen,  ignoriert;  sie  erscheint  andererseits  in  ihrer 
Berechtigung  fraglich,  weil  die  Massenunregelmäfsigkeiten  vielfach 
gar  keinen  lokalen  Charakter  haben,  wie  insbesondere  die  allgemeine 
Erhebung  der  Kontinente  übers  Meeresniveau.*)     Unsere  Reduktions- 

*)  Stokes  giebt  in  seiner  mehrfach  erwähnten  Abhandlung  On  tht  Variaitm 
of  Gravity   zunächst   an ,    dafb  man    aufs  Meeresniveau   nur   nach  der  Formel 

g(i'\--j^    1  reduzieren  müsse.    Hierzu  gelangt  er  durch  die  Annnahme,  dafs 

man  sich  die  über  das  Meeresniveau  hervortretenden  Massen  ohne  wesentliche 
Änderung  der  Form  der  Meeresfläche  auf  dieselbe  kondensiert  denken  könne. 
Haben  diese  Massen  aber  in  der  Umgebung  des  betreffenden  Punktes  die  Form 
einer  horizontalen  Platte,  so  ist  die  Vertikalanziehung  vor  der  Kondensation  aaf 
jenen  Punkt  P  annähernd  dieselbe,  wie  nachher  auf  den  dicht  über  dem  Meeres- 
niveau liegenden  Punkt  Q  vertikal  unter  P'.  ~  Weiterhin  bemerkt  nun  Stokes, 
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weise  hat  nun^  ganz  abgesehen  von  ihrer  früher  anderweit  begründeten 
Notwendigkeit^  den  Vorteil,  diese  Mängel  zu  beseitigen^  dabei  aber 
doch  die  Wirkung  wirklich  lokaler  Massenunregelmäfsigkeiten  abzu- 
schwächen, indem  dieselben  um  rund  21^  nach  dem  Erdinnern  zu 
verschoben  werden. 

Bei  der  Berechnung  des  Kondensationseffekts  kann  man,  was  nun- 
mehr zunächst  wichtig  zu  bemerken  ist,  von  der  Krümmung  der  Meeres- 
fläche  absehen.  Um  dieses  nachzuweisen,  betrachten  wir  letztere  als 
Kugelfläche,  indem  dies  sicherlich  einen  hohen  Grad  von  Annäherung 
für  den  vorliegenden  Zweck  giebt.  Auch  denken  wir  uns  dabei  der 
Einfachheit  halber  die  Massenunregelmäfsigkeiten  auf  diese  Eugel- 
fläche  kondensiert  und  nehmen  zunächst  die  Massendichtigkeit  an 
allen  Stellen  einer  den  Punkt  P'  zentrisch  umgebenden  Scheibe  der 
Eugelfläche  konstant,  etwa  gleich  &h,  an. 

Ist  nun  r  der  Radius  der  Kugelfläche,  r  der  Abstand  des  Punktes  P^ 
vom  Zentrum  C  derselben,  W  der  Zentriwinkel  am  Rande  der  Scheibe 
iu  Bezug  auf  die  Linie  P'C,  so  ist  mit  Rücksicht  auf  Fig.  13  S.  144 
nach  Formel  (3)  S.  145,  wenn  ®h  für  0dr  geschrieben  wird,  die 
Anziehung  der  Scheibe  auf  P'  gleich 

^     \  Vr^  +  r^-^  2rr  cosW  ) 

Vor  der  Kondensation  können  wir  für  unsern  Zweck  r  =  r  setzen 
und  erhalten  als  Anziehung: 

27ck^@h  (l  +  siu-J).  (1) 

Nach  derselben  setzen  wir  in  der  Parenthese  r  =>  r  —  ür\  Der  Pak- 
tor vor  der  Parenthese  ist  nach  der  Kondensation  derselbe  wie  vor- 
her.   Es  folgt  als  Anziehung: 


27tk^Sh 


w 

2  sin«—  —  a 
1+-7  — -^— ^}-  (^) 


^Ä«+4(l-a)sin»-|!^ 

Der  Effekt  der  Kondensation  ergiebt  sich  durch  Subtraktion  von  (1) 

dafs  allerdings  die  lokalen  Anomalieen  von  g  auf  diese  Weise  erhalten  blieben 
acd  dafs  es  daher  doch  besser  sei,  (wohl  insofern  g  nur  in  einigen  Punkten  ge- 
geben ist)  nach  Young%  Regel  zu  reduzieren.    Dafs  er  aber  die  Reduktion  nach 

^(l-j--^^— 1    für  die  allein  richtige   halten  würde,   wenn  g  überall   gegeben 

wäre,  geht  daraus  hervor,  dafs  er  den  Einflufs  der  Reduktionsgröfsen  nach  Yowng 

aufs  Endresultat  för  diesen  Fall  schätzt  (nach  Formel  (10)  §>r  dieses  Kapitels,  32. 

wobei  in  dieser  Formel  für  g  die  IToiin^Behe  Reduktion  zu  setzen  ist,  so  dafs 

die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  dann  den  Fehler  in  Gh^  anzeigt).    Nach  seiner 

Kechnung  ist  der  Fehler  in  bj  nur  —  0,0000012,  also  verschwindend. 
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und  (2),  wenn  wir  zugleich  für  ^  den  Näherungsaasdrack  -^  jik^6p,R 
einführen,  näherungsweise  gleich  einer  Verminderung  der  Anziehung  um 


-    .^+8in 
-Ä)8in«^ 


y 


2Biii- 


1  - 


/• 


««+4(1— ll)8iii»y 


i^.  (3) 


Dagegen  erhält  man  aus  der  Formel  (2)  des  §  1  S.  141  unter  An- 
nahme einer  ebenen  Scheibe  als  Verminderung  der  Anziehung  infolge 
der  Kondensation,  z  ■=  Hr'  und  a  «=  ^r  gesetzt: 

oder  n&herungsweise  unter  EinfQhrung  von  g  wie  oben: 

Es  sind  nunmehr  die  Ausdrücke  (3)  und  (5)  zu  vergleichen.  Für 
^  <=  null  giebt  in  beiden  Fallen  die  geschlungene  Parenthese  den 
Wert   l ;   bei   wachsendem    V  nimmt    die    Parenthese    in   (3)  sicher 

zunächst  rascher  zu  als  in  (5),  da  2  sin  —  <  ^  und  mithin  schon  der 

erste  Teil  der  Parenthese  (3)  grofser  als  die  Parenthese  (5)  ist^  der 

zweite  Teil  jener  aber  positiv  bleibt,    solange  4  sin'—  <  ü,  d.h. 

näherungs weise  !F<  Vn  genommen  wird.  Durch  Probieren  findet 
man,  dafs  beiläufig  für  ^=»a  bis  2a  der  Überschufs  von  (3)  über 
(5)  ein  Maximum  wird  im  Betrage  von  rund 

I  i.  ^  A  _^_ 

»     2   9    B   900  ■ 
m 

Um  für  gröfsere  Werte  von  W  als  solche  von  der  Ordnung  a 
bequemer  den  Verlauf  des  Unterschiedes  von  (3)  und  (5)  zu  erkennen, 
wenden  wir  für  die  in  (3)  auftretende  Quadratwurzel  die  Reihenent- 
wicklung nach  dem  binomischen  Satze  an,  indem  wir  vorerst  schreiben 
1  1  


/■ 


V 


4/r- 


ll*+4(l  -  Ä)8in«— -  2Bin 


An  Stelle  von  (2)  tritt  dann  der  Ausdruck 


Ä  + 


4  sin* 


V 


2nk^®h 


ÄCOB« 


1— 58in«- 


2  8m 


und  an  Stelle  von  (3): 
2  9'B 


HCOB* 


2  8in  — 


Afi  .  Aa_la2 


6  Bin«  — 

nn« 


)  + 


(2*) 


9.  (3») 


Digitized  by 


Google 


§  19.  Die  Reduktion  der  Schwerebeobachtaugen  wegen  der  Kondensation.    175 

Diese  Entwicklung  gilt  für ^ ü  <  l,  oder  abgerundet  für 

4Bin«  — 

Geht  man  nur  bis  ^  «=  1 ,  so  kann  man  in  (3*)  für  sin  und  cos 
mit  Vorteil  die  Anfange  der  Reihenentwicklung  einführen  und  erhält 
in  ausreichender  Annäherung: 

lf.r(f('-T*+l-^'") +•■•)<'.       m 

während  (5)  bei  entsprechender  Entwicklung  übergeht  in: 

T^Ä  IvO -•¥-&  +  •••)  1^-  ('^^ 

Die  Differenz  der  geschlungenen  Parenthesen  von  (6)  und  (7)  ist  gleich 

W-^«^'  (8) 

woraus  man  erkennt,  dafs  mit  wachsendem  ^  der  Unterschied  von 
(6)  und  (7),  und  somit  auch  derjenige  von  (3)  und  (5),  abnimmt,  bis 
er  bdi  ^  «=  rund  V9  verschwindet  und  weiterhin  negativ  wird. 

Das  Anwachsen  des  Unterschieds  im  Negativen  findet  nahezu 
ohne  Aufhören  statt  bis  zum  Grenzwert  !P  =  x.  Zunächst  bis  ^  «»  1 
zeigt  dies  die  Differenz  (8).     Für  gröfsere  Werte   von  ^F  kann  man 

aber  die  geschlungene  Parenthese  in  (3*)  auf  a  cos'  — :  2  sin  —  ,  die- 
jenige in  (5)  auf  a :  ^  abkürzen  und  bemerkt  nun  leicht  mittelst  des 
ersten  Differentialquotienten  von 

J"    T_  _  ± 

2Bin  — 

dafs  dieser  Unterschied  im  Negativen  wächst  bis  W  =  rund  -^  7t  und 
von  da  wieder  etwas,  jedoch  nur  wenig,  abnimmt.  Es  wird  für 
«p*  e=  --  jr  bis  Ä  der  Überschufs  von  (3)  über  (5)  rund 

_  j^  e    A     g 
2  0^B  900  ' 

Nach  dem  Vorstehenden  ist  zwischen  der  sphärischen  und  ebenen 
Berechnung  des  Kondensationseffektes  einer  homogenen  Scheibe  ein 
Unterschied,  der  mit  wachsendem  Radius  der  Scheibe  erst  wächst 
bis  zu  einem  positiven  Maximum,  dann  im  wesentlichen  abnimmt  bis 
zu  einem  negativen  Maximum.  Der  grofste  Unterschied  entspricht 
also  einer  ringförmigen  homogenen  Scheibe,  deren  innerer  und  äufserer 
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Radius  etwa  den  Zcniriwinkeln  W  ^=  a  und  n  zukommen.  Denkt 
man  sich  innerhalb  des  ersteren  Radius  die  Dichtigkeit  und  also  das 
Produkt  &h  bei  gleichem  absoluten  Werte  von  entgegengesetztem 
Vorzeichen  wie  aufserhalb^  so  addifren  sich  die  Berechnungsunter- 
schiede zu 

3^9    h     g_ 

2  9^B   3Ö0  * 

Setzen  wir  @h  :  0^R=  '/g^QQ,  was  innerhalb  des  Zentriwinkels 
«fr  =  a  bei  0  =  2,8  einem  Gebirge  von  4**"  Hohe,  aufserhalb  bei 
®  =  1,8,  als  Differenz  von  2,8  und  1,  einem  6*"»  tiefen  Ocean  ent- 
spricht, so  ist  dieser  maximale  Berechnungsfehler  Voooooo  ^^^  9-  A.ber 
es  dürfte  ein  solcher  Betrag  in  praktischen  Fällen  nie  eintreten. 

Bei  vorstehender  Untersuchung  wurde  nun  allerdings  alle  Masse 
in  einer  Niveaufläche  mit  dem  angezogenen  Punkt  vorausgesetzt. 
Man  erkennt  aber  ohne  Schwierigkeit,  dafs  die  Berücksichtigung  der 
speziellen  Terrainform  zu  keinem  wesentlich  anderen  Maximalfehler 
führen  kann,  indem  die  Kondensation  aufs  Niveau  des  angezogenen 
Punktes  zwischen  ebener  und  sphärischer  Rechnung  Unterschiede  der- 
selben Art  giebt,  wie  sie  oben  betrachtet  wurden.  Nur  sind  sie  nume- 
risch geringfügiger  und  selbst  fürs  Himalaya-Gebirge  nicht  erheblich. 

§  20.  Fortsetzung:  Die  Ausführung  der  Beduktion  fflr  die 
Kondensation  beginnt  mit  der  Vervollständigung  der  üblichen  Re- 
duktion auf  das  Meeresniveau  wegen  der  dabei  vernachlässigten  Un- 
gleichmäfsigkeiten  in  der  Dichtigkeit  der  Massen  unterhalb  desselben. 
Es  kommen  wieder  die  Formeln  des  §  18  S.  169  u.  ff.  zur  An- 
wendung: 

Im  GrundnTs  denken  wir  uns  eine  Zerlegung  nach  konzentrischen 
Kreisen,   wie  Fig.  23  S.  169  sie  andeutet;   im  Ringe  «,•  bis  ö,+i  sei 

^,         zwischen    zwei    benachbarten 
^Radien  der  «.    Teil  der  Peri- 
pherie enthalten.     Ist  nun  in 
einer   solchen   Abteilung   von 
der  Meeresfläche  bis  zur  Tiefe 

-*i ->|  t  die  Dichtigkeit  gleich  0  an- 

j, 1 ^^ ^j  ^^^^  2  g  _  ^^^^  ^^^  Dichtig- 

,   ^^  ,  Ja        keit    der    nach    S.   162   §  15 


^^^--    - 


I 


I 
I 

i  I 

I  ! 


\ 


nicht    zu     berücksichtigenden 
j  homogenen    Schale    zwischen 
j           !                                  !  Meeres-    und    Kondensations- 
!   J^n4^n^^ansfUu^ \ gg^,^      ^^  ^^^  jj^  Verbesse- 

Fig.  26.  ' 

rung  des  wie  üblich,  insbeson- 
dere nach  §  18  reduzierten  ^  wegen  dieser  Abteilung  mit  Rücksicht 
auf  Formel  (7)  S.  171  gleich 
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!*• 


worin  ©^  =  5,6  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  ist,  R  deren  mitt- 
leren Radius  bezeichnet  und  ^dS  durch  die  nachfolgende  Gleichung 
definiert  wird: 

^®  =  ©_2,8.  (2) 

Für  Werte  von  «,•  >  5  (/r+  0  genügt  anstatt  (1)  die  Näherungs- 
formel, vergl.  (7*)  S.  171: 

3    JQ   [H+tY-W 


4n    9^ 


i--"a-ii>-      ('•) 


Die  Formel  (1)  bezw.  (1*)  ist  mit  S  =^  1  unmittelbar  für  alle 
Abteilungen  eines  Meeresbeckens  anwendbar,  das  sich  in  der  Umgebung 
des  Beobachtungsortes  P'  befindet,  vergl.  Fig.  26.  Wie  sie  anzuwenden 
ist,  wenn  die  Dichtigkeit  einer  Abteilung  bis  zur  Tiefe  t  =  üB  = 
rund  21*^  Änderungen  erleidet,  bedarf  keiner  Ausführung.  Wohl  aber 
ist  noch  darauf  hinzuweisen,  dafs  in  (2)  anstatt  2,8  auch  irgend  eine 
andere  normale  Dichtigkeit  @q  eingeführt  werden  darf,  was  von  Vor- 
teil wird,  wenn  dies  für  viele  Abteilungen  die  Reduktion  zu  null 
macht  —  überhaupt  also  die  Rechnung  erleichtert  —  nur  mufs  man 
sich  dessen  erinnern,  wenn  später  die  Anziehung  der  kondensierten 
Massen  auf  Q  ermittelt  wird. 

Nachdem  in  der  angegebenen  Weise  der  erste  Teil  der  Reduktion 
ausgeführt  worden  ist,  kommt  als  zweiter  Teil  an  die  Reihe  die  Be- 
rechnung der  Anziehung  der  kondensierten  Massen  auf  Q.  Diese  An- 
ziehung ist  dem  bisher  reduzierten  Werte  der  Beschleunigung  ff  hin- 
zuzufügen. Ihre  Berechnung  vereinfacht  sich  dadurch,  dafs  jetzt  alle 
Massen  in  einer  Ebene  im  Abstände  aÄ  =  rund  21*"*  von  Q  liegend 
gedacht  werden. 

Im  Grundrifs  nehmen  wir  die  Zerlegung  wie  früher.  Als  Dichtig- 
keit in  einer  Abteilung  ist,  insoweit  die  Massen  über  dem  Meeresniveau 
in  betracht  kommen,  das  Produkt  &  .  h  aus  deren  konstaut  gedachter 
Dichtigkeit  und  der  Meereshöhe  des  Terrains  einzuführen,  wozu  noch 
das  Produkt  ^& .  t  hinzutritt,  wenn  unter  dem  Meeresniveau  die  Dichtig- 
keit bis  zur  Tiefe  t  von  der  normalen  Dichtigkeit  2,8  bezw.  &q  um 
J0  =  S  -^  2,8  bezw.  @  —  ^^  abweicht.  Wie  der  Ausdruck  für  die 
Dichtigkeit  bei  mehrfacher  Schichtung  zu  bilden  ist,  geht  hieraus 
deutlich  genug  hervor.  Bleiben  wir  also  bei  dem  einfachen  Ausdruck 
0  ,  h  -}-  J0  .  t  stehen,  so  wird  die  vertikale  Komponente  der  An- 
ziehung der  betreifenden  Abteilung  mit  Rücksicht  auf  Formel  (2)  §  1 
S.  141,  in  welcher  für  ®dz  jetzt  @  .  Ä  -}-  .i^@  .  /  zu  substituieren  ist, 
wenn  wir  auch  sofort  g  mit  Hilfe  des  mehrfach  benutzten  NäherungS' 
ausdruckes  einfuhren,  gleich 

Helmert,  maUiem.  n.  phyalkal.  Tlieorieen  deT  höh.  Geodäaie.  II.  12 
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.     3jt    S.h+J9.t   / 1_ 1_  \  ,ox 

Diese  Formel  kaon  für  at  >  150*«  ohne  merklichen  Fehler  anf 

abgekürzt  werden.     In  diesen  Formehi  kann  man  genau  genug 
a  =  -i-      und  ü^R^  =  450  Quadr.-Kilom. 

o\Hj 

setzen. 

In  Bezug  auf  die  maximale  Distanz  Oi ,  bis  zu  welcher  man  vor- 
stehende Formeln  anzuwenden  hat^  wird  man  leicht  bemerken,  dais 
erheblich  weiter  zu  gehen  ist,  als  bei  der  üblichen  Reduktion  aufs 
Meeresniveau.  Wenn  der  Ocean  mit  in  betracht  kommt^  wird  man 
die  Rechnung  bis  mindestens  1000*^  Distanz  auszudehnen  haben, 
wie  die  Formeln  (1*)  und  (3*)  zeigen.  Eine  grofse  Schwierigkeit  er- 
wächst jedoch  aus  dieser  weiten  Ausdehnung  des  Berechnungsbezirks 
deshalb  nicht,  weil  nur  für  Distanzen  von  der  Ordnung  üR  die  Be- 
rechnung eine  scharfe  zu  sein  braucht  und  also  nur  für  diese  Distanzen 
die  Berechnungselemente  genau  ermittelt  werden  müssen.  Die  ge- 
nannten Formeln  zeigen  nämlich,  dafs  bei  arithmetischer  Progression 
der  a  die  Einflüsse  der  aufeinanderfolgenden  Ringe  annähernd  mit 
dem  umgekehrten  Quadrate  der  Entfernung  sich  ändern. 

Der  Vollständigkeit  halber  erwähnen  wir  hier  noch  Folgendes: 
Bei  der  vorstehend  auseinandergesetzten  Reduktionsrechnung  wird  die 
Anziehung  der  Massen  Über  der  Kondensationsfläche  vor  der  Kon- 
densation von  der  Schwerkraft  abgezogen  und  nach  der  Kondensation 
wieder  addiert.  Die  erstere  Anziehung  wird  auf  P',  die  letztere  auf  0 
bezogen.  Ein  Teil  der  Reduktion  rührt  somit  von  der  Ortsveränderung 
her.   Auf  die  Ortsveränderung  bezieht  sich  aber  auch  das  Reduktions- 

glied  -ß-^;  vergl.  S.  169  §  18  (1),  wobei  die  ganze  Erdmasse  berück- 
sichtigt ist,  insoweit  sie  nach  aufsen  wie  eine  homogen  geschichtete 
Kugel  anziehend  wirkt.  Damit  nun  für  die  Massen  aufserhalb  der 
Kondensationsfläche  die  Reduktion  wegen  der  Ortsveränderung  nicht 
zweimal  angebracht  wird,  mufs  bei  der  Kondensation  von  diesen 
Massen  eine  gewisse,  homogene  Schale  ausgeschlossen  werden,  deren 

Anziehungsunterschied  auf  P*  und  Q  schon  in  dem  Gliede  -^ff  ent- 
halten ist.  Die  Dichtigkeit  dieser  Schale  würde  für  Gq  einzuführen 
sein,  wenn  nicht  der  Umstand  dieses  unnötig  machte^  dafs  infolge 
der  Vernachlässigung  der  Krümmung  der  Meeresfläche  bei  der  Konden- 
sation für  eine  homogene  Schale  der  Anziehungsunterschied  auf  P' 
und  0  verschwindend  klein  wird.  Folglich  ist  ©o»  ^^^  bisher  ange- 
nommen, auch  in  dieser  Hinsicht  beliebig. 
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§  21.    Kondensations-Bedaktion  für  eine  Inselstation.    Bei 

der  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Vervollständigung  der  üb- 
lichen Reduktion  aufs  Meeresniveau  wird  man  sich  aus  praktischen 
Gründen  auf  die  Berücksichtigung  der  stärksten  bekannten  Unregel- 
mäfsigkeiten  in  der  Dichtigkeit  der  Erdkruste  beschränken  müssen. 
Ganz  besonders  wird  man  den  Einäufs  der  Oceane  aufzusuchen 
haben. 

Wir  wollen  hier  und  im  nächsten  Paragraphen  eine  Näherungs- 
formel für  kleine  Inseln  und  für  Küsten  aufstellen,  wobei  wir  an- 
nehmen, dafs  der  Beobachtungsort  im  Meeresniveau  liegt.  Weiterhin 
werden  wir  dann  noch  einen  einfachen  Fall  für  Gebirgsstationen  be- 
trachten. 


KoniUitsaii^nsftdihc^ 

Fig.  27. 

Die  Insel  denken  wir  uns  als  geraden  Ereiskegel  von  der  Dich- 
tigkeit @,  den  Ocean  mit  dem  Radius  a  kreisförmig,  konzentrisch 
zur  Station  P'  auf  der  Inselspitze,  begrenzt,  Fig.  27.     Als   normale 

Dichtigkeit  der  Erdkruste  nehmen  wir  — -  ®»n  =  2,8  . 

Um  nun  auf  diejenige  Anziehung  zu  kommen,  welche  P'  erleiden 
wurde,  wenn  Ocean  und  Insel  die  Dichtigkeit  2,8  hätten,  müssen  wir 
erstens  subtrahieren  die  Anziehung  des  Inselkegels  mit  der  Dichtig- 
keit (ß  —  1)  und  zweitens  addieren  die  Anziehung  eines  geraden 
Kreiscylinders  von  der  Tiefe  und  äufseren  Begrenzung  des  Oceans 
bei  der  Dichtigkeit  1,8.  [Jm  sodann  die  Kondensation  zum  Ausdruck 
zu  bringen,  ist  die  Anziehung  der  ersteren  Masse  zu  addieren,  der 
zweiten  zu  subtrahieren,  nachdem  diese  Massen  auf  die  Eondensations- 
fläche  verschoben  gedacht  worden  sind. 

Nach  S.  142  §  2  (4)  ist  die  negative  Anziehung  des  Inselkegels 
auf  seine  Spitze  P*  in  dem  Falle,  dafs  (®  —  1)  die  Dichtigkeit  ist,  gleich 

—  2nk'^  .  (®  — 1)  h  (1  — sinv)  .  (1) 

Nach  Formel  (2)  am  gleichen  Orte  ist  die  positive  Anziehung 
eiues  geraden  Kreiscylinders  von  der  Höhe  A,  dem  Radius  a  und  der 
Dichte  1,8  auf  die  Mitte  P'  seiner  oberen  Fläche  gleich 


+  2itk'^ .  1,8  (A  -f  flf  -  Va^  +  ä2) 
oder  angenähert: 

+  2;rX:'M,8A(l--^+  ...).  (2) 

12* 
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Um  die  positive  Anziehung  des  Inselkegels  nach  der  Kondensation 
zu  erhalten,  zerlegen  wir  denselben  in  scheibenförmige  Elemente  vom 
Radius  y  und  der  Dicke  äz^  und  kondensieren  diese  lülemente  einzeln. 
Für  das  einzelne  kondensierte  Element  ist  nach  S.  141  §  1  (2)  die 
Vertikalanziehung  gleich 


Dies  ist  zu  integrieren  von  y  gleich  null  bis  h  coti/ .  Rechnen 
wir  z  von  P'  bis  zur  Anfangslage  des  Elements,  so  wird  z=ytanv 
und  dz  ==^  isnv  .  dy  ;  die  positive  Anziehung  des  kondensierten  Insel- 
kegels wird  daher 

hooiv 

+  2«*«  .  («-  1)  i.uvj'(l  -  j^^^^  ^  )  äy 

U 

oder  gleich 

Die  negative  Anziehung  des  kondensierten  Cylinders  wird  nach 
S.  141  §  1  (2)  gleich 

-  27ck^ ,  1,8ä(i-  ,,    "^    _  ) 

oder  angenähert: 

~  2  srA«  ,  1^8  h  A  -  "^   +  . .  V  (4) 

Die  Verbesserung  der  beobachteten  Beschleunigung  g  ergiebt 
sich   hiermit,    wenq    noch    zur  Reduktion   auf  Bruchteile  von  g  der 

Näherungswert —- jrA:^  &rnR  mit  0^  «=»  5,6  angewandt  wird: 


3   (9  -  1    1^ 
2       ö.ß       R 


h  ^  nBUnv 

1.8       «*-|'^    ^ 

-«n^-  »:.,  — i —  +  ••• 


ff-      (5) 


Dieselbe  ist  in  der  Regel  negativ,  denn  nach  §  11  S.  155  schneidet 
die  Insel  gerade  diejenigen  Massendefekte  aus,  welche  bei  der  Kon- 
densation eine  Vermehrung  der  Anziehung  geben  würden  —  aller- 
dings unter  der  Voraussetzung,  dafs  nicht  die  Dichtigkeit  der  Insel 
abnorm  klein  und  ihr  Böschungswinkel  vielleicht  aufserdem  abnorm 
grofs  ist.  Bei  der  Beurteilung  des  letzten  Gliedes  ist  übrigens  immer 
zu  beachten,  dafs  der  Minimalwert  von  a  gleich  h  :  tan  v  ist,  mithin 
dieses  Glied  den  Betrag  von 

1^8 «12 

G—  1     Jicoiv' 
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keinesfalls  überschreiten  kann.  Aber  im  offenen  Ocean  tritt  der  Be- 
trag dieses  Gliedes  ganz  zurück,  so  dafs  man  es  bei  einer  Schätzung 
vernachlässigen  wird.  Auch  das  Glied  sini^  in  der  Parenthese  (5) 
kann  man  in  der  Begel  seiner  relativ  geringen  Gröfse  halber  yer- 
uachlassigen. 

Als  Näherungsformel  für  Inseln  im  offenen  Ocean  (bis  100  Meilen 
Abstand  Ton  Kontinenten)  hat  man  damit 

__3^^— J__Ä  Iognat(n  +  KnM^i) 
2      bfi      B  n  ^ 

für  (6) 

n  =  h  cotv  :  üB  . 

Hiernach  ergiebt  sich  z.  B.  für  &  =  2,8,  h  =  3500«  und  cotv  =  30 
die  Reduktion  gleich  rund  —  g  :  8000  . 

§  22.    Kfistenstation.    Wir  denken  uns   die  Küste   von  oben 
gesehen  geradlinig  durch  P'  hindurch  begrenzt,  den  Abfall  des  Fest- 
landes unter  dem  Winkel  v  bis  zur  Tiefe  h:  Fig.  28.    Quer  zur  Längs- 
richtung der  Küste  denken  ^r 
wir   uns    femer   Kontinent     '^y/yyyy/y/y/yyy^^^^^^^^^>yn^^v^_^__   - 

mid  Meer  sehr  breit    Dann  ^^  ^r^^^^JyW 

kommt  bei  der  Kondensation  l     j 

nur  ein  Abschnitt  des  Fest- "^^^ ; 

landes  von  der  Form  eines  JiondensaiioTvsfläöhC' 

geraden   Prismas    mit   dem  Fig.28. 

Querschnitt  ABP  in  betracht.  Denn  wäre  auch  dieses  Prisma  mit 
Wasser  erfüllt,  so  würde  der  Kondensationseffekt  gleich  null  sein, 
weil  er  nach  S.  142  §  1  nicht  nur  null  ist  für  jede  weit  ausgedehnte 
Scheibe,  sondern  zufolge  der  Symmetrie  auch  für  jede  durch  einen 
Vertikalschnitt  durch  P*  gebildete  Hälfte  einer  solchen. 

Das  Prisma  zerlegen  wir  der  Länge  nach  in  Elemente  vom 
Querschnitt  dq  .  Hat  ein  solches  von  P'  den  kürzesten  Abstand  r, 
welcher  im  Querprofil,  Fig.  28,  gemessen  wird,  so  ist  die  Anziehung 
des  Elements  in  Richtung  r  abzüglich  der  des  Wassers  gleich 


k'^(ß- 


wenn  S  die  konstante  Dichtigkeit  des  Prismas  ist  und  x  einen  Ab- 
stand vom  Querprofil  in  der  Längsrichtung  bezeichnet,  der  von  —  L 
bis  -f-  -^  variiert.  Nach  bekannten  Grundformeln  ist  diese  Anziehung 
gleich 
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d.  i.  in  allen  hier  in  betracht  kommenden  Fallen,  bei  denen  die  Küsten- 
länge L  beiderseits  von  P  eine  bedeutende  sein  wird,  ausreichend 
genau  gleich 

2^2(0—1)  ^«  .  (l*) 

Hiervon  kommt  gegenwärtig  die  vertikale  Komponente  in  be- 
tracht, die  durch  Multiplikation  von  (l*)  mit  cosy  ,  g?  der  Winkel 
zwischen  r  und  der  Vertikalen,  hervorgeht.  Setzen  wir  dq  =  rdg)  .dry 
so  wird  die  Yertikalanziehung  des  Prismas  auf  P'  gleich 


2k^ 


(0  —  1)/    jcosifdipdr     d.i.      2k'^  {&—])  1  rcosfp  d(p 


oder,  weil  rcosq>  =  h  ist,  gleich 

2k^{e-\)h(^-v).  (2) 

Diese  Anziehung  ist  von  der  in  P'  beobachteten  Beschleunigung 
abzuziehen.  Nach  erfolgter  Kondensation  denken  wir  uns  alle  Ele- 
mente, welche  in  derselben  Vertikalen  im  Abstand  y  von  M  liegen, 
vereinigt.  In  Formel  (1*)  tritt  dann  an  Stelle  von  r  die  l/ü'^B^  -\-  y'^ 
und  an  Stelle  von  dq  das  Produkt  {h  —  ytamv)  dy  ,  da  A  —  y  tanv 
die  Höhe  des  Prismenprofils  im  Abstand  y  ist.  Die  vertikale  Kom- 
ponente wird  daher  gleich 

h  cotv 
u 

Das  unbestimmte  Integral  ist 

Ä  arc  tan  ^?^  —  ^  ÄÄ  tan  v  lognat  (a^Ä^  +  y^)  +  SConsL 

Beachtet  man,  dafs  arc  tan  u  =  ^ —  arccot  u  =  * arctan  —  ge- 
setzt werden  kann,  so  findet  man  nun  ohne  Schwierigkeit  als  Vertikal- 
anziehung nach  der  Kondensation: 


2k^{@-l)h  { .^--arctan— ^^ ^^    -'^8^**— IßtanV-   )  <^^ 

Zieht  man  hiervon  (2)  ab,  so  folgt  als  lieduktion  wegen  der 
Kondensation  für  das  beobachtete  g  unter  üblicher  Einführung  des 
Näherungswertes  für  y: 

-  Ä  -^  '-  i   In  '"g°**  ^"'^+'1  +  *"*»'»  ^  -  »'1  ^ 

mit  -      W 

n  ^=  h  cotv  :  uR  . 
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Vernachlässigen  wir  das  meist  unbedeutende  v,qo  läfst  sich  (4)  mit 
dem  entsprechenden  Ausdruck  (6)  für  eine  Inselstation  leicht  ver- 
gleichen, und  man  erkennt,  dafs  (4)  ungefähr  V,  von  jenem  Ausdruck 
(6)  unter  sonst  gleichen  Verbältnissen  ist.  Da  aber  die  Küsten  der 
Kontinente  durchschnittlich  langsamer  abfallen  als  diejenigen  der 
kleinen  Inseln  der  Oceane,  so  wird  der  Bruchteil  noch  kleiner. 

Für  die  Werte  h  =  3500« ,  cotv  =  48  und  ®  =  2,8  folgt  die 
Korrektion  gleich  rund  —  ff  :  30000  . 

§  23.  Gebirgsstation.  Die  übliche  Reduktion  befreit  die  beob- 
achtete Beschleunigung  zwar  mehr  oder  weniger  richtig  von  der  An- 
ziehung der  Massen,  welche  sich  über  die  Meeresflache  erheben, 
unterläfst  aber  völlig  die  Berücksichtigung  der  Anziehung  der  kon- 
densierten Gebirgsmasse.  Diese  kann  bei  ausgedehnten  Gebirgsmassen 
bedeutend  werden.  Als  Beispiel  betrachten  wir  einen  im  Verhältnis 
zur  Breite  sehr  langen  Gebirgsrücken  mit  dem  Querprofil  ABC^ 
einem  gleichschenkeligen  Dreieck. 


Jioitdensationsfiddt^^ 

Fig.  29. 

Vor  der  Kondensation   ist  die  vertikale  Anziehung  auf  einen  im 
mittleren  Querprofil  liegenden  Punkt  P^  Fig.  29,  durch  den  Ausdruck 

2)t»  ®  r /cos  UL^v  —  ^d^  dr  (1) 

gegeben,  den  man  mit  Rücksicht  auf  die  verändert«  Bedeutung  von 
(p  aus  dem  vorigen  Paragraphen,  Formel  (P)  und  folgende  Zeilen, 
leicht  entnimmt.  Die  Integration  nach  r  ergiebt  r,  den  Radiusvektor 
des  Contours  CBA  in  der  durch  tp  bezeichneten  Richtung. 

Wenn  der  Endpunkt  von  r   Skuf  CB  liegt,  d.  h.  q>  sich  zwischen 
null  und  v  -^  i;  befindet,  so  ist 

Bin  (2 »r  —  9)  sin  (2v  —  tp)       '  ^^ 

Liegt  dagegen  der  Endpunkt  von  r  auf  BA,  d.  h.  <p  zwischen  i/  -f-  ^ 
und  7t,  so  ist 

r'  cos  (^  +  1/  -  7))  =  ^ .  (3) 


Digitized  by 


Google 


184  3.  Kapitel.    Die  Schwerkraft  im  Meereaniveau. 

Hiermit  giebt  (1): 

2A'e  {2  {H,  -  B)<^vJ^-^-J^dg>  +Bfd<p]  , 

oder  unter  AusfQhrung  des  zweiten  Integrals    und  mit  Einfuhrung 
von  q/  =  2v  —  9  im  ersten  Integral: 

2^2®  [^(^  _  3,  _  ^)  -  2(i7o  -  ^)  ^osvf^^^^^dif']  . 

Durch  Auflösung  Yon  sin  (9'  —  v)  folgt  ohne  Schwierigkeit : 
2k^®  (^(jr— V— *)  —  2(^0— ^)cosv[(i/+^)cosi/-sinvlognat ^^?^^^ 

Führen  wir  endlich  noch  den  mehrfach  benutzten  Näherungs- 
wert von  g  ein,  so  geht  der  vorstehende  Ausdruck  für  die  Vertikal- 
anziehung des  Gebirgsrückens  auf  P^  über  in: 


Die  Formel  zur  Reduktion  auf  das  Meeresniveau  für  horizontales 
Terrain  berücksichtigt  von  der  geschlungenen  Parenthese  nur  das 
Hauptglied  H :  B]  doch  ist  der  Fehler,  da  man  jene  Formel  eben  nur 
bei  kleinen  Werten  von  v  anwenden  und  sonst  strenger  reduzieren 
wird,  jedenfalls  gering.  Um  dieses  bei  dem  mit  dem  lognat  behafte- 
ten Gliede  einzusehen,  beachten  wir,  dafs  nach  Fig.  29 

Bin2y       ^  P'B   ^  P.B.3iDy 
8in(»  — ^)  rC~     Ho-H 

ist  und  erhalten: 

Hq  —  H     sin  2v    ,  .         sin  2v 

Hq  8in2y       Hq  —  H/^  .    P'JB .  sinv     ,    ,  x        ^0      \ 

Da  Hq  —  II  und  P'B  mit  wachsendem  B  abnehmen,  falls  nur  das 
Profil  ACB  bei  C  stumpf  ist,  was  hier  lediglich  in  betracht  kommt, 
so  hat  der  mit  dem  ersten  Logarithmus  gebildete  Teil  vorstehenden 
Ausdrucks  sein  Maximum  bei  B  gleich  null;  dasselbe  ist  gleich 

§>_^1^  lognat  (2 cosi/).  (7) 

Da  ferner  allgemein  t/ log  natu  für  u  <»  null  und  eins  gleich  null  ist,  für 

«  ==  — ,  wo  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet,  aber 

ein  negatives  Maximum  hat,  so  erhält  der  mit  dem  zweiten  Logarith- 
mus gebildete  Teil  von  (6)  den  Wert  null  für  B  ^=  Bq  und  für  II  gleich 
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null,  einen  Maximalwert  aber  für  H^ :  {H^  —  Z^)  =  ^  «=  2,7  . . .  . 
Dieses  Maximum  ist  rund  gleich 

Nachdem  hiermit  bewiesen  worden,  dais  man,  wie  oben  bemerkt^ 
in  (5)  die  geschlungene  Parenthese  durch  H  \  R  bis  auf  meist  uner- 
hebliche Glieder  der  Ordnung  ÜQ^mv  i  R  ersetzen  kann^  gehen  wir 
zur  Ableitung  einer  Formel  für  die  vertikale  Komponente  der  An- 
ziehung des  Gebirgsrückens  ■  nach  seiner  Kondensation  über. 

Legen  wir  in  den  Abständen  y  und  y  -{-  dy  von  P'QM^  Fig.  29, 
parallele  Yertikalebenen  in  die  Längsrichtung  des  Prismas,  so  giebt 
die  Kondensation  der  Masse  des  Prismenstreifens  zwischen  diesen 
beiden  Ebenen  in  Bezug  auf  Q  als  vertikale  Komponente  der  An- 
ziehung mit  Rücksicht  auf  S.  182  (1*): 

falls  die  Schnittebenen  zwischen  A  und  C  zu  liegen  kommen.  Liegen 
dagegen  die  Schnittebenen  zwischen  C  und  B^  so  lautet  der  ent- 
sprechende Ausdruck: 

2k^e^^^;-,^-=^^äy.  (10) 

Die  gesamte  Yertikalanziehung  folgt  aus  (9)  und  (10)  durch  In- 
tegration nach  y  von  y  ^=»  —  H  cotv  bis  y  =  (ß^  —  H)  cotv  bezw. 
von  hier  bis  y  =  (2^^^  —  H)  cotv.  Es  ergiebt  sich  ohne  Schwierig- 
keit unter  Einführung  des  Näherungswertes  von  gi 


'    2ä  5,6  ^ 


— arctan  n+  -^^^— ^arc  tan(2no — n)— 2^^— ^  arc  tan  (n^  —  n) 
+'-i-bgnat.  (-o^--)'  +  i 


n,     ^  ^(n«+i)(  [-2no-np.fi) 


worin  gesetzt  ist  ^ 

no  =  HQCotvitiRy 
n  =  H  cotv  :  üR  . 

Der  Ausdruck  (11)  stellt  die  positive  Korrektion  des  wie  üblich, 
und  zwar  streng,  aufs  Meeresniveau  reduzierten  Beobachtungswertes 
von  g  dar.     Dieselbe  nimmt  jedenfalls  von  oben  nach  unten  ab. 

Das  Maximum  bei  w  =  «o>  wo  P'  sich  auf  dem  Kamm  des  Ge- 
birgsrückens befindet;  wird  gleich: 

+  Ä-^§  {•2arctan«,  -^lognat(no^+  ]))  g  .  (12) 

Dagegen  ist  das  Minimum  bei  n  =  null,  d.  h.  P'  am  Fufse  des 
Gebirgsrückens,  gleich: 
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+  .,l/l?"       '•^"^""Viv+r     U.      (13, 


'1%  5,6  E 


[+  2  arctan  2«,,  —  2  arctan  Wq) 


Wenn,  wie  in  der  Regel  bei  gröfseren  Erhebungen,  n^  die  Ein- 
heit übersteigt,  so  erscheint  es  vorteilhaft,  in  (12)  und  (13)  von  der 

Relation   arc  tan  u  +  arc  tan  —  =  -^  Gebrauch   zu   machen.     Diese 

Formeln  gehen  alsdann  über  in  folgende: 

und 

+  4--rä"n\  -lognat-**«*+L  +2arctan  ~  -:-2arctan--  1  ^7.(13*) 

Daraus  ist  ersichtlich,  dafs  selbst  dann,  wenn  P'  am  Fulse  eines 
grofsen  Gebirgsrückens  liegt,  die  Vertikalanziehung  nach  der  Kon- 
densation erheblich  ausfällt. 

Für//o  =  r)0(X)'«,  ®=2,8,  cotV=60  und  no=14,  welche  Werte 
in  roher  Aiiuäherung  dem  Ilimalaya  entsprechen,  ist  die  Korrektion 
des  wie  üblich  reduzierten  g  rund  gleich: 

im  Maximum  (Kamm)       -\-  g  :    2050 
im  Minimum  (Fufs)  +  9  •  22000  . 

Im  ersten  Falle  beträgt  sie  nahezu  soviel,  als  bei  der  Reduktion 
auf  den  Meeresspiegel  für  Lokalanziehung  subtrahiert  worden  ist, 
d.  i.  nach  Formel  (5),  in  welcher  ^  =  Vy  H  =  H^  zu  setxen  ist, 
—  g  :  1700,   sodafs  die  totale  Reduktion  sich  auf  —  g  :  10000  stellt 

§24.  Hilfssatz:  Fiir  ein  homogenes  Spharoid,  welches Ton 
einem  schwach  abgeplatteten  Rotationsellipsoid  nur  wenig  ab- 
weicht ^  ist  es  erlaubt,  die  Entwicklung  des  Potentials  aufser- 
halb  nach  negativen  Potenzen  des  Radiusvektors  für  die  prak- 
tischen Zwecke  als  bis  zur  Oberfläche  konvergent  zu  betrachten. 

In  §  15  S.  163  wurde  die  Gültigkeit  vorstehenden  Satzes  ange- 
nommen,  um  die  Zulässigkeit  des  nachfolgend  entwickelten  Kouden- 
sationsverfahrens  darzuthun.  Es  ist  jetzt  der  Beweis  des  Satzes  zu 
liefern,  um  uns  direkt  auf  die  irdischen  Verhältnisse  zu  beziehen, 
denken  wir  uns  zu  dem  homogenen  Spharoid  von  der  Dichte  ^innerhalb 
der  konzentrisch  zum  Schwerpunkt  eingeschriebenen  Kugel  noch  solche 
Massen  in  Form  von  konzentrischen  Kugelschalen  beigefügt,  dafs  die 
mittlere  Dichte  0^  =  076  herauskommt.  Für  S  setzen  wir  schliefs- 
lich  2,8.  Das  Spharoid  soll  vom  Rotationsellipsoid  so  abweichen, 
wie  das  Geoid  vom  Erdellipsoid.  Die  Abweichungen  sind  charakteri- 
siert durch  die  maximale  normale  Erhebung  und  Senkung  und  die 
Lotabweichung.     Wir  nehmen  an,  dafs  die  in  §  15  S.  163  angedeu- 
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taten  UntersuchuDgen  den  Betrag  der  ersteren  auf  <  ÖOG™,  der 
letzteren  auf  ^1,5'  festgestellt  haben.  Für  die  Zwecke  der  Unter- 
suchung reicht  es  aber  aus,  der  Wellenform  die  Ereiskegelform  zu 
substituieren,  welche  eher  ungünstiger  als  günstiger  wie  jene  ist. 
Als  Maximum  der  Hohe  eines  Kreiskegels  setzen  wir  IGOO*"  an,  als 
konstantes  Gefalle  seiner  Seitenfläche  1  :  5000,  entsprechend  einer 
durchschnittlichen  Lotablenkung  von  74- 

Wir  betrachten  zunächst  einen  Kegel,  welcher  auf  das  Ellipsoid 
aufgesetzt  ist  und  untersuchen,  wie  sich  für  einen  Punkt  P'  seiner 
Oberfläche  Potential  und  Schwerkraft  ändern,  wenn  wir  deiiselben 
auf  eine  Parallelfläche  zur  Ellipsoidfläche  im  Abstand  tiR  nach  innen 
kondensieren.  Zur  Yeranschaulichung  der  Situation  kann  Fig.  29 
S.  183.  dienen,  AB  als  Ellipsoidfläche  gedacht. 

Vor  der  Kondensation  hat  man  als  Vertikalanziehuug  des  Kegels 
sehr  nahe,  wenn  N  die  Hohe  von  P'  über  dem  Ellipsoid  bezeichnet : 

3     ©     2V  ... 

indem  hier  die  Formel  (3)  §  16  S.  164  für  eine  horizoiitale  Platte 
zur  Anwendung .  gelangen  darf,  wie  liei  dem  geringen  Gefalle  der 
Seitenflächen  ohne  weiteres  klar  ist,  aber  auch  durch  die  Ungleich- 
ung (5)  S.  168  verifiziert  werden  kann,  wenn  man  darin  im  Maximum 
Ä,  =  Äj  =  Ä  =  lOOO«,  Ä  :  «  =  1  :  5000  setzt. 

Um  die  Anziehung  nach  erfolgter  Kondensation  auf  bekannte 
Formeln  zurückzuführen,  substituieren  wir  ein  Mal  dem  Kegel  ein 
unendlich  langes  Prisma  von  dem  Querschnitt,  wie  ihn  Fig.  29  zeigt, 
ein  zweites  Mal  einen  Kegel,  dessen  Spitze  P'  und  dessen  Höhe  gleich 
.V  ist,  bei  demselben  Gefälle  des  Mantels  wie  für  den  grofsen  Kegel. 
Offenbar  erhalten  wir  so  zwei  Grenzwerte,  die  den  richtigen  Wert 
zwischen  sich  enthalten. 

Für  den  Fall  der  Substitution  des  Prismas  folgt  nach  Formel  (11) 
S.  185  als  Anziehung  nach  der  Kondensation: 


2»  5,6  R 


-^arctann+^*^^^^arctan(2wo~w)~2-«~**arc^ 

»•0  "0  '•0 


+  -^lognat,/_J^_!*)li=L 


K(n«+l)([2no-n]«  +  l) 

worin  gesetzt  ist: 

n^  =  N^'ViRi^nv 

n   ^  N  rttÄtant/,  ^  ^ 

wenn  Nq  die  Höhe  des  ganzen  Kegels  und  tan  v  das  Gefälle  seines 
Mantels  bezeichnet.  Eigentlich  ist  tt^  um  A^  zu  vergröfsern,  da  der 
angezogene  Punkt  bei  der  Kondensation  nicht  von  P'  nach  0  ver- 
schoben wird,  sondern  in  unveränderter  Lage  bleibt;  aber  für  vor- 
liegende Schätzung  genügt  üR  auch. 
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Wird  der  kleine  Kegel  substituiert,  so  ist  nach  8.  180  §21  (3), 
wenn  daselbst  &  für  &  —  1  gesetzt  und  ff  eingeführt  wird,  die  Anziehung: 

T-^F(l-ilo8'^''n«  +  ^'^M^])^.  (4)' 

Um  vorstehende  Ausdrücke  zu  deuten,  muis  man  beachten, 
dafs  für  die  in  betracht  kommenden  Werte  uÄ  =  21000"»  und 
tanv  <  1  :  5000  die  Hilfsgröfsen  n^  und  n  die  Einheit  sicher  über- 
schreiten, wenn  Nq  und  N  grö&er  als  4,2"*  werden. 

Schliefsen  wir  nun  zunächst  Fälle  aus,  wo  Nq,  N  oder  auch  ^q  —  N 
kleiner  als  17"*  ist,  so  vrird  n^  sowohl  wie  n  und  n^  —  n  grofser  als  4. 
Dies  findet  statt  bei  Wellen  gröfserer  Erhebung  für  alle  Lagen  von 
P\  welche  nicht  sehr  nahe  am  Fufse  oder  an  der  Kuppe  sich  be- 
finden. Id  Formel  (2)  kann  man  nun,  weil  n,  2«q  —  n  und  Hq  —  n 
grofse  Zahlen  bezeichnen,  von  nachstehender,  für  grofse  u  vorteil- 
haften Relation  Gebrauch  machen: 

arctan  «  =  ~  —  arctan  —  =  ^ 1-  -— r .... 

Die  Glieder  in  (2)  mit  Su^  im  Nenner  fürw  =  n,  2nQ  —  n  und  Uq  —  n 
können  aber  wegbleibeu,  da  sie  weniger  als  1  Milliontel  ^  geben. 
Aufserdem  heben  sich  die  Glieder  1  :  u  für  die  3  Werte  von  u  zusam- 
mengenommen auf,  und  es  bleibt  für  (2)  nach  naheliegender  Reduktion: 

\-r  -=r^  -D*  +  "IT  -T-j-Ätani/ — lognat  r7= ^-^ •         -  -  (ff,  (5) 

l2    6,6   Ä   ^   2    5,6**  n      ^         f^(n«  +  i)  ([2«„  -  nj»  +  1)'*^'   ^  ^ 

während  (4)  in  entsprechender  Schreibweise  lautet: 

[t^b-tw "^^^ •  ^"8^* C" + y^^H^i] ff-  (6) 

Die  Vergleichung  von  (1)  mit  den  Grenzwerten  (5)  und  (6)  zeigt, 
dafs  die  zweiten  Teile  der  letzteren  Ausdrücke  Grenzwerte  der  Än- 
derung der  Schwerkraft  in  P'  infolge  der  Kondensation  der  kegel- 
förmigen Erhebung  bezeichnen.  Diese  Änderung  ist  aber  für  jede 
Lage  von  P'  unerheblich.  Setzt  man  zum  Zwecke  des  Nachweises 
im  zweiten  Teile  von  (5)  Hq  —  n  =  u  und  führt  anstatt  n  überall  u 
ein,  so  wird  der  mit  n  veränderliche  Faktor 

lognat ^;^=r-^^4^^  =  lognat — _rr  ___ 


J^^  +  1)  ([2no  -  n]»  +  1)  ^         V{[no  +  u]«  +  l)~([n,  -  u^  +  1) 

Die  Differentiation  nach  u  giebt  den  Differentialquotienten  des 
letzten  Ausdrucks  gleich 

2no«u  (V  +  3  ~u«) 

(t*«  +  1)  {[no+uY  +  l)  ([«0  -  **]*  +  1)  ' 

welcher  für  w  «=  null  bis  Hq  stets  positiv  ist.    Hiernach  genügt  es, 
die  äufsersten   in  betracht   kommenden  Werte   von  u  ins  Auge  zu 
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fassen.  Als  solche  nehmen  wir  null  und  n^,  da  die  Bedingung  n^, 
n  und  Wq  —  n  >  4  sich  nicht  auf  den  zweiten  Teil  von  (5)  bezieht. 
Für  tt  =«:  null  ist  n  =  fi^  und  der  in  (5)  auftretende  lognat  gleich 
—  lognat  (hq^  +1);    für  w  =  n^  ist  n  =  null    und    derselbe  log  nat 

gleich  log  nat  (n^^  -j-  1)  _  _  lognat  (4^^^  +  !)•    Der  Wert  des  zweiten 

Teils  von  (5)  liegt  also  für  0  =  2,8,  tanv  =  1  :  5000  und  ßf  =  1000»» 
mit  tiQ  =  240  zwischen  rund 

^--a    und    4-^ — --  Q.  (7) 

600000^  '     1000000^  ^^ 

Der  zweite  Teil  von  (6)  wird  am  grofsten  für  n=nQ,  und  zwar  ist  sein 
Wert  unter  denselben  Voraussetzungen  wie  vorher  alsdann  gleich  rund 

300000^'  ^^ 

Da  nun  für  kleinere  Werte  von  v  und  N  die  entsprechenden 
Werte  der  zweiten  Glieder  in  (5)  und  (6)  noch  kleiner  sind,  so  er- 
kennt man,  dafs  für  alle  Lagen  von  P'  auf  der  Seitenfläche  einer 
kegelförmigen  Erhebung,  welche  in  Höhe  von  Fufs  oder  Kuppe  um  mehr 
als  17*"  abstehen,  die  Kondensation  nur  einen  unerheblichen  Effekt  auf 
die  Schwerkraft  hat.  Dasselbe  gilt  aber  auch  für  Lagen  von  P'  bis  zum 
Fufse  und  zur  Kuppe;  wenn  dieses  noch  eines  Beweises  bedürfte,  so 
würde  es  ausreichen  für  den  Fu(s  und  die  Kuppe  die  Gültigkeit  zu 
zeigen,  was  wir  aber  unterlassen  können. 

Vorstehendes  läfst  die  Unerheblichkeit  des  Kondensationseffekts 
einer  kegelförmigen  bezw.  wellenförmigen  Erhebung  der  eingangs 
angegebenen  Art  auf  die  Gröfse  der  Schwerkraft  für  Punkte  in  der 
Nähe  der  Sphäroidoberfläche  deutlich  erkennen. 

Für  das  Potential  bedarf  es  keiner  längeren  Rechnung;  hier 
können  wir  sogleich  an  die  Ergebnisse  in  §  7  S.  149,  insbesondere 
an  Formel  (4)  S.  151  anschliefsen.  Dieselbe  giebt  die  Änderung 
des  Potentials,  welche  durch  Kondensation  einer  homogenen,  un- 
endlich dünnen  Scheibe  der  Kugelfläche  Tom  Radius  r  auf  die  Kugel- 
fläche vom  Radius  r,-  -entsteht,  wobei  die  Ausdehnung  der  Platte  so 
genommen  ist,  dafs  der  Kondensationseffekt  ein  Maximum  wird.  Be- 
trachten wir  nun  das  dem  Sphäroid  zu  gründe  liegende  Ellipsoid 
als  Kugel,  was  für  den  Zweck  der  Ermittelung  des  Kondensations- 
effektes ausreicht,  und  umschliefsen  wir  diese  Kugeloberfläche  konzen- 
trisch durch  eine  zweite  aufserhalb  im  Abstand  von  500"*,  so  ent- 
halten beide  alle  zu  kondensierenden,  wellenförmigen  Erhebungen 
zwischen  sich,  und  die  erwähnte  Formel  (4)  stellt  den  überhaupt 
möglichen  maximalen  Betrag  des  Effektes  dar,  wenn  für  r  —  r,-  ge- 
setzt wird  üB  und  für  dr  der  Betrag  von  500"».  Das  kleine  Glied 
Er  :  r  in  (4)  dürfen  wir  vernachlässigen.     Es  folgt 

27rF0flÄ.5OO, 
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woraus  nach  Bruns'  Theorem  8. 148  durch  Division  mit  g  «=  — « A:*Ö„Ä 

o 

als  maximale  Verschiebung  der  Flächen  konstanten  Potentials  in  der 
Nähe  der  Oberfläche  sich  rund  ^4*"  ergeben.  Diese  Verschiebung  ent- 
spricht einem  Fehler  in  dem  Betrage  der  Schwerkraft  aafserhalb  tod 
etwa  7^500000  desselben;  sie  ist  also  ganz  unerheblich. 

Bisher  wurden  nur  Erhebungen  über  das  EUipsoid  betrachtet. 
Dafs  Senkungen  kein  wesentlich  verschiedenes  Resultat  geben  werden, 
ist  unmittelbar  klar.  Es  bleibt  nur  das  eine  Bedenken,  ob  die  Ent- 
wicklung nach  negativen  Potenzen  des  Radiusvektors  noch  genügt  fSr 
Punkte  P\  welche  in  einer  Senkung  liegen:  zwar  aufserhalb  der 
Oberfläche  des  Sphäroids,  aber  doch  innerhalb  derjenigen  des  Ellipsoids. 
Um  dieses  Bedenken  zu  beseitigen,  denken  wir  uns  innerhalb  des 
Ellipsoids  ein  konzentrisches^  koaxiales  EUipsoid ,  welches  die  Sen- 
kungen gerade  noch  ausschliefst,  dessen  Axen  also  nach  unseren 
Annahmen  um  eine  Gröfse  von  etwa  500"»  kleiner  sind,  als  die- 
jenigen des  ursprünglichen  Ellipsoids.  Die  Oberflächen  beider  EUipsoide 
können  hier  als  Parallelflächen  angesehen  werden.  Wir  kondensieren 
nun  die  ganze  Schicht  aufserhalb  des  inneren  Ellipsoids. 

Auf  einen  Punkt  P'  der  Sphäroidfläche  in  der  Senkung  wirkt 
diese  Schicht  wegen  des  geringen  Gefölles  der  Senkungsfläche,  abge- 
sehen von  der  Krümmung  der  EUipsoidoberfläche,  in  Richtung  der 
Vertikalen  anziehend  wie  eine  unterhalb  gelegene,  horizontale,  an- 
endliche Platte  von  der  Stärke  />'(>',  Fig.  30,  wobei  P'ff  ^N^-N 

ist.     Durch    die   Konden- 

,^-^^"Pc^<'^  ^^ffp'f^J^   , ..    -^        sation  ändert  sich  hieran 

_^y^^y^^^  aber  nichts.  Denn  ohne  die 

/«/i^ii' :^'/ß>^^^^T^^^  "       Senkung  würde  die  Schicht 

„    ,        .        ^^,       i  zwischen  den  Ellipsoidober- 

Kandrnsaii^nsnache     \     ^..  ,  i      i       ir      i 

— ~ flachen  nach  der  Konden- 

yig.  so. 

sation  noch  anziehen  wie 

eine  horizontale,  unendliche  Platte  von  der  Starke  A^q.  Die  durch  die 
Senkung  abgeschnittenen  Massen  ziehen  zufolge  obiger  Untersuchungen 
nach  der  Kondensation  in  vertikaler  Richtung  beinahe  an,  wie  eine 
Platte  von  der  Stärke  A';  da  diese  Anziehung  abgeht,  so  bleibt  die 
Anziehung  einer  Platte  von  der  Stärke  N^  —  iV,  wie  vor  der  Konden- 
sation. Hat  demnach  diese  letztere  auf  die  Schwerkraft  keinen  er- 
heblichen Einflufs,  so  ist  ihr  Einflufs  überhaupt  als  unerheblich  an- 
zusehen, da  auch  der  Koudensationseffekt  bezüglich  des  Potentials  ?er- 
schwindet,  was  die  obigen  Untersuchungen  ohne  weiteres  erkennen  lassen. 
Für  das  Sphäroid  mit  kondensierter  Oberflächenschicht  ist  aber. 
die  Entwicklung  nach  negativen  Potenzen  des  Radiusvektors  bis  zur 
Oberfläche  konvergent;  sie  ist  es  nach  vorstehenden  Untersuchungen 
also  auch  in  hinreichender  Annäherung  für  die  Massen  des  Sphäroids 
in  der  ursprünglichen  Lagerung. 
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§  25.  Ältere  Pendelbeobachtungen  zur  Bestimmung  der 
Intensität  der  Schwere.  Wir  gehen  nun  dazu  über,  auf  das  vor- 
handene BeobachtuDgsmaterial  die  EondeDsationstheorie  anzuwenden, 
um  dann  die  Abplattung  der  Meeresfläche  abzuleiten. 

Die  epochemachenden  Messungen  von  Kater,  Sabine^  Foster  u.  a. 
(fergl.  S.  85  Anm.)  wurden  mit  sehr  einfach  konstruierten,  invariablen 
Pendeln  ausgeführt,  die  man  mittelst  einer  Schneide  auf  einer  Achat- 
platte schwingen  liefs,  welchem  auf  einem  stabilen  Gerüst  an  einer 
Wand  oder  auf  einem  breitbasierten,  schweren  und  beschwerten 
Metallstativ  befestigt  war.*)  Wir  geben  die  Resultate  dieser  Mes- 
sungen mit  Benutzung  von  Bailys  Arbeit  in  den  Memoirs  of  the  Royal 
Astronomical  Society  VII  1834.  Bailys  Reduktionen  der  Beobachtungen 
sind  adoptiert,  aber  nicht  seine  Verkuppelung  der  Reihen  verschie- 
dener Beobachter,  sodafs  die  im  Folgenden  gegebenen  Schwingungs- 
zahleu  z.  T,  mit  Bailys  Haupttabelle  S.  96—97  a.  a.  0.  differieren. 

1.  Kater  1818 — 19  mit  einem  Pendel  (bestehend  aus  einer  flachen 
Stange  mit  Linse),  welches  auf  einer  Achatplatte  auf  einem  schweren, 
gufseisernen  Rahmen  schwang.  Letzterer  war  über  der  an  einer  Wand 
aufgestellten  Uhr  (an  deren  verlängerten  Rückwand)  befestigt.  Publi- 
ziert in  Phil,  Transact,  1819.  Die  Stationen  liegen  nahe  bei  Stationen 
der  Trigonometrical  Svrvey,  In  ünst  beobachtete  Kater  dicht  bei  dem 
Orte,  wo  früher  (um  1808)  Biot  beobachtet  hatte. 

Die  Beobachtungen  begannen  in  London  und  endeten,  abgesehen 
von  Shanklin  Farm,  wo  zuletzt  beobachtet  wurde,  in  London,  Beide 
Ergebnisse  für  London  stimmen  auf  0,03  Schwingungen.  Ob  Kater 
hier  das  Eonsol  und  die  Achatplatte  des  oben  beschriebenen  Appa- 
rates, oder  des  gleich  zu  erwähnenden  Reversionspendels  benutzte, 
ist  nicht  angegeben;  vergl.  dazu  Nr.  6  weiterhin. 

In  der  folgenden  Tabelle  giebt  die  zweite  Kolumne  die  geogr. 
Breite,  die  dritte  die  Meereshöhe  H  in  Metern,  die  vierte  die  korri- 
gierten täglichen  Schwingungszahlen  nach  Baily,  die  fünfte  die  Länge 
des  Sekundenpendels  in  Metern,  die  sechste  die  Korrektion  an  den 
Werten  der  fünften  Kolumne,  in  Einheiten  der  sechsten  Decimal- 
stelle,  wenn  nicht  nach  Bouguer-Young  mit  2HFiR,  sondern  ein- 
fach mit  2H:  R  auf  den  Meeresspiegel  reduziert  wird,  als  wäre  das 
Terrain  über  letzterem  bis  zur  Station  nicht  vorhanden.  Die  siebente 
Kolumne  giebt  den  Faktor  F,  der  zu  den  Werten  der  fünften  Ko- 
lumne gehört.  F  wurde  nach  Young  für  ebenes  Terraiu  in  der  Regel 
za  0,6 ,  bei  umgebenden  Hügeln  etwas  gröfser  angenommen. 


•)  Ein  Abrifa  der  älteren  und  neueren  Beobachtungsmethoden  findet  sich 
in  Glarke»  Geodesy  S.  323—339.  Vergl.  auch  Wüllner,  Expertmentdlphysik,  Bd.  1 
1S82  S.  124  u.  S. 
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Shanklin  Farm  bei  dod-  | 

no.«.  I.  wight <  50»37'24" 

London I  51  31    8 

Arbury  Hill 52  12  55 

Clifton :  53  27  43 

Ijeith 55  58  41 


Portaoy 
ünst... 


57  40  59 
60  45  28 


74" 

25 

225 

104 

21 

29 

9 


86061,77 
065,54 
069,00 
072,79 
083,29 
089,96 
100,61 


0,994042  +  7  0,7 
4129  +  3  0,66 
4209 1+21  0,7 
4297  +1Ö|0,68 
4539  +  2  0,66 
4693  +  4  0,6 
4939  +  1,0,5 


Gemeinsame  Korrektion  nach  der 
weiterhin  folgenden  Aasgleichung:    -{-  14. 

Die  Meereshohe  für  London  hat  sich  später,  vergl.  Nr.  6,  genauer 
zu  28"*  ergeben;  die  Differenz  von  3"*  mit  dem  oben  angenommenen 
Werte  hat  aber  auf  die  Reduktion  keinen  bemerkenswerten  Eiiiflurs. 

Bei  der  Berechnung  der  5.  Kolumne  aus  der  4.  wurde  fOr  London, 
Mr.  Broumes  Haus  (Portland  Place),  einstweilen  der  Wert  augesetzt 
zu  dem  Jl^ater  mittelst  des  von  ihm  angegebenen  ReversionspendeLs 
gelangte.    Derselbe  fand,  Phil.  Transact,  1819  p.  415  : 

£„  =  39,13929  Zoll  engl., 
wobei  die  geogr.  Breite  nach  der  trigonometrischen  Vermessung  wie 
oben  angegeben  wird.     Mit  Rücksicht  auf  den   (8.  86  angegebenen) 
Verwandlungslogarithmus  von  engl.  Zollen  in  Meter: 

8,4048298  —  10 
folgt  hieraus  C«  =  0,9941289». 

Gehört  nun  zuCg  die  Schwingungszahl  n„  zu  einem  beliebigenf  aber 
n,  so  ist  zur  Berechnung  von  £  (vei^l.  8.  86)  anzusetzen: 

Der  ATflr/^rsche  Wert  von  Cq  kann  übrigens  nicht  die  Sicherheit 
neuerer  absoluter  Bestimmungen  beanspruchen;  jedenfalls  würde  er 
mit  Rücksicht  auf  Baily^  Versuche,  Phil.  Transact,  1832,  einer  Um- 
rechnung wegen  der  Ungleichheit  des  Luftmitschwingens  in  beiden 
Pendellagen  infolge  der  unsymmetrischen  Form  des  Pendels  bedürfen. 
Die  Ausgleichung  aller  Beobachtungen  ergab  weiterhin  für  dieses  Co 
als  Korrektion  +  0,011"*"*,  wovon  aber  ein  Teil  Ma&stabsreduktioD  ist 

2.  Goldingham  1820 --21  mit  einem  invar,  Ä'ö/erschen  Pendel  an 
der  Wand;  Phil.  Transact.  1822  p.  127—170.  In  London  beobachtete 
vor  der  Absendung  des  Pendels  Kater  im  Juli  1820  —  ob  auf  der 
Achatplatte  des  Apparates  oder  seiner  eigenen,  ist  nicht  angegeben. 
Zwei  grofse  Reihen  in  Madras  stimmen  im  Mittelwert  auf  0,05  Schwin- 
gungen überein,  aber  es  fehlt  die  Rückkehr  des  Pendels  nach  London. 
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Die  Beobachtung  iu  Gawisah  Lout  ist  später  gemacht  und  nicht  publi- 
ziert. Wir  folgen  bei  der  Angabe  der  Schwingungszahlen  wie  oben 
Baily:^  überhaupt  gelten  die  zu  der  Aufstellung  der  vorigen  Tabelle 
gegebenen  Bemerkungen  auch  hier  sowie  weiterhin,  wenn  uil^hts  Be- 
sonderes bemerkt  ist. 


I 

i 

S        li             4             1             5 

6 

7 

GauDsah  Lout 

WMtkDsteT.Snmat» 

London 

0"    1'49" 
13    4    9 
51  31    8 

? 

86173,36 
179,06 
306,56 

0,991063 
1194 
4129 

+  0 

+  1 

+  3 

0,66 

Gemeinsame  Korrektion  —  8. 


Die  Meereshohe  auf  Gaunsah  Lovt^  einem  Eiland,  ist  mangels  anderer 
Angabe  zu  null  angenommen.  Die  gemeinsame  Korrektion  ist  als 
Mittel  der  Korrektionen  für  London  und  Madras  abgeleitet.  Es  wird 
Dämlich  nach  der  weiterhin  folgenden  Ausgleichung  erhalten  für 
London  0,994140,  für  Madras  nach  Nr.  19  0,991168;  die  Verbesse- 
rungen der  Angaben  der  5.  Kolumne  sind  also  bezw.  +  ^1  ^"^ 
—  26,  im  Mittel  —  8  Einheiten  der  6.  Decimalstelle. 

3.  Hall^  unterstützt  von  Foster^  1820—23  mit  einem  invar.  Kater- 
schen  Pendel  an  der  Wand;  Phil.  Transact.  1823  p.  211—288;  Die 
Beobachtungen  begannen  und  endeten  iu  London'^  wahrscheinlich  in- 
folge eines  Unfalls  auf  San  Blas  differieren  die  Ergebnisse  für  London 
um  0,95  Schwingungen.  Ob  daselbst  auf  der  Achatplatte  des  Apparats 
oder  der  des  KaterBuhen  Reversionspendels  beobachtet  wurde,  ist  nicht 
bemerkt.  Je  zwei  in  San  Blas  und  Rio  angestellte  Reihen  von  Hall 
und  Fosier  differieren  um  1,15  bezw.  0,15  Schwingungen. 


Galapagos 

SanBlaS  deCaliroraia 

Kio  Janeiro .... 
London 


i 

.        1             4 

5            j        6       1 

-f    0'>32'19" 

4»  ■86107,64 

0,991014 

+  0) 

+  21  32  24 

35         131,87 

1572 

+  4 

-"ifi  hb'm 

22         137,96 

1712 

+  a 

+  51  31    8 

•     ;     242,87 

4129 

+  3 

0,66 

0,6 

0,6 


Gemeinsame  Korrektion  -|-  5. 


4.  Brisbane  1822  mit  einem  invar.  A'ö^^schen  Pendel  an  der 
Wand;  PML  Transact.  1823  p.  308—325.  In  London  beobachteten 
Katery  Brisbane  und  Rümker  vor  Absendung  des  Pendels;  nachher  ist 
dort  nicht  wieder  beobachtet.  In  Paris  beobachteten  Brisbane  und 
Dunlop  je  eine  Reihe  mit  0,65  Schwingungen  Differenz.  Welchen 
Wert  Baily  bei  Paramatfa  für  F  annimmt,  ist  nicht  zu  ersehen  — 
Brisbane  reduziert  überhaupt  nicht  aufs  Meeresniveau;  wir  haben  für 

Helm  ort,  mAthem.  u.  physikal.  Theorieen  der  höh.  Oeodftaie.  IE.  18 
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F  einen  plausiblen  Wert  vorausgesetzt,  der  jedenfalls  zur  Berechnung 
der  Korrektion  in  der  6.  Kolumne  genügt. 


1 

* 

3        i,             4             1             5 

«     1     ' 

Paramatta 

London 

-33«  48' 43" 
+  51  31     8 

23'»  186024,74 
093,00 

0,992553 
4129 

+~2 
+  3 

0,66 

Gemeinsame  Korrektion  +11. 

Die  gemeinsame  Korrektion  ergiebt  sich  durch  Berücksichtigung 
des  Ausgleichungsergebnisses  0,994140  für  London. 

5.  Sahine  1819—20  mit  2  Pendeln;  Phil.  TransacL  1821  p.  1G3 
bis  190.  Diese  Beobachtungen  hat  Baily  nicht  aufgeführt;  auch 
Sahine  selbst  verwendet  sie  nicht  in  seiner  unter  Nr.  6  zu  erwähnen- 
den Schrift.  Jedoch  verdienen  nur  die  wenigen  Beobachtungen  in 
Brassa  und  ffare  Island,  die  a.  a.  0.  ebenfalls  mitgetlieilt  sind, 
dieses  Schicksal.  Der  angewandte  Apparat,  welcher  unter  Katern 
Aufsicht  entstanden  war,  unterscheidet  sich  insofern  von  dem  üblichen 
Pendelapparat;  als  die  Pendel  zugleich  Dhrpendel  waren;  die  Uhr 
wurde  durch  ein  starkes  Holzstativ  gehalten.  Mit  diesen  Dhrpendeln 
hat  Sahine  auch  auf  seiner  grofsen  Reise ;  vergl.  Nr.  6,  nebenbei  be- 
obachtet, ohne  die  Resultate  weiter  zu  benutzen.  Dieselben  sind 
weniger  genau  als  diejenigen  unabhängiger  Pendel,  mit  denen  sie  bis 
zu  zwei  Schwingungen  differieren. 

In  London  wurde  in  einem  Nebenzimmer  des  früheren  Beobach- 
tungsraumes beobachtet  (wohl  auf  der  Diele);  in  Melville  auf  einem, 
einige  Zoll  in  den  gefrornen  Boden  versenkten  Holzlager,  an  welchem 
das  Stativ  befestigt  war.  Die  Beobachtungen  in  London  vor  und  nach 
der  Reise  differieren  um  0,23  bezw.  0,03  Schwingungen.  Obwohl  in 
London  und  Melville  die  Einzelwerte  der  Beobachtungen  einer  Reihe 
gut  übereinstimmen,  weichen  doch  die  4  Differenzen  M.-Lo.,  welche 
den  4  Kombinationen  der  2  Pendel  und  der  2  Uhrwerke  entsprechen, 
bis  zu  1,57  Schwingungen  von  einander  ab. 

In  der  4.  Kolumne  der  folgenden  Tabelle  sind  die  Mittel  der  den 
4  Kombinationen  entsprechenden  Schwingungszahlen  für  jeden  Ort 
nach  S.  188  aufgeführt.  Wegen  des  Mitschwingens  der  Luft  ist  nicht 
korrigiert;  indessen  ist  der  Einflufs  auf  den  Unterschied  M.-Lo,  un- 
erheblich, da  der  Barometerstand  an  beiden  Orten  bis  auf  0,3  Zoll, 
die  Lufttemperatur  bis  aur2^F.  im  Mittel  übereinstimmten.  Die  Reduk- 
tionen aufs  Meeresniveau  haben  wir  nachträglich  mit  F=Oß  bewirkt. 


1 

s 

3 

* 

R                     6                7 

London  

Melville 

51»  31'    8" 
74   47    12 

lO™ 

'86455,51 
,86530,32 

0,994129 
5850 

+  3||     • 
+  1  1  0,6 

Gemeinsame  Korrektion  +11. 
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Die  gemeinsame  Korrektion  bestimmt  sieh  durch  den  Ausglei- 
chimgswert  für  London. 

6.  Säbine  1822^24  mit  den  beiden  invar.  Kater^thQn  Pendeln 
Nr.  3  und  4;  An  Account  of  Experiments  to  determine  the  Figure  of 
the  Earthj  1825.  Sabine  beobachtete  1821  zuerst  in  London,  Mr.  Brotvnes 
Haus;  dann  1822  auf  den  Südstationen  St.  Thomas -New  Vork,  wobei 
die  Eatersche  Aufstellung  an  der  Wand  benutzt  wurde.  1823  wurde 
Zunächst  wieder  in  London  beobachtet^  dann  auf  den  Stationen  des 
Polarkreises,  wobei  ein  200  Pfund  schweres,  gufseisernes  Stativ  von 
der  Form  eines  gleichseitigen  Dreiecks  mit  672  Fufs  Seite  in  der 
Vorderansicht  zur  Aufhängung  des  Pendels  diente.  Die  Uhr  stand 
innerhalb  des  Stativs  ganz  isoliert  auf  einem  Holzdreifufs.  Zuletzt^ 
1823—24,  wurde  nochmals  in  London  beobachtet.  Die  Differenz  beider 
Pendel  war  in  London  1821  11,25  Schwingungen-,  1823  11,20  und  9,70; 
1823—24  9,75;  auf  den  Südstationen  9,39  bis  10,00,  im  Mittel  9,G8; 
auf  den  Polarstationen  9,27  bis  9,74,  im  Mittel  9,51.  Die  gröfseren 
Differenzen  in  London  1821  und  1823  zu  Anfang  erklärten  sich  da- 
durch, dafs  in  London  mit  Katern  Achatplatte  beobachtet  worden  war; 
als  diejenigen  des  Apparats  benutzt  wurden,  ging  die  Differenz  1823 
auf  9,70  herab.  Die  Ergebnisse  in  London  1823  und  1823—24  stimmen 
für  beide  Pendel  bis  auf  0,1  Schwingungen  überein.  Die  folgende 
Tabelle  giebt  wieder  nach  Baily  die  Schwingungszahlen,  u.  s.  f., 
vergl.  Nr.  1. 


1 
St  Thomas, 

SntiiMäiMdn .  . 

Maranham  . . 
Ascensiou  . . 
Sierra  Leone 
Trinidad.,.. 

Bahia 

Jamaica  .... 
New  York . . 
London  . . . . 
Drontheim  . . 
Hammerfest 
Grönland  . . . 
Spitzbergen  . 


+   0«24'4l":    e-»    86032,97 


2  31  43  .  23 

7  55  48  I    5 

8  29  28  !  58 
10  38  56  6 
12  59  21  65 
17  56  71  3 
40  42  43  I  20 
51  31  8  ;  28 
63  25  54  '  37 
70  40  5 
74  32  19 
79  49  58 


9 

10 

6 


Gemeinsame 


023,33 
036,69 
031,67 
030,91 
036,51 
048,74 
121,94 
163,48 
202,31 
224,75 
234,31 
246,80 

Korrektion 


0,991120 


1205 
1090 
1072 
1201 
1483 
3171 
4129 
5025 
5543 
5764 
6053 


+  1  j!  0,6 
+  3.  „ 

+  i|!  „ 

+  7 
+  1 
+  8 
+  0 
+  2 
+  3 
+  4 
+  1 
+  1 
+  1 


+  14. 


18* 
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3.  Kapitel.     Die  Schwerkraft  im  Meeresniveau. 


7.  Fosier  1824—25  mit  dem  Pendel  Nr.  3  von  Sabine\  PkiL 
Tr ansäet,  1826  I  p.  1 — 70.  Es  wurde  mit  dem  Dreifufs  beobachtet, 
der  in  Greemvich  auf  dem  soliden  Steinflur  stand.  Hier  ist  vor  und 
nach  der  Reise  beobachtet,  mit  0,2  Schwingungen  Differenz.  Wir 
geben  die  Schwingungszahlen  nach  Baiiy,  ohne  diesem  im  Anschlufs 
der  Beobachtungen  an  die  früher  mit  Pendel  Nr.  3  erhaltenen  zu 
folgen;  denn  da  Fosterjieue  Achatplatten  anwandte,  scheint  uns  eii^ 
Anschlufs  au  die  älteren  Beobachtungeu  unzulässig. 


1 

2 

3       N             4 

5                    «       i       T 

Greenwich 

Port  Bowen  . . . 

51«  28'  40" 
73    13  39 

55"«    86158,40 
37          229,25 

0,9941191  +6 
5754    +4 

0,6 
0,66 

Gemeinsame  Korrektion  4~  2^* 


Die  Höhe  ist  für  Greenwich  um  7"»  zu  grofs,  vergl.  Nr.  11  weiterhin; 
welchen  Wert  Baily  angewandt  hat,  ist  nicht  zu  ersehen.  Jedenfalls 
ist  der  Einflufs  unerheblich.  Die  gemeinsame  Korrektion  ergiebt  sich 
mit  Rücksicht  auf  den  Ausgleichungswert  für  Greenwich. 

8.  Fallows  1825—28  mit  dem  Pendel  Nr.  4  von  Sabine -j  Phil. 
TransacL  1830  p.  153—175.  Im  .Juli  und  August  1825  beobachtete 
Ronald  in  London,  November  1828  Fallows  auf  dem  Kap'^  nachher 
ist  nicht  wieder  in  London  beobachtet.  Für  London  ist  nach  Baily 
das  Mittel  aus  Sabinen  Angabe  mit  demselben  Pendel  und  Ronaldo 
Wert  angesetzt;  beide  weichen  übrigens  nur  0,02  Schwingungen  von 
einander  ab.  Auf  dem  Kap  wurden  3  Reihen  von  3  Beobachtern 
genommen;  sie  differieren  um  0,15  Schwingungen  im  Maximum. 

Die  geogr.  Breite  für  den  Beobachtungsort  nahe  bei  dem  Obser- 
vatorium auf  dem  Kap  giebt  Fallows  vorläufig  zu  —  33®  55'  56"  an ; 
unter  der  Annahme,  dafs  seit  1830  das  Observatorium  nicht  verlegt 
ist,  setzten  wir  datier  die  Breite  desselben  nach  neueren  Bestimmungen 
an.  F  ist  bei  Baily  fürs  Kap  nicht  angegeben;  wir  setzten  dafür 
0,66:  sein  Betrag  hat  nur  geringen  Einflufs. 


1 

2 

3       1 

4 

5 

6 

7 

Kap  der  guten 

Hoffnung .... 
London 

—  330  56' 3" 
+  51  31  8 

10"« 

86101,64 
168,50 

0,992587 
4129 

+  1 
+  3 

0,66 

Gemeinsame  Korrektion  +  2." 

9.  Sabine  1827  mit  den  Pendeln  Nr.  7  und  8;  Phil.  Transact. 
1828  p.  35 — 77.  Die  Aufhängung  erfolgte  wie  früher  mittelst  eines 
Dreifufses,  in  Paris  im  Observatoire  royal,  Salle  de  la  Meridienne,  wo 
auch  Biot  beobachtet  hatte.  Es  wurde  erst  in  Paris,  dann  in  London 
beobachtet  —  nicht  nochmals  in  Paris.     Beide  Pendel  differieren  im 
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Mittelwert  um  0,05  iSchwingimgen;  die  13  Einzelwerte  für  jedes  Pendel 
bis  zu  1  Schwingung.  Wir  geben  die  Scbwingungszablen  nach  Baut/; 
mit  welchen  Meereshöhen  und  Koefficienten  F  derselbe  reduziert  hat, 
ist  nicht  zu  ersehen. 


1 

»               ll             4 

5 

Paris 

London . . . 

48«  50' 14"  185930,86 
51  31    8   ;  85942,49 

0,993860 
4129 

Gemeinsame  Korrektion  +  17. 

10.  Sabine  1828—29  mit  dem  Pendel  Nr.  12;  Phii.  Transact. 
1829  p.  83—102  und  1830  p.  239—255.  Es  wurde  in  London  und 
Greenwichy  dann  nach  Revision  der  Schneide  wieder  in  London  und 
Greenwich,  sodann  in  AHona  und  endlich  nochmals  in  Greenwich  be- 
obachtet. Die  Beobachtung  in  AUona  erfolgte  an  einem  Waudkonsol 
mit  besonderer  Achatplatte,  das  später  von  C.  F,  W.  Peters  benutzt 
wurde  (Nr.  21);  über  die  ßeobachtungsweise  in  Greenwich  und  London 
ist  nichts  mitgetheilt.  Die  wiederholten»  Beobachtungen  stimmen  im 
Endwert  bis  auf  0,22  Schwingungen.  Wir  geben  die  Schwingungs- 
zahlen nach  Baily  mit  der  Modifikation,  dafs  wir  seine  Angaben 
S.  88 — 89  unter  Nr.  9  und  10  für  Greenunch  und  London^  als  wesent- 
lich auf  denselben  Beobachtungen  beruhend,  zusammenfassen.  Welche 
Werte  der  Meereshöhen  und  Koefficienten  F  Baily  zur  Reduktion  an- 
gewandt hat,  ist  auch  hier  nicht  zu  ersehen. 


Greenwich 
London . . . 
Altona  . . . 


51«  28' 40" 
51  31     8 
53  32  45 


85970,30 
85969,59 
85978,54 


0,994145 
4129 
4336 


Gemeinsame  Korrektion  -{-  5. 


11.  Fosler  1828—31,  nach  Baily^  Bearbeitung  in  den  Memoirs 
of  ihe  Royal  Astronom,  Soc.  VII  1834  p.  81.  Es  wurden  2  invariable 
A^ö/ersche  Pendel  von  Messing,  Nr.  10  und  11,  und  2  unsymmetrische 
A^atersche  Reversionspendel  von  Eisen  bezw.  Kupfer  benutzt;  in  fol- 
gender Tabelle  giebt  die  Zahl  in  Klammer  hinter  der  Schwingungs- 
zahl, welche  für  London  auf  86400  reduziert  ist,  die  Anzahl  der  be- 
nutzten Schneiden,  wobei  die  Reversionspendel  als  je  2  invariable 
behandelt  sind.  Foster  benutzte  für  jedes  Pendel  stets  dieselbe  Achat- 
platte, deren  beinahe  jedes  Pendel  seine  besondere  hatte.  Auch 
wandte  er  2  breitbasierte  Eisen-Stative  an,  je  eines  für  eine  Pendel- 
Gruppe.  Die  Uhr  hing  an  einem  besonderen  Holz-Stativ.  Foster 
begann  mit  London  und  Greenwich]  indessen  wurde  am  ersteren  Orte, 
Mr.  Brownes  Haus  (51^31' 8"  Breite,  28«  Hohe),  nicht  auf  dem  Stativ 
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3.  Kapitel.    Die  Schvrcrkrart  im  MeereBolveau. 


beobachtet,  sondern  an  der  Wand,  wo  1 818  Kater  mit  dem  Keversions- 
pendel  beobachtet  hatte.  Auch  kamen  daselbst  nur  2  Pendel  zur  An- 
wendung. Die  Greenwichet  Beobachtungen  sind  nach  Baüy  p.  45 
nicht  einwurfsfrei,  vielleicht  infolge  eines  Irrtums  bei  der  Pendelauf- 
hängung; dieselben  sind  daher  besser  nicht  zu  benutzen.  Obwohl 
wir  dies  gethan  haben,  sind  sie  doch  von  uns  wenigstens  in  nachfol- 
gende Tabelle  mit  aufgenommen  worden,  weil  die  Differenz  der  beiden 
Pendel  103,08  Schwingungen  vom  Mittelwert  der  Differenz  auf  allen 
Stationen  103,44  nicht  sehr  abweicht.  Baüy  beobachtete  nach  der 
Rückkehr  der  Apparate,  da  Fester  auf  der  Reise  rerungläckte,  noch- 
mals in  London  in  seinem  Hause  (Öl'*3r26"  Breite,  31">  Höhe);  die 
Ergebnisse  stimmen  bei  den  beiden  vorher  benutzten  Pendeln  auf 
0,7  Schwingungen  im  Mittel.  Im  allgemeinen  differieren  die  Pendel 
auf  verschiedenen  Stationen,  Baüy  p.  71,  bis  zu  2,5  Schwingungen 
täglich. 

Die  geogr.  Breite  des  Kap  d.g.  H.  setzt  Baüy  gleich  —SS" 54' 37"; 
da  aber  im  Observatorium  beobachtet  ist,  nehmen  wir  —  33*56' 3", 
vergl.  Nr.  8. 


Para  .^  .  -  1«27'  0" 

Maranham -  2  3135 

Fernando  do  Noronlia  —  3  50   0 

Ascension —  7  55  23 

Porto  Bello -f  9  3230 

Trinidad -|-10  38  55 

St.  Helena -15  56    7 

Kap  d.  g.  H -33  56   3 

Montevideo — 34  54  26 

[Green  wich] '-f  51  28  40 

London -|-51  31 17 

ötaten  Island -54  46  23 


Kap  Hom  

Süd  Shetland  Inseln 


-55  5120 
—62  5611 


12" 

24 

11 

5 

4 

6 

9 
10 

4 
48 
30 

5 
12 

7 


"86260,61(6) 
;;     258,74(4) 

271,20(2) 

272,25(6) 
'I  272,01(2) 
,'  267,24(6) 
,     288,29(4); 

331,33(6); 

334,36(2)' 
1  398,90(2) 
■     400,00(6)1 

415,22(6)  I 
■'  417,98(2)1 
,     444,52(6)1 


0,990924 
0881 
1167 
1192 
1186 
1077 
1560 


+  1 
+  2| 
+  1 
+0 
+0 
+  1 

2549  \-\- 1 
26191-1-0 
[4104]:-{-5 
4129  |-|-3 
4479J-H0 
4543  l-f- 1 
51541-1-1 


Gemeinsame  Korrektion  -f-  22. 


0,666 


12.  LUke  1826—29  mit  HalU  Pendel.  Wir  haben  im  Folgenden 
die  Angaben  von  Borenius,  vergl.  die  S.  87  angegebene  Schrift,  be- 
nutzt. Sie  weichen  etwas  von  denjenigen  Baüya  ab,  entsprechen  aber 
der  neueren  Angabe  Lülken  im  3.  Bd.  der  Memoires  pre's.  ä  l'Academie 
imp.  de  St.  Petersbovrg  1837.  In  Kandataks  ist  nicht  von  Lütke,  son- 
dern von  Reinecke  beobachtet.    Die  Schwingungszahlen  sind  so  redu- 
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ziert,  dafs  sie  Fosiers  Angabe  für  6Y.  Helena  entsprechen;  ebenso 
wurde  von  uns  vorläufig  £  für  diesen  Ort  adoptiert.  Die  geogr.  Breite 
desselben  ist  nach  Baily  angesetzt  Die  zur  Reduktion  aufs  Meeres- 
niveau angewandten  Werte  der  Meereshöhe  und  von  F  sind  uns  nicht 
bekannt. 


1 

i 

4 

5 

Ualan,  Carolinen  I.. 
Guam,  Ladronen  I.. 

St.  Helena 

Bonin  Insel 

Valparaiso 

Greenwich 

Petropawlowsk . 
Sitka 

+  5»21'16" 
+13  26  18 
-15  54  59 
+27    4   9 
—33    2  30 
+51  2840 
+53    0  59 
+57    3   0 
+59  56  31 
+67    7  43 

86275,64 
280,85 
288,29 
322,10 
328,44 
399,25 
408,87 
420,62 
432,39 
452,55 

0,991269 
1389 
1560 
2338 
2483 
4112 
4333 
4604 

Petersburg 

Kandalaks 

4875 
5339 

Gemeinsame  Korrektion  +17. 


13.  Parrot  1829—33,  mit  einem  24  Zoll  langen  invar.  Pendel 
auf  einer  Chalcedonplatte  an  der  Wand;  nach  Stehniizki^  Astronom, 
Nachr.  1882  Bd.  103  Nr.  2472  S.  375,  mitgeteilt.  Diese  Beobach- 
tungen^ welche  Baily  noch  nicht  zugänglich  sein  konnten,  verdienen 
Vertrauen.  In  Dorpat  wurde  vor  und  nach  der  Reise  beobachtet; 
wir  haben  das  £  für  diesen  Ort  einstweilen  nach  Sawilschy  vergleiche 
Nr.  17*  weiterhin,  angesetzt. 

Die  Koefficienten  F  haben  wir  bei  Tiflis  und  Ararat  rückwärts 
aus  den  a.  a.  0.  ebenfalls  mitgeteilten  Schwingungszahlen  ohne  Re- 
duktion aufs  Meeresniveau  unter  Voraussetzung  der  Benutzung  von 
Bouffuera  Formel  berechnet.  Bei  Dorpat  ist  /'  von  uns  zu  0,625  an- 
genommen ;  hier  scheint  ein  Druckfehler  vorzuliegen,  da  die  Reduktion 
aufs  Meeresniveau  hier  nur  im  Betrage  von  +  0,25  anstatt  +  0,50 
Schwingungen  eingeführt  ist;  dadurch  entsteht  0,005*""*  Unsicherheit 
in  £  —  wir  haben  die  fürs  Meeresniveau  angegebene  Zahl  beibehalten. 


Ararat,  Kloatcr  de«  hei- 
ligen Jakob  

Tiflis 


39"  46' 12" 
41  41  27 


Dorpat 158  22  51 


1883« 

435 

47 


110819,67 
834,38 
921,47 


0,992901 


+  225,0,62 
3165 1+  56:0,59 
4726  i+     6i,0,625 


Gemeinsame  Korrektion  +21. 
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3.  Kapitel.    Dio  Schwerkraft  im  Müereoniveau. 


14.  Freycinel  1817—20  mit  3  Pendeln,  davon  das  eine  (Nr.  3), 
wie  invariable  Kaler^chß,  mit  flacher,  zwei  andere  mit  runder  Stange; 
Voyage  autour  du  monde  cntrepris  par  tordre  du  Rot,  Obscrvations  du 
Pendule,  Paris  1826  p.  29.  Vergl.  auch  Phü.  Transact.  1828  p.  38. 
Auf  den  Falklandinsdn  wurde  nur  1  Pendel  beobachtet.  Nach  Bttity 
differieren  die  Unterschiede  der  Ergebnisse  der  3  Pendel  für  die  ver- 
schiedenen Stationen  bis  zu  6,5  Schwingungen  täglich;  doch  meint 
er,  dafs  die  Anwendung  der  3  Pendel  die  Fehler  eliminiere.  Er  re- 
duziert soweit  nötig;  für  die  Falklandinseln  ist  die  Beduktiou  wegen 
der  runden  Form  der  Pendelstange  etwas  zweifelhaft.  Hierauf  kommt 
jedoch  wegen  der  Unsicherheit  der  Messungen  wenig  an,  ebenso  wie 
auf  den  Umstand,  dafs  uns  die  im  Original  angegebeneu  Meereshöhen 
und  Koefficienten  F  fehlen.  Für  Paris  haben  wir  £  vorläufig  nach 
Sabine,  Nr.  9,  angesetzt. 


Rawak 

Guam 

Isle  de  France  Port  loui« 

Mauwi  Sandw.  I 

ßio  Janeiro 

Port  Jackson 

Kap  d.  g.  H 

Paris 

Falkland  Inseln  KrcnohB»y 


—  0»  1'34" 
+ 13  27  51 
—20  9  56 
-1-20  52  7 
-22  55  13 
-33  51  34 
-33  55  15 
-1-48  50  14 
-51  35  18 


86279,35 
300,86 
315,97 
315,41 
311,39 
351,96 
349,48 
406,00 
414,64 


0,990948 
1442 
1790 
1776 
1684 
2617 
2560 
3860 
4059 


Gemeinsame  Korrektion  -f-  18. 


15.  Duperrey  1822—25  mit  Freycinela  Pendeln  Nr.  1  und  3; 
publiziert  (nach  Angabe  Bailya)  in  den  Connaissance  des  lemps  1830. 
Auf  Ascension  und  Isle  de  France  schwang  nur  Nr.  3.  Nach  Baüy  diffe- 
rieren die  Unterschiede  der  Pendelergebnisse  bis  zu  2,0  Schwingungen. 
Für  Paris  haben  wir  £  vorläufig  nach  Sabine  angesetzt;  Angaben  für 
Meereshöhe  und  Koefficient  F  fehlen  uns. 


Ascension '—  7''55' 48"  .90132,96 

Isle  de  France !  —20    9  23    '     159,63 

Port  Jackson i  —  33  51  40  (]     196,55 

Toulon .....'-f-43    7  20  '     232,31 

Paris 4-48  50  14  '      254,65 

Falkland  Inseln  st.  loui.  |  —51  31  44  !,     266,44 


0,991182 
1768 
2581 
3368 
3860 
4120 


Gemeinsame  Korrektion  -{-  34. 
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16.  Biot  u.  Mathieu  1808 — 24  (?)  mit  einem  Decimalsekuuden- 
])euclel.  Wir  eutlehuen  aus  Biot,  Memoire  sur  la  Figure  de  la  Terre 
(Memoires  de  l'Ac.  royale  des  Sciences  de  tlnslitul  de  France  t  8  1829), 
da  Baily  diese  Messungen  nicht  aufführt.  Die  Angaben  bei  Biot  (im 
Folgenden,  Kolumne  6)  sind  nur  mit  2ff:R  aufs  Meeresnireau  re- 
duziert; wir  haben  daher  (in  der  5.  Kolumne)  auch  die  Werte  nach 
Bouguers  Formel  mit  F=  Vg  beigefügt.  Inwieweit  vorstehende  Werte 
sonst  reduziert  sind,  ist  nicht  angegeben.  Die  Unterschiede  in  den 
ge(^.  Breiten  mit  den  Angaben  von  Kater  unter  Nr.  1  für  ünst  und 
Leith  sind  wohl  nicht  ganz  reell. 


Lipari 

Formentera 

Barcelona 

Figeac 

Bordeaux  

Fiume 

Padua  

Mailand 

Glermont-Ferraud 

Paris 

Dünkircheu 

Leith 

Unst 


38«  28' 37" 
38  39  56 
41  23  15 
44  36  45 

44  50  26 

45  19  0 
45  24  3 
45  28  1 
45  46  48 
48  50  14 
51  2  10 
55  58  37 
60  45  25 


9-»  "0,993078 
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4 
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17 

65 

31 
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70 

4 
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3046 
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4529 
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Fessel  hat  in  seiner  Abhandlung  über  die  Länge  des  Sekunden- 
pendeis  in  Königsberg  (Abh.  der  Berl.  Ak.  1826;  Werke  Bd.  3  S.  164) 
die  Beobachtungen  von  Biot,  Arago  und  Humboldt  in  GreenwichMVl — 18 
und  in  Paris  (yor-  und  nachher)  mit  2  unveränderlichen  Pendeln^  die 
nahezu  Sexagesimalsekunden  schwangen,  reduziert.  Man  vergl.  auch 
Biot  et  Arago,  Beceuil  d'Observations  ge'od.  1821,  sowie  Walker,  Account 
of  ihe  pendvlum  Operations  (der  genaue  Titel  dieses  engl,  indischen 
Pendel- Werkes  folgt  unter  Nr.  19)  App.  2  p.  32.  Nach  Sabine^  Phil. 
Transact.  1828  p.  35,  zeigten  allerdings  die  Beobachtungen  keine 
gute  Übereinstimmung;  immerhin  scheint  uns  die  Bestimmung  ver- 
gleichsweise nicht  ohne  Wert,  da  beide  Pendel  die  Differenz  Paris- 
Greenwich  bis  auf  0,000034*^  übereinstimmend  geben. 

Setzt  man  die  Schwere  in  Paris  gleich  1,  so  wird  sie  darnach  in 
Greenwich  gleich  1,0002523;  hierbei  fehlt  die  Reduktion  aufs  Meeres- 
niveau.   Nimmt  man  ff  für  Greenwich  gleich  0,994145,  so  wird  es  für 
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Paris  0^993894;  uimmt  man  ferner  die  Bouguer^he  Reduktion  für 
beide  Orte  bezw.  gleich  +  H  "od  +16  Einh.  der  6.  Stelle,  so  folgt 


Paris ,  48«  50'  14"   0,993899 

Greenwichjöl  28  40  ;         4145 
Gemeinsame  Korrektion  —  10. 

§  26.  Neuere  Pendelbeobacthtungen  und  absolute  Bestim- 
mungen. Um  den  Einflufs  der  Luft  voUsiSndiger  zu  eliminieren,  als 
es  bei  Anwendung  invariabler  Pendel  oder  auch  unsymmetrischer 
A'a/cTscher  Reversionspendel  möglich  ist,  wurden  in  neuerer  Zeit  die 
relativen  Schwerebeobachtungen  mit  invariablen  Pendeln  im  Yacuum 
(nach  Airy^  Vorschlag)  oder  mit  symmetrischen  Reversionspendeln 
(nach  Bessel,  Astronom.  Nachr.  1850  Bd.  30  Nr.  697  S.  1)  ausgeführt. 
Leider  hat  sich  herausgestellt,  dafs  im  letzteren  Falle  die  Stative 
mehrfach  derjenigen  Festigkeit  und  breiten  Basis,  sowie  hinreichend 
soliden  Untergrundes  ermangelten,  wie  zu  einwurfsfreien  Beobachtungen 
nötig.  Wenn  auch  diese  Fehlerursache  bei  den  relativen  Beobach- 
tungen gröfstenteils  unschädlich  bleibt,  so  besitzen  doch  infolge  dessen 
nicht  alle  neueren  Messungen  eine  im  Vergleich  zu  den  älteren  Be- 
stimmungen erhöhte  Genauigkeit,  wie  man  gehofft  hatte.  Denn  bei 
letzteren  wurde  an  der  Wand  beobachtet  oder  es  kam  ein  sehr  festes 
breites  Stativ  zur  Anwendung.  (Von  der  Solidität  des  Sahbie^chßix 
Stativs  haben  sich  weitere  Kreise  auf  der  Loan  Collection  in  London 
1876  durch  Augenschein  überzeugt;  vergl.  auch  den  Bericht  über  die 
tvissenschaftlichen  Apparate  auf  der  Londoner  internationalen  Ausstelltmg 
von  1876  S.  190). 

Das  Mitschwingen  des  Stativs  bei  den  neueren  Reversionspendeln 
konstatierte  C.  S,  Peirce  für  seinen  Apparat  gelegentlich  seiner  Be- 
obachtungen in  Berlin  1875,  wobei  er  abwechselnd  das  Pendel  an  der 
Wand  und  auf  dem  Stativ  schwingen  Hefs*).  Weitere  Untersuchungen 
von  'E.  Piantamour  zeigten,  dafs  auch  das  Fundament  des  Stativs  von 
Einflufs  ist.  Für  das  ^i'^^^^^^^^^'I^^^^^^^^^P^^d^^  ^^^  Schweiz 
von  Repsold  ist  darnach  wegen  des  Mitschwingens  eine  Korrektion 
nötig  von 

+  0,1724"'"» =0,0764  par.  Lin.  für  festes  Holzfundament, 
+  0,1302bis-|-0,1357'«"»— 0,0577  bisO,0602par.Lin.für  Steinfundament. 


*)  Nach  einer  Bemerkung  von  C7.  Brufms  in  den  Verhandlungen  der  perm. 
Kotnmission  der  europ.  Gradmesswig  zu  Brüssel  1876  (publ.  1877)  S.  48. 
Vergl.  auch  die  VcrhandL  der  allgemeineti  Konferenz  zu  Stuttgart  1877  (publ. 
1878)  S.  22  u.  Annex  Ib  S.  17i. 
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Hieraus  erkeuut  man,  dafs  ohne  Beachtung  des  Untergrundes 
eine  Unsicherheit  von  mehreren  Hundertelmillimetern  entstehen 
kann*). 

17*.  Sawiisch,  Lenz  und  Smyslof  1865—68  mit  zwei  Repsold- 
schen  V4- Sekunden -Keyersionspendeln  auf  Stahlplatten;  Memoirs  of 
Iht  Royal  Astronomical  Society  1870—71  vol.  39.  Vergl.  auch  Viertel- 
Jahrsschrift  der  Astronom.  Ges.  1874  Bd.  9  S.  44  und  Clarke,  Geodesy 
p.  343. 
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Kameueiz 

Kremenetz 50 
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Wilna 

Jakobstadt 
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St.  Petersburg  . . 
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48  40  39 

50 

6    8 

52 
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54  41  2 
56  30  3 

58  22  47 

59  26  37 
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92 
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83 
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440,4479 
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8  |i   0319 

14  i|    1293 
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0,993534 
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4852 
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+   4  0,625 

+  11! 
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9} 

+  35 

yy 
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V 

M 

}i 
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Gemeinsame  Korrektion  -{-  16. 

Die  4.  Kolumne  giebt  die  ursprünglich  beobachteten  Werte  der 
Länge  des  Sekundenpendels  in  par.  Linien  um  eine  Konstante  nach 
Lülkes  Beobachtung  (vergl.  im  vorigen  Paragraphen  Nr.  12)  derartig  ver- 
mehrty  dafs  sich  die  Zahlen  den  von  Ka4er  und  Sabine  erhaltenen  Längen 
einreihen.  Für  uns  ist  der  Betrag  dieser  Konstanten  gleichgültig, 
da  Sawiisch  auf  grund  späterer  Messungen  eine  zweite  Korrektion 
angebracht  hat.  Es  wurden  nämlich  von  Zinger  in  Ptdkowa  und 
von  Heaviside  in  Kew  mit  dem  Apparat  die  Pendellängen  gemessen 
und  die  Konstanten  des  Apparats  neubestimmt.  Folgendes  Täfelchen 
giebt  diese  Pendellängen  in  par.  Lin.  und  Metern  sowie  die  früher 
ermittelte  Länge  für  Petersburg^  welche  nach  der  älteren  Berechnung 
440,958  par.  Lin.  gegeben  hatte,  neu  berechnet;  Memoirs  of  the  Royal 
Astronom.  Soc.  1877-79  Bd.  44  (publ.  1879)  S.  307-315. 


*)  Verhandlungen  der  perm.  Kommisaion  zu  Hamburg  1878  (publ.  1879) 
S.  9;  aasführlicL  in  der  Abb.:  Becherches  experimentales  sur  le  mouvement 
simuUand  d'un  pendüle  et  de  ces  Supports  par  E.  Plantamour  am  Scblusse  der 
Publikation  über  die  Verhandl  der  ällgem.  Konf.  su  SttUtgart  1877  S.  61. 
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Kew 

Pulkowa  . . 
Petersburg 


51«  28'  6" 
59  46  19 
59  56  30 


'.     .  '^440,6405 

0,994156 

75™    9428 

4838 

8     9488 

4852 

+  9 
+  1 


0,625 


Gemeinsame  Korrektion  +  16. 


Für  das  1.  Täfelchen  haben  wir  mit  llücksicht  auf  die  Neu- 
berechnung für  Petersburg  die  5.  Kolumne  aus  der  4.  durch  Ver- 
wandlung der  par.  Lin.  in  Meter  mit  dem  Logarithmus  7,3533062  —  10 
und  unter  Beifügung  von  —  0,041'^*  konstanter  Korrektion  ermittelt. 
Dieselbe  berücksichtigt  auch  das  Mitschwingen  des  Stativs,  welches 
im  Mittel  für  beide  Pendel  nach  Kuhlberg^  Untersuchung,  Astronom. 
Nachr,  1882  Bd.  101  Nr.  2416  S.  243,  eine  Korrektion  von  +  0,0650 
par.  Lin.  erfordert.  Bei  der  2.  Tabelle  ist  diese  Korrektion  an  den 
Angaben  der  4.  Kolumne  beim  Übergang  zur  5.  angebracht  worden. 
Wegen  mangelnder  Berücksichtigung  des  Untergrundes  haften  viel- 
leicht an  einzelnen  Werten  £  noch  Fehler  bis  zu  +  0,040"»"»,  da 
nicht  überall  dieselben  Verhältnisse  wie  bei  den  Versuchen  von  Kühl- 
berg  stattfanden,  der  in  der  Kegel  auf  Steinpfeilern  beobachtete  und 
vermutlich  auch  dafür  die  Korrektion  bezüglich  des  Mitschwingens 
bestimmt  hat*). 

In  Bezug  auf  die  erlangte  Genauigkeit  ist  noch  Folgendes  zu 
bemerken:  die  Bestimmungen  haben  nach  der  Anordnung  der  Be- 
obachtungen mit  Rücksicht  auf  alle  Korrektionen  die  Bedeutung  von 
absoluten  Messungen.  In  Kew^  wo  1873 — 74  Heaviside  beobachtete, 
führten  beide  Pendel  bis  auf  0,0004  Zoll  engl,  zu  demselben  Werte, 
und  der  hieraus  unter  Beifügung  der  Korrektion  für  das  Mitschwingen 
des  Stativs  berechnete,  oben  angegebene  Wert**)  stimmt  mit  einem 
weiterhin  unter  Nr.  19  aufgeführten,  absoluten  Werte,  der  mittelst 
eines  anderen  Apparats  erhalten  worden  ist,  auf  0,006"*'".  Diese 
DiflFerenz  erscheint  für  zwei  wesentlich  verschiedene  absolute  Be- 
stimmungen ganz  unerheblich,  wenn  man  beachtet,  dafs  Sataitsch  nach 


*)  Hr.  Samtsch  korrigiert  in  der  2.  Abhandlung  mit  dem  PlaniamourBchen 
Wort  der  Korrektion  gleich  0,0765  par.  Lin.  Auf  briefliche  Anfrage  erteilte 
aber  derselbe  seine  Zustimmung  zur  Anwendung  des  inzwischen  bekannt  ge- 
wordenen Kuhlberg^chen  Wertes.  Bei  dieser  Gelegenheit  wurden  wir  freund- 
lichst in  Kenntnis  gesetzt  über  die  Meereshöhen  der  Stationen  und  den  Betrag 
des  Koefficienten  JP=— %. 

**)  Nach  S.  258  des  in  Nr.  19  zu  erwähnenden  engl,  indischen  Pendel- Werkes 
ibt  die  Fendellänge  für  Kew  nach  denselben  Beobachtungen  zu  39,1346  Zoll 
engl.,  d.  i.  mit  den  Verwandlungalogarithmcn  8,4048298—10  auf  Meter  und 
weiter  mit  2,6466938  auf  par.  Lin.  gleich  440,6394  xmr.  Lin.,  anstatt  440,6405  wie 
oben,  angegeben.    Die  geringe  Differenz  haben  wir  weiter  nicht  beachtet. 
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S.  262  des   engl,  indischen    Pendel- Werkes   in    Petersbvrg   zwischen 
seinen  beiden  Pendeln  sogar  0,018  par.  Lin.  Differenz  hatte. 

S.  299  des  ebengenannten  Werkes  wird  als  Endresultat  zahl- 
reicher Untersuchungen  des  russischen  Apparates  in  England  und 
Indien  hervorgehoben,  dafs  er  entschieden  den  invariablen  Pendeln 
mit  festen  Schneiden  und  soliderer  Aufstellung  nachstehe*).  Selbst 
in  der  Anwendung  mit  festgestellten  Schneiden  und  Achatplatten 
zeigte  sich  der  russische  Apparat  den  invariablen  Pendeln  nachstehend, 
wie  dies  folgende  Zusammenstellung  von  Bestimmungen  nach  S.  298 
a.  a.  0.  zeigt,  wobei  für  alle  Pendel  in  Kew  die  Länge  des  Sekunden- 
pendels zu  39;1401  Zoll  engl,  angenommen  ist: 


Invar.  Pendel 

Nr.  4  Nr.  1821 

Ismailia  39,0644  39,0646 
Aden  0243  0243 
Colaba  0367  0366 
Ealiana         0584         0585 


Russische  Pendel 
Nr.  1        Nr.  2 

39,0660  39,0655 
0241  0246 
0366  — 

0608         0546. 


17^.  Kuhlherg  1879—80  mit  denselben  beiden  Pendeln  wie  vor- 
her; Astronom.  Nachr.  1881  Bd.  99  Nr.  2370  S.  281.  Die  Schneiden 
sind  wahrend  der  ganzen  Beobachtungsreihe  in  derselben  Lage  be- 
lassen, wie  bei  den  letzten  Beobachtungen  von  Heavisiäe  in  Kew 
(vergl.  auch  S.  200—242  des  engl.  ind.  Pendel- Werkes).  Um  die  Re- 
sultate denen  unter  Nr.  17*  anreihen  zu  können,  ist  eine  Korrektion 
angebracht,  weshalb  wir  die  Beobachtungen  der  Täfelchen  von  17* 
und  17^  als  eine  Reihe  ansehen  dürfen. 


1                            »          1        s 

1440,1714 

1        2522 

2126 

1368 

1476 

1        2629 

s 

0,993098 
3280 
3179 
3062 
3087 
3305 

« 

7 

Jelisabethpol . . . 

Batnm 

Tiflis 

4Ü»40'53" 
41  39  28 

41  41  29 

42  4  49 

42  29  17 

43  159 

427'» 

2 

435 

846 

2247 

693 

+   50 
+     0 
+   56 
+  100 
+  265 
+   82 

0,625 
0,59 

Daschett 

Gadaar 

Wladikawkas.. . 

0,625 
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Die  Korrektion  wegen  des  Mitschwingens  des  Stativs  ist  auch 
hier  beim  Übergang  von  der  4.  zur  5.  Kolumne  berücksichtigt.    Wäh- 


*)  Der  umstand,  dafs  die  Schneiden  für  den  Zweck  absoluter  Bestimmungen 
nicht  ganz  fest  angebracht  worden  sind,  veranlafste  wahrscheinlich  auch  bei 
Versuchen  zu  Kcdiana  einen  Fehler  von  0,01  Zoll  engl,  in  dem  Ergebnis  mit 
einem  der  beiden  russischen  Pendel. 
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reiid  Kvhlberg  sich  noch  der  PlantanwursixAxea.  Werte  bedient: 
-|-  0,0577  par.  Lin.  im  allgemeinen,  -(-  0,0764  fOr  Gudaur  und  Duscheit, 
wo  das  StaÜT  auf  Holzboden  stand,  haben  wir  die  neuere,  oben  er- 
wähnte Kiihlbergsfüie  Bestimmung  benutzt  und  demgemäfs  im  all- 
gemeinen •{- 0,0650  par.  Lin.  angewandt,  wie  auch  für  7^7»,  wo 
Stebnilzki  beobachtete,  bei  anderer  Gelegenheit  geschieht.*)  Ffir 
Gudaur  und  Dxischett  haben  wir  die  Korrektion  auf  -{-  0,0837  erhobt, 
um  dem  Holzboden  Rechnung  zu  tragen.  Einige  Unsicherheit  ist  bei 
diesen  Korrektionen  allerdings  nicht  zu  umgehen. 

18.  Albrecht  1869  —  70  mit  einem  Bepsoldechen  Sekunden- 
Reversionspendel ;  Publikationen  des  kön.  preufs.  geod.  Instituts,  astronom. 
geodät.  Arbeiten  1870  und  1872,  1869  und  1867  (publ.  1871  und  1874); 
vergl.  auch  A.  Fischer,  Astronom.  Nachr.  1876  Bd.  88  Nr.  2094  S.  84. 
Die  4.  Kolumne  des  folgenden  l^felchens  zeigt  die  Beobachtungs- 
ergebnisse in  Metern  ohne  Bficksicht  auf  das  Mitschwingen  des  Sta- 
tivs; beim  Übergang  zur  5.  Kolumne  ist  deshalb  die  Korrektion 
-\-  0,0001820"  angebracht,  die  so  bemessen  ist,  dafs  für  Berlin  sich 
Sessels  £  ergiebt.  Wegen  der  Unmöglichkeit,  den  Untergrund  zu 
berücksichtigen,  entsteht  auch  hier  eine  nicht  geringe  Unsicherheit. 
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+  8  0,732 
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Die  geroeinsame  Korrektion  ist  mit  Rücksicht  auf  den  Aus- 
gleichungswert für  Berlin  angesetzt.  Bezüglich  Mannheims  mufs  be- 
merkt werden,   dafs  die  Erdschicht  daselbst  nur  100»»  dick  ist,  25»" 


•)  Astronom.  Nachr.  1882  Bd.  103  Nr.  2472  S.  375.  Allerdings  folgt  mit 
+  0,0660  für  Tiflis  440,2776  anstatt  440,2792,  wie  daselbst  angegeben  ist.  Die 
kleine  Differenz  haben  wir  ebensowenig  beachtet,  wie  die  in  der  Breite,  deren 
Sekunden  daselbst  zu  31  notiert  sind.  Dagegen  haben  wir  im  obigen  Täfelchen 
Tiflis  mit  den  im  vorigen  Paragraphen  unter  Nr.  13  gegebenen,  neueren  Daten 
reduziert  (mit  den  KuhlbergBchen  Daten  i/«471*",  JP=«  0,625  wurde 
«  =  0,993191). 
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der  angegebenen  H5he  kommen  auf  einen  Tnrm.  Bei  Inselsberg  ist 
in  der  Publ.  1874  S.  225  bei  der  Reduktion  aufs  Meeresniveau  für 
1800  par.  Fnfs  der  Höhe  eine  parabolische  Bergkuppe  gesetzt,  dabei 
aber  eine  falsche  Reduktionsformel  angewandt.  Indessen  ist  der  ent- 
stehende Fehler  wegen  der  geringen  Abweichung  vom  ebenen  Terrain 
unerheblich  (etwa  0,002"^)  und  innerhalb  der  Grenzen  der  Unsicher- 
heit der  Reduktion  überhaupt  enthalten. 

19.  Basevi  und  Neaviside  1864 — 74  mit  2  invariablen  Pendeln 
(davon  eines  das  Pendel  Nr.  4  von  Sahine)  im  Vacnum  auf  Achat- 
platten an  festen  grofsen  Holzstativen;  Account  of  the  Operations  of 
the  great  trigonometrical  survetj  of  India,  vol.  V:  Details  of  the  pendulum 
Operations,  Calcvtta  1879.  Die  Stationen  bilden  z.  T.  eine  Reihe  von 
2  zu  2  Urad  Breitendifferenz  auf  dem  mittleren  Meridian  Vorderindiens, 
z.  T.  sind  es  Eüstenstationen.  In  Madras  ist  in  demselben  Obser- 
vatorium beobachtet,  wo  Goldingham  die  Länge  des  Sekundenpendels 
ermittelte.  Der  Unterschied  der  taglichen  Schwingungszahl  beider 
Pendel  schwankt  nach  S.  133  a.  a.  0.  von  49,69  bis  50,91;  die  in 
k'ew  1864  und  1873  erhaltenen  Schwiugnngszahlen  differieren  fQr  das 
eine  Pendel  um  0,1,  fürs  andere  um  0,5  Schwingnngen.  Ebenso 
günstig  ist  die  Übereinstimmung  bei  wiederholten  Beobachtungen 
in  Kaliana  1866,  70  und  73. 

Heaviside  bestimmte  1873  mittelst  Katen  renoviertem  Reversions- 
pendel fQr  Kern  die  absolute  Länge  des  Sekundenpendels  zu 

39,14008  Zoll  engl.  =  0,994150™ 

(a.  a.  0.  S.  293).  Diese  Zahl  ist  in  der  5.  Kolumne  des  folgenden 
Tableaus  eingeführt,  vergl.  a.  a.  0.  8.  133. 

Die  Kolumne  4*  giebt  die  Anziehung  des  Terrains  nach  dem 
2.  Gliede  von  Bmiguers  Formel  mit  /*«=  0,625  in  Schwingungen;  in 
einigen  Fällen  ist  darunter  die  unregelmäfsige  Terrainanziehnng  be- 
merkt. Diese  dem  Original  entlehnten  Angaben  übersetzt  die  6.  Ko- 
lumne in  Metermafs. 


1 

Punnae 

Kddankolam  . . . 

Minicoy 

Mallapatti 

Alleppy 

Pachapaliam  . . . 

Aden 

Mangalore 


I 


8«  9' 28" 
8  10  21 

8  17     1 

9  28  45 
9  29  39 

10  59  40 
12  46  53 
12  51  37 


15'"  85982,88 

51  ,85982,99 

2  185987,02 

88  .85983,.34 

2  |j  85985,90 

296  !i  85984,77 

2  j85991,68 

2  ii  85988,89 


+  0,07 

+  0,26 

+  0,01 

+  0,44 

+  0.01 

+  1,50 

+  0,01 

+  0,01 


0,991005 
0,991008 
0,991101 
0,991010 


+ 

+ 
+ 
+ 


0,991075  -f 


0,991049 
0,991208 
0,991144 


+ 
+ 

+ 


2 
6 
0 

10 
0 

35 
0 
0 
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Bangalore,  Süd. 
ßangalore,  Nord 

Madras 

Namthab&d  .... 

Cocanäda 

Kodangal 

Damargida  .... 
Colaba(6oinba7) 

Somtana 


Badgaon 
Caicutta . 


Ahmadpür 

Kalianpür 
Pahargarh 


Usira 


13»  0'41" 
13  4  56 
13    4    8 

15  5  52 

16  56  21 

17  7  57 

18  3  17 

18  53  46 

19  5    0 

20  44  23 

22  32  55 

23  36  21 

24  7  11 
24  56    7 

26  57    6 


Datairi 

Kaliäua 29  30  55 

Nojii 29  53  28 

Dehra... 130  19  29 


Mussoorie '30  27  41 

I 
Ismailia |  30  35  55 

Meean  Moor i  31  31  37 

More 33  15  39 


Kew 


51  28    6 


950 
917 

8 
358 

3 
584 
593  i 
11 

522 


85986,47 
85987,08 
185989,10 
85990,71 
85998,25 
85995,91 
85996,03 
86005,28 


86000,69 

86005,13 
86012,73 

516  1:86012,62 


342 

6 


538  ;  86014,87 
500  186015,30 

247  86023,50 


28  44    5     218  L  86028,57 


1+  4,83 
+  4,66 
+  0,04 
+  1,82 
+  0,02 
+  2,96 
+  3,01 
+  0,05 
+  2,66» 

—  0,04> 
+  1,73 
+  0,03 
+  2.62> 

—  0,07) 
+  2,73 
+  2,54 


247   ;  86029,33 
269    80029,87 

683  ,86026,89 

II 

2109  1,86030,47 

10  1 86036,01 
215    86036,36 

4696   -86(324,48 

86119,19 


0,991088  +  111 
0,991102  +  107 
0,991149  +  1 
0,991186+  42 
0,9913601  +      O 


0,991306 
0,991309 
0,991522 


+    68 
+    09 

+      1 


0,991416  +  60 

0,9915181+  40 

0,991693  +  1 

0,991691  +  59 

0,991743'+  63 

0,991752  +  58 
I     1  or,v\ 

-  0  ull^'^^^^^i  +  ^^ 
+  14l|j0,992059;+  26 
+  1,25  ,0,992077  +  29 
+  1,36 
+  3,47. 

-  0,29( 

+10,72iji  , 

_  ,  i7}!;0,992103i  +  220 

+  o'o5  :  0,992230i  +  1 

+  1,09  1 0,992238'+  25 

+^^'^j  ji|0,991965j  +  540 

+  0^02  '|0,994150|  +  0 


0,992089.+    31 
0,992020  +    73 


Gemeiiisame  Korrektion  +  19. 

des  Ausgieichungs- 


Die  gemeinsame  Korrektion  ist  nach 
wertes  fOr  Keu>  angesetzt. 


20.  Bessel,  Schumacher,  C.  F.  W.  Peters  mit  Bessela  Paden-Pendel- 
apparat.  Derselbe  wurde  von  Bessel  in  Köriigsberg  und  Berlin,  von 
Schumacher  in  Güldenstein  angewantit;  Peters  wiederholte  nach  Ablauf 
von  4  Decennien  die  Beobachtungen  in  Königsberg  und  Berlin  auf 
Anordnung  des  Piusidenten  des  kon.  preufs.  geodät.  Instituts,  Baeyer, 
um  die  Unveränderlichkeit  der  dem  Apparat  beigegebenen  Toise  zu 
prOfen.    Die  Enden  derselben  sind  allerdings  nicht  völlig  unbeschädigt 
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erhalten,  jedoch  wohl  nicht  in  dem  Grade,  dafs  die  Bedeutung  der 
Resultate  illusorisch  würde.  Vergl.  die  Abhandlungen  der  Berliner 
Akademie  der  Wiss.  von  1826  und  1835  sowie  das  Referat  in  der 
Vierteljahrsschrift  der  Astronom.  Ges.  1876  Bd.  11  S.  33  mit  Angabe 
der  anderen  Litteratur  und  sonstigen  Bemerkungen.  Die  4.  Kolumne 
des  folgenden  Täfelchens  giebt  £  in  par.  Lin.,  die  5.  dasselbe  in 
Metern. 


Berlin 

Güldenstein 

Königsbei^. 


Bessel  1835 

Schumacher  1829—30 

Peters  1871 

Bessel  1826-27..... 
Peters  1870 


52»  30' 16" 
54  13  9 

54  42  50 


34' 
67 

22 


440,7390 
440,8076 
8018 
;  440,8179 
\       8294 


0,994232 
4386 
4374 
4410 
4436 


+  3 

+  5 

+  0 


Gemeinsame  Korrektion  für  B.  u.  Seh.  -{-  13 


Peters 


+  11. 


1 

Berlin  .... 

Altona 

Königsberg 


52«30'16" 

53  32  45 

54  42  50 


34" 
31 


0,9941860 
0,9943007 


22  10,9944061 


0,994232 
4347 
4452 


+  3  0,75 
+  2!' 0,76 
+  0'll 


Gemeinsame  Korrektion 


0,75 
0,74 

1 


21.  C,  F.  W.Peters  1869  mit  Lohmeyers  symmetrischem  Reversions- 
pendel  mit  festen  Schneiden;  Astronom,  Nachr.  1880  und  81,  Bd.  97 
S.  1,  98  S.  65,  99  S.  129  und  380  (Nr.  2305,  2333,  2361,  2376). 
Vergl.  auch  1870  Bd.  76  Nr.  1810  S.  145.  Diese  Beobachtungen 
sind  an  festen  Wandkonsolen  ausgeführt;  in  Altona  fand  sich  noch 
das  Sabinesche  mit  Achatplatte  vor.  Dasselbe  wurde  auch  in  Berlin 
und  Königsberg  benutzt.  Nur  hinsichtlich  des  Metermafsstabes  be- 
steht eine  kleine  Unsicherheit  des  absoluten  Wertes,  die  jedoch  die 
Differenzen  der  Angaben  nicht  wesentlich  beeinflufst.  Für  Berlin 
haben  wir  in  der  5.  Kolumne  C  vorläufig  nach  Bessel  angesetzt. 


22.  C.  S.  Peirce]  Report  of  the  Superintendent  of  the  U.  S.  Coast 
and  Geodetic  Survey  for  1876.  Bei  diesen  Beobachtungen,  deren  Er- 
gebnisse wir  aus  dem  American  Journal  of  Science  1880  2.  Hälfte 
S.  327  entlehnen,  wurde  ein  Bepsoldsches  Sekunden-Reversionspendel 
benutzt  und  wegen  Mitschwingens  des  Stativs  korrigiert'*').    Nur  be- 

*)  Verhandlungen  der  ailgem.  Konfereng  der  europ,  Gradmessung  tu  Stutt- 
gart 1877  (pabl.  1878)  S.  173. 


Helmort,  mftthem.  n.  phyaik.  Thoorieen  der  höh.  Geodftsie.    II. 


U 
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achtete  Peirce  nach  E.  Plantamour  und  CeUerier  noch  nicht  genügend 
die  Verschiedenheit  des  Fundaments*),  und  es  besteht  hinsichtlich 
des  Metermafsstabes  eine  geringe  Unsicherheit.  Die  Differenz  mit 
Bes$el  für  Berlin  ist  z.  T.  dem  Umstände  zuzuschreiben,  dafs  das  Meter 
jetzt  um  etwa  0,008"™  kleiner  definiert  ist,  als  gesetzlich  ans  der 
Toise  {Annual  Report  upon  the  Surveys  of  nothem  and  northtoestem 
lakes  in  Charge  of  C.  B.  Comslock  1881  p.  2788). 


1 

üoboken . 

Paris 

Kew  .... 
Berlin  . . . 


40<»44'31" 
48  50  14 

51  28    6 

52  30  16 


9" 
70 

6 
35 


0,9932074 
39500 
41790 
42482 


0,993207 
3950 
4179 
4248 


+  1  0,74 
+  5      „ 

+  3'    „ 


Gemeinsame  Korrektion  —  13. 


In  Yorstehender  Tabelle  ist  die  5.  Kolumne  lediglich  eine  Ab- 
kürzung der  vierten.  Die  Meereshohe  für  Hoboken  haben  wir  rück- 
wärts aus  den  Originalangaben  für  die  Lauge  des  Sekundenpendels 
ohne  Reduktion  berechnet  und  dabei  F  so  angenommen,  dafs  damit 
für  Paris ^  Kew  und  Berlin  die  bekannten  Werte  von  H  heraus- 
kamen. Auch  die  geogr.  Breite  für  Hoboken  ist  rückwärts  berechnet 
aus  den  Angaben  von  Peirce  für  die  Reduktion  auf  den  Äquator;  sie 
ist  auf  2''  sicher. 

§  27.  Zusammenstellang  von  Bestimmangen  am  gleichen 
oder  nahezugleiehen  Orte.  Nachstehende  Tabelle  giebt  für  diese  Be- 
stimmungen diejenigen  vier  Decimalstellen  der  Längen  £  des  Sekunden- 
pendels,  welche  hinter  0,99  folgen.  In  den  Fällen,  wo  die  geogr. 
Breite  gleichnamiger  Stationen  bei  verschiedenen  Beobachtern  ver- 
schieden ist,  wurde  mit  -f- 0,000001 .5  sin  2^  ^^,  für  JB  in  Minuten, 
auf  die  angegebene  Breite  reduziert.  Diese  Reduktion  entspricht  der 
Variation  0,0053  Csin^^  in  C  Während  New  Kork  und  Hoboken 
bei  4^  Distanz  mit  Rücksicht  auf  diese  Reduktion  noch  als  eine 
Station  betrachtet  werden  durften,  ist  dies  bei  Kew,  London  und 
Greenwich  nicht  geschehen,  da  hier  die  Distanzen  successive  2  und  1 
geogr.  Meile  betragen.  Die  gleichnamigen  Stationen  Falklandinseln 
bei  Freycinei  und  Duperry  sind  bei  1  Meile  Abstand  wegen  sehr  ver- 
schiedener orographischer  Verhältnisse  als  verschiedene  Stationen 
aufgefafst;  ebenso  Gnam  bei  Lütke  und  Freycinei  wegen  3  Meilen 
Abstand.  Diese  Stationen  brauchten  in  der  Tabelle  gar  nicht  auf- 
geführt zu  werden. 


*)  Verluindlungen  der  äügem,  Konferenz  der  europ.  Gradmeasung  eu  Mündien 
18S0  (pnbl.  1881)  S.  6  Annex  IIa,  Bericht  über  die  Pendelbeobachtongen. 
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Als  besonders  brauchbar  sind  zu  nennen  die  Reihen  1, 3,  6,  8, 9, 10, 
]  1, 13, 19  und  21.  Die  Genauigkeit  beeinträchtigende  Momente  liegen  vor 
bei  Reihe  2,  Goldingham:  das  Pendel  ist  nach  der  weiten  Seereise  nicht 

zurückgekehrt; 
14,  Freydneti  grofse  Differenzen;  gemildert  durch  Anwen- 
dung von  3  Pendeln; 
15^  Duperry:   ziemlich  grofse  Differenzen ^    zwar  kleiner  als 

bei  Freycinei,  aber  auch  nur  2  Pendel; 
17,  Sawilsch  u.j     nicht  völlig   befriedigende  Berücksichti- 
Ktihlberg     i:    gung  des  Untergrunds;  Schneiden  nicht 
22;  Pehce  j     absolut  fest; 

20,  Bessei,  Schumacher  u.  Peiers:  absolute  Bestimmung. 
Über  12  und  16  sind  uns  nähere  Umstände  nicht  bekannt. 

Für  die  Ausgleichung  der  Ergebnisse  gemeinsamer  Stationen 
wurde  noch  Folgendes  erwogen:  Aus  den  Reihen  6;  10,  21  und  22 
gelangt  man  mit  London  =  0,994129  auf  2  Wegen  zu  Keto,  und  zwar 
findet  sich  Kew  =  0,994146  und  52,  im  Mittel  0,994149,  was  mit  den 
Werten  für  Kew  in  Reihe  17  und  19  leidlich  pafst.  Nun  sieht  man 
aber;  dafs  die  Reihen  2  und  19  nicht  harmonieren;  sondern  für 
Madras  stark  von  einander  abweichen.  Mit  Rücksicht  auf  obige  Be- 
merkung zu  Reihe  2  wurde  daher  ihre  Angabe  für  Madras  als  in  der 
Ausgleichung  nicht  stimmfähig  weggelassen,  womit  die  Reihen  2  und 
19  überhaupt  aus  der  Ausgleichung  herausfielen.  Ausgeschlossen 
wurde  auch  der  Wert  für  Paris  nach  22;  derselbe  wird  nämlich,  wenn 
^ew  e==  0;994150  gesetzt  wird,  gleich  0,993921 ,  was  mit  den  älteren 
Bestimmungen  ganz  und  gar  nicht  stimmt  und  vielleicht  auf  die  ge- 
rade bei  Paris  zweifelhafte  Berücksichtigung  des  Untergrunds  in 
Reihe  22  zurückzuführen  ist. 

§  28.  Ausgleichang  der  mehrfachen  Bestimmungen.  Die- 
selbe erfolgte  nach  einer  Annäherungsmethode  (vergl.  Ausgleichungs- 
rechnung S.  154 — 158),  wobei  alle  Bestimmungen  als  relative  aufgefafst 
wurden.    Es  ergaben  sich  die  Resultate  beistehender  Tabelle  (S.  213). 

Die  konstanten  Korrektionen  der  einzelnen  Reihen,  welche  sich 
zunächst  fanden ,  wurden  um  eine  gemeinsame  Korrektion  so  ver- 
mehrt, dais  den  absoluten  Bestimmungen  von  Heaviside,  Bessel, 
Schumacher  und  Peirce  möglichst  genügt  wird,  also  die  Summe  der 
Reihenkorrektionen  zu  17;  19,  20  und  22  null  giebt:  Diese  Korrek- 
tionen sind  gegenwärtig  +  16,  +  19,  +  13  und  —  13  Mikrons 
(Tausendelmillimeter);  denkt  man  sich  aber  mit  Rücksieht  auf  die 
Bemerkung  zu  §  26  Nr.  22  über  die  neue  metrische  Längeneinheit 
die  Angaben  in  Nr.  17,  19  und  20  durch  Beifügung  von  +  8  auf 
neues  Metermafs  reduziert,  so  sind  die  Reihenkorrektionen  nunmehr 
+  8,  +11,  +5  und  —  13.     Da  jedoch  in  den  beiden  ersten  Fällen 
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dasselbe  englische  Normalmars  zu   gründe  liegt,   haben  diese  beiden 
Korrektionen  nur  zusammen  das  gleiche  Gewicht  wie  die  3.  und  4. 

erhalten.     Die  Summe  von  —  (8  +  11)  +  5  —  13  ist   in   der  That 

genügend  genau  gleich  null. 

Die  Tabelle  zeigt  also  die  Zahlen  der  vorhergehenden  Tabelle, 
vermehrt  um  die  den  einzelnen  Beihen  zukommenden  konstanten  Kor- 
rektionen. Unter  jedem  Wert  ist  die  Verbesserung  A  in  Mikrons  an- 
gesetzt, welche  die  Ausgleichung  fordert.  Dier  Gewichte  g  sind  nach 
Mafsgabe  der  Bemerkungen  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen 
geschätzt.  Dafs  nun  wirklich  sehr  nahe  eine  Ausgleichung  nach  der 
Methode  der  kl.  Qu.  vorliegt,  zeigt  sich  darin,  dals  für  jede  Horizontal- 
reihe die  Summe  [A]  und  für  jede  Yertikalkolonne  die  Summe  \}>g\ 
nahezu  null  wird.     (S.  vorh.  Seite.) 

Die  Anzahl  der  Unbekannten  der  Ausgleichung  ist  gleich  21  -f-  ^^ 
=  39,  indem  relative  Werte  für  22  Orte  aus  18  Beihen  mit  18  Beihen- 
korrektionen  bestimmt  sind.  Hiermit  folgt  der  m.  F.  einer  Beobach- 
tung vom  Gew.  1  in  Mikrons  gleich 

~4572~" 


/: 


Fürs  Gew.  2  und  3  wird  er  bezw.  +11  und  +  9  Mikrons. 

Bildet  man  die  Durchschnittswerte  von  XXg  für  die  3  Gewichts- 
klassen, so  erhält  man 

Gew.  1       1054  :  14  =  75 
„      2      2774  :  32  =  87 
„      3        744:11  =  68, 
woraus  man  erkennt,  dafs  die  Gewichte  im  allgemeinen  ziemlich  rich- 
tig angesetzt  sind. 

Mit  Bücksicht  auf  die  Belation  C  =  C««^  :  n^  (?ergl.  S.  192) 
findet  man,  dafs  den  m.  F.  9,  11  und  16  Mikrons  in  der  Länge  £ 
des  Sekundenpendels  die  nachstehenden  m.  F.  in  der  tägl.  Schwingungs- 
zahl entsprechen: 

+  0,4,    0,5  und  0,7, 

Beträge,  die  recht  plausibel  erscheinen. 

Günstig  erscheint  das  Ergebnis  der  Ausgleichung  auch  insofern, 
als  der  kassierte  /bs^^rsche  Wert  für  Greenwich  durch  dieselbe  in 
0,994126  übergeht  und  nur  noch  17  Mikrons  Fehler  aufweist.  Günstig 
ist  auch,  dafs  die  in  den  Beihen  17  und  19  auftretenden  absoluten 
Bestimmungen  für  Kew  durch  die  Ausgleichung  sich  bis  auf  3  Mikrons 
nähern. 

Über  die  konstanten  Korrektionen  derjenigen  Beihen,  welche  sich 
nicht  in  der  Ausgleichung  befinden,  ist  schon  bei  den  Aufstellungen 
in  §  25  und  §  26  das  Notige  gesagt. 
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Zu  vorstehender  Zusammenstellung  der  Langen  des  Sekundeu- 
pendels  £;  reduziert  mit  Bouguers  Formel,  wie  sie  sich  zufolge  der 
Ausgleichung  ergeben^  ist  noch  zu  erwähnen,  dafs  die  geogr.  Längen 
teils  nach  den  Originalangaben,  teils  mit  Benutzung  vorhandener 
Zusammenstellungen  (von  Borenius  und  A.  Fischer)  unter  Kontrolle 
durch  Karten  angesetzt  sind.*)  Die  Zahl  0,0026e36,  welche  zur  Re- 
duktion der  Pendellängen  auf  45®  dient^  entspricht  einer  vorlSufigen 
Ausgleichung.  Diese  reduzierten  Pendellängen  £'  enthalten  selbst- 
verständlich ebenfalls  sämtlich  nur  die  Bouffuer^che  Reduktion;  die 
Reduktion  nach  der  Kondensationsmethode  auf  die  Werte  £"  erfordert 
weitere  Reduktion  sglieder^  welche  nach  Näherungsformeln  berechnet 
sind,  wie  es  der  nächste  Paragraph  angeben  wird. 

Die  Bemerkungen  über  lokale  Verhältnisse  sind  zumeist  den  Ori- 
ginalquellen entlehnt,  teilweise  aber  auch  aus  Karten  entnommen. 
Der  allgemeine  geologische  Charakter:  Festland;  Küste  oder  Insel; 
ist  durch  F,  K  und  /  bezeichnet.  Eine  Parenthese  um  diese  Sym- 
bole bedeutet;  dafs  für  die  Kondensation  ein  anderer  Charakter  mafs- 
gebend  war. 

§  30.  Die  Kondensations- Reduktionen  vorstehender  Tabelle 
konnten  wegen  uns  mangelnder  genauer  Spezialkarten  nur  mehr  oder 
weniger  roh  ausgeführt  werden.  Dabei  wurde  ausgegangen  für  kleine 
Inseln  von  der  Formel  (6)  S.  181,  welche  für  die  Länge  £  des  Se- 
kundenpendels, insofern  dieselbe  der  Schwerkraft  proportional  ist, 
als  Reduktion  giebt  in  Bruchteilen  von  £: 

mit 

n  =  Äcotv:ÄÄ,  (2) 

für  Küsten  von  der  Formel  (4)  S.  182: 

3(0-1)     /i    1    lognafc^t?+l+narctanl 
n;2       B.   n  "       n  ^"^^ 

Hierin  ist  S  die  Dichtigkeit  der  Insel-  bezw.  Küstenmasse,  h 
die  Tiefe  des  Meeres  in  der  weiteren  Umgebung,  nR  die  lineare  Ab- 
plattung der  Erde,  tani/  das  Gefälle  der  Böschung. 

Mit  Rücksicht  auf  die  UnvoUkommenheit  dieser  Formeln  behufs 
einer  genauen  Darstellung  der  Reduktionen  erschien  es  ausreichend, 
dieselben  in  folgender  Weise  zu  vereinfachen.  Es  wurde  allgemein 
^  =  1»»^  ^  B=  2,8;  ÄÄ  =  2I*^  gesetzt;  da  sich  ferner  n  in  allen 
Fällen  mindestens  gleich  2,5,  meist  aber  mehr  als  doppelt  so  grofs 
fand,  wurde 


•)   Der  Meridian  von  Ferro  liegt  20°  westlich  Paris,  derjenige  von  Green- 
wich  »  20  20'  westlich  Part«. 
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log  (n  +  ^n^  +1)  =  log  2n  ,       log  f/n^  1  =  log  n 

n  arc  tan  —  =  1 

und  ** 

lognat  n  -f- 1  lognat  2n 

_-  ^  =   -       ^ 

gesetzt.  Letzteres  giebt  einen  Fehler,  der  indes  in  den  ungünstigsten 
vorkommenden  Fällen  kaum  einige  Mikrons  in  C  ausmacht  und  sich 
überdies  z.  T.  mit  einer  Yernachlässigungy  die  in  (3)  bereits  einge- 
führt ist;  kompensiert. 

Die  Formeln  werden  nun  für  Mikrons  als  Längeneinheit: 

Red.  =  -  1600  tani;  lognat  2n  (4) 

fUr  loseln 

mit  n  =  Ä*«  .  cotv  :  21  ,  (5) 

und  I    ß^^-    )  =  -L  .  I  ß^J-    1  .  (6) 

""**  l  rar  Kttaten  j  3        l  für  Inseln  J  v"; 

Um  die  Berechnung  des  Ausdruckes  rechter  Hand  in  (4)  zu  er- 
leichtern und  zugleich  bequem  erkennen  zu  lassen,  welchen  Einäufs 
Änderungen  von  h  und  tani;  auf  die  Reduktionsgrofse  haben,  wurde 
eine  graphische  Tafel  für  diesen  Ausdruck  nach  Laiannes  Methode 
hergestellt.*)  Wird  die  negative  Reduktion  (4)  mit  C  bezeichnet, 
so  giebt  (4): 

log  C  =  log  (1600  tan  v)  +  log  (lognat  2w)  . 

Betrachtet  man  nun  log  (1600  tan i;)  als  Abscisse  x,  log  (lognat  2 n) 
als  Ordinate  y,  so  stellt 

logC  =  x  +  y 

für  konstantes  C  die  Gleichung  einer  Geraden  vor,  die  gegen  die  Ko- 
ordinatenaxen  unter  45^  geneigt  ist.  Die  zu  verschiedenen  C  ge- 
hörigen Geraden  sind  parallel. 

Fig.  31  zeigt  die  Geraden  für  67—  10, 20,. ..  400  Mikrons.  Jeder 
Geraden  ist  der  betreffende  Wert  C  fett  aufgedruckt.  Das  Koordi- 
natennetz der  X  und  y  ist  imterdrückt;  es  sind  vielmehr  für  ver- 
schiedene Werte  von  n  und  coti/  Parallelen  zur  x-  und  y-Axe  angegeben. 
Ein  Versuch  wird  dem  Leser  zeigen,  dafs  die  Konstruktion  der  Tafel 
sehr  rasch  und,  da  nur  gerade  Linien  vorkommen,  verhältnismäfsig 
genau  zu  bewerkstelligen  ist. 

Die  Reduktionselemente  n  und  taut/  wurden  fast  ausschliefslich 
mittelst  der  Tiefenkarten  abgeleitet,  welche  Richard  Andrees  aUge- 
meiner  Handatlas  giebt.  Es  fand  sich,  dafs  für  die  Küsten  die  Un- 
sicherheit der  Reduktion  im  Durchschnitt  kaum  5  Mikrons  beträgt^ 
also  wesentlich  kleiner  ist,  als  die  Unsicherheit  der  meisten  Pendellängen 
infolge  von  Beobachtungsfehlern,  vergl.  S.  214.    Erheblich  ungenauer 


•)  Vergl.  Vogler,  Anleitung  zum  Entwerfen  graphischer  Tafeln  etc.  Berlin  1877. 
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aber  gincl   die  Inselreduktionen,  weil  jene  Karten  die  Boschungsver- 

hältnisse  der  Inseln  nicht  genau  genug  erkennen  lassen.     Da  indessen 

nur  auf  wenigen  kleinen  Inseln  beobachtet  worden  ist,  die  Inselwerte 

Köndensalions-Rcauclion.  für  Inseln. 


J>te  Reduction  zti  fSa*  äi^  Länge,  ydrs  SdcuruLtnfundUls  itv  Mikrons 

an.  verstehcfv» 

PI«.  81. 

zur  Ableitung  der  Abplattung  auch  nicht  benutzt  werden ,  so  wurde 
mit  Rücksicht  auf  die  entstehende  gröfsere  Mühe  eine  genaue  Re- 
duktion für  jetzt  nicht  in  Angriff  genommen. 

Erwähnt  sei  noch,  dafs  in  einigen  Fällen  weder  genau  die  Küsten-^ 
noch  genau  die  Inselformel  zur  Anwendung  kam,  sondern  eine  Schätzung 
in  der  Weise  vorgenommen  wurde,  dafs  die  Ergebnisse  dieser  Formeln 
mit  einem  Faktor  multipliziert  auftreten.  In  dieser  Beziehung  genügt 
es  darauf  hinzuweisen,  dafs  für  einen  Punkt  auf  einer  Landenge  die 
Reduktion  annähernd  das  Doppelte  der  Küstenkorrektion  sein  wird, 
und  ferner,  dafs  bei  verschiedenen  Boschungsverhältnissen  einer  Insel 
auf  verschiedenen  Seiten  die  Reduktion  sich  zusammensetzt  aus  den, 
den  verschiedenen  Verhältnissen  entsprechenden  Werten  der  Reduk- 
tionen, multipliziert  mit  dem  entsprechenden  Bruchteil  des  Umfanges. 

Die  Kondensationsreduktion  auf  dem  Festlande  und  überhaupt 
für  Erhebungen  des  Beobachtungsortes  über  das  Meeresniveau  wurde 
einfach  nach  Mafsgabe  des  in  der  ^ot/^t/erschen  Formel  auftretenden 
Gliedes,  welches  von  der  Anziehung  der  zwischen  dem  Meeresniveau 
und  dem  Beobachtungsorte  liegenden  Schicht  abhängt,  ausgeführt, 
dergestalt,  dafs  dieses  Glied  im  Endwerte  ganz  beseitigt  erscheint. 
Hierbei  sind  die  Angaben  der  Spezialtabellen  §§  25  und  26  zu  ver- 
gleichen. In  einigen  wenigen  Fällen  war  die  angewandte  Meereshöhe  uns 
unbekannt;  dann  ist  vorstehende  Reduktion  unterblieben.  Übrigens  ist 
in  diesen  Fällen  die  Meereshöhe  jedenfalls  klein,  der  Fehler  also  gering. 

Völlig  streng  ist  das  auf  dem  Festlande  eingeschlagene  Verfahren 
allerdings  nur  im  weithin  ebenen  Terrain;  im  Gebirge  also  werden 
bei  einer  strengen  Kondensation  nach  Vorschrift  von  §  20  noch  Ände- 
rungen eintreten.  Trotzdem  diese  z.  T.  nicht  unerheblich  ausfallen, 
(vergl.  S.  186  §  23),  so  haben  wir  doch  auch  hier  vom  strengen  Ver- 

Helmert,  mathem.  a.  phyiikaL  Theorleen  der  höh.  Geodäsie.  IL  15 
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fahren  abgesehen,  weil  eine  Überschlagsrechnung  zeigte,  dafs  die 
weiterhin  gezogenen  Resultate  nicht  wesentlich  beeinflufst  werden. 
Es  sind  der  Fälle ,  wo  eine  bedeutende  Vernachlässigung  stattfindet^ 
verhältnismälsig  nicht  viele,  und  z.  T.  tritt  eine  Kompensation  ein, 
wie  im  Himalaya,  dem  Kaukasus  und  in  Thüringen^  wo  zu  den  nega- 
tiven Fehlern  der  Hochstationen  positive  Fehler  von  Stationen  am 
Fufse  der  Gebirge  kommen. 

§  31.  Erfolg  der  Kondensationsmethode.  Aus  den  auf  45® 
Breite  reduzierten  Werten  f '  für  die  Länge  des  Sekundenpendels 
wurden  nun  Mittelwerte  gebildet  für  die  acht  Breitenintervalle  0® 
bis  10*,  10*»  bis  20<>  u.  s.  f.,  wie  dies  nachfolgende  Tabelle  zeigt. 
Für  den  Zweck  der  Aufstellung  einer  Interpolationsformel  ist  noch 
der  hundertste  Teil  des  arithmetischen  Mittels  der  Reduktion  anf 
45®  Breite  beigefügt. 


Breite. 

1 

^ 

Mittelwert 

von  f 
(nnkondena.) 

Kond.- 
Red. 

Mittelwert 
von«" 

(kondana.) 

Koefficient 

f.d. 
Ämgleich. 

0— 10" 

F 
K 

1 

1 

8 
7 

0,99  3529 
3591 
3742 

+    10 

—  20 

—  121 

0,99  3539 
3572 
3621 

+  24,9 
+  25,6 

10—20 

F 
K 

I 

7 
8 
3 

0,99  3490 
3579 
3796 

+    70 

—  21 

-  158 

0,99  3560 
3558- 
3638 

+  22,9 
+  22,9 

20-30 

F 
K 

I 

8 
3 
3 

0,99  3487 
3542 
3825 

+    42 

—  14 

-  147 

0,99  3529 
3527 
3679 

+  16,1 
+  18,8 

30-40 

F 
K 

1 

6 
5 

2 

0,99  3357 
3597 
3668 

+  181 

-  29 

-  13 

0,99  3537 
3567 
3655 

+  10,9 
+   9,9 

40-50 

F 

E 
j 

16 
4 

0,99  3494 
3586 

+    44 
-   24 

0,99  3538 
3562 

+  0,0 
+   3,0 

50—60 

1. 

F 

K 
f 

26 
6 

0,99  3548 
3568 

+    11 
—    16 

0,99  3559 
3552 

-  7,8 

-  8,1 

60—70 

F 
K 

I 

5 

0,99  3539 

+      1 

0,99  3540 

-16,2 

1 

3631 

—    19 

3612 



70-80 

F 
K 

2 
3 

0,99  3540 
3567 

+      2 
-    12 

0,99  3542 
3554 

—  21,3 

—  23,3 

I 



— 

— 

— 

— 
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Der  Erfolf;^  der  Kondensationsreduktion  zeigt  sich  zunächst  in  einer 
besseren  Übereinstimmung  der  Werte  in  yerscbiedenen  Breiten  für 
jeden  der  drei  Charaktere  F^  K  und  /;  er  tritt  ferner  deutlich  hervor 
in  einer  grofsen  gegenseitigen  Annäherung  der  Werte  für  Festland-, 
Küsten-  und  Inselcharakter.  Für  F  und  K  ist  beinahe  jeder  Unter- 
schied geschwunden.  Berechnet  man  aus  den  sieben  Differenzen  F—  K 
einen  Mittelwert  des  Unterschiedes  der  Pendellängen,  indem  man  dabei 
diesen  Differenzen  Gewichte  n^  n^  :  (iij  -{-  n^  beilegt,  n^  Anzahl  für 
F^  n^  für  A",  so  folgt  für  Mikrons  als  Längeneinheit: 

iP  —  jT  — 8  +  6, 
wobei  +  6  den  aus  der  Übereinstimmung  berechneten  mittleren  Fehler 
bezeichnet.    Dagegen  folgt 

F^l—\0b±16. 
Man  kann  hiemach  in  der  That  F  —  K  als  null  annehmen,  selbst 
wenn  man  berücksichtigt,  dals  bei  genauerer  Reduktion  der  Fest- 
landsstationen die  Differenz  sich  um  ein  paar  Mikrons  vergrofsern 
würde.  Von  null  verschieden  ist  aber  unzweifelhaft  die  Differenz 
F  —  /.  Vielleicht  liegt  dieses  z.  T.  daran,  dafs  die  Inselreduktionen 
trotz  entgegen  wirkender  Vernachlässigungen  der  Formel  (4)  des 
vorigen  Paragraphen  etwas  zu  klein  sind ,  weil  die  Formel  konstante 
Böschung  voraussetzt,  während  diese  vielleicht  in  der  Nähe  der  Meeres- 
fläche steiler  als  in  grofserer  Tiefe  ist.  Zum  Teil  liegt  es  auch  wohl 
an  der  Abnahme  2,8  für  die  Dichtigkeit,  die  jedenfalls  in  mehreren 
Fällen  einen  um  etwa  0,3  höheren  Wert  hat.  Ein  Teil  der  Differenz 
dürfte  aber  reell  sein.  Es  läfst  sich  dieselbe  auch  nicht  wesentlich 
vermindern  durch  eine  ein  wenig  veränderte  Tiefe  der  Kondensations- 
fläche. Die  Formel  (1)  S.  223  zeigt,  dafs  eine  Vergröfserung  der 
Inselreduktionen  von  durchschnittlich  130  auf  230  eine  so  aufser- 
ordentliche  Verkleinerung  von  n  d.  h.  eine  so  bedeutende  Vergröfse- 
rung der  Tiefe  der  Kondensationsfläche  erfordert,  dafs  sich  dadurch 
auch  die  Gestalt  der  Meeresfläche  in  einem  Betrage  ändern  würde, 
der  nicht  mehr  zu  vernachlässigen  ist. 

Übrigens  braucht  man,  wenn  wirklich  wie  es  scheint,  1  >  F  ist, 
noch  nicht  anzunehmen ,  dals  auch  auf  dem  Meere  im  allgemeinen 
die  Länge  des  Sekundenpendels  grofser  ist,  als  auf  dem  Festlande. 
Wenn  die  Inseln  Massenanhäufungen  sind,  denen  unterhalb  in  der  Erd- 
rinde nicht  Massendefekte  entsprechen,  würde  vielmehr  notwendig  /•>  F 
sein,  wenn  auch  auf  Meer  und  Festland  im  allgemeinen  gleicheLänge  des 
Sekundenpendels  vorhanden  wäre.  Die  Entscheidung  der  Frage  kann  nur 
durch  Messungen  der  Schwerkraft  auf  dem  Meere  selbst  erfolgen  und 
wird  einen  Beitrag  liefern  zur  Kenntnis  der  Konstitution  der  Erdrinde.*) 

*)  Man  vergleiche  hierzu  auch  einen  Aufsatz  von  Faye,  C,  B,  1880  Bd.  90 
S.  1444.    Derselbe  empfiehlt  ebenfalls  in  der  £(mpM«r sehen  Formel  das  Terrain- 

16* 
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Es  mag  bemerkt  werden,  dafs  eine  ähnliche  Fn^e  die  ist^  ob  auf 
den  Bergen  die  Schwerkraft  im  allgemeinen,  nach  gehöriger  Reduktion, 
eine  andere  ist  als  in  der  Ebene.  Zur  Entscheidung  dieser  Frage 
sind  gerade  in  diesem  Falle  unsere  Kondensationsrechnungen  «nicht 
scharf  genug;  wenn  sie  zeigen,  daCs  auf  hohen  Bergen  C  (mit  Kon- 
densation) grofser  ist  als  in  der  Ebene,  am  Faise  hoher  Berge  aber 
kleiner  als  in  der  Ebene  (vergl.  nachstehende  Tabelle,  deren  Werte  ohne 
und  mit  Kondensation  mit  0;993550  als  Normalwert  für  Festland  im 
Meeresniveau  Terglichen  werden  können),  so  liegt  dies,  namentlich 
bei  den  Bergkuppen,  grofstenteils  an  Reduktionsfehlem.*) 


Ort. 


Bangalore  S. . . 
„         N... 

Dehra 

Mussoorie 

Meean  Meer. . . 

More 

Ararat 

Duschett 

Gudaur 

Wladikawkas  . . 

Inselsberg 

Seeberg 

Gotha 


Höhe. 


Ohne 
Kondensation 

r 


0,993476 
3487 
3331 
3403 
3452 
3034 
3400 
3346 
3334 
3501 
3543 
3527 
3446 


Mit 
Kondensation. 

r 


Bemerkungen. 


0,99  3587 
3594 
3404 
3623 
3477 
3574 
3625 
3446 
3599 
3583 
3620 
3557 
3473 


I^Plat^au 

Fufs  des  Himalaya 
Ausläufer  des  „ 
Fufs  des  „ 

Himalaya 

Fufs  des  Kaukasus 
Abhang  des  Kasbek 
Pafs  am         ,, 


Fufs  des  Seeberg. 


Da  sich  die  Anomalieen   der  vierten  Kolumne   durch  genauere 
Rechnung  vermindern  oder  heben,   so  scheint  es,  dafs  in   der  That 


glied  wegzulassen;  für  die  Inseln  aber  empfiehlt  er  die  Anziehung  des  Insel- 
pfeilers,  seine  Dichtigkeit  vermindert  nm  1,  abzuziehen.  Es  ist  nun  in  der 
That  richtig,  dafs  man  auf  diese  Weise  findet,  dafs  auf  dem  Meere  und  Festland 
ein  Unterschied  der  Schwere  nicht  besteht  (wir  haben  dies  för  obige  Inseln 
mittelst  der  im  4.  Kapitel  §  17  entwickelten  Näherungsformel  durchgeführt  und 
zufällig  gerade  das  gewünschte  Resultat  erhalten).  Der  Obelstand  ist  nur,  dafs 
man  bei  Fayes  Verfahren  von  der  Wahl  der  Pfeilerhöhe  in  hohem  Grade  ab- 
hängt, was  bei  der  Eondensationsmethode  nicht  der  Fall  ist.  Auch  ist  Fayes 
Verfahren  kein  methodisches:  es  giebt  nicht  an,  wie  die  Reduktion  wird  bei 
nicht  kleinen  Inseln,  bei  Küsten  u.  s.  w.  Unser  strenges  Verfahren  hat  stets 
eine  konsequente  Antwort  und  läfst  namentlich  far  den  wichtigen  Fall,  dafs 
Küsten  in  betracht  kommen,  nicht  im  stich. 

*)   Im  6.  Kap.  §  16  wird  erwähnt,  dafs  wiederholt  mit  leidlichem  Erfolge 
durch  Bestimmung  der  Pendellänge  am  Fnfse  und  auf  dem  Gipfel  eines  Berges 
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unter  hohen  Bergen  und  Gebirgen  Massendefekte  auftreten,  die  der 
Anziehung  der  sichtbaren  Massenanhäufung  entgegenwirken.  Vergl. 
hierzu  auch  im  4.  Kapitel  §  38. 

§  32.  Die  Ermittelung  der  Interpolationsformel  tHr  die 
Schwerkraft  ^.  Wäre  ^  im  Meeresniveau  überall  auf  der  Erdober- 
fläche bekannt,  so  würde  man  zur  Herstellung  einer  Entwicklung 
von  ff  nach  Kugelfunktionen  der  geographischen  Breite  B  und  Länge  L 
nach  §  28  (1)  S.  116  verfahren.  Damach  ist  ff  im  Punkte  {B',L')  gleich 


2 


wobei  die  /\  als  Funktionen  von  B\  L',  B  und  L  (anstatt  ip',  X',  q> 
und  l)  nach  Mafsgabe  von  §  4  S.  57  aufzufassen  sind.  Leitet  man 
andererseits  ff  aus  dem  Potential  fF  der  Schwerkraft  ab,  so  nimmt 
es  die  Form  an: 

ff  ^Ga.-\-u,'  +  u,'  +  ü; +...),  (2) 

wenn  K/,  ü^'  0/  ...  Kugelfunktionen  von  B^  und  L'  zweiten,  dritten, 
vierten,  . . .  Ranges  bedeuten.  Auf  diese  Ableitung  kommen  wir  in 
§  39  dieses  Kapitels. 

Eine  Kugelfunktion  ersten  Ranges  fehlt  in  (2),  wie  a.  a.  0.  sich 
zeigen  wird  und  überdies  im  zweiten  Kapitel  unter  Voraussetzung  ge- 
wisser Normalformen  für  W  schon  hervorgetreten  ist. 

Von  dieser  Formel  interessiert  uns  besonders  die  Bestimmung 
der  Glieder  G  und  G  O.^.  Dieselbe  ergiebt  sich  aus  der  Vergleichung 
mit  den  entsprechenden  Gliedern  in  (1).  Es  ist,  da  /^^  s»  1  ^  das  erste 
Glied  von  (1),  (d.h.  der  Mittelwert  aller  ^,  vergl.  S.  66): 


= i^  A^  A  ^«^  ^^  •  (3) 


0        -^ 
8 


die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  bestimmt  worden  ist;  in  solchen  Fällen  würde 
natürlich  die  wegen  Kondensation  reduzierte  Pendellänge  des  Gipfels  ein  erheb- 
liches Zaviel  aufweisen.  Immer  aber  ist  dies  nicht  der  Fall.  Dies  zeigte  oben 
bereits  3for^. 

So  fand  auch  ¥(M^er  auf  Ascensian  auf  einem  680"*  hohen  Borge  die  täg- 
liche Schwingungszahl  n  »  85878,96.  Mit  nH :  B  reduziert  giebt  das  86888,13. 
Am  Fufse  des  Berges  in  9*"  Höhe  war  n«»  85887,44,  reduziert:  85887,56.  Hier 
ist  nur  ein  Zuviel  von  0,57  Schwingungen  oder  von  14  Mikrons  in  it  (mit  roher 
Kondensationsreduktion). 

Nach  Laplace,  Mec.  eil,  t.  5  1. 11  p.  56,  zeigen  auch  schon  Bouguen  Messungen 
in  Quito  eine  ganz  äjinliche  Erscheinung;  hier  erklärt  Laplace  sich  dieselbe 
durch  den  vulkanischen  Charakter  der  Gegend,  infolge  dessen  viele  Hohlräume 
unterhalb  der  Bergmassen  vorhanden  sein  würden. 
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Ferner  ist  das  zweite  Glied: 


8i»         +f 


G  v;  =  ^-JdLJP^  g  cos  B  dB  ,  (4) 


0        -^ 


wobei  nach  S.  57 

+  3  cos^  cos^  sin-^  sin-^  cos(Z  —  L)  (5) 

+  -J  cos^^  cos^^  cos  2  (Z  —  Z')  . 

Werden  aber  für  die  Entwicklung  des  Potentials  W  wie  im  zweiten 
Kapitel  §  5  S.  59  die  drei  Hauptträgheitsaxeu  der  Erde  als  Koordi- 
natenaxen  gewählt,  so  fallen  in  W  und  also  auch  in  g^  vergl.  weiter- 
hin §  39,  die  Glieder  mit  cosZ',  sinZ'  und  sin  2Z'  weg  und  es  bleiben 

nur  die  Glieder  mit  (sin^^  ~~'t)  ^^^  cos2Z'  übrig.   Ganz  ist  dies 

indessen  bei  obiger  Entwicklung  nicht  durchführbar:  man  bezieht 
zwar  die  Breiten  auf  die  Äquatorebene,  es  ist  also  die  eine  Eoordi- 
uatenaxe  die  Erdaxe  und  somit  Hauptaxe,  aber  die  geographischen 
Längen  kann  man  nicht  von  einer  der  beiden  in  der  Äquatorebene 
liegenden  Hauptaxen  abrechnen,  weil  deren  Lage  unbekannt  ist. 
Werden  nun  die  geographischen  Längen  von  einem  beliebigen  Meri- 
dian ab  gezählt)  so  verschwindet  (wie  schon  S.  60  in  Parenthese  er- 
wähnt) das  Glied  mit  sin2Z'  nicht.     Hiermit  wird 

G  U2  =  jß^-  (sin»^  —  \)JdLCg  (sin^B  -  |)  cos^  dB 

0  -Y 

+  Ye"»  ^^^'^  ^^^  ^^  I  ^^^  2Z  öf  Z  /^^  cos^^  dB  (6) 


8 
Sir  4-^ 


+  I6i  ^^**'^'  ^^"  ^^'  f^^^  2 L  dl  ig  cos^B  dB  , 


Durch  Ausführung   der  Integrationen    würde  GU2\    wenn   man 
rechter  Hand  G  als  Faktor  zieht,  die  Form  annehmen 

Gü^'^  G  [  kj  (sin^^  -  i)  +  ^2  cos*^  cos  2Z'  -|-  V cos^i?'  sin  2 Z' )  .  (7) 
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Unterbleibt  die  Bestimmung  von  b^  ^^^  ^2'  ebenso  wie  diejenige  der 
Eoefficienten  der  höheren  Kugelfunktionen ,  so  erhält  mau  hiermit 
zur  Ermittelung  der  Formel 

^-=ff(l  +  k,(8m'^-|)  +  ...)  (8) 

die  beiden  Gleichungen 

««      +T 
G  =  ~J  dlj  ff  cos  B  dB  (9) 


0     -4 


Gb^  =  ^^^jdljg  (sin»  B  -  y)cos5  dB  .  (10) 


0     -- 


Nach  diesen  strengen  Gleichungen  kann  jedoch  die  Ermittelung 
der  Eonstanten  von  (8)  wegen  mangelnden  Beobachtungsmaterials 
nicht  stattfinden.  Man  begnügt  sich  damit,  und  mufs  dies  thun,  den 
gegebenen  Werten  von  ff  eine  Formel  (8),  oder  eine  äquivalente 
Formel;  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  anzupassen. 

Zunächst  wollen  wir  nun  zeigen,  dafs  die  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  streng  richtige  Werte  ergeben  würde,  wenn  ff  überall  auf 
der  Oberfläche  bekannt  wäre. 

§  33.    Die  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 

geht  von  Fehlergleichungen  der  Form 

ff+8^G  +  Gb,  (sin^^'  -|)+  ...  (1) 

aus,  wenn  wir  für  ff  rechter  Hand  denjenigen  Ausdruck  beibehalten, 
welcher  aus  der  Entwicklung  nach  Eugelfunktionen  folgt,  und  wenn 
wir  femer  mit  d  eine  Verbesserung  des  Beobachtungswertes  von  ff 
bezeichnen.  Da  man  nun  g  innerhalb  des  Elementes  da'  =^  cosB'dB'dL' 
der  Eugeloberfläche  vom  Radius  1  als  konstant  betrachten  darf,  so  legen 
wir  der  Gleichung  (1)  das  Gewicht  da  bei  und  denken  uns  die  ganze 
Oberfläche  dieser  Eugel  in  Elemente  da'  zerlegt  und  für  jedes  Element 
die  Gleichung  (1)  angesetzt.  Dann  führt  die  übliche  Bildung  der 
Normalgleichungen  zu  den  nachstehenden  Gleichungen,  die  Integration 
über  die  ganze  Eugeloberfläche  erstreckt: 

ßfda'^fffdd'  (2) 

6b2j(sm^B'  - 1)' d&  ^Jff  (sin^B'  -j)da'  (3) 


u.  s.  f. 
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Jede  Gleichung  enthält  nur  einen  der  unbekannten  Eoefficienten  G^ 
Gbi  u-  s.  f.  Bilden  wir  nämlich  zunächst  die  Normalgleichung  (2) 
für  G,  so  ist  die  Fehlergleichung  (1)  mit  1  .  d0'  zu  multiplizieren 
und  dann  zu  integrieren.  In  Gleichung  (2)  nimmt  nun  der  aus  der 
rechten  Seite  von  (1)  hervorgehende  Ausdruck  zunächst  die  Form  an : 

G  Cdif  +  gJü.;  da'  +  gJu^  dö'  +  gCu;  da'  +  ...  , 
wenn  wir  die  rechte  Seite  von  (1)  in  die  Form 

gebracht  denken,  worin  U^,  ü^,  ü^'  , . ,  die  Kugelfunktionen  zweiten, 
dritten,  vierten  Ranges  u.  s.  f.  von  B^  und  Z'  bezeichnen.  Nach  §  7 
(5)  S.  66  oder  nach  der  allgemeinen  Gleichung  (3)  §  28  S.  116  ver- 
schwinden aber  alle  Glieder  mit  Ausnahme  des  ersten.  Hiermit  ist 
(2)  als  richtig  nachgewiesen. 

Was  (3)  anbetrifft,  so  ist  ersichtlich,  dals  diese  Normalgleichung 
aus    der   Fehlergleichung  (1)    entstehen    mufs,    wenn    dieselbe    mit 

(sin'^  —  -  )  di^  multipliziert  und  integriert  wird.  Die  Glieder,  welche 
aus  der  rechten  Seite  entstehen,  lauten  zunächst: 

ö  Jlfsin^i?'  —  1)  <?  cj'  +  ^S"^  (^^*^  ~  \)  ^^ 

+  gJü^  (sin'/r  -  y)rf(y'  +  gJu;  (sin'^  —  i-)rf<y'  +  . . . 

und  hier  verschwinden  alle  Glieder  bis  auf  das  zweite  nach  dem 
Satze  (4)  §28  S.  116.  Es  folgt  also,  wenn  wir  für  Gü^  nuDmehr 
den  Ausdruck  (7)  S.  230  restituieren : 

(^kjAsin^^  —  y)'  do'  +  G  V  /  (sin'^  —  y)  cos^i?'  cos  21'  dö 

+  Gb{j[^m'B'  -  ~)  cos«^  sin  21'  d& . 

Man  bemerkt  leicht,  dafs  wegen  cos  2Z'  und  sin  2Z'  die  letzten  beiden 
Integrale  verschwinden,  und  so  bleibt  nur  das  erste  Glied,  womit  auch 
Gleichung  (3)  verifiziert  ist. 

In  gleicher  Weise  würde  sich  finden,  dafs  bei  der  Bildung  der 
Normalgleichungen  aller  Konstanten  der  in  (1)  etwa  noch- angesetzten 
Glieder  immer  nur  das  betreffende  sogenannte  quadratische  Glied 
übrig  bleibt. 

Berechnet  man  nun  zu  (2)  und  (3)  die  Integrale  linker  Hand, 
nämlich 

fdö''^4n  (4) 
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und 


/'(sin'i?'  —  y)W  d.  i.  JdL'Jism^Br  —  |)'co8^  rfiT  —  ^  «,  (5) 

0       -± 

80  sieht  man  sofort,  dafs  (2)  imd  (3)  für  G  und  G\f^  ganz  dieselben 
Werte  geben  wie  (9)   und  (10)  des  vorigen  Paragraphen. 

Mit  Hilfe  der  S.  57  angegebenen  Werte  von  ^3  und  P^  lä&t  sich 
die  Übereinstimmung  beider  Methoden  durch  direkte  Ausrechnung 
fär  alle  E'oefficieuten  der  Glieder  bis  zum  vierten  Bange  incl.  nach- 
weisen. Es  ist  dieses  aber  nicht  nötig,  wenn  man  Satz  (2)  §  28  S.  116 
beachtet,  welcher  einen  allgemeinen  Nachweis  der  Übereinstimmung 
gestattet.  Wir  überlassen  dieses  aber  dem  Leser  und  beschränken 
uns  darauf,  nur  an  dem  oben  entwickelten  Glied  zweiten  Ranges  dieses 
Verfahren  zu  zeigen,  welches  leicht  auf  ein  beliebiges  Glied  über- 
tragen werden  kann. 

In  Gleichung  (2)  S.  116  nehqaen  wir  »  =a  2  und  K^  =^  sin^B  —  yj 

dann  verschwinden  bei  der  Integration    wegen  des  Auftretens   von 
Z  in  Pj,  vergl.  (5)  S.,230,  diejenigen  Teile  von  Pj,  die  nicht  in 

(sin^^  —  y)  uiultipliziert  sind.    Es  entsteht  also^  da  sich  überdies 

der  Faktor  ^sin^^  —  —  j  linker  Hand  gegen  K2  =  sin^-ß'  —  y  rechter 
Hand  aufhebt,  die  neue  Relation: 

Ä4/(»»'*-i)'*'->- 

Aus  (3)  des  laufenden  Paragraphen  folgt  hiermit 

nicht  wesentlich  verschieden  von  Formel  (10)  des  vorigen  Paragraphen, 
dem  Ergebnis  der  Entwicklung  nach  Eugelfunktionen. 

§  34.  Fortsetzung.  Da  ff  nicht  für  die  ganze  Erdoberfläche 
gegeben  ist,  sondern  nur  in  einzelnen  Punkten,  die  ungleichmäfsig 
verteilt  sind,  so  giebt  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  nicht  die 
richtigen  Werte.  Diese  zu  erlangen  ist  aber  auf  keinem  Wege  mög- 
lich. Übrigens  ist  die  ungleichmäfsige  Verteilung  wenigstens  den 
geographischen  Breiten  nach,  nicht  betrachtlich,  wie  die  Tabelle  des 
§  31  S.  226  zeigt,  wobei  allerdings  der  Unterschied  der  Vorzeichen 
in  den  Breiten  nicht  beachtet  ist.  Eine  gleichmäfsige  Verteilung 
nach  den  Breiten  verlangt  nämlich,  dafs  die  Anzahl  der  beobachteten 
Werte  der  Schwerkraft  ff  bezw.  der  Pendellänge  £  in  der  Breite  B 
proportional  cos^,   nämlich  proportional  dem  Radius  des  Parallel- 


Digitized  by 


Google 


234  3.  Kapitel.    Die  Schwerkraft  im  MeereBniveaa. 

kreises  auf  der  Kugel  vom  Radius  1  sei.  Im  grofsen  und  ganzen 
ist  dieser  Bedingung  bei  dem  zur  Zeit  vorliegenden  Beobachtungs- 
material genfigt;  man  kann  ihr  aber,  bei  der  Ausgleichung  dadurch 
noch  besser  nachkommen,  dafs  man  den  Fehlergleichungen  in  .bevor- 
zugten  Breiten  Gewichte  kleiner  als  1  erteilt.  Übrigens  hat  die  Ge- 
wichtsannahme iihatsächlich  bei  der  Auswertung  des  gegebenen 
Materials  wenig  Einflufs,  wie  wir  weiterhin  bei  der  numerischen 
Rechnung  finden  werden. 

Weit  ungleichmäfsiger  als  nach  den  Breiten  überhaupt  ist  die 
Verteilung  nach  nördlichen  und  südlichen  Breiten  und  nach  den  geo- 
graphischen Langen.  Dadurch  erhalten  die  kontinentalen  Glieder  in  g 
bezw.  C  (die  Eugelfunktionen  von  höherem  Range  als  dem  zweiten) 
einen  Einflufs,  der  weit  schädlicher  sein  kann,  als  derjenige  der 
Glieder  lokalen  Charakters.  Denn  während  dieser  mit  dem  Orte  rasch 
wechselt  und  also  den  Charakter  eines  zufälligen  Beobachtungsfehlers 
hat,  wird  jeuer  oftmals  ganze  Gruppen  von  Beobachtungsorten  in 
nahezu  gleicher  Weise  beeinflussen. 

Hierzu  treten  noch  die  Mängel  der  Reduktion,  insofern  nämlich 
die  Kondensation  nur  die  erkennbaren  Massenunregelmäfsigkeiten 
berücksichtigen  kann.  Diese  Mängel  erzeugen  Fehlerglieder  lokalen 
und  kontinentalen  Charakters. 

Die  Fehler,  welche  bei  der  Ausgleichung  infolge  ungleicher  Ver- 
teilung nach  den  geographischen  Längen  und  infolge  von  Reduktions- 
mängeln in  G  und  G)^^  entstehen,  kann  man  nach  den  Gleichungen 
(9)  und  (10)  §  32  S.  231  schätzen,  unter  der  Voraussetzung,  dafs  die 
Verteilung  der  g  nach  den  Breiten,  nördliche  und  südliche  durch- 
einander gerechnet,  proportional  cos^  ist.  Wir  entwickeln  die  Formel 
zur  Schätzung  des  Fehlers  in  G)^^. 

Lidem  wir  zunächst  g  als  überall  gegeben  voraussetzen,  denken 
wir  uns  für  dieselbe  Breite  +  B  den  Mittelwert  gs  gebildet  und  haben 
sodann  aus  (10)  S.  231 

n 

r 

6rk2  =  ^JOB  (sin^^  -  i)  ^  C«i"  ^)  •  (1) 

Ü 

Durch  die  oben  genannten  Ursachen  entstehen  in  den  gn  Fehler  igay 
die  man  nach  Gutdünken  zu  schätzen  hat.  Es  ist  d&nn  der  ent- 
sprechende Fehler  hx  G}^^  gleich 

n 
2 

8  (G\^^  =  ^J8gn  .  (sin^i?  -  |)  e? (sin^)  .  (2) 

Für  Gruppenbildung  von  10  zu  10  Grad  folgt  näherungsweise  richtig: 
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d(Gb,)  =  ^ 


8g^ .  (sin'S«  -  y)  (sin  10«  —  sin  0«) 
+  *^i5 .  (sinHö«  —  y)  (8in20«  -  sin !(>>)+. . 
+  «^^85 .  (sin^Sö«  —  y)  (sin  90»  —  sin  80») 


worin  dg*, ,  dgis  u.  s.  f.  nun  Mittelwerte  der  Fehler  innerhalb  der 
Gruppen  0  —  10",  10  —  20"  u.  s.  f.  bezeichnen.  Ausgerechnet  hat 
man  die  Näherungsrelation: 

d  (Gb^)  =  -  0;64  dg,  —  0,50  dgi^  —  0,27  #^«5  —  0,00  dg^ 

+  0,23  dg45  +  0,38  dg^  +  0,41  dg^  +  0,30  «^75      (3) 

+  0,11*^85. 

Da  nun  die  Länge  £  des  Sekundenpendels  proportional  g  ist  und 
angenähert  1"*  beträgt,  so  kann  man  hiernach  auch  setzen 

db^  =  -  0,64  ««5  -  0,50  *«i6  -  0,27  8U  -  0,00  dU 

+  0,23  d«45  +  0,38  *«65  +  0,41  *«65  +  0,30  ^1[^^       (3*) 

+  0,11  *«86. 

Mit  Uücksicht  auf  das  (7/a;rati/sche  Theorem  hat  man  noch  für 
die  Abplattung  u  sehr  nahe 

All  —  —  dbj  . 

Diese  Formeln  gestatten  u.  a.  den  Einflufs  der  Inselstationen  zu 
schätzen.  Auf  Inseln  ist  £  sowohl  ohne  als  mit  Kondensation  gröfser 
wie  an  Küsten  und  auf  dem  Festlande.  Wie  wir  im  nächsten  Para- 
graphen sehen  werden,  ist  ferner  im  Mittel  fQr  die  nordliche  und 
südliche  Erdhälfte  das  Verhältnis  von  Wasser  und  Land  in  allen 
Breiten  aDuähemd  dasselbe.  Die  Tabelle  des  §  31  S.  226  zeigt  aber, 
dafs  die  Anzahl  der  Inselstationen  keineswegs  für  verschiedene  Breiten 
in  konstantem  Verhältnis  zur  Anzahl  der  Küsten-  und  Festlands- 
stationen, welche  mau  zusammennehmen  darf,  steht.  Eine  Berech- 
nung von  bj  und  a,  welche  diese  ungleiche,  rein  zufällige  Verteilung 
bestehen  läfst,  kann  gar  keinen  Wert  haben ;  denn  eine  Vermehrung  der 
Anzahl  der  Stationen  führt  der  Wahrheit  nicht  erkennbar  näher.  Bei 
den  älteren  bisherigen  Berechnungen,  vergl.  2.  Kap.  §  16  S.  85  u.  if., 
wurde  ü  um  Vjso  l^^i^um  gefunden.  Dabei  war  in  äquatorialen  Ge- 
genden die  Anzahl  der  Festlands-  und  Küstenstationen  gering  im  Ver- 
hältnis zur  Anzahl  der  Inselstationen.  Clarke  nahm  neuerdings  die 
indischen  Stationen  hinzu,  vermehrte  so  in  dieser  Zone  die  Festlands- 
und Küstenstationen  und  mufste  zufolge  (3*)  und  (4)  einen  grolseren 
Wert  für  kj  und  einen  kleineren  für  ü  als  frühere  Rechner  erhalten. 
Dafs  er  den  richtigen  Werten  näher  gekommen  sei,  kann  aber  auf 
grund  seiner  Berechnung  nicht  behauptet  werden. 
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Bezüglich  des  Ansatzes  der  Fehlergleichungen  für  die  Ausgleichung 
ist  es  ganz  gleichgültig^  ob  man  nach  (1)  §  33  S.  231  ansetzt: 

ff  +  8~G  +  Gb^  (sin^^  -  -[)  (4) 

^^^^  ff  +  d  =  A  +  B  sin^^  (5) 

nimmt.  Es  folgt  dieses  daraus,  dals  (5)  aus  (4)  durch  die  linearen 
Substitutionen  G  =  A  -{-—  und  Gb2  ~  ^  hervorgeht  und  die  dem 
Minimum  der  Fehlerquadrate  entsprechenden  Gleichungssysteme 

11**1  _0  ^(**1  _o  *       (4*\ 

dG  "  d{Gbt)~^  ^^^ 

mittelst  jener  Substitutionen  in  einander  übergeführt  werden  können. 
An  Stelle  von  (5)  kann  man  endlich  auch  die  Form  wählen: 

^  +  d— (7— />cos2^.  (6) 

Ebenso  wie  g  kann  man  auch  die  Lange  £  des  mathematischen  Se- 
kundenpendels durch  Formeln  darstellen,  die  denen  für  g  ganz  ana- 
log sind,  da  g  und  C  einander  proportional  sind.  Dagegen  ist  es  nicht 
erlaubt,  die  tagliche  Schwingungszahl  eines  mathematischen  Pendels 
von  konstanter  Länge  /  in  ganz  derselben  Weise  zu  behandeln.  Nach 
der  Formel  für  die  Schwingungszeit 


-'/? 


9 

ist  die  Schwingungszahl  n  proportional  Yg .  Geht  man  daher  von  n  aus, 
so  mufs  die  Form  j9  +  ^  sin^^  für  n}  gewählt  werden  und  nicht  für 
n  selbst,  d.  h.  man  mufs  setzen 

n»  +  *  —  p  +  g  Biu^B  (7) 

und  [ßS]  zu  einem  Minimum  machen.  Da  n  wenig  variiert,  darf 
man  auch,  wie  u.  a.  Baily  und  Ciarke  gethan  haben,  setzen : 

(n  +  Sy-p  +  qsinW  ,  (8) 

wobei  dann  rechter  Hand  d^  zu  vernachlässigen  und  die  Snmme  der 
{nd)\  oder  was  nahezu  dasselbe  giebt,  der  d^,  zu' einem  Minimum 
zu  machen  ist. 

Würde  man  aber  (wie  Borenius,  vergl.  die  Anmerk.  S.  87)  die 
Gleichung 

n  +  d~p,+q,sm^B  (9) 

ansetzen,  so  würde  man  damit  eine  Formel  zu  gründe  legen,  die  der 
gesuchten  Formel  (4)   gar   nicht  entspricht,   beim  Übergang  zu  ff 
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noch  ein  Glied  vierten  Banges  nnd  trotzdem  nicht  die  besten  Werte 
von  G  und  fi^hj  ergiebt. 

Es  ist  hier  der  Ort,  auf  eine  scheinbare  Differenz  mit  den  Angaben 
auf  S.  43  von  H.  Btwm,  Figur  der  Erde,  hinzuweisen.  Daselbst  wird  be- 
hauptet und  durch  ein  Beispiel  erläutert,  dafs  die  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Schwere  wegen  der  Störungen 
auch  bei  gleich mäfaiger  Verteilung  der  Angaben  für  g  nicht  notwendig 
denjenigen  Wert  von  bt  liefert,  den  man  im  Sinne  des  zweiten  Kapitels 
zur  Bestimmung  eines  Niveausph&roids  erwartet.  Dies  steht  in  direktem 
Gegensatz  zu  unseren  Angaben,  jedoch  wesentlich  nur  deshalb,  weil  wir 
uns  g  wegen  Kondensation  gewisser  Massen  in  der  Erdkruste  reduziert 
denken,  während  Bruns  den  wie  üblich  aufs  Meeresniveau  ohne  Konden- 
sation reduzierten  Wert  g  voraussetzt.  Stokes  dagegen  glaubte  auch  ohne 
Reduktion  wegen  Kondensation  das  richtige  bf  zu  erhalten;  es  ist  also  für 
diese  Ansicht  durch  Bruns  eine  Berichtigung  gegeben.  Aber  letzterer 
teilt  nicht  mit,  wie  zu  dem  besten  Werte  von  llf  zu  gelangen  oder  wie 
der  Fehler  bei  dem  Ergebnis  des  gewöhnlichen  Verfahrens  zu  schätzen 
ist.  Unsere  Methode  hat  nun  u.  a.  den  Vorteil,  zu  einer  Schätzung  dieses 
Fehlers  zu  führen:  man  hat  nur  nötig,  Formel  (3)  auf  die  geschätzten 
Kondensationsbeträge  anzuwenden  und  daraus  Öb^  sowie  mittelst  Clairauts 
Theorem  ^n  zu  berechnen.  Sie  giebt  auch  wesentlich  dasselbe  Niveau- 
sphäroid,  welches  Bruns  annimmt,  weil  die  Kondensation  Schwerpunktslage, 
Axenlage  und  Trägheitsmomente  der  Erde  nur  unerheblich  ändert,  sodafs 
in  den,  den  Niveausphäroiden  U  zu  gründe  gelegten  einÜEUihen  Potential- 
ausdrüoken  bei  Bruns  nnd  hier  (im  2.  Kapitel)  wesentlich  dieselben 
Konstanten  auftreten. 

Wir  müssen  nun  allerdings  erwähnen,  dafs  immerhin  auch  nach  Be- 
rücksichtigung der  Kondensation  sich  für  die  theoretische  Richtigkeit  der 
JBrtiiMschen  Behauptung  noch  ein  Grund  ergiebt,  den  wir  gleich  hier  im 
Anschlüsse  an  den  weiterhin  folgenden  §  39  erledigen.  Daselbst  wird 
nach  einem  Näherungs verfahren  aus  dem  allgemeinen  Ausdrucke  für  das 
Potential  W  der  allgemeine  Ausdruck  für  g  in  Kugelfunktionen  abgeleitet. 
Wenn  man  diese  Entwicklung  dahin  verbessert,  dafs  bei  Ableitung  von  g 
aus  Gleichung  (4)  daselbst  für  r'  überall,  wo  einfach  B  gesetzt  ist,  der 
elliptische  Wert  angewandt  wird,  so  erscheint  der  Koefficient  b^  beein- 
flufst  von  den  Koefficienten  der  höheren  Kugelfnnktionen  von  W:  er 
gestaltet  sich  somit  etwas  anders  als  bei  der  Entwicklung  aus  [/.  Da  nun 
die  oben  behandelte  Berechnung  einer  Interpolationsformel  fSr  g  den 
ersteren  Wert  von  bf  ergiebt,  so  pafst  dieser  nicht  streng  zu  dem  Niveau- 
sphäroid.  Allein  die  Substitution  von  B  für  r  genügt,  wie  auch  am 
Schlüsse  von  §  39  bemerkt  wi^d,  und  wie  man  leicht  verifizieren  kann, 
völlig  für  Kugelfunktionen  von  mäfsig  hohem  Range,  wie  sie  kontinen- 
talen Störungen  entsprechen.  Den  lokalen  Störungen  genügt  die  Rechnung 
freilich  nicht;  diese  äufsem  sich  aber  wenig  in  der  Form  des  Geoids, 
vielmehr  wesentlich  nur  in  ^,  woselbst  sie  gleiche  Ordnung  wie  die  kon- 
tinentalen erlangen.  Ihr  Einflufs  auf  Irt  kann  indessen  aus  den  Abweichungen 
der  Einzelwerte  g  gegen  die  Interpolationsformel  seinem  mittleren  Betrage 
nach  geschätzt  werden,  wenn  man  die  hierbei  unschädliche  Fiktion  macht, 
dafs  alle  diese  Abweichungen  lediglich  zufälligen  Ursprungs  seien. 
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§  35.  Ableitung  einer  luterpolationsformel  ffir  die  Länge 
des  Sekundenpendels  and  für  die  Schwerkraft. 

Wir  antersacbeo  zuerst  die  VerteiluDg  von  Festland  F  und 
Meer  M  in  verschiedenen  Breiten  für  die  nördliche  und  südliche  Erd- 
hälfte,  sowie  für  beide  zusammen.  Folgende  Tabelle  zeigt  die  An- 
zahl der  Längengrade  für  beide  Charaktere  F  und  M. 


Nord 

Sfid 

Znsammen 

Breite 

F 

M 

F 

M 

F 

M 

0«—  10»  1  100« 

260» 

1100 

250» 

210» 

510» 

10  —  20 

120 

240  '    90 

270  '  210 

510 

20  —  30 

150 

210  1:    90 

270     240 

480 

30  -  40   i  170 

190  i    40 

320    210 

510 

40-50 

|210 

150 

10 

350 

220 

500 

50  —  60 

230 

130 

1 

360 

230 

490 

60  —  70 

290 

70 

30 

330 

320 

400 

70-80 

120 

240 

• 

1    90 

270  i 

210 

510 

Es  zeigt  sich  hier  die  merkwürdige  Thatsache,  dafs  für  die  nord- 
liche und  südliche  Erdhälfte  zusammengenommen  F  in  nahezu  kon- 
stantem Verhältnis  zu  M  steht.  Infolge  dieses  Umstandes  ist  es 
möglich  unter  der  Voraussetzung  ^  dafs  in  allen  Breiten  die  Schwer- 
kraftsdifierenz  M  —  F  konstant  ist,  ohne  Kenntnis  der  Schwerkraft 
auf  dem  Meere,  nur  aus  den  Beobachtungen  der  Schwerkraft  auf  dem 
Laude,  den  zur  Berechnung  der  Abplattung  a  geeigneten  Wert  von  Ir, 
abzuleiten.  Die  Inselbeobachtungen,  welche  doch  nicht  die  Schwer- 
kraft auf  dem  offenen  Meere  geben,  lassen  wir  als  zu  ungleichmäfsig 
verteilt  aufser  acht. 

Verstehen  wir  unter  £  eine  beobachtete  und  gehörig  aufs  Meeres- 
iiiveau,  sowie  wegen  Kondensation  reduzierte  Länge  des  Sekunden- 
pendels, so  setzen  wir  mit  Rücksicht  auf  S.  236  (6),  wenn  S  eine 
Verbesserung,  B  die  geographische  Breite  und  x  und  y  zu  bestimmende 
Konstanten  sind: 

£+d  — o;  — ycos2^.  (1) 

Für  y  setzen  wir  unter  Einführung  eines  Näherungswertes 


und  erhalten 

oder 
wobei 


0,002636  (1  -  ^) 

f^8  =  x  —  0,002636  (l  -  -^^\  cos  22? 

£"+*  =  «  +  0,00002636  cos  2B  .tj, 
«"-=.«  +  0,002636  cos  2B 


(2) 
(3) 
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isi  Die  Werte  von  C  für  die  einzelnen  Orte  giebt  die  Haupttabelle 
§  29  S.  215  u.  S.  und  nach  derselben  die  Tabelle  §  31  S.  226  für 
Gruppenmittel.  Diese  Vereinigung  in  Gruppenmittel  empfiehlt  sieh, 
um  die  nach  §  34  notwendige  Verteilung  nach  der  geographischen 
Breite  annähernd  herzustellen.  Darnach  soll  die  Anzahl  der  Beob- 
achtungen in  der  Breite  B  proportional  cos^  sein.  Es  ist  daher  den 
Groppenmitteln  strenggenommen  ein  Gewicht  proportional  dem  Mittel- 
werte von  cos^  für  die  Gruppe  beizulegen. 

Um  auch  in  geographischer  Länge  innerhalb  jeder  Gruppe  eine 
möglichst  günstige  Verteilung  herzustellen ^  vereinigen  wir  im  allge- 
meinen in  jeder  Gruppe  die  Werte  von  £"  für  /'  und  Z  zu  einem 
einfachen  Mittel  mit  Rücksicht  darauf,  dafs  die  A"- Werte  besser  ver- 
teilt sind,  als  die  /'-Werte.  In  einigen  Fällen  wird  aber  davon  ab- 
gewichen.    Der  Vorgang  ist  im  einzelnen  folgender: 

Gruppe  0  —  10®.  Da  für  F  nur  ein  Wert  existiert,  werden  die 
Werte  C"  für  F  und  IC  mit  Rücksicht  auf  ihre  Anzahlen  1  und  8 
zu  einem  Mittel  vereinigt.  Strenggenommen  ist  hierbei  noch  die 
Differenz  F  —  Ä'  «=  —  8  zu  berücksichtigen,  die  wir  aber  als  zu  un- 
sicher ignorieren.     Das  Mittel  wird  0,993568. 

Gruppe  10  —  20«  bis  mit  50  —  60".  Hier  wird  einfach  gemittelt 
ohne  Rücksicht  auf  die  Anzahlen.  Das  ist  sehr  notig,  weil  von  10—30" 
alle  /'-Werte  lediglich  in  Indien  genommen  sind  und  bei  50  —  60" 
nur  in  Europa;  bei  30—40"  und  40—50"  sind  sie  zwar  etwas  besser 
verteilt,  doch  auch  nur  auf  zwei  oder  drei  Gebiete. 

Gruppe  60  —  70".  Hier  giebt  es  zwar  nur  F-Werte^  indessen  haben 
dieselben  teilweise  nahezu  Küstencharakter  bei  leidlicher  Verteilung. 

Gruppe  70 — 80".  Hier  ist  nach  der  Anzahl  zu  mittein;  Verteilung 
ziemlich  gut. 

Die  zu  (2)  notwendigen  Faktoren  0,00002636  cos  2B  oder  26,36  cos  2B 
in  Mikrons  giebt  für  die  einzelnen  Gruppen  die  letzte  Kolumne  der 
Tabelle  S.  226.  Dieselben  sind  für  die  Mittelwerte  der  C  aus  den 
F-  und  i'- Werten  in  derselben  Weise  zu  vereinigen  wie  die  £"  selbst. 
Damit  ergeben  sich  nachstehende  Fehlei^leichungen ,  Mikrons  als 
Längeneinheit  genommen: 


99  3568 

+  *. 

= 

3559 

+  *2 

= 

3528 

+  »3 

= 

3552 

+  *. 

= 

3551 

+  *5 

= 

3555 

+  8, 

t== 

3540 

+  *7 

= 

3549 

+  *8 

srs 

x+25,5ri 
X  +  22,9  fj 
X  +  17,5  ij 
X  +  10,4  71 
a;+  1,5 1? 
X—  8,Oi2 
X  —  16,2 1? 
X  —  22,5  Kl 


(4) 
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Sehen  wir  nun  zunächst  von  der  Annahme  der  Gewichte  propor- 
tional za  cos^  ab  und  nehmen  für  alle  Gleichungen  das  Gewicht  1 
an,  so  folgt  aus  (4)  durch  Bildung  der  Normalgleichung  fQr  x  nach 
Division  mit  8: 

993550  =  ar  +  3,9  q  .  (5) 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  den  Gleichungen  (4)  ab,  so  er- 
geben sich  die  Gleichungen 

*       18  -I-  *,  -=       21,6  1] 
9  +  d,  =       19,0  ij 

—  22  -I-  *,  =       13,6  ij 

2  +  *,-.        6,01, 

l  +  *3--    2,4,  ^^ 

_  10  -f  *,  =-  —  20,1  ij 

-  l  +  *8 26,4,, 

deren  Summe,  abgesehen  von  den  d,  wie  es  sein  mufs,  hinreichend 
gleich  null  ist 

Als  Normalgleichung  ffir  ,  folgt  aus  (6): 

439  —  2304  tj ;  (7) 

es  wird  daher 

,  —  -J-  0,19      und      y  =  0,002631  , 

und  ferner  mit  Rficksicht  auf  (5): 

f  =  0,993549  —  0,002631  cos  2^  , 

oder  unter  Einführung  von  sin^^: 

«  =  0,990918  +  0,005262  sin»^  =  0,990918  j  1  +  0,005310 sin'/f). (8) 

Die  Verbesserungen  8  werden  in  Mikrons 

*,  —  -  13,9  *5  —  -  1,5 

(J, 5,4  i, 7,3 

<J,  =  +  24,6  8,  =.+  6,2 

8^  =  —    0,8  d«-=  — 4,0 

Hieraus  folgt  [88]  —  937  und  der  mittlere  Fehler  ft  einer  Gleichung 
demnach  gleich  

p  =  ^^  =  +12,6. 
Mit  Rücksicht  auf  (7)  wird  darnach  der  mittlere  Fehler  in  ti  gleich 
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ea  ist  somit  y  mit  seinem  mittleren  Fehler  gleich 

y  «  0,002631  (l  +  0,0026)  . 

Endlich  folgt  hieraus  der  mittlere  Fehler  des  Koefiicienten  5310  von 
sin^^  in  (8)  gleich  +  14.  Als  Resultat  der  Ausgleichung  ergiebt  sich 
somit  die  Länge  des  mathematischen  Sekundenpendeis  für  Festland  und 
Küsten,  nach  der  Kondensationsmethode  aufs  Meeresniveau  reduziert, 
gleich 

£  =  0,990918  ( 1  +  [0,005310  +  14]  sin^i?  j  Meter  .  (8*) 

Durch  Multiplikation  mit  ä^  wird  für  die  entsprechend  reduzierte 
Schwerkraft  erhalten 

g  =  9,7800  [  1  +  [0,005310  +  14]  sin^^  j  Meter .  (9) 

Im  zweiten  Kapitel  S.  85  ist  hierzu  die  Abplattung  berechnet 
worden;  mit  Angabe  des  mittleren  Fehlers  wird 

fl  =  0,0033416  +  140  =.  ^,^4^  •  (10) 

§  36.  Fortsetzung:  Plausible  Grenzen  der  Abplattung.    Wir 

haben  zunächst  noch  nachzuweisen,  dafs  die  Yernachlässigung  in  der 
Gewichtsannahme  bei  der  Ausgleichuifg  des  Sjstemes  (4)  keinen 
wesentlichen  Fehler  giebt.  Die  mittleren  Werte  von  cos-^,  also  die 
Gewichte,  sind  für  die  Gleichungen  (4)  der  Reihe  nach  sehr  nahe 

1,00  0,71 

0,97  0,57 

0,91  0,42 

0,82  0,26 . 

Bildet  man  hiermit  die  Normalgleichungen,  so  findet  sich  x  wie  früher, 

femer  ^  =  +  G,25 

und  y  =  0,002629, 

mithin  kein  wesentlich  anderes  Resultat. 

Wir  weisen  jetzt  nach,  dafs  die  südliche  Halbkugel,  wo  weniger 
Beobachtungen  als  auf  der  nordlichen  vorliegen,  keine  nennenswerte 
Abweichung  von  der  nördlichen  verrät.  Zu  diesem  Zwecke  stellen 
wir  nach  der  Tabelle  des  §  29  S.  215  die  Verbesserungen  zusammen, 
die  sich  für  die  südlichen  Stationen  ergeben.  Da  die  Werte  in  der 
Tabelle  mit  0,002636  cos  2^  reduziert  sind,  ist  noch  eine  kleine  Ver- 
besserung wegen  des  Überganges  auf  0,002631  cos  2^  anzubringen  und 
sodann  mit  0,993549  zu  vergleichen. 

Helmert,  mathem.  n.  phyaikal.  Theorieen  der  höh.  Geodäsie«  II.  IQ 
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Südstationen. 


Ort 


Breite 


Char. 


Mittel- 
werte der 
Verb. 


Rawak Cfi 

Para 1 

Maranham |     3 

Fernando |     4 

Ascension i     8 

Bahia |   13 

St.  Helena 16 

Isle  de  France ...      20 

Rio  Janeiro 23 

Valparaiso '  33 

Paramatta ;  34 


Port  Jackson  . . . . 
Kap  d.  g.  Hoffn.. 
Montevideo 


34 
34 
35 


Falkland  Inseln  . .      52 


Staten  Jsland 


55  I 


Kap  Hörn 56 

Süd  Shetland  Ins.   63 


0,99  3572  1  —23  (/) 

—  18  ^ 
+  30  (7) 

(-18)  / 

(-29)  1 

+    1  A' 

(-  93)  / 

(-91)  / 

+  15  ^ 

+  23  A' 

+  16  x: 

—  39  K 
-90   AT 

U) « 

—  62  '  (/) 

—  37  I  Ä- 
(-66)!  / 


3567 
3519 
3567 
3578 
3548 
3642 
3640 
3534 
3526 
3533 
3588 
3639 
3542 
i3544 
13462 
3B11 
3586 
3615 


—    4 


+    1 


+  15 


—  17 


-    2 


Schliefst  man  die  /-Werte  aus,  so  bemerkt  man  in  der  That  kein 
Vorherrschen  eines  Vorzeichens  der  Verbesserung.  Hiermit  ist  eine 
wesentliche  Grundlage  unserer  Rechnung  ziemlich  gesichert:  die 
Gleichheit  beider  Erdhälften,  wenigstens  insoweit  Festland-  und 
Eüstenmessungen  dies  erkennen  lassen. 

Was  die  andere  Grundlage  anlangt,  dafs  die  DifiPerenz  der  Pendel- 
längen fQr  Meer  und  Festland  in  allen  Breiten  konstant  sei,  so  ist 
allerdings  hierfOr  das  ßeobachtungsmaterial  sehr  dürftig,  da  in 
höheren  Breiten  nur  eine  Insel,  SQd-Shetland,  vorkommt.  Jedoch  be- 
stätigt auch  diese  die  Annahme  der  Eonstanz  der  Differenz  M  —f- 

Nehmen  wir  aber  einmal  an,  dafs  in  höheren  n5rdlichen  nnd 
südlichen  Breiten  diese  Differenz  nur  halb  so  grofs  sei  wie  am  Aqna- 
tor  und  von  hier  nach  den  Polen  hin  allmählich  abnähme,  so  ist 
leicht  zu  erkennen,  dafs  nun  zwei  Drittel  des  Betrages  der  halben 
Differenz  für  äquatoriale  G^enden  auf  Verminderung  des  Koefficien- 
teu  5310  in  (9)  wirken,  weil  nach  der  Tabelle  auf  S.  238  in  geographi- 
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scher  Lange  die  Yerteilung  von  Festland  und  Meer  rund  wie  1  :  2  sich 
verhält.  Setzen  wir  nach  S.  227,  indem  wir  für  M  —  F  schätzungs- 
weise 1  —  F  nehmen,  M  —  F  djn.  Äquator  gleich  100,  so  würde  sich 

also  5310  um  —  •  50  d.  i.  33  vermindern  und  in  5277  übergehen,  die 

Abplattung  aber  würde  von  0,0033416  auf  0,003375  oder  Vj^ß  an- 
wachsen. 

Eine  noch  gröfsere  Abplattung  erscheint  uns  nicht  wahrschein- 
lich; jedenfalls  ist  V2&9  7  ^^  ^^^  Eoefficienten  5200  gehörend,  zu  grofs. 
Denn  um  diesen  Koefficienten  herauszubringen,  muis  man  annehmen, 
dafs  die  Differenz  M  —  F  B,m  Äquator  um  160  Mikrons  gröfser  ist 
als  an  den  Polen.  Dieser  Betrag  ist  selbst  mit  Rücksicht  auf  ver- 
nachlässigte, unbekannte  Kondensationseffekte  höchst  unwahrscheinlich. 
Auch  derjenige  Wert,  den  Ctarke  sowohl  aus  den  Gradmessungen 
wie  aus  den  Pendelbeobachtungen  für  die  Abplattung  H  findet  (vergl. 
Bd.  1  S.  610  und  Bd.  2  S.  89),  nämlich  ^/^^^ ,  erscheint  uns  nicht  sehr 
wahrscheinlich. 

Wie  wir  weiterhin  im  6.  Kapitel  §  7  finden,  führen  die  Mond- 
storungen  zu  dem  Werte  n  =«  V297»8»  ^^^  obgleich  dieser  Wert  zufolge 
seiner  Ableitung  um  mehrere  Einheiten  unsicher  erscheint,  giebt  er 
doch  eine  wertvollere  Kontrolle  als  die  Gradmessungen  für  das  Er- 
gebnis der  Pendelmessungen  imd  dient  zur  Bestätigung  unserer  Rech- 
nung. Im  6.  Kapitel  werden  wir  ferner  sehen,  dafs  wohl  diese  Ab- 
plattung, aber  nicht  V2897  ^^^  ^^^  Ergebnissen  der  Präzession  und 
Nutation  zu  einer  plausiblen  Funktion  für  die  Dichtigkeitsänderung 
im  Erdinnern  führt. 

Die  Haupttabelle  §  29  S.  215  u.  ff.  zeigt  die  Abweichungen  der  ein- 
zelnen Längen  C"  von  den  entsprechenden  Formelwerten,  wobei  aller- 
dings nicht  der  günstigste  Koefficient  2631,  sondern  2636  zur  An- 
wendung gelangt  ist,  was  jedoch  bei  der  Gröfse  der  Einzelabweich- 
ungen  bedeutungslos  bleibt.  Diese  Einzelabweichungen  machen  ganz 
den  Eindruck  lokaler  Anomaliecn;  nur  bei  den  Inseln  ist  vielleicht  ein 
Teil  kontinental,  jedoch  gestattet  das  vorliegende  Beobachtungsma- 
terial nicht  dieses  zu  entscheiden.  (Vergl..  S.  227  sowie  §  38  im 
4.  Kap.) 

§  37.    Die  Schwerkraft  auf  der  physischen  Erdoberfläche. 

Im  §  20  des  2.  Kap.  S.  97  ist  angegeben  worden,  wie  man 
mittelst  der  Formel,  welche  die  Variation  der  normalen  Schwerkraft 
im  Meeresniveau  mit  der  Breite  darstellt,  für  einen  Ort  in  der  Meeres- 
bohe  H  den  normalen  Wert  der  Schwerkraft  ableiten  kann.  Wenn 
nun  an  einem  Orte  der  physischen  Erdoberfläche  g  nicht  beobachtet 
ist,  so  kann  die  Frage  von  Interesse  sein,  welche  Verbesserungen  am 
Normal  werte   von  g    anzubringen  sind,    um    dem    wirklichen   Werte 

16* 
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möglichst  nahe  za  kommen.  Insbesondere  fragt  es  sich,  inwieweit 
die  Anziehung  des  Terrains  zwischen  physischer  und  mathematischer 
Erdoberfläche  zu  berücksichtigen  ist. 

Wenn  wir  aber  auf  die  Ableitung  der  Formel  (9)  für  die  Schwer- 
kraft g  bezw.  (8*)  für  die  Länge  des  Sekundenpeudels  C  im  Meeres- 
niveau auf  S.  241  zurückblicken,  so  kann  es  nicht  zweifelhaft  sein, 
dafs  der  Übergang  vom  Meeresniveau  zu  der  Meereshohe  H  so  zu  ge- 
schehen hat;  als  erfolge  er  in  freier  Luft.  Denn  bei  dem  umgekehrten 
Übergang  eliminiert  sich  durch  die  Eondensationsmethode  die  Terrain- 
anziehung ebenfalls  —  wenn  auch  nicht  vollständig,  so  doch  grofsten- 
teils.  Die  Vorschriften  im  §  20  S.  97  reichen  daher  völlig  aus,  um 
für  die  physische  Erdoberfläche  g  aus  Formel  (9)  S.  241  (und  ent- 
sprechend £)  herzuleiten.  Eine  Berücksichtigung  der  Terrainanziehung 
im  Sinne  des  Gliedes  (3)  S.  164  würde  im  allgemeinen  von  der  Wahr- 
heit entfernen.  Nur  für  kleine  Inseln  im  offenen  Ocean  hat  man  den 
erhaltenen  Wert  der  Pendellänge  um  etwa  200  Mikrons  zu  vergrofsern, 
wie  die  Angaben  auf  S.  226  erkennen  lassen. 

Die  Fehler,  welche  in  dieser  Weise  berechnete  Pendellängen  gegen 
die  wirklichen  haben  können,  zeigt  die  Kolumne  „Verb."  der  Tabelle 
des  §  29  S.  215  u.  ff.;  nur  ist  bei  den  Inselwerten  +  ^^  hinzuzufügen. 
Die  mittlere  Abweichung,  berechnet  aus  den  ersten  Potenzen,  {AaS" 
gleichimgsrechnung  S.  19)  wird  gleich: 

4-  34  Mikrons 


oder 


—  30000 


-^~  des  Betrages 


von  g  bezw.  C 

§  38.  Allgemeines  Aber  die  Ermittelung  kontinentaler  Un- 
duiationen des  Geoids.  Nachdem  in  diesem  Kapitel  eine  solche 
Reduktion  der  Schwerebeobachtungen  auf  den  Meeresspiegel  ange- 
geben worden  ist,  dafs  die  Entwicklung  der  Potentialfunktion  W  der 
Schwerkraft  nach  negativen  Potenzen  des  Radiusvektors  aufserhalb 
bis  zur  Geoidfläche  gültig  erscheint  und  die  hierauf  aufgebauten  Ent- 
wicklungen des  zweiten  Kapitels  einwurfsfrei  sind,  entsteht  die  Frage, 
ob  es  möglich  ist,  aus  den  Schwerebeobachtungen  die  Form  des  Geoids 
im  Detail  zu  erkennen.  Denn  das  zweite  Kapitel  lehrt  nur  die  Be- 
stimmung der  Form  irgend  eines  Niveausphäroids,  entsprechend  einer 
einfachen  Interpolationsformel  für  die  Beschleunigung^  der  Schwer- 
kraft im  Meeresniveau,  eines  Niveausphäroids,  das  mit  einem  Rotations- 
ellipsoid fast  ganz  identisch  ist:  des  Normalsphäroids  (§  17  S.89).  Wenn 
wir  uns  aber  den  hierbei  eingeschlagenen  Gang  vergegenwärtigen, 
so  leuchtet  ein,  dafs  es  nur  einer  Interpolationsformel  mit  mehr 
Gliedern  für  g  bedarf,  um  die  Formen  des  Geoids  detaillierter  zu 
erkennen. 
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Allein  dieser  sich  unmittelbar  darbietende  Weg  ist  praktisch  von 
geringer  Bedeutung,  erstens  wegen  zu  geringen  Materials  an  Beob- 
achtungen für  g^  zweitens  wegen  der  Schwierigkeit  der  Ableitung 
einer  gliederreichen  Interpolationsformel.  Der  erste  Grund  führt  zu 
einer  Änderung  der  Methode ,  der  zweite  zu  einer  Änderung  der 
RechnungsYorschriften.  Unter  der  Voraussetzung  genügenden  Beob- 
achtungsmaterials  hat  Stokes  eine  Formel  gegeben^  um  ohne  Ableitung 
einer  Interpolationsformel  die  Abweichung  des  Geoids  von  einem  ge- 
wissen einfachen  Niveausphäroid  an  irgend  einer  Stelle  zu  berechnen.  • 
Man  kann  diese  Formel  als  eine  strenge  bezeichnen ;  sie  bedarf  aber 
eigentlich  zu  ihrer  Anwendung  die  Kenntnis  von  g  auf  der  ganzen 
Oberflache.  Kennt  man  g  nur  an  einer  Stelle  und  will  hieraus,  d.  h. 
aus  seiner  Abweichung  von  dem  entsprechenden  Wert  der  dem  Ni- 
veausphäroid zu  gründe  liegenden  Formel,  die  Abweichung  des  Geoids 
an  der  betreffenden  Stelle  berechnen,  so  kann  das  offenbar  ohne 
Hypothesen  (welche  die  mangelnde  Kenntnis  von  g  auf  der  ganzen 
Oberfläche  ersetzen)  nicht  geschehen.  Diese  Methode  führt  also  nur 
zu  Näherungsformeln.  Leider  wird  sich  zeigen,  dafs  diese  Formeln 
wertlos  sind  und  selbst  bei  gehöriger  Vervollständigung  wohl  eine 
Bedeutung,  aber  nicht  die  gewünschte,  erlangen. 

Alle  diese  Wege  sind  analytischer  Natur.  Ein  synthetischer 
bietet  sich  dar  bei  der  (sicher  nicht  korrekten)  Annahme,  dafs  die 
sichtbaren  Masseuunregelmäfsigkeiten  der  Erdrinde  allein  Ursache 
der  Abweichungen  des  Geoids  seien.  Das  Potential  T  dieser  Unregel- 
mäfsigkeiten  läfst  sich  schätzen,  und  das  Bruns sehe  Theorem  (§  5 
S.  148)  gestattet  sodann  die  Berechnung  der  Abweichungen.  Dieser 
Weg,  obwohl  nicht  geeignet  zur  Ermittelung  der  wahren  Beträge 
der  Abweichungen  des  Geoids,  bietet  doch  viel  Interesse.  Er  wird 
den  Gegenstand  des  vierten  Kapitels  bilden,  während  wir  hier  noch 
die  anderen,  oben  angedeuteten  Fragen  erörtern. 

§  39.  Strenge  Relationen  fttr  die  Abweichungen  des  Geoids 
vom  zugehörigen  Normalsphäroid.  Das  Potential  PF  der  Schwer- 
kraft setzt  sich  zusammen  aus  dem  Potential  F  der  Anziehung  und 
dem  Potential  der  Zentrifugalkraft.  Es  ist  also,  vergl.  §  5  (7)  S.  60: 

fV=  F  +  yoV^cosV  0) 

und  dabei  mit  Rücksicht  auf  8.  66  §  7  (4): 

^-V°'  +  7^'*+#'  +  $'+----  (2) 

Hierbei  sind  r,  q>'  und  A'  bezw.  Radiusvektor,  geozentrische  Breite  und 
Länge  des  angezogenen  Punktes,  und  es  bezeichnen  K^y  K^^  K^,  Kl 
u.  s.  f.  Kugelfunktionen  von  9'  und  X  nullten,  zweiten,  dritten,  vferten 
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Ranges  u.  s.  f.  Die  besonderen  Werte  von  K^  und  K^  zeigt  die  er- 
wähnte Gleichung  (4)  unschwer,  speziell  K^  ist  gleich  Mk^,  Im  Ver- 
gleiche zu  dort  ist  jetzt  Mfc^  in  K^  u.  s.  f.  mit  inbegriffen. 

Multipliziert  man  Gleichung  (1)  mit  r  \W ,  so  folgt  mit  Rück- 
sicht auf  (2): 

r'  =  -^-{i5ro'  +  ^'  +  ^  +  ^'+...+y«V»co8Vl-    (3) 
Andrerseits  wird  die  radiale  Komponente  der  Schwerkraft  gleich 

-^^-  =  -V  JÄ-o'  4-2^+^^'^  +  ^ft  +. . .  -  «'r'  cos^')  .  (4) 

Beide  Gleichungen  denken  wir  uns  auf  die  Geoidfläche  ff'  =  W^^  be- 
zogen. Wenn  wir  nun  dieselbe  Genauigkeit  in  den  weiteren  Ent- 
wicklungen festhalten  wie  in  §  10  und  §  11  des  zweiten  Kapitels 
S.  72  u.  ff.,  dabei  aber  die  Glieder  mit  ATg',  K^  u.  s.  f.  ebenso  berück- 

sichtigen  wie  dasjenige  mit  K^y  so  ist  zunächst a-t-  gleich  der 

Schwerkraft  g  selbst,  und  es  ist  ferner  (unter  einer  gewissen  noch  zu 
besprechenden  Voraussetzung)  erlaubt,  rechter  Hand  von  (3)  und  (4) 
in  den  Parenthesen  für  r'  den  mittleren  Radius  R  einzuführen.  Diese 
Gleichungen  gehen  hiermit,  und  wenn  wir  (um  alles  in  Kugelfunktionen 

darzustellen)  für  cos^  schreiben  -ö  +  (y  ""  sin^),  über  in: 


1 


und 


■^  ü«  "T-  jgs  -^  2^,  -t-  •  •  • 

(a'o'-I  oi^Ä^)  -  cd'ä^(J  -sinV) 


r 


jj«  t-  JJ3  t-  jB4  -r 


(5) 


(6) 


Mit  Rücksicht  auf  die  Bemerkung  zu  Gleichung  (5)  S.  66  ist  das 
Glied  nullten  Ranges  in  (5)  der  Mittelwert  R  der  Radienvektoren  der 
Geoidfläche  (im  Sinne  von  S.  66),  und  man  hat  daher 

sowie  ferner,  immer  mit  gleicher  Genauigkeit  der  Entwicklungen: 

r'  =  Ä(l+|c(|-8mV)+-^^+^+^?i  +  ...j,(8) 

wobei  für  cai^R^  :  K^  das  Symbol  t  gesetzt  wurde,  welches  hier  als 
übereinstimmend  mit  der  in  (12)  §  11  S.  76  eingeführten  Grofse  t  zu 
betrachten  ist. 
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Hieraus  folgt 

und  durch  Substitution  dieses  Ausdrucks  für  1  :  r^  in  (6)  mit  üblichen 
Vernachlässigungen : 


iC 
Ä« 


(l_|,)_2r(|-smV) 


Der  Mittelwert  von  g  im  Sinne  von  S.  66  ist  hiernach 


(9) 


Wir  führen  denselben  in  den  Ausdruck  (9)  für  g  ein  und  setzen  zu- 
gleich 

j^^  —  ^2 »         iTo'-B^        '^3 '         iCo  le^        ^^4  5         u.  8. 1. ,  ^1 1; 
womit  (9)  und  (8)  übergehen  in: 

g  =  G{i^2t(l—8m^q>')+k,  +  k,  +  k,+  ...]  ,  (12) 

r'=ÄJl  +  lt(j-8inV)+^,+i-*3  +  i-/r,  +  ...j.  (13) 

Diese  Näherungsformeln,  in  denen  für  9'  und  X'  auch  geogra- 
phische Breite  B  und  Länge  L  gesetzt  werden  dürfen,  zeigen  zunächst, 
in  welcher  Weise  für  die  Geoidfläche  die  höheren  Kugelfunktionen  in  g 
übergehen  auf  den  Radiusvektor:  je  höher  der  Index,  desto  geringer 
ist  der  Einflufs  auf  r .  Lokale  Einflüsse  in  g,  welchen  immer  Kugel- 
fanktionen  von  sehr  hohem  Index  entsprechen,  werden  daher  den 
Radiusvektor  der  Meeresfläche  wenig  beeinflussen  —  eine  Sache,  die 
übrigens  synthetisch  sehr  leicht  einzusehen  ist   (vergl.  das  4.  Kap.). 

Berücksichtigt  man  ferner  die  aus  dem  Eingang  dieses  Kapitels 
ersichtliche  Thatsache,  dafs  die  Anziehung  einer  ausgedehnten  Platte 
auf  Punkte  über  ihrem  mittleren  Teile  wesentlich  nur  von  der  Stärke 
derselben  abhängt,  so  leuchtet  mm  andererseits  ein,  dafs  kontinentale 
Massenunregelmäfsigkeiten  die  Schwerkraft  g  nur  etwa  von  gleicher 
Ordnung  beeinflussen  wie  lokale,  dafs  daher  in  einer  Darstellung  von 
g  nach  Kugelfunktionen  der  geographischen  Breite  und  Länge  die 
Koefficienten  in  ^3,  k^  u.  s.  f.  bis  zu  hohen  Indices  durchschnittlich 
annähernd  gleiche  Ordnung  besitzen  werden,  und  dafs  daher,  weil  in 
den  Kugelfunktionen  mit  wachsenden  Indices  auch  die  Anzahl  der 
Koefficienten  wächst  (vergl.  S.  65),  eine  sehr  grofse  Anzahl  von  Ko- 
efficienten notwendig  werden  würde  zu  einer  einigermafsen  vollstän- 
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digen  Darstellung  von  g.  Au  eine  solche  Darstellung  ist  natürlich 
wegen  mangelnden  Beobachtungsmaterials  nicht  zu  denken,  aber  auch 
die  Rechnung  würde  kaum  zu  bewältigen  sein;  sie  würde  schon  bei 
Beschränkung  auf  die  wichtigsten  kontinentalen  Glieder  erheblich 
werden  und  Hunderte  von  Koefficienten  betreffen. 

Deshalb  hat  Stoke^  in  seiner  mehrfach  erwähnten  Abhandlung 
eine  Formel  entwickelt;  welche  gestattet,  die  Anomalieen  in  r  aus 
denen  in  g  ohne  Reihenentwicklung  zu  berechnen.  Diese  Formel  hat 
freilich  gegenwärtig  nur  theoretischen  Wert,  aber  sie  ist  insofern  von 
Wichtigkeit,  als  sie  den  einzig  richtigen  Weg  zur  Berechnung  der 
Anomalieen  im  Radiusvektor,  d.  h.  der  Unterschiede  li  zwischen  dem 
Geoid  und  seinem  Niveausphäroid  (Normalsphäroid),  aus  Schwerebeob- 
achtungen zeigt.  Auch  ist  die  Möglichkeit  einer  praktischen  Ver- 
wendung der  Formel  in  nicht  zu  ferner  Zeit  zu  hoffen. 

Bei  der  Entwicklung  dieser  Formel  im  nächsten  Paragraphen 
behalten  wir  die  Näherungsrelationen  (12)  und  (13)  bej,  da  dies  für 
unsere  Zwecke  einer  allgemeinen  Orientierung  in  der  Sache  ausreicht 
Sollen  die  erwähnten  Relationen  strenger  entwickelt  werden,  so  ist 
dies  nach  Mafsgabe  (und  event.  mit  Benutzung)  der  Entwicklungen 
der  §§  12  bis  15  des  vorigen  Kapitels  S.  77  u.  ff.  leicht*  zu  bewerk- 
stelligen. Es  werden  dadurch  übrigens  in  den  Gliedern  obiger  Formeln 
mit  Eugelfunktionen  fünften  und  höheren  Ranges  keine  Änderungen 
herbeigeführt.  Da  man  ferner  die  zweiten  Potenzen  der  Kugelfunk- 
tionen vom  dritten  und  höheren  Range,  und  ebenso  ihre  Produkte  in 
Koefficienten  der  Kugelfunktionen  vom  zweiten  Range  vernachlässigen 
kann,  bleiben  die  Ausdrücke  für  g  undr  frei  von  Gliedern  ersten  Ranges. 

Zu  bemerken  ist  aufserdem,  dafs  die  Zulässigkeit  der  Substitution 
von  R  für  r  ebenso  wie  eventuell  diejenige  von  B  und  L  für  ^'  und  X 
in  den  Parenthesen  der  Gleichungen  (3)  und  (4)  bei  den  Gliedern 
vou  sehr  hohem  Bange  zweifelhaft  erscheint.  Denn  offenbar  weicht 
z.  B.  r^^^  von  R^^^  sehr  ab,  obgleich  r  und  R  wenig  verschieden 
sind.  Die  weitere  Erörterung  dieser  Frage  kann  indessen  hier  unter 
bleiben,  weil  aus  praktischen  Gründen  jede  Anwendung  der  Entwick- 
lungen dieses  und  des  folgenden  Paragraphen  nur  kontinentale  Ano- 
malieen ins  Auge  fassen  kann. 

Die  Beziehung  zwischen  den  Eugelfunktionen  von  höherem  als  dem  zwei- 
ten Range  in  W^  g  und  t\  sowie  dem  Krümmungsradius  q  (genauer:  der 
Gradeslänge)  erörtert  schon  Laplace,  Mic,  cü,  t.  II,  1.  lll  p.  97.  VergL 
auch  Thomson  und  Tau,  Handhudi  der  theor.  Physik  I,  2  S.  344 -346 
und  336.  Wir  beschränken  uns  auf  das  hier  Gegeloene,  da  die  betreffen- 
den Relationen  ihrem  Wesen  nach  synthetisch  weit  leichter  zu  erlangen 
sind  (4.  Kap.).  Vergl.  übrigens  noch  den  Schiursparagraphen  des  dritten 
Kapitels. 

Es  mag  hier  auch  erwähnt  werden,  dafs  die  Anwendung  des  C?Zatfti«^- 
Bchen  Theorems   auf  Teile   der  Erde   unstatthaft  ist.     Wollte  man   also 
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fur^  eine  Formel  p4~  9  sin'jB  aus  Beobachtungen  ableiten,  die  sich  nur  über 
einen  Kontinent  erstrecken,  so  würde  das  nach  ClairauU  Theorem  berech- 
nete a  wohl  allenfalls  ein  Näherungswert  für  die  Erdabplattung  sein, 
aber  nimmermehr  für  die  spezielle  Abj.lattung  des  Kontinents.  Dies  tritt 
aus  den  Entwicklungen  des  §  39  deutlich  hervor,  da  diese  eben  nur  gelten, 
wenn  die  ganze  Erde  ins  4Pge  gefafst  wird  Hier  besteht  ein  wesentlicher 
Unterschied  mit  Gradmessungen,  welche  ja  auch  für  einen  Teil  der  Erde 
allein  die  Krümmungsverhältnisse  angeben  können. 

Borenius  versucht  S.  26  seiner  früher  (S.  87)  erwähnten  Abhandlung 
eine  Formel  für  spezielle  Abplattung  aufzustellen;  allein  sie  ist  zu  hypo- 
thetisch, um  erwähnt  zu  werden. 

§  40.  Formel  Ton  Stokes  zur  Schätzung  kontinentaler  Ab- 
weichungen des  Geoids. 

Ist  für  die  BeschleuDigung  g  der  Schwerkraft  eine  Interpolations- 
formel ^a  (1  +  b  sin^-^)  atigeuommeu,  so  weichen  deren  Ergebnisse 
von  den  wirklichen  Werten  g  ab.  Für  diese  haben  wir  nach  (12) 
des  vorigen  Paragraphen  den  Ausdruck 

g=^G[\  _2c(|-8inV)  +k^J^k,  +  k,  +  ...)  ,        (1) 

für  jene,  welche  wir  mit  y  bezeichnen  wollen,  dagegen 

y  =  <;(l_|,(i_8mV)).  "  (2) 

Der  letztere  Ausdruck  folgt  aus  ^a  ( 1  +  b  sin'-^),  wenn  zunächst  für 
sin'i?  geschrieben  wird  U\v}q>  —  —j  -|-  _  und  sodann  für  ga  (l  +  y) 
das  Symbol  G  gesetzt  wird. 

Die  G  beider  Formeln  sind  identisch,  da  sie  denselben  Mittelwert 
vorstellen.  Wir  werden  übrigens  am  Schlüsse  der  Entwicklungen 
nachweisen,  dafs  eine  Difierenz  der  G  nichts  ausmacht.  Aus  (1)  und 
(2)  folgt  nun  durch  Subtraktion,  wenn 

g  =  y  +  Jg  (3) 

gesetzt  wird: 

z/i7  =  <?{(||_2c)(|-8inV)  +  Ar,  +  A:3  +  *4+---)  '        (4) 

Für  den  Radiusvektor  r  hat  man  nach  (13)  des  vorigen  Para- 
graphen, entsprechend  der  Gleichung  (1)  für  g: 

r'-Ä|l+i-c(-i-8mV)+A, +1*3  +  1*, +...).    (5) 

Dagegen  ist  der  Radiusvektor,  welcher  der  Gleichung  (2)  für  y  ent- 
spricht und  dem  Normalsphäroid  U  =  fF^  angehört,  gegeben  durch 
den  Ausdruck 


ä(i  +  «(]— sixiV)),  (6) 
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welcher  aas  dem  bekannten  Ausdrucke  «  (1  — ■  ä  sin'y')  hervorgeht, 
wenn  sin^gp'  in  —  —  (y  —  sin'cpj  zerlegt  und  für  au  +  -«-)  ^®^  mitt- 
lere Radius  B  des  Normalsphäroids  gesetzt  wird,  der  nach  (7)  S.  246  für 
Geoid  IV  '^Wq  und  Sphttroid  U^=^  ^^  übereinstimmt.   Zu  (6)  bestimmt 

sich  H  aus  b  nach  dem  6^/airau^  sehen  Theorem  n  =  —  t  —  b  . 

Bezeichnen  wir  nun  den  Überschufs  von  r  über  den  durch  (6) 
gegebenen  Wert  mit  N : 

r'  nach  (5)  =  T   nach  (6)  -}-  JV  ,  (7) 

SO  folgt  durch  Subtraktion  von  (5)  und  (6): 

iV  =  Ä{(h-2t)(|-sinV)  +  ^2  +  T^3+3^4+.-.l-  («) 

Dieses  N  kann  ohne  weiteres  bei  der  hier  festgehaltenen  Genauigkeit 
als  Erhebung  des  Geoids  über  das  durch  (6)  bezeichnete  Normal- 
sphäroid  (Erdellipsoid)  aufgefafst  werden. 

Ziehen  wir  in  (4)  und  (8)  die  beiden  ersten  Glieder 
(l>-2c)(J--8inV)  +  A:, 
in  ein  Glied  k^  zusammen,  so  folgt: 

Jg'^G\k*  -^k,  +  k^+  ...]  (9) 

N  =  R  (V+l  Ar3  +  i.  Ar,  +  . . .    )  .  (10) 

Wir  könuen  hier  sogleich  darauf  hinweisen,  dafs  ein  in  b  und 
demgemäfs  in  der  Bestimmung  des  Niveausphäroids  (6)  begangener 
Fehler  sich  bei  Benutzung  der  Gleichungen  (9)  und  (10)  dergestalt 
verbessert,  dafs  die  Gestalt  des  Geoids  korrekt  erhalten  wird.  Bei 
völlig  richtiger  Bestimmung  von  b  müfste  k^  bis  auf  Glieder  mit  der 
geographischen  Länge  verschwinden.  Im  allgemeinen  denken  wir  uns 
in  (1)  und  (5)  /r,  in 

V+(2c-l>)(|-sinV) 
zerlegt  und  erhalten: 

g^G[l  _  1,(1  -siüV)  +  */  +  *3  +  Ar,  +  . . . ) 

r'  =  Ä|l+(|c-l»)(l  -smV)+A'3*  + 1*3  +  -!- Ar, +...). 

Bringt  mau  aber«  j  1  -|,(-i-  —  sinV)  |  bezw.Ä  j  1  +(|  t— l>)(-J  — siu  v) ) 
Dach  links,  so  gelangt  man  wieder  zu  den  Gleichungen  (9)  und  (10). 
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§  41.  Fortsetzung:  Summierung.  Die  Entwicklang  (9)  des 
vorigen  Paragraphen  ist  eine  Entwicklung  nach  EugelfunktioDcn. 
Wir  können  aber  andererseits  mit  Rücksicht  auf  (1*)  §  28  S.  116  für 
den  Wert  Jg  in  einem  bestimmten  Punkte  P'  setzen: 

n=0 

wobei  die  Integration  über  die  ganze  Kugelääche  vom  Radius  1  aus- 
zudehnen ist  und  die  P^  die  S.  57  (1)  angegebenen  Funktionen  des 
Winkels  zwischen  den  Radienvektoren  nach  P'  und  nach  demjeuigen 
Punkte,  auf  welchen  sich  /igdö  bezieht,  vorstellen.  Bei  der  An- 
nahme der  Koordinaten  ist  man  in  Formel  (1),  was  zu  bemerken 
wichtig  ist,  nicht  an  Breite  und  Länge  gebunden,  sondern  man  kann 
offenbar  u.  a.  auch  denjenigen  Punkt  der  Kugelfläche,  welcher  dem  durch 
Formel  (1)  dargestellten  Jg  entspricht,  als  Pol  annehmen.  Dies 
wollen  wir  thun  und  als  Koordinaten  Poldistanzen  ^  (anstatt  Breiten) 
und  Längen  %  einführen,  sodafs 

dö  =  9ini}  dil)  dx  (2) 

wird. 

Vergleicht  man  (1)  mit  (9)  des  vorigen  Paragraphen  Glied  für 
Glied,  so  folgt  für  irgend  einen  Index  n,  insbesondere  also  auch  für 
n  =  2  bis  oo: 


^^i^A-1 


■tt  d, .  (8) 


Die  Einführung  dieser  Relation  in  (10)  des  vorigen  Paragraphen  giebt 
endlich 

N^-^"^^""  +  !_  / V  ^?-  d6  r4) 

^^  4.71  j^     n^l  J  '''    G    ^^'  W 

welche  Reihe  nun  zu  summieren  ist*).     Um  dieses  auszufahren,  be- 
trachten wir  mit  Siokes  die  Reihe 

d.  i.  also  "■■* 

S  =  5i>,f  +  -li>,S^  +  |/',g'+....  (5) 

Ist  diese  Summe  gebildet,  so  wird 

*)  In  einem  ähnlichen,  jedoch  einfacheren  Falle  Bummiert  bereite  Laplace^ 
Mec,  eel.  t.  II  p.  70  etc.,  eine  nach  Kugel  Funktionen  fortschreitende  Beihe. 
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Aus  (5)  folgt 


-jj-  =  5/>2+77>3g  +  9/U^  + 


und  weiter  hiermit 


i/i'ifät-. 


2/»   -äf  -'-'st'  +  ''.t*  +  '.8*  +■■■   ■ 


Nach  den  Gleichungen  (5)  und  (8)  S.  50  und  51  ist  aber  bei  beliebigem 
Werte  von  ^  filr  t^  <  1 

Diese  Entwicklung  gilt  nach  S.  53  §  3  aufserdem  für  g^  =  1 ,  falls 
cos^^  <  1  ist.     Man  hat  nun 

wenn  die  Parenthese  für  den  Äugenblick  mit  Z  bezeichnet  wird.  Aus 
(7)  folgt  durch  Differentiation 

und  hieraus  mittelst  teilweiser  Integration 

S  =  2f  +  3fzt-^di,  (8) 

0 

wobei  die  untere  Integrationsgrenze  ohne  weiteres  zu  null  angenommen 
werden  konnte,  weil  einerseits  zufolge  (5)  für  ^=  null  auch  S  null 
ist,  andererseits  wegen  Z  =  /^jg'  +  /^jg*  +  •  •  •  ^^  ^^^^  Glied  der 
rechten  Seite  und  also  überhaupt  die  ganze  rechte  Seite  der  vorigen 
Gleichung  für  g  =  null  in  null  übergeht. 

Aus  (8)  folgt  mit  Berücksichtigung  des  Wertes  von  /^j ,  der  nach 
der  ersten  Gleichung  (9)  S.  51  gleich  cos^  ist: 

1 

5{=,=      ^ --20 -\-co9t)-\- 3  fzt-' dt  (9) 

mit 

Z  =  --,     -      ^      - 1  -  g  cos^  .  (10) 

Um   das  in  (9)  auftretende  Integral   zu  erhalten,   beachten   wir 
zunächst,  dafs 
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Es  wird  daher  mit  Rücksicht  auf  die  zugehörige  Integralformel: 

Den  Wert  des  ersten  Integrales  rechter  Hand  findet  man  leicht,  wenn 
man  für  g  setzt  1  :  z;  es  geht  damit  über  in 

J     f^l    —   2ä  C08^  +  JB« 

und  dieses  ist  gleich 

—  cos^  log nat  {2z  —  2  cos^  +  2  ^1  —  2z  cos^  +  zM  +  KonsL 

Hiermit^  sowie  unter  Auswertung  des  zweiten  Integrales  rechter  Hand 
in  (11)  geht  diese  Gleichung  über  in 

—  cos^lognat{2  —  2gcos^  +  2}/\  —  2  l  to^^ -\^A  + Konst. 
Für  J;  =  1  giebt  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung 

1 — 28in  -^  —  cos^  lognat|2(l — co8^)  +  4sin  — }  +  Konst. ;    (13) 

für  g  s=  null  giebt  sie  mit  Rücksicht  auf  die  Reihenentwicklung  der 
/I^—  2{;  cos^  +  i^  nach  Potenzen  von  g: 

cos^  —  cos^  lognat  4  +  Ä7>w5/.  (14) 

Man  hat  daher  aus  Gleichung  (9): 

5^=1  =  CSC  -^^ 2(1  +  cos^j 

+  3  { 1  —  2  sin  |-  -  cos  ^  -  cos^  log  nat  (-^ --'^«^  +  sin  -J)  j  ,(15) 

und  es  ist  endlich  nach  (6)  und  (2): 

2ä      n        {      csc^  +  1  —  6  sin  ^  — 5cosi(^ 

^^J    V     ^    |-3cos^lognat(sin|[l  +  sin-J]) 


sin^rf^.    (16) 


Da  in  der  letzten  Gleichung  die  Integration  nach  ^  die  Werte 
^  =  null  und  n  einschliefst,  so  ist  noch  zu  untersuchen  ^  ob  die 
Gleichung  (15)  auch  für  diese  beiden  Fälle  gilt.  {Stokes  erwähnt 
dieses  nicht.) 
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Betrachten  wir  zunächst  den  Fall  if  =  null.  Hier  geben  die 
Formeln  (5)  und  (15)  beide  für  Äf=i  den  Wert  unendlich;  allein 
unendlich  grofse  Werte  sind  nicht  ohne  weiteres  vergleichbar,  und  es 
ist  also  eine  Prüfung  erforderlich. 

Für  ^  =  Ä  giebt  (15)  S^^t  =1  +  3  lognat  2.  Dagegen  giebt  (5) 


5f=,  =  5--l  +  |-.. 

•±^f+- 

•  •    1 

wie  man  leicht  findet: 

5f=,  =  3(l-.J-+i-- 

-±^+- 

■•) 

+  2  (l  -  1  +  1  - 

..+     1      +. 

■■) 

Von  den  beiden  Reihen  rechter  Hand  hat  nur  die  erste  eine  bestimmte 
Summe,  nämlich  lognat  2;   der  Wert  der  zweiten  oscilliert  zwischen 

null  und  +1.    (15)  setzt  dafür  augenscheinlich  y  •    Übereinstimmung 

ist  hier  nicht,  aber  es  handelt  sich  nur  um  eine  endliche  Unsicher- 
heit, welche  nichts  ausmacht,  da  sie  bei  der  Integration  nur  für  ein 
differentiales  Oberflächenelement  in  betracht  kommt. 

Somit  bleibt  noch  der  Einflufs  der  Anwendung  der  Formel  (15) 
auf  (16)  für  ^  =  null  zu  prüfen.  In  Bezug  hierauf  ist  es  aber  gleich- 
gültig, ob  ^ff  konstant  oder  veränderlich  ist,  weil  die  Prüfung  sich 
nur  auf  die  unendlich  nahe  Umgebung  des  Punktes  tfj  »=  null  zu  er- 
strecken hat.  Nehmen  wir  ^g  konstant,  so  zeigt  die  direkte  Aus- 
rechnung von  (16),  welche  wir  im  nächsten  Paragraphen  geben,  dafs 
N  den  richtigen  Wert  null  erlangt.  Mithin  ist  Formel  (16)  über- 
haupt richtig. 

§  42.  Fortsetzung:  Probe  und  Übersicht.  Wir  haben  bisher 
angenommen,  dafs  in  den  Formeln  (1)  und  (2)  des  §  40  S.  249  G  den- 
selben Wert  habe;  ist  er  verschieden,  so  erhält  die  rechte  Seite  von 
(9)  S.  250  noch  ein  konstantes  Glied  k^.  Man  sieht  aber  sofort,  dafs 
dieses  die  folgenden  Entwicklungen  nicht  ändert.  Deshalb  mufs  die 
Gleichung  (16)  für  N  null  ergeben,  wenn  ^Jg  konstant  gesetzt  wird- 
Überdies  folgt  dieses  auch  unmittelbar  aus  Gleichung  (4)  S.  251, 
wenn  man  die  Relation  (5)  S.  66  beachtet.    Es  mufs  also 


n 

f 


CSC 


^ 


-f-  1  —  6  sin  ^  —  5  cosri) 


siuif  d^         (1) 


—  3  cos^  lognat  /sin  ^  Fl  +  sin  |1\ 

gleich  null  sein.     Hierin  liegt  eine  Prüfung  der  Entwicklungen  der 
letzten  beiden  Paragraphen. 

Beachtet  man,   dafs  sin^  dt  «=  4  sin  -—^sin^,  so  ist  behufs 

Ermittlung  von  (1),  wenn  für  sin  ^-  geschrieben  wird  u: 
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§  42.    Stokes'  Schätzung  kontinentaler  Abweichungen. 
n  1 

lese  Y  •  smil^dilf  =  4  Irfi/  =  +  4  ; 

0  0 

j\  .ain^rf^-«  +  2; 

n  1 

—  ß/sin^  .  sin if,  dt  =  —  24:  ju^  rfw  =  -  8  ; 

—  5  /  cos^  sinV'  df^  «a  0  ; 
—  3   /cos^  lognat/sin^M  -f  ^^^Tl)  ^in^  dt 

0 

1 
12 /lognat  (tt  [1  +  w]) .( w  -  2t/3) e/w . 

Letzteres  Integral  giebt  durch  teilweise  Integration: 


255 


M=l 


- '» [■''g~'(-[i+»i)  ■  "-7-]  ^  -("7^^'  -rf ':+:-■>■■  • 

{  u=0       ü  0  J 

und  hieraus  folgt;  wenn  man  unter  den  Integralzeichen  ausdividiert 
und  dann  integriert ,  da  die  eckige  Parenthese  an  beiden  Grenzen 
verschwindet,  als  Wert  des  Ausdruckes  +  2. 

Mithin  ist  (1)  in  der  That  gleich  null.  Um  einen  Überblick  da- 
rüber zu  gewinnen,  wie  in  Formel  (16)  die  verschiedenen  Werte  ^Jff 
der  ganzen  Oberfläche  eingehen,  denken  wir  uns  in  diese  Formel  die 
Mittelwerte  der  ^g  für  konstantes  ty  also  für  konstanten  sphärischen 
Abstand  eingeführt.     Wir  bezeichnen  diese  mit  Jgyj  und  erhalten 


wobei 


"-"/^ 


^'">*. 


csc~  +  1  —  6  sin  Y  —  5  cos^ 
—  3  cos^  log  nat  (sin  ~  Fl  +  siii  ^1) 


~2 


(2) 


(3) 


Nachstehende  Tabelle  giebt  eine  Übersicht  des  Faktors  F^  welchem 
filr  die  numerische  Rechnung  die  folgende,  bequemere  Form  zu 
geben  ist: 


r=,co8|  -  --^—{6  sin|  —  1  +  cos^(5  +  31ognat'[- 


COS'^ 


8m|])}.(3*) 


Digitized  by 


Google 


256 


3.  Kapitel.    KontineDtale  Undolationen  des  Geoids. 


1> 

F 

^ 

F 

0« 

+  l,W 

~180» 

0,00 

10 

+  1,22 

170 

+  0,26 

20 

+  0,94 

160 

+  0,46 

30 

+  0,47 

150 

+  0,56 

40 

-0,06 

140 

+  0,53 

50 

—  0,54 

:  130 

+  0,36 

60 

—  0,90 

;  120 

+  0,08 

70 

—  1,08 

'.     110 

—  0,27 

80 

—  1,08 

100 

-0,62 

90 

—  0,91 

90 

—  0,91 

(4) 


Hieraus  erkennt  man  vor  allem  sehr  deutlich;  dafs  die  ^^  in 
der  Umgebung  eines  Ortes  allein  ganz  und  gar  nicht  zu  einer  sicheren 
Bestimmung  von  N  ausreichen.  Immerhin  haben  die  Jg  der  nächsten 
Umgebung  den  meisten  Einflufs,  denn  obgleich  F  den  Wert  1  auch 
in  grofseren  Abstanden  erreicht^  so  gehören  doch  in  solchen  Distanzen 
zur  Bildung  eines  ^gy;  vergleichsweise  mehr  einzelne  Werte  uJg  als 
in  der  Kähe,  und  es  hat  also  dann  das  einzelne  ^g  weniger  Einfluls. 
Jedoch  müssen  Schlüsse  auf  Ny  die  jJg  nur  in  der  Umgebung  eines 
Punktes  beachten^  trügerisch  ausfallen. 

Was  die  Anwendbarkeit  der  Formel  (2)  anlangt^  so  glaubt  Ver- 
fasser; dafs  in  nicht  zu  ferner  Zeit  für  einzelne  günstig  gelegene 
Orte  eine  solche  möglich  werden  wird.*)  Ein  Ort  ist  günstig,  wenn 
jjg  in  seiner  Umgebung  bis  ^  «=  30^  bestimmbar  ist  und  wenn  in 
die  Gebiete  um  ^  =  60»  bis  lOO»  und  140«  bis  170®  nicht  zu  viele 
Gegenden  der  Erdoberfläche  fallen,  welche  nicht  wenigstens  eine 
Schätzung  von  jdg  zulassen. 

*)  Im  4.  Kapitel  §  37  machen  wir  eine  Anwendung  von  Formel  (S)  auf  ein 
synthetiBches  Beispiel. 

Im  übrigen  hängt  die  Anwendung  dieser  Formel  davon  ab,  dars  es  gelingt, 
mit  ElasticitätsapparatenBeobachiungsreihen  für  die  Schwerkraft  auf  dem  offenen 
Meere  zu  erhalten.  Inwieweit  das  hierher  gehörige  Bathometer  von  William 
Siemens  als  Schweremesser  branchbar  ist,  blieb  uns  zweifelhaft,  da  wir  aufser 
den  verschiedenen,  wesentlich  beschreibenden  Mitteilungen  (vergl.  u.  a. 

A.  W.  Hofmannj  Bericht  über  die  wissenschaftlichen  Apparate  auf  der 
Londoner  internationalen  Ausstellung  im  Jahre  1876.  Braunschweig 
1878  und  1881  S.  203  und  565.) 
nur  eine  Beobachtungsreihe  auffinden  konnten,  die  mit  demselben  angestellt 
worden  ist,  auf  grund  deren  sich  indessen  nichts  entscheiden  läfst.  Im  vierten 
Kapitel  werden  wir  am  Schlüsse  des  §  38  auf  diese  Beobachtungen  näher  ein- 
zugehen Veranlassung  haben. 
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Selbstredend  kann  nur  eine  Bestimmung  des  kontinentalen  Teiles 
von  N  versucht  werden;  für  den  geringfügigen  lokalen  ist  das  Ver- 
fahren nicht  beabsichtigt  und  nicht  geeignet.  Die  /ig  müssen  thun- 
liehst  von  lokalen  Einflüssen  befreit  werden:  es  müssen  also  die  g 
nicht  nur  aufs  Meeresniveau,  sondern  nach  unseren  Angaben  auch 
wegen  Kondensation  reduziert  werden.  Andernfalls  ist  ja  überhaupt 
die  Zulässigkeit  der  Reihenentwicklung  für  W  und  somit  der  ganzen 
Entwicklung  nicht  vorhanden. 

Die  Auswertung  des  Integrales  für  N  würde  mit  der  (meist  inter- 
polatorischen)  Bildung  der  Werte  /igyp^  am  bequemsten  an  der  Hand 
eines  Globus,  beginnen  und  (ohne  Anwendung  numerischer  mechani- 
scher Quadratur)  am  besten  und  ganz  ausreichend  graphisch  bewirkt 
werden,  wobei  die  Werte  F /igxp  \  G  als  Ordinateu  zu  Abscissen  ^ 
(als  Arcus  gen.)  und  das  Integral  als  Fläche  auftreten.  Eine  Ge- 
nauigkeitsschätzung für  iV  ist  dabei  leicht  zu  erhalten,  indem  der  Ein- 
flufs  der  Unsicherheit  in  den  /ügy^   auf  diese  Fläche  ermittelt  wird. 

§  43.  Allgemeine  Sätze  für  die  Yerteilung  der  kontinen- 
talen Wellen  des  Geoids. 

I.  Wenn  man  berücksichtigt,  dafs  in  dem  Ausdrucke  (8)  S.  250 
für  N,  d.  h.  für  die  Differenz  der  Radienvektoren  des  Geoids  und  des 
Normalsphäroids  gleichen  Potentialwertes,  ein  konstantes  Glied  fehlt, 
so  erkennt  man  zunächst  leicht,  dafs  beide  Flächen  wesentlich  gleiche 
Volumina  einschliefsen,  weil  jedes  Integral  der  Form  J.  K' da',  worin 
K'  eine  Kugelfunktion  von  mehr  als  nulltem  Range  bezeichnet,  über 
die  ganze  Eugeloberfläche  ausgedehnt,  nach  S.  66  (5)  verschwindet. 
Allerdings  sind  bei  diesem  Nachweise  gleicher  Volumina  Bruchteile 
des  Radius  B  von  der  Ordnung  des  Quadrats  der  Abplattung  in  N 
vernachlässigt;  aber  eine  genauere  Untersuchung,  die  wir  übergehen 
dürfen,  bestätigt  den  gefundenen  Satz.  Ganz  streng  allerdings  existiert 
Gleichheit  der  Volumina  nicht,  und  zwar  schon  deshalb  nicht,  weil  die 
zur  Gültigkeit  der  Entwicklung  vorausgesetzte  Kondensation  gewisser 
Massen  die  Geoidfläche  etwas  verschiebt. 

IL  Im  Anschlufs  an  §  39  S.  246  (8)  haben  wir  für  den  Radius- 
Vektor  des  Geoids  die  Näherungsrelation: 

r=B[l  +  u,  +  u,  +  u,  +  ...],  (l) 

wenn  die  in  erwähnter  Gleichung  (8)  auftretenden  Kugelfunktionen 
2.,  3.,  4.  Ranges  u.  s.  f.  mit  u^^  tij,  u^.,.  bezeichnet  werden. 
Koordinatenanfang  ist  der  Schwerpunkt  der  Erde.  Die  Gleichung  (1) 
bedeutet  aber,  da  «,  fehlt,  da/'s  mit  diesem  Schtoerpunkt  der  Volumen- 
Schwerpunkt  des  Geoids  zusammenfällt. 

Hierauf  macht  Stokes  in  seiner  wiederholt  genannten  Abhandlung 

Helmert,  maihem.  u.  physikal.  Theorieen  der  höh.  Geodäsie.   II.  17 
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aufmerksam.  Um  den  Satz  zu  beweisen,  denken  wir  uns  drei  recht- 
winkelige K*oordinatenaxen  durch  den  Erdschwerpunkt,  dergestalt  dafs 

X  =  r  cos  tf>  cos  X 

y  (=s  r  cos  ^>  sin  X  (2) 

z  =  r  sin  ^> 

wird,  vergl.  §  4  S.  5.  Wir  denken  uns  ferner  das  Volumen  des 
Geoids  vom  Erdschwerpunkt  aus  in  Elementarpyramiden  mit  dem 
körperlichen  Winkel  d<i  zerlegt  und  haben  dann,  da  der  Schwerpunkt 

jeder  Elementarpyramide  im  Abstand  —  r   von  der  Spitze  liegt,  als 

statische  Momente  des  Volumens  des  Geoids  beziehungsweise  fiir  die 
yz-,  xz'  und  xy-Ebene  die  über  die  Oberfläche  der  Kugel  vom 
Radius  1  auszudehnenden  Integrale: 

—  1  r^x  dd  d.  i.  -^  f  r^  cos  tp  cos  X  de' 

ifr^y  dd  d.  i.  4" /*'''*  ^^^  ^'  s*"  ^  ^^'  O^) 

-  -  /  r^zdo   d.  i.  -~  /  r'**  sin  tp  da  . 

Hierzu  giebt  Gleichung  (1),  wenn  die  bei  der  Entwicklung  dieser 
Gleichung  angenommene  Genauigkeit  festgehalten  wird: 

r«  =  Ä«{l+4tt,  +  4«3  +  4«,  +  ...).  (4) 

Beachtet  man  nun,  dafs  cos  <p'  cos  X^  cos  9)'  sin  X  und  sin  tp'  Eugel- 
funktionen  1.  Ranges  sind  (vergl.  S.  65  §  7),  in  r  ^  aber  gerade 
diese  fehlen,  so  müssen  nach  Satz  (4)  §  28  S.  116  die  drei  Integrale 
(3)  verschwinden,  womit  das  Zusammenfallen  von  Erdschwerpunkt 
und  Volumenschwerpunkt  des  Geoids  erwiesen  ist. 

Allerdings  ist  dieses  Zusammenfallen  kein  ganz  vollständiges. 
Wenn  man  in  §  .39  S.  246  etwas  strenger  entwickelt  und  beim  Über- 
gang von  (1)  zu  (4)  im  laufenden  Paragraphen  auch  die  Quadrate 
und  Produkte  der  u  mitnimmt,  so  entsteht  in  (4)  nach  Zerlegung  in 
Eugelfunktiouen  auch  ein  Glied  mit  einer  Kugelfunktion  1.  Ranges. 
Die  Integrale  (3)  sind  dann  nicht  null;  aber  da  die  Eoefficienten 
dieses  Gliedes  erheblich  kleiner  als  von  der  Ordnung  ti^  sein  werden, 
so  sind  auch  jene  voraussichtlich  weit  kleiner  als  Bruchteile  des  Pro- 
duktes aus  dem  Volumen  in  den  mittleren  Radius  R  von  der  Ordnung  a^. 
Aus  diesem  Grunde  kann  also  der  Abstand  von  Massen-  und  Volumen- 
schwerpunkt nur  wenige  Meter  betragen. 

Eine  ebenso  geringfügige  Differenz  ergiebt  sich  aus  dem  Um- 
stände, dafs  die  Entwicklungen  des  §  39  und  also  auch  diejenigen 
des  laufenden  Paragraphen  nicht  für  das  wirkliche  Potential  der  Erde 
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gelten,  sondern  nur  für  dasjenige,  welches  nach  der  Kondensation 
gewisser  Massen  übrig  bleibt.  Indessen  ist,  wie  früher  gezeigt,  die 
entsprechende  Verschiebung  der  Geoidfläche  sehr  klein. 

Zufolge  des  nahen  Zusammenfallen s  des  Volumenschwerpunktes 
des  Geoids  mit  dem  Schwerpunkt  der  Erde  hat  nun  dieser  letztere 
eine  mittlere  Lage  zur  Oberfläche  des  Meeres.  Denkt  man  sich  dazu 
das  Normalspharoid;  gegen  welches  die  Meeresfiäche  Ein-  und  Aus- 
biegungen zeigt;  so  erkennt  man  sofort,  dals  keinesfalls  auf  einer 
Hälfte  der  Meeresfläche  nur  Ein-  und  auf  der  anderen  nur  Aus- 
biegungen vorkommen  können,  wie  man  auch  den  die  beiden  Hälften 
trennenden  Zentralschnitt  durch  die  Erde  legen  möge. 

Bestünde  die  Erdoberfläche  zur  einen  Hälfte  aus  einem  Kontinent, 
zur  anderen  aus  einem  Ocean  und  wären  unsichtbare  Massenunregel- 
mäfsigkeiten  nicht  vorhanden;  so  würde  zwar  jedenfalls  in  der  Nähe 
der  Küste  das  Geoid  gegen  sein  Normalsphäroid  im  Kontinent  ge- 
hoben ^  im  Ocean  gesenkt  erscheinen ,  aber  jene  Hebung  und  diese 
Senkung  konnten  nach  dem  oben  entwickelten  Satze  keinesfalls  überall 
im  Kontinent  bezw.  im  Ocean  vorhanden  sein.  Die  wirkliche  Erd- 
oberfläche kann  man  aber,  wie  ein  Globus  zeigt,  in  2  Hälften  teilen, 
deren  eine  hauptsächlich  vom  stillen  Ocean  nebst  Australien  und  der 
Südpolarregion  erfüllt  wird;  während  die  andere  die  grofseren  Teile 
der  Kontinente  und  die  kleineren  Oceane  enthält.  Hierdurch  wird  es 
plausibel;  dafs  die  gröfsten  Depressionen  des  stillen  Oceanes  nicht  im 
Zentrum  desselben,  sondern  vielmehr  in  einiger  Nähe  der  Küsten  von 
Asien  und  Amerika  stattfinden.  (Vergl.  dazu  das  4.  Kap.  §  38;  wo 
noch  gezeigt  wird;  dafs  jedenfalls  auch  unsichtbare  Massenstörungen 
existieren  müssen.) 

§  44.  Relation  zwischen  Schwerestorung  ^  Störung  im 
Radiusvektor  und  Dichtigkeit  der  störenden  Schicht  für  einen 
Punkt  des  Geoids. 

Wir  knüpfen  an  S.  147  §  5  an  und  verstehen  in.  Fig.  14  unter 
der  Niveaufläche  W  =^Wq  die  Geoidfläche,  unter  der  Fläche  ü  =  W^ 
ein  Normalsphäroid.     Für  irgend  einen  Punkt  setzen  wir  wie  dort 

W^Ü-{-T,  (1) 

wobei  U  den  normalen  Teil  von  W  bezeichnet,  für  welchen  die  Schwer- 
kraft durch  das  Symbol  y  ausgedrückt ,  wurde. 
Im  Punkte  Q  des  Geoids  ist  nun  zufolge  (1): 

(  ~dh)<i  ^  ("äTTJQ  +  VWjd '  (^) 

wobei  es  wegen  der  geringen  Lotabweichung  gleichgültig  ist,  ob  man 
sich  h  in  Richtung  der  Normale  des  Geoids  oder  in  Richtung  der 
Normale  der  durch  Q  fühlenden  Fläche  27=Kon8t.  denkt.   Es  ist  daher 

17* 
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wenn  g  die  Schwerkraft  im  Meeresniveau  bezeichnet^  und  es  ist  femer 
wobei  in  ausreichender  Annäherung 

gesetzt  werden  darf. 

Auf  den  Differentialquotienten  von  T  nach  h  wenden  wir  die 
Formel  (8)  §  4  S.  147  au,  indem  wir  vorläufig  annehmen,  dafs  die 
störenden  Massen  lediglich  in  der  Erdrinde  ihren  Sitz  haben,  und  in- 
dem wir  ferner  die  zulässige  Voraussetzung  der  Kugelgestalt  der  Erd- 
oberfläche machen.    Dann  ist  nach  der  erwähnten  Gleichung: 

&  bezeichnet  hierin  die  störende  Masse  für  die  Flächeneinheit  derjenigen 
Fläche,  auf  welcher  wir  uns  die  störenden  Massen  ausgebreitet  denken. 
Zufolge  der  Bedingungen,  welche  (5)  zu  gründe  liegen,  mu(s  man  die 
Meeresfläche  selbst  als  diese  Fläche  nehmen. 

Indem  wir  beachten,  dafs  nach  S.  148  (2)  in  der  hier  inn^ehal- 
tenen  Genauigkeit 

aufserdem  aber  ebenso  genau 
gesetzt  werden  kann,  folgt  aus  (5): 

.(la— w^+Äi+--      w 

Führen  wir  (3),  (4*)  und  (6)  in  (2)  ein,  so  ergiebt  sich: 

Bezeichnen  wir  g  —  y  mit  Ag  und  denken  uns  %^  aus  der  Konden- 
sation einer  Schicht  von  der  Dicke  D  und  der  Dichtigkeit  y  B^,  ent- 
stehen, setzen  wir  also 

g^y  =  Ag    und    ^  =  y@,„/>,  (8) 


so  folgt 
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oder  j)^2[^Jff  +  N]  +  ....  (10) 

Für  y  kann  man  hierin  den  Mittelwert  G  setzen. 

Diese  Näherungsformel  giebt  also  die  Dicke  D  der  störenden 
Schicht,  wenn  ^^  und  N  bekannt  sind.  Sie  erlangt  aber  erst  Be- 
deutung; wenn  mittelst  der  Stokesschen  Formel  N  aus  den  ^ff  für 
einzelne  Erdorte  berechnet  werden  kann.  Da  diese  letztere  Formel 
nach  unserer  Darstellung  g  und  Jg  mit  Kondensationsreduktion  ver- 
langt, mufs  auch  in  (10)  Jg  so  gedacht  werden. 

Bei  der  jetzt  gegebenen  Darstellung  ist  angenommen,  dafs  nur 
in  der  Nähe  der  Meeresfläche  störende  Massen  vorhanden  seien.  Die 
Potentialtheorie  lehrt  aber,  dafs  man  immer  unbeschadet  der  Wirkung 
aufserhalb  alle  Massen  innerhalb  einer  geschlossenen  Fläche  in  einer 
bestimmten  Weise  auf  derselben  verteilen  kann.  Wir  können 
uns  also  auch  etwa  vorhandene  störende  Massen  im  Erdinnem  auf 
die  Meeresfläche  verschoben  denken,  wo^ei  aber  Gröfse  und  Richtung 
der  Verschiebung  unbekannt  bleiben.  Ein  aus  Formel  (10)  ermit- 
teltes D  bezieht  sich  auf  diese  ideelle  störende  Massenschicht.  Wenn 
man  also  dereinst  von  Formel  (10)  wird  Gebrauch  machen,  so  erhält 
man  nur  die  ideelle  störende  Massenschicht;  nicht  die  wirklichen 
störenden  Massen  nach  Gröfse  und  Lage.  Trotzdem  wird  man  aus 
dem  Verlauf  von  J)  in  der  ideellen  Schicht  immerhin  Vermutungen 
über  die  wirklichen  störenden  Massen  aufstellen  können,  da  die 
Dichtigkeiten  im  Erdkörper  an  gewisse  Grenzwerte  gebunden  sind. 
Vorläufig  ist  eine  strenge  Anwendung  von  (10)  noch  nicht  mög- 
lich. Wir  werden  aber  im  §  38  des  nächsten  Kapitels  sehen,  dafs 
die  jetzt  bekannten  Beobachtungen  über  die  Schwerkraft  bereits  An- 
haltspunkte über  die  kontinentale  Verteilung  der  Störungsmassen  ge- 
währen. Auch  über  mehr  oder  weniger  lokale  Störungen  sind  Unter- 
suchungen mit  Erfolg  möglich,  vergl.  in  diesem  Kapitel  §  31  S.  228 
und  im  nächsten  Kapitel  §  41. 

Über  den  Beweis  des  angezogeoen  Satzes  der  Potentialtbeorie,  der  von 
Gaufs  aufgestellt  wurde,  ist  zu  vergleichen: 

Gaufs,  Allgemeine  Lehrsätze  u.  s.  f.  Art.  36  (vollständiger  Titel  auf 

8.  29)  oder 
DiricMet,  Vorlesungen  u.  s.  f.  S.  161  (voller  Titel  S.  14). 
Wenn  die  einschliefsende  Fläche  als  Eugelfläche  angenommen  wird, 
so  kann  mau  mit  Hilfe  der  Theoi:ie  der  Kugelfunktionen  aus  den  gege- 
benen störenden  Massen  auf  die  äquivalenten,  auf  der  Engel  ausgebrei- 
teten Massen  wie  folgt  schliefsen. 

Wir  nehmen  den  Mittelpunkt  der  umhüllenden  Kugel  als  Koordinaten- 
anfang. Dann  ist  nach  S.  64  (1)  das  Potential  der  eingeschlossenen 
Massen  auf  einen  Punkt  aufserhalb  im  Zentrumsabstand  r  gleich 


.  =  ^  jJlf  +  Xfp.rdm  +  jifPtT^dm  +  ^fp^r^dm  + . . .  j , 


(«) 
wenn  M  die  betreffenden  Massen  bezeichnet. 
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Denken  wir  uns  nun  andererseits  auf  der  Kugeloberfläche  einen  Massen- 
belag, so  ist  dessen  Dichtigkeit  ^  nach  Kiigeliunktionen  entwickelt 

*=-*o  +  *.+*.  +  *i  +  .... 
wobei  rechter  Hand  der  Index  den  Rang  der  Kngelfunktionen  anzeigt 
Wir  können  aber  die  Formel  (a)  für  v  auch  auf  diesen  Belag  anweodeii, 
wobei  nun  für  r '=>  a  als  Kugelradius  dm  '^  a^d"  da  wird  und  die  Inte- 
gration über  die  Kugelfläche  auszudehnen  ist 
Dieselbe  ergiebt: 

wenn  man  die  Sätze  berücksichtigt,  welche  im  §  28  S.  116  unter  (2) 
und  (3)  gegeben  sind.  ^/  bedeutet,  dafs  in  ^,.  für  g>  und  l  die  zu  dem 
angezogenen  Punkte  gehörigen  Werte  q>  und  X'  zu  setzen  sind. 

Die  Yergleichung  der  Ausdrücke  (a)  und  (b)  führt,  falls  nur  (a)  wirk- 
lich explicite  vorliegt,  zu  dem  Werte  9q^=^M  und  zu  den  Werten  der  in 
den  &f  auftretenden  Koeffidenten. 

Der  umgekehrte  Schlufs:  von  den  Massen  ^  auf  diejenigen  im  Erd- 
in nern,  ist  im  allgemeinen  unmöglich.  Man  wird  nur,  wenn  ^  von  2,8  so 
sehr  abweicht,  dafs  aus  physikalischen  Gründen  die  Massenstörung  nicht 
lediglich  in  der  Erdkruste  stattfinden  kann,  auf  Massenstörungen  imErd- 
innem  schliefsen  mflesen. 

§  45.  Die  sogenannten  Näherungsformeln  zur  BereehDUDg 
des  Abstandes  von  Geoid  und  Normalsphäroid  aus  der  äehwere- 
storung.  Die  Entwicklung  im  vorhergehenden  Paragraphen  benutzt 
z.  T.  eine  Entwicklung  von  Bruns,  Figur  der  Erde,  S.  26.  Daselbst 
wird  aber  der  Punkt  P  der  Meeresfl&che  nicht  wie  bei  uns  ein  wenig 
überhalb  der  störenden  Schicht  vorausgesetzt,  sondern  in  derselben. 
Mithin  verschwindet  in  der  Endformel  (10)  die  Gröfse  D  und  es 
wird  in  der  Gleichung: 

N^-ifj,  (1) 

ein  Mittel  zur  Schätzung  von  N  aus  ^g  erhalten. 

Bruns  bemerkt  indessen ,  dafs  lokale  Störungen  die  Brauchbarkeit  dieser 
Formel  beeinträchtigen  können,  und  er  verwirft  in  einer  Besprechung 
in  den  Fortschritten  der  Mathematik  von  1877  (herausgegeben  1879), 
welche  die  Abhandlung  von  Listing,  Neue  geometrische  und  dynamische 
konstanten  des  Erdkörpers^  betrifft,  dessen  Vorgehen  S.  37  u.  ff.,  aus 
einer  derartigen  Formel  spezielle  Werte  von  N  abzuleiten,  wobei  es 
ganz  gleichgültig  ist,  dais  Listing  infolge  anderer  Herleitung  eineu 
etwas  anderen  Koefficienten  benutzt. 

In  der  That  ist  Formel  (1)  für  die  wirkliche  Ausrechnung  eines 
N  ganz  wertlos.  Man  kann  dieses  im  4.  Kapitel  au  synthetischen, 
den  irdischen  Verhältnissen  entsprechenden  Beispielen  bestätigt  sehen  ; 
denn  bei  diesen  Beispielen  kennt  man  Ny  D  und  /ig.    Die  Formel 
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(1)  giebt  vielfach  sogar  das  Vorzeichen  falsch.  Ebenso  führt  sie  zu 
ganz  falschen  Resultaten,  wenn  man  als  Normalform  des  Geoids  die 
Kugelfläcfae  nimmt.    Wir  wollen  aber  dieses  nicht  weiter  ausführen. 

Ursache  der  Wertlosigkeit  der  Formel  (1)  ist,  dafs  Ny  D  und  Ag  — 

im  allgemeinen  Gröfsen  von  gleicher  Ordnung  sind.  Man  darf  daher 
in  einer  Formel^  worin  sie  alle  drei  auftreten,  nicht  eine  derselben 
vernachlässigen.  Formel  (1)  vernachlässigt  aber  thatsächlich  die 
störende  Schicht  />,  welche  unterhalb  des  betreffenden  Punktes  der 
Meeresfläche  liegt  (ob  die  etwa  noch  darüberliegende  Schicht  in  be- 
tracht  kommt,  hängt  von  der  Art  der  Reduktion  von  g  ab). 

In  seiner  Abhandlung  On  Gravity  etc.  beschäftigt  sich  Stokes  1849 
u.  a.  anch  mit  dem  Einflufs  der  sichtbaren  Massenunregelmäfsigkeiten  der 
Erdoberfläche  auf  die  Gestalt  der  Meeresfläche  xmd  auf  die  Schwerkraft. 
Dabei  denkt  er  sich  dieselben  auf  das  Meeresniveau  kondensiert  und  zeigt 
nun,  dafs  einerseits  die  Hebung  der  Meeresfläche  infolge  der  Existenz 
des  Potentials  T  jener  Massen  T :  g  beträgt,  andererseits  mit  dieser  Hebung 
wegen  des  vermehrten  Abstandes  vom  Erdzentrum  eine  Verminderung 
von  g  gleich  2^:22  verbunden  ist.  Der  Verminderung  steht  eine  Ver- 
mehrung durch  die  Anziehung  der  störenden  Massen  entgegen,  für  welche 
Stokes  T:2i2  ableitet,  indem  er  das  Mittel  der  Vertikalanziehungen  far 
einen  aufserhalb  der  Meeresfläche  und  einen  innerhalb  derselben  ihr  nahe- 
liegenden Punkt  nimmt,  also  die  Anziehung  der  Nachbarmassen  ignoriert. 
Hier  haben  wir  wieder  das  Resultat  der  JBrttnsschen  Entwicklung;  der 
Gang  ist  bei  letzterer  durch  Vermeidung  der  entbehrlichen  Eagelfnnk- 
tionen  vereinfacht.  SchliefBlich  berücksichtigt  aber  Stokes  für  die  Konti- 
nente noch  die  Vermehrung  der  Schwerkraft  durch  die  Anziehung  der 
zwischen  ungestörter  und  gestörter  Niveaufläche  liegenden  Schicht  Fest- 
land, womit  bei  einer  Dichtigkeit  gleich  der  halben  mittleren  Erddichte 

3 
eine  Verminderung  um  --■  TiR  in   der  Schwerkraft  für   die  Erhebung 

3 

T :  g  übrig  bleibt.    {Stokes  hat  anstatt  — -  die  Zahl  0,82  weil  er  eine  etwas 

andere  Dichtigkeit  voraussetzt). 

Hiemach  würde  also  auf  den  Kontinenten  der  Abnahme  der,  augen- 
scheinlich nach  Youngs  Regel  reduziert  vorausgesetzten  Schwerkraft  um 

Jg  eine  Erhebung  der  Meeresfläche  von  —  — -  B  entsprechen.    Auf  dem 

Ocean  wäre  dieselbe  Formel  anzuwenden,  indem  man  sich  denkt,  dafs 
hier  eine  darüber  gelegene  Schicht  von  der.halben  mittleren  Dichtigkeit  der 
Erde  in  Wegfall  gekommen  ist.  Das  auf  den  Inseln  beobachtete  g  würde 
ebenfalls  einfach  aufs  Meeresniveau  nach  der  genannten  Regel  zu  redu- 
zieren sein  (strenggenommen  müfste  man  noch  die  Anziehung  der  im 
Meere  an  der  halben  mittleren  Erddichte  fehlenden  Massen  berOcksich- 

4 
tigen).     Stokes  wendet    übrigens    für   diese   Fälle    anstatt  ---  den  Koef- 

ficienten  — -  an.    Denn  er  benutzt  seine  Formeln  keineswegs  zur  Schätzung 
o 

der  Abstände  von  Geoid  und  Sphäroid,  sondern  nur  zur  Ermittelung  des 
Anteiles  der  sichtbaren  Massenunregelmäfsigkeiten  (Erhebung  der  Konti- 
nente übers  Meer,  geringere  Dichtigkeit  des  Wassers  im  Ooean  als  des 


Digitized  by 


Google 


264  3.  Kapitel.    KoaÜDeniale  Undulationen  des  GeoidB. 

Festlandes)  an  den  Störungen  in  der  Lage  des  Meeresniveaas  und  in  der 
Schwerkraft. 

Diese  letztere  Aufgabe  behandelt  1868  auch  Ph.  Fischer  in  seiuen 
Untersuchungen  ilber  dii  Gestalt  der  Erde  S.  289—292,  allerdings  mathe- 
matisch insofern  weniger  vollkommen,  als  er  sich  nicht  der  Potenti&l- 
theorie  bedient  und  die  Anziehung  der  nicht  benachbarten  störenden 
Massen  deshalb  nicht  durch  T:2R  ausdrücken  kann,  sodafs  er  sie  nur 
bis  zu  einem  gewissen  Umkreis  berücksichtigt.  Er  bemüht  sich  aber,  den 
Einflufs  der  speziellen  Gestaltsverhältnisse  der  Kontinentalkusten  darzu- 
stellen. 

Wenn  nun  Hann  u.  a.  in  der  Gaea  1876  Bd.  12  S.  81  unter  Beziehung 
auf  Stokes  und  PK  Fischer  das  Pendel  als  Instrument  zur  Bestimmung 
der  Abstände  von  Geoid  und  Erdellipsoid  hinstellt,  so  ist  das  insofern 
nicht  zutreffend,  als  die  letztgenannten  Autoren  bei  den  entsprechenden 
Entwicklungen  nur  rein  synthetisch  die  Störungen  der  Lage  der  Meeres- 
fläche und  der  GrÖfse  der  Schwerkraft  für  bekannte  Massenstörungen  ab- 
leiten wollten,  allerdings  mit  Seitenblicken  auf  die  vorhandenen  Schwere- 
störungen. Ebenso  wenig  kann  die  von  Listing  a.  a.  0.  S.  37  und  die  von 
Hann  a.  a.  0.  S.  139  gegebene  Ableitung  der  Formel  zur  Berechnung  der 
Erhebung N aus  der  Schwerestörung  Jg=»g  —  y  befriedigen.  Denn  diese 
Formeln  bringen  die  Erhebung  N  und  die  Differenz  ^g  einfach  durch 
Youngi  Regel  in  Beziehung.    Mit  unseren  Zahlen  (S.  166)  wird  also  gesetzt: 

N — 14^^-  ^-^ 

Durch  die  nahe  Übereinstimmung  dieser  Formel  mit  (1)  darf  man  sich 
aber  über  ihren  Wert  nicht  täuschen  lassen! 

§  46.  ZaBammenhang  zwischen  dem  Mittelwert  der  rezi- 
proken Krümmungsradien  in  einem  Punkte  einer  NiTeauflSehe 
und  dem  Differentialquotienten  der  Schwere  nach  der  Hohe. 

Im  1.  Kapitel  S.  37  (11)  war  die  Relation  gefunden  worden: 

worin  q^  und  p2  ^^^  ^^^  ^^^  aufsen  convexcr  Krümmung  positiv 
gerechneten  Hauptkrümmungsradieu  in  einem  Punkte  Pq  einer  Niveau- 

fläche,     —     den  Durchschnittswert    aller   1:^  daselbst,    JFi,i  den 

2.  Differentialquotienten  von  fF  nach  g,  f^i.i  denselben  nach  ti  und 
fF^  den  ersten  nach  g  bezeichnen;  wobei  ferner  die  Normale  in  Pq  nach 
aufsen  als  positive  £-Äxe  dient,  während  die  S-  uud  17-Äxe  in  die  Tan- 
gentialebene der  Niveaufläche  von  Pq  gelegt  sind.    Man  hat  also  noch 

^  =  -  »^3 .  (2) 

Nun  ist  nach  S.  34  (8)  allgemein  in  irgend  einem  Punkte  bei  belie- 
biger Lage  des  rechtwinkeligen  Axensystemes  (wie  sich  leicht  durch 
Transformation  zeigen  läfst): 

^1.1  +  ^2.2  +  ^8.3  =  —  4jr>t2®  +  2©2,  (3) 

wenn    ®    die    Dichtigkeit    in    diesem    Punkte    und   cd   die   Winkel- 


Digitized  by 


Google 


§  46.    Relation  für  die  Krümmung  der  Niveauflächen.  265 

geschwiudigkeit  der  Erdrotation  bezeichnet.  Beachtet  man  nun 
noch^  dafs 

^^3.3  —  -j^  =  -^  ^j^  W 

ist^  so  erhält  mau  aus  (1)  durch  Elimination  von  ff^i.i  -{-  ^s.s  mittelst 
(3)  und  Benutzung  der  (2)  und  (4): 

L7J ^~dh  +  ^        g  W 

Um  hieraus  k^  zu  eliminieren,  führen  wit  im  Nenner  rechter 
Hand  die  Näherungsrelation 

ein  und  erhalten  so: 

,  [gj  2gdh+R[^Z0^  g    1  W 

Hierin  beziehen  sich  g,  dg  :  dh  und  &  auf  denjenigen  Punkt,  für 
welchen  [1  :  q\  gilt. 

Auf  diese  Relation  macht  H.  Bruns  in  seiner  Figur  der  Erde 
S.  14  aufmerksam. 

Mit  Rücksicht  auf  die  starken  Schwankungen^  welchen  1  :  q  be- 
kanntlich in  der  Nähe  der  Erdoberfläche  ausgesetzt  ist,  kann  man 
das  Glied  <o'^R:g^  welches  nach  S.  84  ^  16  gleich  rund  V289  ist, 
vernachlässigen;  für  Niveauflächen  in  der  Luft  aufserdem  noch  das 
Glied  mit  0  :  ©„,,  d.  i.  rund  V45oo-  ^^^  erhält  also  für  Niveau- 
flächen in  der  Luft  angenähert: 

Bei  der  geringen  Genauigkeit,  mit  welcher  man  gegenwärtig  im 
Stande  ist,  dg  :  dh  zu  messen,  reicht  diese  Relation  zur  Bestimmung 
von  [1  :  q]  sicher  aus.     Man  vergl.  weiterhin  im  4.  Kapitel  §  3. 

Wir  entwickeln  hier  noch  im  Änschlufs  an  §  39  S.  245  mittelst 
(7)  eine  Gleichung,  welche  zeigt,  wie  die  höheren  Eugelfunktionen 
in  der  Entwicklung  von  IF  auf  den  Mittelwert  [1  :  q]  übergehen. 
Aus  (4)  S.  246  folgt  mit  Beibehaltung  der  daselbst  erörterten  Genauig- 
keit succeasive: 


und 


ff-ji{j^o+  T^  +  T^  +  V?  +  . . .  -  a,V'3co8>') 


^9         2    f  „.  ,    3.4  Ä,'    ,    4.6 -BT.'    ,    5.6  A4'    ,  1    1      2  'i       7    r\ 

mit  Rücksicht  auf  (7)  ist  demnach 
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2.8  JT,'    ,    3.47^:,'    ,    i.öJT/     ,  ,     8co«r>co8»y 


[t]-M 


-     ,    2.8  Ä,     ,    3.4Ä,     ,    4.5Ä4     ,  ,     8co'r»co8»y  1 


oder  mit  Einführung  der  S.  247  schon  benutzten  Abkürzungen  und 
Vereinfachungen : 

Nuu  ist  nach  S.  247  (13): 

und  es  wird  daher 

11-/'  •   «    A    I    2.3—2  , 


LJ°°'ä 


,3.4-2   .      ,     4.6  —  2   .       , 
"T"  ~  2.2  "      =•  "•"     '2.3~     *  "T" 


(8) 


Diese  Gleichung  zeigt  im  Vei^leich  mit  (12)  S.  247,  dafö  die 
Kugelfunktionen  höheren  Ranges  in  ff  in  dem  Durchschnittswerte  der 
reziproken  Krümmung  sehr  grofsen  Einflufs  erhmgen. 


Viertes  Kapityel. 

Synthetische  Untersachangen  ttber  die  Einflösse  gegebener 
Massen  anf  die  Niveanflächen  in  der  Nähe  der  Erdoberfläche. 

§  1.  Deformation  der  Niveanflächen  aufserhalb  durch  einen 
kugeligen  Masseuznwachs  oder  einen  kugeligen  Massendefekt 
unterhalb  des  Terrains.  Die  Erde  ersetzen  wir  durch  eine  Kagel 
vom  Radius  B,  deren  Anziehung  so  beschafiPen  ist,  als  wäre  ihre 
Masse 

M=l^R^&„.  (1) 

im  Mittelpunkt  C,  dem  Schwerpunkt,  vereinigt.  Wir  setzen  also  ihr 
Anziehungspotential  aufserhalb  der  Oberfläche  für  einen  Punkt  im 
Abstand  //  von  derselben  gleich 

Das  Symbol  JF^  welches  bisher  bei  den  strengen  Betrachtungen  das 
Potential  der  Zentrifugalkraft  mit  einschlofs^  behalten  wir  bei,  obwohl 
wir  von  der  Zentrifugalkraft  als  unwesentlich  ganz  absehen,  und  zwar 
um  daran  zu  erinnern,  dafs  es  sich  für  uns  in  H^  um  den  Repräsen- 
tanten des  Schwerkraftspotentials  der  Erde  handelt. 
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Tritt  nun  zur  Masse  M  innerhalb  deren  Oberfläche  noch  eine 
störende,  positive  oder  negative  Masse  »i,  deren  Anziehung  aufser- 
halb  jener  Oberfläche  als  von  ihrem 
Schwerpunkt  m  ausgehend  angesehen 
werden  darf;  dann  ist  das  Potential 
in  einem  Punkte  P^  der  nach  aufsen 
um  //  +  Ä  von  der  erwähnten  Ober- 
fläche absteht;  Fig.  32,  gleich 


^  =  *^(-^-+5-+t  +  t) 


«Ar'ö» 


Ä  +  i/  +  Ä  ^  '^    e 


(3) 


worin  e  den  Abstand  mP  bezeichnet. 
Verstehen  wir  unter  W  in  (2)  und  (3) 
denselben  konstanten  Wert  W^y  so 
stellen  sie  die  Gleichung  einer  Niveau- 
fläche aufserhalb  für  denselben  Potentialwert  im  ursprünglichen  und 
im  gestörten  Zustande  dar*).  Aus  der  Subtraktion  von  (2)  und  (3) 
folgt  dann  mit  Rücksicht  auf  den  jedenfalls  kleinen  Betrag  von  h 
und  H  gegen  R  in  hinreichender  Annäherung: 


M.    e 


4   «¥„ JB 


(4) 


Hiemach  ist  das  Produkt  A^  für  die  gestörte  Niveaufläche  kon- 
stant.    Dem  kleinsten  e  entspricht  das  gröfste  h. 

Um  zu  erkennen,  wie  grofs  h  werden  kann,  setzen  wir  für  m  die 
Masse  einer  Kugel  vom  Radius  a  und  der  Dichtigkeit  Si 


m  =  -r  yta^S . 


Dann  giebt  (4)  für  h  die  Formel: 


h  =  a 


(4») 


Der  Faktor  von  a  rechter  Hand  ist  ein  kleiner  Bruch,  da  nach 
der  Voraussetzung  ^  ^  a  sein  muls  und  ® :  &m  höchstens  einige  Ein- 
heiten beträgt.  (Für  eine  Platinkugel  wird  &  :  @„,  nach  Abzug  von 
2,8  für  die  normale  Dichtigkeit  der  Erdrinde  etwa  3,  für  eine  Blei- 
kugel 1,5,  für  einen  Hohlraum  —  0,5.)  Es  wird  somit  h  nur  ein 
Bruchteil  des  Halbmessers  der  Massenstöruug  im  Betrage  von  kaum 
17o7  sobald  wir  festsetzen,  dafs  die  Ausdehnung  der  Massenstörung 
den  Betrag  einiger  Meilen  nicht  überschreitet.  Alsdann  dürfen  wir 
e  anstatt  auf  P  auf  den  in  Richtung  PC  liegenden  Punkt  Q  der  un- 


•)  Bei  negativen  Werten  h  mufs   H-\-h  doch   positiv  genommen  werden, 
sonst  gilt  (3)  nicht  streng. 
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gestörten  Nireaufiäche  bezieben    and  können  also   in  ausreichender 
Annäherung  setzen: 


ei  =  (Ä  +  Ä)»  +  c»  —  2(Ä  +  H)c  cos  t . 


(5) 


Nach  dieser  Gleichung  ist  ^  für  ^  «=  uuU  ein  Minimum  im  Be- 
trage von 

/  =  Ä  +  ^  — c;  (6) 

das  Maximum  von  h  tritt  also  in  der  Geraden  Cm  in  G  ein  und  ist 
gleich 


4    ««    Ät 


Nehmen  wir  a  =  5000*";  womit  der  Kubikinhalt  der  störenden  Masse 

rund   174   Kübikmeile  wird,  so  folgt  für   eine   Bleikugel  Ä^«*  <  6"». 

Für  einen  Hohlraum  ist  Ö  :  ©„  wie  bemerkt  etwa  gleich  —  0,5;  der 

absolute  Wert  von  h„Mx  ist  hierbei  <2'^. 

Von  dem  Maximalwert  an  nimmt  h  absolut  genommen  stetig  ab 

bis  zum  Punkte  G'  diametral  gegenüber  G,    Alle  h  haben  also  einerlei 

Zeichen. 

Dies  wird  anders,  wenn  wir  die  gestörte  Niveaufläche  auf  eine 

Fläche  beziehen,  die  den  Niveausphäroiden  des  2.  Kapitels  entspricht. 

Eine  Entwickelung  von  fT,  welches 
durch  (3)  gegeben  ist,  nach  Kugel- 
funktionen würde  aber  beginnen  mit 
{M'\'m):ry  wenn  r  den  Radiusvektor 
vom  Massenschwerpunkt  S  aus  be- 
zeichnet. Als  Normalform  der  Niveau- 
flächen nehmen  wir  nun  diejenige, 
deren  Potential  gleich  {M  -^  m):r  ist, 
wobei  wir  für  r  setzen  R  -(-  ff\ 
Fig.  33. 

Wir  haben  also  einerseits  für  die 
Normalform,  eine  Kugelfläche  kon- 
zentrisch um  S  mit  dem  Radius  R-^-H'y 


das  konstante  Potential  gleich 


fV, 


k^ 


M+m 


(8) 


andererseits  für  die  Niveaufläche  selbst,  bezogen  auf  S,  indem  in  (3), 
solange  m  :  M  ein  kleiner  Bruch  ist,  R  -{-  H  -{-  h  in  ausreichender 
Annäherung  gleich  R  '\-  H'  -\-  h!  -\'  h  cos  ^'  gesetzt  wird,  wenn  h  die 
Distanz  CS  und  h'  die  Erhebung  der  Niveaufläche  über  ihre  Normal- 
form bedeutet: 


^0  =  ^Mä-i-h'  +  a'" 


h'  -f  b  cos  ^' 


+-"! 


(9) 
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Die  Subtraktion  der  Gleichung  (8)  von  (9)  führt  mit  zulässigen  Ver- 
nachlässigungen zu  der  Gleichung  für  h': 


Nimmt  man  für  den  Schwerpunktsabstand  CS  den   leicht  zu  verifi- 
zierenden Annäherungswert 

CS=h='^R,  (10) 

welcher  genügt,  solange  m  in  der  Erdrinde  vorausgesetzt  wird,  so 
folgt  endlich 

wobei  es  nach  Analogie  von  (5)  ausreicht  zu  setzen   (vergl.  Fig.  33, 
in  welcher  c  für  c  zu  lesen  ist): 

e«  =  (Ä  +  ny  -f.  c'2  —  2(Ä  +  //')  c'  cos  ^'.  (12) 

Für  grofse  Werte  von  ^'  kann  man  hierin  auch  H'  vernachlässigen. 
Man  bemerkt  nun  leicht,  dafs  die  Niveaufläche  und  ihre  Normal- 
form gleiches  Volumen  haben,  wie  auch  aus  dem  3.  Kapitel  §  43 
S.  257  bekannt  ist.  Es  wird  nämlich,  was  hiermit  gleichbedeutend^ 
das  über  die  Kugelfläche  vom  Radius  1  ausgedehnte  Integral 


/ 


Ä'  (Ä  +  Iiy  do  (13) 


gleich  null,  wobei  dfcr'  das  Oberflächenelement  der  Kugel  vom  Radius 
1  ist.  Mit  Rücksicht  auf  den  Rotationscbarakter  der  Niveauflächen 
in  Bezug  auf  die  Linie  CSmG  kann  man  für  dieses  Integral  schreiben 


n 


{R  +  Hy  sin  ^'dtl/ 


und  wird  nun  leicht  mit  Rücksicht  auf  (11)  und  (12)  bestätigt  finden, 
dafs  der  Wert  des  Integrales  innerhalb  zulässiger  Vernachlässigungen 
(die  überdies  durch  genauere  Aufstellung  des  Ausdruckes  für  h'  ver- 
mieden werden  können)  null  ist. 

In  Bezug  auf  die  Verteilung  der  h'  nach  ihrer*  Grolse  ist  wesent- 
lich, dafs  der  Massenschwerpunkt  S  auch  den  Volumenschwerpunkt 
der  gestörten  Niveaufläche  bezeichnet,  wie  auch  aus  §  43  des  3.  Ka- 
pitels hervorgeht.  Zum  Zwecke  eines  direkten  Nachweises  bilden  wir 
in  Bezug  auf  eine  durch  S  gelegte  zu  SG  normale  Ebene  die  stati- 
schen Momente  der  Volumenelemente;  hierbei  kann  das  Volumen  der 
Kugel  B  -^  JT  wegbleiben.  In  hinreichender  Annäherung  wird  die 
Summe  der  statischen  Momente  gleich  dem  über  die  ganze  Kugel- 
fläche vom  Radius  1  ausgedehnten  Integral 

f?i  .  (Ä  +  jry  cos  i;'d(S' ,  (14) 
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wofür  mau  mit  Rücksicht  auf  den  Botationscharakter  der  Niveaufläche 
schreiben  kann 

n 

2n  I  h'  {R-j-  ffy  cos  t'  sin  ^' dt' . 

u 

Die  Integration  bereitet  keine  Schwierigkeit^   wenn  man  die  durch 
teilweise  Integration  leicht  herzustellende  Formel 


/ 


^:^.2./r 


u  +  ^yi 


u '  +  Konst. 


beachtet.     Man  erhält  in    der  That   null  innerhalb    zulässiger  Ver- 
nachlässigungen. 

Wir  bringen  h'  nach  (11)  unter  Substitution  der  Werte  von  M 
und  m  noch  auf  die  Form: 


*'="  5^  »"iT-ti +  «««*']) 


(15) 


Die  Differentiation  nach  ^'  ^^eigt,  dafs  h'  seinen  grofsten  Wert  im 
Punkte  G  hat,  von  da  abnimmt  bis  zu  einem  grofsten  negativen  Wert^ 
der  ungeßht  für  e  =  yif^c  d.  i.  nahezu  für  e  =  B  und  if'  =  60® 
eintritt^  und  dann  wieder  zunimmt  bis  G\  h'  ist  null  für  R=2e  cos^  ~- ; 

dies  findet  statt  bei  ^'  gleich  rund  30®  und  115®,  wenn  die  störende 
Masse  in  der  Erdrinde  liegt. 

Für  eine  daselbst  befindliche  Bleikugel  von  ÖOOO"*  Radius  wird 
die  Schwerpunktsverschiebung  4,6"**»,  h'  in  G'  gleich  2,3*^  und  h'  in 
G<&^. 


§2. 


•  VrUl.  ti^ior{ 


Fortsetznng:    Lotablenknng,  Krümmnngsradins.    Da 

h  und  K  sich  in  der  Nähe  der 
störenden  Masse  verhältnismäisig 
nur  wenig  unterscheiden,  behalten 
wir  für  die  weitere  Untersuchung 
h  bei.  Die  Figur  34  zeigt  die  un- 
gestörte Niveaufiache,  d.  i.  die 
Kugelfläche  R  '\-  H  konzentrisch 
um  (7,  und  die  gestörte  Niveau- 
flache.  Betrachten  wir  einen  Punkt 
P  der  letzteren  und  einen  unend- 
lich nahen  Punkt  P^  derselben, 
nach  G  hin  gelegen,  so  wächst  h 
um  dh  von  P  bis  jP, ,  und  diesem 
Wachstum  entspricht  eine  Lotab- 


^'^-^ 


Flg.  84. 


lenkung  im  Sinne  der  Figur  gleich 
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. dh 

wofür  man  mit  Vernachlässigung  von  H  '\-  h  völlig  genügend  setzen 
darf: 

Für  den  unendlich  benachbarten  Punkt  P^  wird  die  Lotablenknng 
gleich 

Die  Normalen  der  gestörten  Niveaufläcbe  in  P  und  P^  schneiden  sich 
im  Erümmungsmittelpunkt  K  unter  einem  Winkel,  dessen  Betrag  aus 
der  Betrachtung  des  Vierecks  PP^  KC  sich  zu  —  dif-\-  A  —  A^  ergiebt ; 
führt  man  hierin  (2)  ein  und  beachtet  die  Figur ,  so  wird  zur  Be- 
stimmung des  Krümmungsradius  q  bei  P  leicht  erhalten: 

Da  nun  A  jedenfalls  einen  sehr  geringen  Betrag  hat^  so  weicht  PP^  von 
—  (R  •\- H -{■  H)  di^  nicht  erheblich  ab;  wir  setzen  daher  in  aus- 
reichender Annäherung  für  den  Krümmungsradius  qx 

g=  E+H  +  h  r+  rfv^  }  '  (^) 

bei  kleinen  h  also  ebenso  genau: 

Die  Anwendung  der  Formeln  (1)  und  (3)  hat  auszugehen  von 
den  Gleichungen  (4*)  und  (5)  des  vorigen  Paragraphen: 

Hiernach  wird  mit  einigen  zulässigen  Vernachlässigungen: 
und 

Setzen  wir  nun  wieder  voraus,  dafs  die  störende  Masse  in  der 
Erdrinde  liegt,  so  können  nach  vorstehenden  Formeln  nur  in  der  Nähe 
dieser  Masse  erhebliche  Störungen  im  Krümmungsradius  entstehen, 
weil  schon  in   einigem  Abstände  a^ :  e^  ein  sehr  kleiner  Bruch  wird. 

Für  die  Nähe  der  störenden  Masse  genügt  es  aber  in  der  Paren- 
these von  (6)  zu  setzen: 
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272  4.  Kapitel.    Der  Einflufs  gegebener  Massen. 

cos  ^  =  1 ,    Bc  sin^  ^  =  ä'  , 

wenn  s  die  horizontale  Entfernung  von  G,  lotrecht  über  der  stören- 
den Masse  m,  bezeichnet.  Aufserdem  wird  entsprechend,  wie  die 
2.  Gleichung  (4)  zeigt: 

e^  =  s^  +  tK  (7) 

Damit  wird  aus  (6): 

Zugleich  folgt  aus  (3*): 

i-s^|l-%^('-l?)l■      o 

Die  Lotablenkung  wird  entsprechend  nach  (5),  in  Sekunden  aas^ 
gedrückt  : 

Sie  ist  in  G  lotrecht  über  der  störenden  Masse  gleich  null;  mit 
wachsendem  Abstände  ^  wächst  sie  zunächst  bis  zu  einem  Maximum 

und  nimmt  weiterhin  ab.     Das  Maximum  tritt  ein  für  -^^  =  ^^''i 

d.  h.  na6h  (6)  für 

e^  cos  ^  =  SRc  sin'if; , 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  oben  eingeführten^  in  der  Nähe  ron  G 
zulässigen  Vernachlässigungen,  für 

^2  =  3ä^  wobei  nach  (7)  t^sy^  (ü) 

ist.    Es  hat  den  Wert 

.  2  p"       a^9  /i9\ 

in  Sek.  SVS    *  ^^m 

Wenn  durch  Beobachtungen  der  Ort  und  die  Gröfse  des  Maximums 
sowie  G  ermittelt  sind,  so   giebt  (11)  die  Tiefe  an,   in  welcher  die 

störende  Masse  liegt,  (12)  den  Betrag  m  ^^  ~~  na^S  derselben. 

Der  Krümmungsradius  q  hat  in  G,  wie  die  Differentiation  von 
(9)  nach  s  zeigt,  bei  positivem  G  ein  Minimum,  wächst  von  da  zu- 
nächst mit  s  bis  zu  einem  Maximum  und  nimmt  dann  wieder  ab.  lu 
gröfserer  Entfernung  unterscheidet  er  sich  zufolge  (3)  und  (6)  wenig 
von  R  +  H.    Es  ist  fflr: 

1  + 


i 
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§2. 


FortaetzuDg:  Lotablenkung,    EriimmuDg&radius. 
,,/"3  R  +  H 


8^10  a^e 


273 

(14) 


126    t^e^ 
s  grofs  Q  sehr  nahe  gleich  R  -{'  H. 

Im  Falle  eines  Massendefektes,  d.  h.  eines  negativen  Wertes  von  0, 
ist  Q  im  Punkte  G  ein  Maximum^  im  Abstände  ^F  y  ^^  Minimum. 
Für  eine  Bleikugel  von  5000"»  Radius  wird: 


10 


9ma.^Y{B+ff)] 


für  einen  Hohlraum: 


9m 

Am 


,^2{R  +  H), 
,^-31", 


10 


Es  mag  hier  zum  Schlüsse  noch  bemerkt  werden^  dafs  die  wich- 
tigsten Resultate  dieses  und  des  vorhergehenden  Paragraphen  sich 
auch  leicht  an  der  Hand  einer  Be- 
trachtung finden,  welche  von  der 
Krümmung  der  ungestörten  Niveau- 
flache absieht.  Ist  nämlich  Q  ein 
Punkt  der  letzteren,  so  ist  hier  das 

Potential  der  Massen- gleich  k'^  —  y 

Fig.  35;  man  mufs  daher  um 


(15) 


vertikal  in  die  Höhe  bis  P  gehen, 
damit  in  P  der  ursprüngliche 
Potentialwert  wieder   vorhanden   ist. 


Fig.  35. 

G  bezeichnet  hierin  die  un- 
gestörte Schwerebeschleunigung,  für  welche  angenähert  —  ä Ar* 6>,„Ä 
za  setzen  ist;  daher  wird  wie  in  §  1  (4): 

s      m 


A  = 


4  «e^B 


(16) 


wobei  e^ 


s^  4~  ^^  is^-    Hieraus  folgt  die  Lotablenkung 


yi  = j —  s^ 

ds 


e^RS„ 


ganz  wie  in  §  2  (10).    Endlich  ist  —g-dA 
genau  =  —  ds]  daher  wird 

He  Im  er  t,   mathem.  n.  physikal.  Theorieen  der  hOh.  Geodäsie.  II. 


(17) 
PP^  oder  hinreichend 


18 
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Von  dieser  Formel  gelangt  man  bis  auf  eine  unwesentliche  Abwei- 
chung zu  der  richtigen  Formel  (9)^  indem  man  noch  die  Biegung  der 
ungestörten  Niveaufläche  berücksichtigt  und  demgemäfs  rechter  Hand 
1:(R  +  H)  addiert*). 

Mit  Bücksicht  auf  (3)  hat  man  allgemein: 


1 ,    dA^ 

B  +  H+h"^   äs 

(19) 

B  +  H+h         d8*  ' 


§  3.  Fortsetzung:  Die  gestörte  Schwerkraft.  Nach  §  1  (3) 
S.  267  ist  das  Potential  der  Schwerkraft  im  Punkte  P,  wenn  der 
Radiusvektor  CP  mit  r  bezeichnet  wird,  gleich 

mit  (1) 

e  — =  l/r^  +  c^  —  2rc  cos  ^ ; 

vergl.  Fig.  32  S.  267.  Wegen  der  Geringfügigkeit  der  Lotablenkung 
können  wir  die  radiale  Komponente  der  Schwerkraft  für  die  ganze 
Schwerkraft  nehmen^  also  setzen 

Hieraus  folgt  sofort 

3f    ,    m 


ff 


-k^lf  +  ^{r-ccost)].  (3) 

Für  eine  bestimmte  Niveaufläche  genügt  es  mit  Vernachlässigung 
von  h  zu  setzen  r  =  Ä  +  Ä**).  Beschränken  wir  uns  aufserdem  auf 
die  Nähe  der  störenden  Masse,  so  wird 

e'  =  ^2  _j_  ^2  und  r  —  c  cos  ^  «=  / , 
also 

Bezeichnen  wir  den  ungestörten  Wert  von^,  nämlich  k^M:{R'\'ffy 
mit  G  imd  beachten  die  Relationen 


*)  Von  diesem  Verfahren,  bei  Bestimmiing  von  (f  erst  zuletzt  die  Biegung 
der  ungestörten  Niveaufläche  zu  berücksichtigen,  kann  man  auch  in  anderen 
Fällen  Gebrauch  machen,  vorauBgesetzt  nur,  dafs  gestörte  und  ungestörte  Niveau- 
fläche nahezu  parallel  laufen. 

**)  Es  wird  somit  hier  kein  Unterschied  gemacht  zwischen  der  gestörten 
Schwerkraft  in  der  gestörten  und  der  ungestörten  Niveaufläche,  was  solange  zu- 
lässig ist,  als  A  nur  einige  Meter  beträgt. 
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SO  wird 

Die  grofste  Störung  im  Verlaufe  einer  Niveaufläche  erleidet  dar- 
nach die  Schwerkraft  im  Scheitel  G  derselben,  vertikal  über  der 
störenden  Masse.    Man  hat  nämlich  daselbst,  S  positiv  gedacht: 

i^««-c|l+^s5|-).  (5) 

Für  eine  Bleikugel  von  5000'"  Radius  ist  daher  die  maximale  Störung 
in  g  gleich 

*^  ^  6? :  850 ; 

für  einen  Hohlraum  gleicher  Ausdehnung  ist,  absolut  genommen: 

dg^G:  2550 . 

Aus  (3)  folgt  noch  durch  Differentiation  nach  r 

dg  ,.,  f  2 Jf    ,    3w  ,  ,so        «»1  /n\ 

ar-~^   J7r-  +  i^('--^cos^)2--^).  (6) 

Diese  Formel  giebt  zugleich  sehr  nahe  die  Änderung  von  g  mit  der 
Höhe  h.  Wir  können  demnach  mit  Beschränkung  auf  Punkte  einer 
bestimmten  Niveaufläche  in  der  Nähe  der  störenden  Masse  setzen: 

dh  ^   \(B  +  H)^  '^     e^  <fl]  ^v 

oder  auch  sehr  nahe 

Differenziert  man  diesen  DifFerentialquotienten  nach  e,  so  be- 
merkt man,  dafs  sein  absoluter  Wert  ein  Maximum  ist  im  Punkte  G, 
0  positiv  gedacht.  Von  da  an  nimmt  derselbe  ab,  geht  bei  e^^^St^ 
durch  den  ungestörten  Wert  hindurch,  nimmt  weiter  ab  bis  ^*=-=5/^, 
wo  ein  Minimum  eintritt,  und  nimmt  von  da  an  wieder  zu  bis  zum 
ungestörten  Wert.    Für  den  Punkt  G  ist 

aus  welcher  Formel  man  ersieht,  dafs  der  ungestörte  Wert  des  Diffe- 
rentialqüotienten  von  g  nach  der  Höhe  sich  beträchtlich  ändern  kann. 
Eine  Vergleichung  mit  S.  272  (13)  zeigt,  dafs  der  Betrag  der  Stö- 
rung verhältnismäfsig  derselbe  ist,  wie  im  Krümmungsradius  für 
Punkt  G. 

In  neuerer  Zeit  haben  einige  Physiker  versucht,  die  Abnahme  von 
g  mit  der  Höhe  aus  feinen  Wägungen  abzuleiten.    Vorstehendes  zeigt, 

18* 
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dafs  man  auf  diesem  Wege  dem  ungünstigen  Einflufs  lokaler  An- 
ziehungen viel  zu  sehr  ausgesetzt  ist,  um  erwarten  zu  können,  dafs 
die  Resultate  den  normalen  Wert  2G:(R-^ff)  geben.  Eher  könnte 
man  diese  Messungen  dazu  benutzen,  1:^»  zu  bestimmen ;  oder,  ab- 
gesehen von  dem  hier  betrachteten,  speziellen  Falle,  allgemeiner  nach 
S.  264  §  46  des  3.  Kapitels,  um  einen  Mittelwert  Ton  1  :  q  aller 
Vertikalschnitte  der  Niveaufläche  an  dem  betrefifenden  Punkte  der 
Beobachtung  herzuleiten*). 

§  4.    Fortsetzung:  Yergleichnng  der  Einwirkung  auf  r,  g, 

Q  a.  S.  w.  Nicht  uninteressant  ist  es,  die  Maximal  Wirkungen  der 
Masse  m  auf  die  verschiedenen  in  betracht  kommenden  Gröfsen  zu- 
sammenzustellen. Wir  nehmen  dabei  die  störende  Masse  tn  =  Y  ^^^^ 
und  bilden  immer  den  nachstehenden  Quotienten: 

Gestörter  Wert  —  ungestörter  Wert 
ungestörter  Wert 

Wir  erhatten  dann  aus  (7)  S.  268  für  die  Störung  im  Radiusvektor: 

b^  _  ®_    .  _?!_  .  m 

femer  aus  (5)  S.  275  für  die  Störung  in  der  Schwerkraft: 

9max  —  ^  e  a* 


G  e^     Et*  > 


(2) 


welcher  Quotient  auch  in  der  Lotablenkung  auftritt;  denn  es  ist  nach 
(12)  S.  272: 

Aus   (13)    S.  272  folgt    weiter  für   die  Störung   im   reziproken 
Krümmungsradius : 

_i 1 

9min  R  +  a  e  a«  ,«v 

i ~^"^  ^^^ 

m 

R  +  H 

*)  In  den  Verhandlungen  der  6.  ällgeni.  Konferenz  der  europäischen  Chrad- 
messung  zu  München  1880  S.  36  berichtet  von  JoUy  über  seine  bezüglichen  Be- 
obachtungen. Er  fand  in  einem  gewissen  Falle  anstatt  33,1  Milligramm  den 
Wert  32,8  Milligramm  als  Einflafs  der  Höhenlage  auf  die  Anziehung,  d.  h.  also, 
er  fand  dgi  dh  absolut  genommen  um  ca.  1%  zu  klein.  In  den  Ähh,  der  kön, 
hayer,  Ak.  d.  Wiss.  11.  Ci.,  Bd.  14,  2.  Abt  1881  sind  die  Zahlen  genauer  zu 
33,059  und  31,686  angegeben,  d.  h.  die  Änderung  von  g  mit  h  ist  um  ca.  4%  zu 
klein.    Vergl.  weiterhin  den  Schlufsparagraphen  dieses  Kapitels. 
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und  aus  (9)  S.275  für  die  Störung  im  Differentialquotienten  der  Schwer- 
kraft nach  der  Höhe: 


Kdhjmax        \       n  +  U) 


9         «3  ^3,^ 


V    b  +  h) 

Die  stärksten  Wirkungen  sind  also  diejenigen  auf  q  und  -,^  nach 

(3)  und  (3*)^  die  schwächste  ist  diejenige  auf  den  Radiusvektor  und 
dazwischen  stehen  diejenigen  auf  ^  und  die  Richtung  des  Lotes.  Dieses 
sind  zugleich  die  störenden  Wirkungen,  welche  in  der  Regel  bei  Beobach- 
tungen von  Einflufs  sind^  da  man  weder  den  Radiusvektor^  noch  den 
Krümmungsradius  direkt  messen  kann  und  auch  die  Messung  der 
Schwereabnahme  mit  der  Höhe  nur  unter  aufsergewöhnlichen  Um- 
standen erreichbar  ist. 

Zeigt  sich  bei  den  Beobachtungen;  dafs  die  Anomalieen  in  g  und 
in  der  Lotrichtung  lokaler  Natur  sind;  dann  entsprechen  denselben 
jedenfalls  nur  sehr  kleine  Änderungen  im  Radiusvektor/  während  q 
stark  variieren  kann. 

Die  Wirkungen  einer  unterirdischen  Massenunregehnäfsigkeit  unter- 
sucht bereits  Young  in  den  Phüosophicäl  Transactians  1819  p.  89—92; 
spätere  Untersuchungen  finden  sich  in  dem  Hauptwerk  der  englischen 
Vermessung  Ordnance  St^rvey^  Principal  TriangulcUion  (1868)  p.  685;  von 
Bahlander  in  Poggendorffs  Ann,  (1862)  Bd.  117  S.  148;  in  Thomson  und  Tait, 
Handbudi  der  tJieor.  Physik  Bd.  I.  2  (1874),  S.  341—343;  von  Winterberg 
in  Astronom,  Nachr.  Bd.  91  (1878)  S.  97—108,  und  in  Clarke,  Geodesy 
(1880)  p.  88-93. 

Durchaus  unklar  sind  die  Angaben  Winterberg^y  aus  Nivellements  die 
Gestalt  der  Niveaufl&chen  zu  bestimmen.  Im  7.  Kap.  werden  wir  zeigen, 
dafs  die  Uesultate  der  PräzisionsniveUements  von  der  Gestalt  der  Niveau- 
flächen so  unabhängig  sind,  dafs  ein  Rückschlufs  auf  die  letztere  unmög- 
lich ist.  Selbst  mit  der  Anordnung,  welche  Bauemfeind  den  Nivellements 
gegeben,  um  die  Krümmung  der  Niveauflächen  zu  studieren  (vergl.  Brutia^ 
Figur  der  Erde,  S.  41),  ist  praktisch  noch  kein  Erfolg  erzielt  worden. 
Auch  scheint  Winterherg  an  diese  Anordnung  nicht  zu  denken.  Dafs  man 
die  Uöhenstörungen  der  Niveauflächen  direkt  nicht  aus  Nivellements  be- 
stimmen kann,  dürfte  wohl  diesem  Autor  bekannt  gewesen  sein. 

Clarke,  Geodesy  p.  98—101,  untersucht  auch  den  Effekt,  den  eine 
radiale  Verschiebung  einer  Masse  giebt.  Man  kann  dies  aus  dem  hier  ge- 
gebenen leicht  abstrahieren;  sollte  die  Masse  als  Halbkugel  hervortreten, 
so  vergl.  weiterhin  §  16, 

In  der  Ordnance  Survey  p.  591  sind  auch  die  Störungen  durch  einen 
unendlich  langen,  liegenden,  tmterirdischen  Kreiscylinder  behandelt. 

§  5.  Fundamentalformeln  für  die  mittleren  Teile  langer, 
horizontaler  Prismen.  In  Fig.  36  stelle  das  Dreieck  0A.2  den 
Querschnitt  eines  geraden  Prismas  normal  zu  den  horizontalen  Kanten 
vor.     Wir  zerlegen  das  Prisma  der  Länge  nach  in  Elemente  vom 
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Querschnitt  dq.    Hat  ein  solches  Element  vom  Pankt  0  den  kürzesten 
Abstand  r,  welcher  im  Querprofil  gemessen  wird,  so  ist 


'hgtixon,iaZ 


k^e  i  ^^-*  (1) 

das  Potential  der  Anziehung  des  Elements 
auf  Punkt  0^  wenn  &  die  konstante 
Dichtigkeit  des  Prismas  ist  und  x  einen 
Abstand  vom  Querprofil  in  der  Längs- 
richtung bezeichnet,  der  von  —  Zj  bis 
-f-  Zj  variiert.  Nach  einer  bekannten 
Grundformel  der  Integralrechnung  wird 
das  Potential  (1)  gleich 

*»©  jlognat  (^+/^  +  l)  +  lognat  (^•+/^  +  l)t  dq.   (2) 

Nehmen  wii:  Z,  und  Zj  gegen  r  sehr  grofs  an,  so  geht  (2)  mit  für 
unsere  Zwecke  genügender  Genauigkeit  über  in 

ä2©  (lognat  ^  +  lognat  -?^)  dq  , 

und  hieraus  folgt,  indem  wir 


Fig.  36. 


setzen,  als  Potential  des  Elementes  Tom  Querschnitt  dqx 
2A»e  lognat— -rfg. 


(3) 


(4) 


Der  Fehler  dieses  Ausdruckes  ist,  wie  die  Reihenentwicklung  von 
(2)  zeigt,  angenähert  gleich 

+  2A:«®d^.(^y,  (4») 

mithin  für  2Za=  10 r  bereits  weniger  wie  V2V0  ^^^  Ausdruckes  (4). 
Differenziert  man  (4)  nach  r,  so  ergiebt  sich  die  Anziehung  des 
Elementes  auf  Punkt  0  in  Richtung  des  durch  eine  Verschiebung 
von  0  wachsenden  Radiusvektors  r.  Damit  erhält  man  mit  Rück- 
sicht auf  die  Figur  leicht  als  horizontale  Komponente  der  Anziehung 
des  Elementes  normal  zu  dessen  Längsrichtung: 


2^2© 


dci 


cos  9j 


und  als  vertikale  Komponente  derselben: 


2A2  6>ii-sin9 


(5) 


(6) 
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Der  Fehler  der  Gesamtauziehung  ist  gleich 

-2k^@^.2(^)\  (6*) 

mithin  für  2Z=  10 r  gleich  2%  der  sich  aus  (5)  und  (6)  zusammen- 
setzenden Gesamtanziehung. 

Wir  führen  nunmehr  Polarkoordinaten  ein,  wie  Fig.  36  zeigt, 
sodafs  dq  ^^rdrdtp  wird,  und  integrieren  den  Ausdruck  (4)  zunächst 
nach  r  von  null  bis  an  die  Peripherie  des  Querschnitts,  woselbst  r  in  r 
übergeht.     Nun  ist  durch  teilweise  Integration  leicht  zu  finden,  dafs 

r' 

/'rlognat-?^  dr  -  \  r'^  (log  nat-^  +  -1-)  , 

wobei  nur  zu  beachten  ist,  dals  r  lognat  r  für  r  gleich  null  in  null 
übergeht.  Hiermit  findet  sich  aus  (4)  ats  Potential  der  Anziehung 
des  ganzen  Prismas  auf  Punkt  0: 

V  =  k^&j  (log  nat  -^  +  y)  r'2  dq> .  (7) 

Integriert  man  auch  (4*)  nach  r,  so  findet  man,  dals  (7)  auf 
etwa  7^  7o  g^i^äu  ^st  f^r  ^^^  Prisma,  dessen  Länge  zehnmal  so  grofs 
ist  als  Tj'  und  r^   im  Mittel. 

Um  nach  tp  zu  integrieren,  setzen  wir  mit  Rücksicht  auf  Fig.  36 
für  r  den  Ausdruck 

''"'*»    sin  (w<  +  qp  —  qp,)  ' 

vin  welchem  Ausdruck  nur  q>  variabel  ist.     Für  die  Ausmittelung  von 
(7)  kommt  es  aber  auf  das  Integral 


/ 


®  r/  am  v>x  '    2 


sin»  («7i  +  qp  —  qPi) 

an,  das  durch  teilweise  Integration  übergeht  in 


dtp 


-  (lognat  ^^-^^y^^J:  -'^■^  +i|cot  K  +  y  -  y.) 

+  J   cot«  (t^;,  -f  gj  —  gjj)  rfgj ; 


da  nun 

/  cot«  («^1  +  9  —  9>i)  rfg?  =  —  cot  (w'j  +  9  —  9i)  —  9  +  Konst. , 

so  findet  man  endlich  ohne  Schwierigkeit  aus  (7): 

22/ 

coc  u^i  I  iog  nai 

t;  «=A:«®rj'«  sin«tt;| 


cot  w^  [log  nat  4/"  +  y] 
+  cot  w^  [log  nat  1^  +  i.]  —  t^;,. 
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wobei  m^qsbs^j  —  ^j  und  trj««»^  — ti?©  — «;,  sowie  Tj'^sr/siiiM;, :  sinu;, 
eingeführt  sind. 

Anstatt  des  vorstehenden  Ausdruckes  erhält  man,  wenn  vor  der 
grofsen  Parenthese  ein  Mal  r{  sin  w^  durch  r^  sin  w^  ersetzt  vrird 
und  alsdann  noch  einige  naheliegende  Umformungen  mit  Rücksicht 
auf  Fig.  36  vorgenommen  werden: 


v  =  2k^@J 


Y  +  -^-y-^  log  nat  -^  +  -^'--^  log  nat  -^^ 
^—  sin  Wx  sin  m;« 

Bin  «7o  *  ' 


(8) 


Hierin  bezeichnet  J  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  0.1.2,  d.i.  des 
Prismen-Querschnitts. 

Eine  andere  bemerkenswerte  Gestalt  erlangt  der  Ausdruck  für 
t;,  iudem  man  im  1.  Logarithmus  für  r/  den  identischen  Wert 
r^r^  :  r^  substituiert  und  sodann  die  beiden  Glieder,  welche  den 
Logarithmus  von  2Z  :  r,'  enthalten,  zusammenzieht.    Es  folgt 

v^2k^ej\^  +  log  uat  ^  +  '-^p-  log  nat  ^.  -  ^^^^  «,.) .  (9) 

Ähnlich  findet  sich 

v^2k-&j[^+\ozu^ifV^P\ozr.fA'^,-^^*w,]  .     (10) 

§  6.  Fortsetzung.  Führen  wir  in  (5)  und  (6)  des  vorigen 
Paragraphen  für  dq  seinen  Wert  rdrdq>  ein,  so  folgt  unmittelbar 
durch  Integration  nach  r  von  null  bis  r  als  horizontale  Komponente 
der  Prismen- Anziehung  normal  zur  Längsrichtung  des  Prismas: 

2k^®  I  r  coatpdfp  (1) 

Vi 

und  als  vertikale  Komponente: 

r 

2k^eJ  r  sintpdip.  (2) 

Vi 

Führen  wir  wieder  r  =  r/  sin  tv^  :  sin  (tv^  +  9  —  9>t)  ein  und 
nehmen  als  Variable  «  «=  m^j  +  9  —  q)^,  so  gehen  (1)  und  (2)  bezw. 
über  in 

2*»©  r,  sin  wij ^-^---^^  <*«  (3) 

und 

2ä»©  r/  sin  w,   1^  i"-.^t±^^l  da  .  (4) 

'  ■  ^  Sin «  ^  ^ 
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Lost  man  sin  und  cos  im  Zähler  auf  und  integriert^  was  keine 
Schwierigkeiten  bietet,  beachtet  auch,  dafs  Wq -{-  w^  ^=>  7t  —  tv^  und 
sin  1^2  :  sin  t«7,  =  r/  :  r^  ist,  so  folgt  aus  (3)  für  die  horizontale, 
zur  Längsrichtung  normale  Komponente  der  Anziehung: 

2k^&  r/  sin  w^  |  w^  sin  {w^  —  <P\)  +  cos  (m;,  —  9,)  log  nat  -^ |       (5) 

und  für  die  vertikale  Komponente: 

2k^&  r{  sin  w^  { w^  cos  [w^  —  9>,)  —  sin  {w^  —  9),)  log  nat  -^C }  •     (6) 

Diese  Ausdrücke  besitzen  scheinbar  betreffs  der  Stücke  des  Drei- 
ecks mit  den  Indices   1   und  2  nicht  diejenige  Symmetrie,   die  man 
erwarten  könnte.     Beachtet  mau  aber,    dafs  r/ sin  m;,  =  r^smw 
und  dafs  t^j  —  g?,   der  Neigungswinkel  von  c  gegen  die  Horizontale 
ist,  so  verschwindet  dieser  Mangel. 

Wenn  L^  und  Z2,  die  Langen  des  Prismas  beiderseits  des  durch 
den  Punkt  0  geführten  Querschnitts,  nicht  genau  einander  gleich 
sind,  so  existiert  noch  eine  3.  Komponente  der  Anziehung  auf  0  in 
Richtung  der  durch  diesen  Punkt  hindurchführenden  Prismenkante. 
Nehmen  wir  L^  >  Z,  und  beide  wie  oben  im  Verhältnis  zu  den  Quer- 
dimensionen des  Prismas  grofs  an,  so  ist  jene  3.  Komponente  offenbar 
sehr  nahe  gleich  der  Anziehung  eines  Prismas  von  der  Lange  L^  —  L  ^ 
welches  auf  der  Seite  L^  zwischen  2  Querschnitten  in  den  Abständen 
Z,  und  Z2  von  0  liegt.  Diese  Anziehung  kann  angenähert  gleich 
[Masse:  Quadrat  der  Entfernung]  gesetzt  werden.  Wir  erhalten  hier- 
mit  als  3.  Komponente  der  Anziehung  in  der  Längsrichtung  der 
Kante  angenähert  den  Wert 

^k& gZi ,  (7) 

worin  J  die  Querschnittsfläche  und  Z  die  /Z,  Z2  bezeichnet. 

Die  Genauigkeit  der  Formeln  (5)  und  (6)  wird  in  dem  Falle 
dafs  r/  und  r^  nur  etwa  den  10.  Teil  der  Gesamtlänge  2Z  des 
Prismas  betragen,  mit  Rücksicht  auf  (6*)  des  vorigen  Paragraphen 
gleich  VsVo. 

§  7.  Allgemeine  Formeln  für  die  mittleren  Teile  eines 
langen  Gebirgsrückens  in  Form  eines  liegenden^  dreiseitigen 
Prismas.  Für  die  mittlere  Gegend  eines  Gebirgsrückens,  der  wesent- 
lich länger  als  breit  ist,  können  die  in  den  vorhergehenden  beiden 
Paragraphen  entwickelten  Formeln  Anwendung  finden.  Von  der 
Krümmung  der  Erde  sehen  wir  nach  den  Erfahrungen  im  1.  Beispiel 
dieses  Kapitels,  vergl.  S.  273,  vorläufig  ab. 

In  Fig.  37  bezeichne  ABC  Aqu  Querschnitt  des  Gebirgsrückens 
und  AB  die  ungestörte  Niveaufläche  in  der  Meereshöhe  //.    Für  einen 
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Puukt  P'  derselben  hat  man  die  Wirkung  aus  den  Wirkungen  der 
Prismen  AP' C  und  BP' C  zusammenzusetzen  und  kann  dabei  im  Ver- 
gleich mit  Fig.  36  8.  278  setzen  für 


tVt 


Wo 


bei  BP'C  bezw.  die  Werte: 


ahn 


B  —  ^'      B 


Wn 


*' 


ferner  hex  AP'Ci 

ph^  (JÄq  ^K  if'^A  A      x  —  i;' 

solange  P'  zwischen  A  und  B  liegt ,  dagegen: 

phQ  —  <yÄo        bhQ  A-'t'      n^A      ^' 

wenn  P'  in  Fig.  37   linker  Haud  von  A  liegt  und   mithin  6h^  ne- 
gativ ist.     FQr  letzteren  Fall   sind  selbstverständlich  die  Wirkungen 


9! 

■«  +  *' 


üngesiörlö  JTivetui/tädie 

Flg.  37. 

des  Prismas  AP'C  von  denen  des  Prismas  BP'C  zu  subtrahieren. 
Zufolge  der  gewählten  Substitutionen  ist  aber  auch  im  ersten  Fall 
die  Horizontalanziehung  von  AP' C  zu  subtrahieren. 

Man  erhalt  mittelst  der  Formel  (10)  §  5  S.  280  als  Potential  v 
der  Anziehung  für  P'  innerhalb: 


v^k^&h^^ 


(c— a)»co8Bi 


a'cosil 


und  für  P'  aufserhalb 


+  ...-._^-^,ognat^+_, 


lognaty 


V(c~g)BiDJBBin(g+^')+(3r— '»VsiDiJBipJj^ 
sin  'fp' 


v'^^k'^eh^'^ 


(|  +  lognat|^c 


,    (c— ff)*  cos  5,  .      p        ,    ff'COSil  t  ^_-X_P_ 


gin'^ 


r(c-«)8iiLff8in(^+*')+ff8in^8iD(i-ll'')j 


Einige  leicht  ersichtliche  Umformungen  geben  hieraus  f&r  P'  innerbslb: 
2-      -(c-«)»[*'8in2i?-i-8in25lognat^] 

(ö  +  log  "*t  "X )  '^  BT 

*'^'    _  <»'[(«-V'')8in»^-|8in2^1ogii8tfJ 


■*»©Vi 


d' 
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283 


v=k^S\^ 


/3  2ix    -(^"<^)^[*'si^'^-Y«i^2i?logiiat^J| 

(l  +  lognat^)^  "^    (1*) 

^  ^'^    +  <y»[^'8in»^  +  -isiii2^1ognat-^]| 


Ferner  findet  sich  aus  (5)  des  vorigen  Paragraphen,  wobei  aber 
r/  sin  w^  mit  r^  sin  w^  zu  vertauschen  ist,  fiir  die  zur  Längsrichtung 
normale  Horizontalanziehung  für  P'  innerhalb: 


2^2  ©Äo 


(c  —  <y)  [^'  sin^^  —  y  sin  2B  log  nat  -^3-^] 
—  «  [(«  —  i>')  siv?A  —  Y  sin  2^4  log  nat  -1 
und  für  P'  aufserhalb: 

(c  —  e)  [^'  sin»  5  —  y  sin  25  log  nat  —7] 
+  o  [^'  sin»^  +  y  sin  2^  log  nat  -^1 


(2) 


2**0  Ao 


(2*) 


Ebenso  giebt  (6)  des  vorigen  Paragraphen  für   die  Vertikalan- 
ziehang  für  P'  innerhalb: 


—  2**0*0 


'  (c  —  ff)  [^  i>'  sin  2B  +  sin* 5  log  nat  -^^1 
+  <y  [y  (^  -"  ^ )  8"*  2-<4  +  8in'-<<  lognat  —1 
und  für  P^  aufserhalb: 


(3) 


—  2**©Ao 


'  (c  —  ff)  [i-  ^'  sin  25  +  sin» 5  log  nat  ^^1 
+  ff  [—  Y  t^'  sin  2  ^  +  sin*^  log  nat  ^1 


(3*) 


Für  den  Punkt  P  auf  AC  setzen  sich  die  Wirkungen  der  Prismen 
APB  und  BPC  zusammen.  Im  Vergleich  zu  Fig.  36  S..278  kann 
man  setzen  bezw. 


für 


w, 


w^ 


tOn 


9i 


bei  BPC:    zh^    y\    ah^     n-^A  —  B    B  —  t         A  +  t        —A 
hei  APB:  xh^    yh^    ch^  A  t        n  —  A  —  '^-\-A\ 


zufolge   dieser  Substitutionen  ist  die  Horizontalanziehung  für  APB 
von  derjenigen  für  BPC  zu  subtrahieren. 
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Für  das  Potential  der  Auziehuiig  in  P  erhält  man  nun  den  Wert 
nach  (9)  §  5  S,  280  gleich 


t;=«A:2@  Vysiö(^+*) 


(|+lognat^^g(a:  +  z) 


Ä« 


cos  {A  +  B)  log  nat  ^-^ cos  A  log  nat 


sin 


xsin/lsiD^ 


Nach  einigen  leicht  zu  erkennenden  Umformungen  folgt  hieraus: 


»«/ti©A,2 


(I  +  Iog 


2i,    -  2  2*  sin  2{A  +  5)  log  nat  ^ 


nat  -T- 1  c      , 

^^'   +vx'sin2^1ognati^ 

—  {A  +  ^)  0  sin»  B  —  {»  —  A  —  ii>)l^ 


(4) 


Man  erhält  ferner  aus  (5)  §  6  S.  281  für  die  zur  Langsrichtoog 
normale  Horizontalanziehung  in  Pi 

[(^  +  ^)  sin  B  sin (^  —  ^)  +  cos  B  sin  {B — f)  log  nat  -^ 
2^2@Äoyj 

+  sin  ^  log  nat  — 

wofür  man  auch  setzen  kann: 

2k^®hQ[{A  +  t)i  sin^B  +  y  /  sin  2  ^  log  nat  -^  +  |  log  nat  J  j  •  (5) 

Aus  (6)  §  6  S.  281  folgt  endlich  für  die  Vertikalanziehung  in  P: 

I(ä  —  ^  —  ^)  sin  ^  —  (^  +  f)  cos  ^  sin  (/?  —  *) 
+  sin  ^  sin  {B  —  f)  log  nat  -|- 
wofür  man  auch  setzen  kann: 
2k^&hJ{n-^A^  <')  S-  Y  (^  +  !f^)  /sin  2^  +  (Qin^B  lognat  |j  •  (6) 

Um  nunmehr  zu  den  An- 
gaben für  einen  Punkt  0  in  CC'f 
gleichhoch  mit  P  gelegen,  vergl. 
Fig.  38,  zu  gelangen,  gehen 
wir  von  (4)  aus  und  setzen  darin, 
^^^  '  ^ß  um  zunächst  das  Potential  des 
Prismas  CBC  zu  erhalten, 


Fig.  38. 

für:         c    X     y         z  i 

bezw.:     a     l     a      1  — ^     «(l  — g)     ^     ^' 


A      i> 
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während  die  flbrigen  Symbole  bleiben.    Damit  folgt  als  Potential  von 
CBC  auf  0: 


/t*0V 


I  (I  +  log  nat  l^  a  +  -^'  ^  »'-  sin  2B  log  nat  -1-^- 


Im  vorletzten  Gliede  schreibt  man  besser  ffir  asin^  einfach  cos  f. 
Vertauscht  man  jetzt  A  mit  B,  a'  mit  b',  a  mit  ß  und  Ä  mit  ff , 
so  ergiebt  sich  das  Potential  von  ACC.    Dieses  ist  gleich 


/t»ÖV 


(f  +  lognat  l^  ß  +  il:=i^  sin  2A  log  nat  ,  ^^ 
-(f  +  ^)(l-|)*cos»^-(f-^)|' 


Die  Addition  beider  Ausdrücke  ergiebt  als  Potential  vo  für  0 

2L 


Vo  =  Ä'0V 


( Y  +  log  nat  -T-j  c  —  «log  nat  a'  —  ^  log  nat  *' 
+  -i-  (l-|)»[8in2i?lognatj^+sin2^1ognat^ 
-  (1  -  «)» [(f  +  ^)  cos»^  +  (f  +  ^')  cos»^] 


_  («  _  ^'  _  iT)  6» 


(7) 


Mit  Übergehung  der  Horizontalan ziehung  erhalten  wir  in  gleicher 
Weise  durch  zweimalige  Anwendung  von  (6)  ffir  die  Vertikalanziehnng 
in  0: 


2A''©Äo 


(„_  ^'_2?')|_(1  _|)[(|+^')cos*^+(|+^)cos'5] 
+  (1-|)[]- sin  2^1ognat  j^+ysia2^1ognatj^] 


.(8) 


Wir  führen  nun  wieder  als  normale  Schwerkraft  an  der  Erd- 
oberfläche, sei  es  im  Meeresspiegel  oder  in  der  Meereshöhe  H^  den 
Wert 

ein.  Dividieren  wir  mit  demselben  in  das  Potential^  so  erhalten  wir 
die  Erhebung  dA  der  gestörten  Niveaufläche  über  die  ungestörte  gleichen 
Potentialwertes  an  der  betreflFenden  Stelle;  dividieren  wir  in  die  Hori- 
zontalanziehung, so  erhalten  wir  die  Lotablenkuug  vi;  dividieren  wir 
endlich  in  die  Vertikalanziehung,  so  erhalten  wir  die  Schwerestörung 
ig  in  Bruchteilen  der  normalen  Schwerkraft*). 


*)  Die  Werte  von  v  für   die  Punkte   A  und  B  und  die   zugehörigen  Er- 
hcbnngien  berechnete  anch  1880  ClarJce,  Geodesy  p.  93—94. 
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Bei  diesen  Divisionen  geht  der  Faktor  k^0  der'  oben  aufgestellten 
Formeln  über  in  k^0 :  G  oder  in 

Man  hat  nun  in  diesen  Formeln  nur  k^S  mit  JiC  zu  vertauschen  um 
bezw.  Erhebung  der  gestörten  Niveaufläche  über  die  ungestörte,  Lot- 
ablenkung oder  Störung  in  der  Schwerkraft  zu  erhalten.  FQr  die 
Lotablenkung  in  Sekunden  ist  zu  setzen 

Sie  entspricht  mit  Rücksicht  auf  die  Figuren  einer  Anziehung  des 
aufgehängten  Lotes  nach  rechts. 

Es  mufs  noch  bemerkt  werden ,  dais  die  nach  den  gegebenen 
Formeln  berechnete  Schwerestorung  nur  dann  die  ganze  Störung  ist, 
wenn  man  für  einen  bestimmten  Punkt  die  Schwerkräfte  vergleicht, 
welche  ohne  und  mit  Berücksichtigung  der  Prismenanziehung  vor- 
handen sind.  Wenn  man  jedoch  vergleicht  die  ungestörte  Schwer- 
kraft in  einem  Punkte  einer  ungestörten  Niveaufläche  mit  der  gestörten 
Schwerkraft  in  dem  darüberliegenden  Punkte  der  gestörten  Niveau- 
fläche gleichen  Potentialwertes,  so  kommt  aufser  der  Prismenanziehung 
noch  die  Veränderung  der  normalen  Schwerkraft  in  betracht,  welche 
zu  der  Höhenverschiebung  gehört.  Diese  Veränderung  kann  sehr  be- 
trächtlich ausfallen,  da  Prismen  von  der  Masse  der  Hochgebirge  be- 
deutende Höhenverschiebungen  bewirken.  Da  indessen  einerseits  für 
unsere  Zwecke  die  Betrachtung  der  Schwerestörung  für  bestimmte 
Punkte  genügt,  andererseits  die  Berechnung  des  Einflusses  der  Höhen- 
lage einfach  mit  dem  Quotienten  2dh:B  erfolgen  kann,  so  sehen  wir 
hier  von  der  Betrachtung  der  Schwerestörung  entlang  gestörter  Niveau- 
flächen ab. 

§  8.  Deformationen  durch  einen  gleichschenkeligen  Ge- 
birgsrücken. Wir  nehmen  jetzt  als  Querschnitt  ein  gleichschenke- 
liges  Dreieck  und  setzen  demnach 

a  =  b,        A^B.  (1) 

Um  einen  Überblick  von  der  Gesamtwirkung  zu  bekommen,  be- 
rechnen wir  zunächst  die  Er- 
hebung des  gestörten  Niveaus 
für  die  Punkte  C\  M\  A  und 
y  der  Grundfläche  im  mitt- 
leren Querprofil,  Fig.  39. 
^'^'  *^-  Nach  Formel  (1)  S.  282 

wird  erhalten  als  Erhebung  der  gestörten  Niveaufläche  über  die  un- 


ck. 
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gestörte  für  6?',  wobei  <y  =  v»  P*^  ^»  ^' =  Z  zu  setzen  ist,  wenn 


man  die  Relationen 
a  sin  ^  =  1 
2a  cos  A  ^^  c 
beachtet  und 


2 

c  sin  i^  «s  2  cos  A 
ctajiA^2 


c  sin  2  i^  SS  4  co&^A 
c  sin^A  =  sin  2  A 


(2) 


4  +  lognat^  =  ß 


setzt 


* Ac  —  Ä' V<^  1 0  —  cos»^  log  nat  y  —  ^  sin  2^  j  ;  (4) 

ferner  für  Jf'  inmitten  -4C',  wobei  <;  =  — ,  p^  «=  1  -^  -- ,  tan  ^'  «=  -— 


zu  setzen  ist: 


*Äjr=Ä^V^ 


ö-ilognat?*g^ 


16 


-(91ognat9-101ognat5!±^)5^ 

(I    o  1    '     4  \  sin  2  ^ 

«  +  8arctan-)-j^ 


;(5) 


femer  für  A,  wobei  tf  —  0,  p  t^  a,  ^'=«-<4  zu  setzen  ist: 

dÄ^«  Ä^yi^«<;j()-lognatc  —  y  cos  2A  lognat  -ij^— yf  sin  2^j-  (6) 

Es  folgt  weiter  für  N  nach  Formel  (1*)  S.  283,  für  welchen  Punkt 

3c 


tf  «=  —  -£.,  p2  «3  1  -|-  --|-  ^  tan  ^'  =  -^^^  zu  setzen  ist 


8hif^Kh\c 


1 ,  .  9C»4-16 

^--lognat-^ 


-(251ognat25^261ognat??^J^^)^^ 


•  ~  sin  2i4  arc  tan  -r- 
2  3c 


(7) 


Wir  bemerken  hierbei,  dafs  der  angewandte  Ausdruck  (1*)  zwar 
noch  für  N  immer  eine  gute  Annäherung  bietet,  falls  nur  2L  erheb- 
lich grofser  ist  als  ch^^  dals  derselbe  aber  bei  wachsendem  Abstände 
vom  Gebirgsrücken  rasch  an  Genauigkeit  einbüfst,  wie  aus  der  Ent- 
wicklung der  Grundformeln  hervorgeht,  vergl.  insbesondere  S.  279, 
Bem.  zu  (7). 

Setzen  wir  9  «»  -^  9m  9  so  wird  sehr  nahe 
2 


A'=.3:  160000000, 


(8) 


Wir  nehmen  femer  h^  :=  2500"' ,  Kh^  —  10  :  85  rund ,  sowie 
2Z  =  750000"»  und  c  =  10;  damit  ergeben  sich  die  folgenden  Werte 
der  Hohenstomngen : 
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100 


dhc  =  -^  (7,20  —  1,85)  =  6,29» 


dha* 


86 
100 
86 
100 


(7,20  ~  2,24)  =  5,84« 


8 Ha   =  ^7- (7,20  -  3,00)  =  4,94- 
dh^  =  ~^-  (7,20  -  3,48)  =  4,38- 


Differenz 
0,45"» 
0,90'» 
0,56" 


Hör.  Difltaos 

i.  (9) 

6250"*. 


Setzen  wir  dagegen  c  =  100,  so  folgen  die  Hohenstorungen : 

Inno  f  1  Differenz 

dhc  =  ^  [7,204  -  3,942 j  =  38,38 

ÖHm'^^  {7,204  -  4,463)  =  32,25 

dhj^  =  ^  [7,204  —  5,298}  =  22,42 

äh^  =  ^  [7,204  —  5,777)  =  16,79 


6,13- 
9,83- 
5,63- 


Hor.  BitUns 

je  (10) 

««00-. 


In  dem  letzteren  Falle  ist  übrigens  die  Genauigkeit  der  Zahlen  er- 
heblich geringer  als  im  vorhergehenden,  weil  die  Länge  des  Gebirgs- 
rückens nur  das  Dreifache  seiner  Breite  betragt.  Insbesondere  ist  Skjf 
infolge  dieses  Umstandes  mit  Rücksicht  anf  die  Formeln  (4)  und  (4*) 
S.  278  beinahe  1-  ungenau.  Immerhin  reichen  unsere  Zahlen  noch 
dazu  aus,  eine  Vorstellung  von  der  Grofse  der  Deformation  zu  erhalten. 

Aus  den  Zahlen  (9)  und  (10)  kann  man  auch  eine  annähernde 
Vorstellung  von  der  Wirkung  der  Aipen  gewinnen.  Wenn  man  das 
rohe  Profil  derselben,  Fig.  84  im  7.  Kapitel,  betrachtet,  welches  aller- 
dings die  höchsten  Spitzen,  deren  Wirkung  aber  gering  ist,  abschneidet, 
so  erkennt  man,  dafs  die  Wirkung  der  eigentlichen  Alpenmasse  durch 
(10)  überschätzt  wird.  Mit  Bücksicht  auf  das  Ansteigen  des  Terrains 
in  Deutschland  aber  dürfte  die  Maximalerhebung  im  zentralen  Teile 
der  Alpen  immerhin  auf  30-  zu  schätzen  sein,  wobei  nun  freilich  die 
Gegenwirkung  etwa  vorhandener  unterirdischer  Massendefekte  un- 
beachtet gelassen  ist. 

Um  eine  Vorstellung  von  der  Störung  des  Parallelismus  der 
Niveauflächen  zu  erlangen,  berechnen  wir  die  Höhenstörungen  dh  der 
Niveauflächen  noch  für  die  Punkte  C,  Af  und  0,  Fig.  39. 

Die  Formel  (4)  des  vorigen  Paragraphen  S.  284  giebt  für  C, 
wobei  x  =  ß,  y  =  a,  z  =  0,  /-«O,  S  =  l,  tlf  =  A  zu  setzen  ist: 


Sho  =  Kh^'c[Q.-\\ogJi^i 


c«  +  4 


w  — 2^ 


h 


femer   für    Mj    woselbst   a:  =  y ,  y^  =  -^  +  ^  >  ^ 
g  ==  — -^  tan  1/;  =  -     zu  setzen  ist: 


(11) 

c 
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|e-|lognat«^_i(l_4sin^^)lognat^ 


'Kh,^c\ 


-  i  [*  +  ('^  +  ""^  **"  Ä)  (*  <'<^«'  ^  -  ^)] 


(12) 


Für  die  oben  angenommenen  namerischen  Ausgangswerte  folgt 
bei  c  <=  10: 

-^  (7,20  -  1,90)  =  6,24'» 


8  ho 


100 


ShM  —  ~  (7,20  -  2,23)  —  5,85" 
dagegen  bei  c  =  100: 


dAc  = 


8hu'= 


1000 
85 

1000 
85 


(7,204  —  3,943)  =  38,36-» 
(7,204  —  4,463)  =  32,25<" , 


(13) 


(14) 


Nun  ist  für  die  ürsprQDglich  durch  CnnAC'  gehenden  Niveauflächen 
der  ungestörte  Abstand  gleich  h^y  der  gestörte  aber  Aq  -|-  dhc  —  dhc^ 
Die  Störung  8hc  —  dhc  ist 

für  c  =    10        —  0,05"» 
„   c  =  100        —  0,02"» . 

Dagegen  ist   für   die  Niveauflächen    durch  M  und  M*  die  Störung 

SHm—  Shw  gleich 

fürc=    10        +0,01- 

„   c  =  100        +  0,00« .  ^    ^ 

Zur  Berechnung  von  8h  für  0  giebt  die  Formel  (7)  S.  285,  wobei 


(15) 


B,.tt~ß^ 


*'» 


Sho==Kha^c 


T+T'    ^  =  ¥   ""<*    ^'  =  ^ 
()  — i  log  nat  -^-±1  +  ^  log  nat  (c^  +  1) 


arc  tan  —  zu  setzen  ist 
c 


I  sin  2^  (f  +arctanl)  -  ^  (f  -  arc  tan  i) 


(17) 


Für  flache  Profile  ist  8 ho  sehr  nahe  die  Maximaideformatiort]  denn 
im  Punkte  0  mufs  das  Potential  der  Anziehung  des  flachen,  sym- 
metrischen Gebirgsrückens  nahezu  ein  Maximum  sein,  wie  man  so- 
fort erkennt. 

Mit  c  =  10  wird  bei  den  angenommenen  Verhältnissen 


100 


*Äo  =  -^  (7,20 -1,75)  =  6,42«; 


mit  c  =  100  dagegen : 
8ho  = 


iOOO 
85 


(7,204  -  3,928)  =  38,54" 


(18) 
(19) 


Helm  ort,  mathom.  a.  physikal.  Theorioen  der  h&h.  Ooodfislc.  U. 
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Hiernach  ist  für  die  ursprünglich  durch  C  und  0  führenden 
Niveauflächen  die  Abstandsstorung  Sho  —  Shc 

für  c  —    10  gleich  +  0,13"- 
„    c-100      „      +0,16«;  ^    ^ 

für  diese  beiden  NiTeauflächen  findet  daher  von  M'  M  bis  C*  0  eine 
Störung  im  Parallelismus  im  Sinne  einer  Divergenz  statt,  welche 
beträgt 

fürc=    10        0,12- 

„    c=100        0,16"».  ^    ^ 

Eine  eingehendere  Untersuchung  der  Störungen  im  Abstand  und 
Paralleh'smus  der  Niveauflächen  wird  einfacher  als  mittelst  Potential- 
werten mittelst  der  Schwerestörungen  geführt. 

§  9.  Fortsetzung:  Störungen  der  Schwerkraft.  Die  An- 
Wendung  des  Ausdruckes  (3)  S.283  giebt  unter  Substitution  von  A^^Bj 
c  sin  2^  »»  4  cos^i^  und  c  sin'^  «»  sin  2^  die  Störung  der  normalen 

Schwerkraft  in  C\  woselbst  <y  =  y,j!?  =  l,   ^'  =  -5  zu  setzen  ist: 

Sgc  =  -  (?  .  Ä'Äo  J2ä  cos«^  -  2  8i|i  2A  log  nat  |  j  5  (1) 

ferner  für  M\  woselbst  <^  =  -j-t  P^  "=  ^  +  ^*  tan  V''  =  ~  zu  setzen  ist: 

( Ä  +  2  arc  tan  —  j  cos*  A 
(y  log  nat  21  —  log  nat  ^+^^)  sin  2  A 
ferner  für  A^  woselbst  <;  =  0,  p  r:^  a,  ^'  =  ^  zu  setzen  ist: 

dg^  =  ^G'  Kh^]^A:A  cos*^  —  sin  2A  log  nat  -^v_^}'        (3) 


8gM'  =  —  G'Kh^ 


;  (2) 


Es  folgt  weiter  mittelst  des  Ausdrucks  (3*)  S.  283  für  Ny  woselbst 
0  =  —  ~Z  f  P^  "^^  "^^  -)ä  7  ^an^'  =  —  zu  setzen  ist: 


rN=-  G  ,Kh. 


6  cos^^arctan-^- 

oC 


—  (A  lognat  5  —  log  nat-^**^^)  sin  2A 


(4) 


Die  Anwendung  von  Ausdruck  (6)  S.  284  giebt  sodann  für  C^ 
woselbst  y  =  a,  z  =  0,  /  =  0,  g  =  1,  t  =  A  zu  setzen  ist: 

8gc  =  +  G.  Kh^  [2ä  —  4^),  (5) 

2 

3c 

ZU  setzen  ist: 


und  für  ilf,  wo  y2  =1.  +  ?^£_  ^  2:  =  |-,  /  =  |- ,  g  =  i-,  tan^»=- 
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%  —  U-\-  arctan  ^)  (l  +  2  cos^^) 

,      1     .     o  ^  1  X    9c«  +  4 

+  y8in2^1ognat-^- 

Für  0  erhält  man  schliefslich  aus  (8)  S.  285  unter  Substitution 
von  Ä  =  ff  =  arc  tan  —  ,   a"^  =  b'^  =  -^-^ —  und  g  =  —  : 


(6) 


jo^'  +  G.Kh^ 


4  '         2 

«  sin*^  —  2  (1  +  cos*^)  arctan  — 

-{-  \a\Q.2A  lognat  (c*  +  1) 


(7) 


Wenn  die  numerischen  Ausgangswerte  des  vorigen  Paragraphen 
zu  gründe  gelegt  werden^  ergeben  sich  folgende  Störungen  der  Schwer- 
kraft in  Millionteln  von  G  A,  h.  also  sehr  nahe  Mikrons  der  Länge 
des  mathematischen  Sekundenpendels: 


c==  10 


c=  100 


in  C 

+  259 

in  M 
+  131 

in  0 

H^3l 

in  N 

—  4 

in  A 
-    11 

in  M' 
-   149 

in  C 

-226 

in  C 

+  292 

in  0 
in  C 

—  281 

in  M 
+   147 

in  N 

0 

in  A 
—  1 

In  Jf' 
-148 

(8) 


(9) 


Wir  stellen  diesen  Werten  diejenigen  der  Erhebung  der  gestörten 
Niveauflächen  über  die  ungestörten  nach  dem  vorigen  Paragraphen 
gegenüber  und  erhalten: 
(?  =  10 


(8*) 


in  C 

6,24 

—  0,18 

in  U 

in  0 

5,85 

6,42 

+  0,13 

in  N 

in  A 

in  te 

in  C 

4,38 

4,94 

5,84 

G,29 

19* 
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100 


in  C 

38,36 

in  M 

32,25 

in  0 

38,54 

in  N 

16,79 

in  A 

22,42 

inif' 

32,25 

in  C 

38,38 

-0,18 
+  0,16 


(9*) 


Zwischen  den  Schwerestörungen  und  den  Abstandsstörungen  der 
Niveauflächen  besteht  ein  Zusammenhang,  der  eine  angenäherte  Eon- 
trolle der  Zahlwerte  erlaubt.  Bekanntlich  ist  für  zwei  unendlich  nahe 
Niveauflächen  das  Produkt  aus  Abstand  io  Schwere  konstant.  Be- 
zeichnen wir  nun  in  sehr  grofser  Entfernung  vom  Gebirgsrücken,  wo 
die  Störungen  verschwinden,  den  Abstand  mit  h,  die  Schwere  mit  G, 
dagegen  die  gestörten  Werte  mit  h  +  dh  und  G  -{'  dg,  so  mufe  sein 

G.h={G  +  dg){h  +  8h) 

oder,  mit  zulässiger  Vernachlässigung: 

dh 4^  Ä  .  (10) 


Ist  in  dieser  Formel  h  nicht  unendlich  klein,  sondern  endlich, 
so  ist  für  Sff  ein  mittlerer  Wert  für  das  Intervall  h  zu  setzen,  wie 
die  Integration  beiderseits  in  (10)  sofort  erkennen  läfst. 

Nehmen  wir  nun  an,  dafs  in  der  Vertikalen  COC  von  unten 
nach  oben  dg  algebraisch  nahezu  gleichförmig  zunimmt,  was  die 
Tabellen  (8)  und  (9)  zu  bestätigen  scheinen  und  was  für  flache  Profile 
eine  gute  Annäherung  sein  muls,  so  wird  z.  B.  die  Abstandsstörung 
der  durch  C  und  0  gehenden  ungestörten  Niveauflächen  bei  (7  »=  10 
sehr  nahe  sein  gleich 


—  0,000226  +  0,000031       2600 
2  2 


d.i.  +  0,12"» 


Auf  diese  Weise  lassen  sich  auch  die  anderen  aus  (8*)  und  (9^) 
folgenden  Abstandsstörungen  mittelst  (8)  und  (9)  kontrollieren.  Man 
wird  sie  bestätigt  finden. 

Untersucht  man  die  Störungen  der  Schwerkraft  eingehender,  so 
findet  sich,  dafs  von  der  Basis  A(XB  aus  nach  C  hin,  Fig.  39,  diese 
Störung  ihrem  algebraischen  Betrage  nach  im  allgemeinen  bei  einiger- 
mafsen  flacher  Form  des  Profils  ABC  nahezu  gleichförmig  zunimmt, 
dafs  aber  ganz  in  der  Nähe  von  C  diese  Zunahme  stetig  in  eine  Ab- 
nahme übergeht.  Davon  kann  man  sich  leicht  überzeugen,  indem 
man  den  Differentialquotienten  der  Scbwerestörung  entlang  AC,  so- 
wie entlang  CC  bildet.  Die  gröfste  Störung  findet  somit  nicht  in  C, 
sondern  unterhalb  dieses  Punktes  statt.  Diese  Anomalie  ist  aber  bei 
einigermafsen  flachen  Profilen  ganz  und  gar  unerheblich  und  ohne 
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alle  praktische  Bedeutung,  weshalb  wir  auch  nicht  weiter  auf  dieselbe 
eingehen. 

§  10.   Fortsetzung:  Störungen  im  Parallelismus  der  Niyeau- 

flächen.  Mittelst  der  bisherigen  Untersuchungen  und  einiger  ein- 
fachen Überlegung  kann  man  leicht  eine  allgemeine  Vorstellung  vom 
Gange  der  Niveauflächen  innerhalb  des  mittleren  Teiles  des  Gebirgs- 
rückens gewinnen.  Aus  (8*)  und  (9*)  erkennt  man,  dafs  für  über- 
einander liegende  Punkte  P  und  P'  des  Hanges  AC  und  de»  Grund- 
fläche A(f  die  Höhenstörung  sehr  nahe  dieselbe  ist.  Es  hat  dies 
seinen  Grund  darin,  dafs  das  Potential  v  der  Anziehung  des  Gebirgs- 
rückens für  solche  Punkte  nahezu  gleich  grofs  ist,  wie  es  auch  dem 
Augenschein  nach  für  flache  Profile  der  Fall  sein  mufs.  Wenn  nun 
in  Fig.  40  irgend  eine  Niveaufläche,  z.  B,  diejenige  durch  P^  ins 
Auge  gefaist  wird,    so   ist 

klar,  dafs  dieselbe   bei   P,  >C"- ^ , . 

gegen  die  Grundfläche  AB  ig^^^^^^rf^^ 

keine  wesentliche  Abstands-  /»^^^J-— ^V— ^ 

Störung  erleidet,  indem  für  /» >/jL— -^---^^^^---^ 

P^    und  />/   die  Potential-       y/^'f'^^%^^^\t'~X"X~' 
di£ferenz   im  gestörten  Zu-    jt      p; — 3^' — "j^ — t'    J^j 
Stande  nahezu  denselben  Be-  WiMiöhe*  2r£ojeccufUiche^ 

trag  hat,   wie  im  ungestör-  p.,    ^^ 

ten  —  um  so  mehr,  je  flacher 

das  Profil  ist  Von  der  Eintrittsstelle  P^  an  divergiert  aber  die  durch 
P^  führende  gestörte  Niveaufläche  gegen  die  durch  den  Fufs  A  führende 
gestörte  Niveaufläche  (Grundfläche).  Die  stattfindenden  Verhältnisse 
werden  angenähert  durch  Fig.  40  vorgestellt,  wobei  den  vier  gestörten 
Niveauflächen  durch  A^  /^,,  P^  und  P^  dieselbe  successive  Potential- 
differenz AW  entspricht.  Die  kleinen  Zahlen  bezeichnen  die  Ab- 
standsstörungen in  einer  gewissen  Einheit;  die  Summe  dieser  Zahlen 
in  jeder  Vertikalen  ist  null,  wie  es  nach  dem  Gesagten  sein  mufs. 
Um  die  Richtigkeit  der  Zahlen  im  einzelnen  zu  erkennen,  diene 
Folgendes: 

Geht  man  in  irgend  einer  Vertikalen  z.  B.  P^^P^  in  die  Höhe, 
so  nimmt  die  Schwerestörung  im  algebraischen  Sinne  zu,  die  Ge- 
samtschwerkraft, abgesehen  von  der  Änderung  der  normalen  Schwere 
mit  der  Höhe,  nimmt  somit  zu,  und  die  zu  ^^  gehörenden  Niveau- 
abstände werden  kleiner.  Angenähert  entspricht  bei  flachen  Profilen 
die  Schwerestörung  in  P^  einer  anziehenden  Schicht  von  der  Dicke 
P^P-^*^  ebenso  in  P^,  nur  mit  entgegengesetzter  Wirkung,  und  ähnlich 
zwischen  P^  und  P^  Man  findet,  dafs  annähernd  die  Schwerestörungen 
und  Abstandsstörungen  in  arithmetischer  Progression  von  unten  nach 
oben  sich  ändern,  indem  insbesondere  die  Abstandsstörung  zwischen 
zwei  benachbarten  Niveauflächen,  Fig.  40,  der  Summe  aus  der  Anzahl 
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der  darQber  liegenden,  positiv  wirkenden  und  der  Anzahl  der  darunter 
liegenden,  negati?  wirkenden  Schichten  entspricht. 

Die  Figur  zeigt ,  dafs  die  gestörten  Niveauflächen  von  ihrem 
Eintritt  aus  nach  innen  divergieren;  es  gilt  dies  ganz  allgemein  für 
irgend  ein  Paar  Niveauflächen ,  da  vom  Rande  nach  der  Mitte  des 
Profils  hin  die  Summe  der  Dicken  der  störenden  Schichten^  welclie 
auf  Vermehrung  und  Verminderung  der  mittleren  Schwerkraft  zwischen 
den  betreffenden  Niveauflächen  wirken,  im  algebraischen  Sinne  ab- 
nimmt, der  Abstand  somit  zunimmt. 

Die  Figur  deutet  auch  die  Abstandsstorungen  für  die  Niveau- 
flächen aufserhalb  in  der  Nähe  des  Gebirgsrückens  an,  die  sich  nähe- 
rungsweise ebenfalls  an  jeder  Stelle  nach  der  Dicke  der  darunter 
liegenden  Schicht  bemessen. 

Um  die  gröfsten  Abstandsstorungen  innerhalb  des  Profiles  zu  er- 
halten, mufs  man  in  den  einzelnen  Vertikalen  die  Orte  der  gröfsten 
und  kleinsten  Potentialwerte  v  der  Anziehung  mit  einander  kombi- 
nieren. In  jeder  Vertikalen  wird  aber  bei  einigermafsen  flachen 
Profilen  ein  Mal  die  Schwerestörung  dv  :  dh  gleich  null.  An  dieser 
Stelle,  welche  nahe  mitten  zwischen  P  und  P'  liegt,  ist  v  ein  Maxi- 
mum. Da  nun  die  Schwerestörung  unterhalb  negativ,  oberhalb  posi- 
tiv ist,  sind  die  ins  Auge  zu  fassenden  Orte  einerseits  P  und  P\ 
andererseits  jene  Maximalstelle. 

Die  gröfsten  Potentialdifferenzen  treten  in  der  Linie  CC  auf,  und 
die  grölsten  Abstandsstorungen  müssen  somit  zwischen  den  Niveau- 
flächen durch  C  und  C  einerseits  und  einer  Niveaufläche  in  mittlerer 
Höhe  andererseits  stattfinden.  Wie  (8*)  und  (9*)  zeigen,  ist  die 
Störung  für  den  Abstand  der  mittleren  Niveaufläche  von  dem  oberen 
Punkte  C  die  gröfsere.  Einen  Näherungswert  für  diesen  Abstand 
gewinnt  man  mittelst  der  Formel  (11)  S.  288  und  (17)  S.  289,  deren 
Subtraktion  zunächst  ergiebt: 

^   JT  lognat  ^  +^  +  I  siü^^  lognat  (c'  +  1)  +  ^^^ 

""*"''  I  - 1  sin 2A  (I  +  arctan  i)  --^  (|  -  arcten  1) 

Der  Voraussetzung  flacher  Profile  entsprechend  vereinfachen  wir  diesen 
Ausdruck  und  setzen  in  hinreichender  Annäherung 

lognat  ^,  "[" ,   «»TT        sin  -4  =  ^  =  —        arctan  —  =  —  • 
®  c*  + 1  c'  c  c         c 

Damit  geht  der  Ausdruck  über  in: 

^^^,j,^  lognat  C.-5).  ^^^ 

Dieser  Näherungsausdruck  gieht  fiir  flache,  symmetrische  Profile  die 
maximale  Störung  des  Abstandes  der  Niveauflächen  innerhalb  des  Pro- 
fites.   Er  stimmt  in  obigen  Beispielsfällen  mit  den  Zahlenangaben  in 
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(8*)  and  (9*)  und  ist,  wie  man  leicht  bemerkt;  von  c  wenig  abhängig, 
was  dadurch  erklärlich  wird;  dafs  bei  flachen  Profilen  die  Anziehung 
auf  einen  Punkt  in  CC  wesentlich  nur  noch  von  der  Höhenlage  dieses 
Punktes  und  nur  wenig  von  der  Form  des  Profiles  abhängt. 

§  11.  Fortsetzung:  Die  Lotstorungen  auf  dem  Hange  AC. 
Wir  betrachten  vorerst  die  Lotablenkung  des  gleichschenkeligen  Ge- 
birgsrückens in  einem  Punkt  des  Hanges  AC  des  mittleren  Quer- 
profils und  bezeichnen  sie  mit  A.  Dann  ist  nach  Formel  (5)  S.  284 
für  ji  in  Sekunden: 

A=  +  2K"h^[^t8m2A  lognat-^  +  g  lognat  J  +  (A+t)  t  sin«^  j  •  (1) 

Um  den  Verlauf  von  A  entlang  AC  kennen  zu  lernen,  differenzieren 
wir  nach  c^  wobei  wir  für  5;  ^;  ^;  y  luid  ^,  sowie  deren  Diflerential- 
quotienten  die  folgenden  Belationen  zu  beachten  haben,  welche  sich 
mittelst  der  auf  die  gleichschenkelige  Dreiecksform  anzuwendenden 
Fig.  37  S.  282  ergeben: 

g«tftan^         t  =  c{\  —  l)        z^     ^ 


/  sec  ^ 


y^  =  g'  +  (c 


IL 

da 


c 


_dy_ 
yda 


6f 

dt_ 
da 

a  sec'^  - 


^  =  arctan  — = —  : 


C  —  ff 


2 


ds 
da 


—  sec  A 


da 


2 


Aufserdem  ist  zu  beijicksichtigen,  dals  x  ^^  a  ^  z  ist.     Wenn  man 
einige  naheliegenden  Transformationen  ausführt  und  die  Umformungen 


ff  aec*  J.  —  c 


—  (c  —  ff)  +1  tan^ 


COS^^  , 


sowie 


(c  -  ff)« 

—  /  sin  2-^  +  I  =  [(c  —  <y)  +  S  tan^]  sin -4  cos^ 
beachtet,  wird  erhalten: 

tan  ^  (lognat^  —  l)  —  sin  2^  (lognat^  —  l)' 
—  -i-  sin  2^  cos'^  —  2{A  +  t)  sin'^ 


4-  =  2A'"Äo 
da  " 


2t  +  r;tan^  3i„,^ 


(2) 


Für  X  -»  null,  d.  i.  in  A^  wird  dieser  Differentialquotient  +  oo, 
für  z  «==  null;  d.  i.  in  C,  aber  —  cx>;  er  geht  also  zwischen  A  und  C 
mindestens  einmal  durch  null  hindurch.  Vernachlässigen  wir  aber 
in  der  geschlungenen  Parenthese  von  (2)  in  der  Voraussetzung  flacher 
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Profile  bereits  Gröfsen  der  Ordnung  A^y  so  reduziert  sie  sich  auf  den 
Ausdruck 

tan  A  lognat  ^ &in2A  lognat  —  •  (2*) 

Derselbe  läfst  sich  für  den  folgenden  Zweck  mit  ausreichender  Genauig- 
keit durch  Substitution  von  tan^  ^==2  ic,  sin2i^B=4:c  vereinfachen , 
und  hiermit  erhält  man  als  Bedingung  des  Yerschwindens  von  dA  :  da 
die  Gleichung 

lognat  —  =  2 lognat  ~ 

oder  , 

^  =  ^,    also   yx^z^.  (3) 

Nun  ist  bei  flachen  Profilen  sehr  nahe  ya=-^-f-;j,  a;  =  -|-—  z.  Aus 
(3)  folgt  damit  angenähert 

somit  x  =«  j  (2  —  j^2 )  =  0,146  c  (3*) 

und  $Äo  =-  0,292  A„ . 

Der  hierzu  gehörige  Maximalwert  von  A  ergiebt  sich  aus  (1)  mit 
Beibehaltung  der  bisherigen  Genauigkeit  angenähert  gleich 

X«.  =  K"K  •t{^'^-  2*)  Jognat^  +  6  lognat  l)  . 
Nun  ist  zufolge  (3)  und  (3*): 

damit  wird 

Aniax  =  2K"h^  .  2  lognat  (1  +  J/ 2  )  =  0,0138  h^  Sekunden,  (4) 

wobei  mit  Rücksicht  auf  den  Wert  von  K  nach  (8)  S.  287 

K"  =  0,0039 

gesetzt  ist  und  h^  in  Metern  genommen  werden  mufs. 

Bei  Ao  =  2500«  wird  A^ax  =  34,5"*).  • 


*)  Bereite  1780  wurde  von  HvUon  in  den  PhüosophiccU  Transactians  (S.  603 
des  14.  Bandes  der  Ausgabe  von  1809)  die  Lotablenkung  durch  ein  dreiseitiges, 
gleichschenkeliges ,  liegendes,  cX)  langes  Prisma  untersucht  und  die  Stelle  des 
Maximums  ermittelt.  Obwohl  die  Methode  ungenügend  ist,  gelangt  Hutton  doch 
wenigstens  für  flache  Profile  zu  dem  richtigen  Resultat  (3*).  TodhurUer  deutet 
1873  in  Bd.  1  der  History  of  Ättractton  p.  472  den  Vorgang  einer  richtigen  Lö- 
sung für  ein  cx>  langes,  ungleichseitiges  Prisma  an. 

Auch  im  Hauptwerke  der  englischen  Vermessung  Ordnance  Survey,  Principcd 
Triangulatmi,  1868,  p.  580  wird  die  Lotablenkung  durch  ein  Prisma  untersucht, 
wobei  der  Querschnitt  als  Trapez  angenommen  ist.  Das  Maximum  ist  nicht  ermittelt. 
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Für  den  Punkt  A  ist  jd  jedenfalls  positiv,  wie  auch  (1)  zeigt; 
von  hier  aus  nimmt  .<i  anfangs  sehr  rasch  zu,  dann  allmählich  lang- 
samer bis  zu  dem,  bei  flachen  Profilen  von  dem  Werte  c  nahezu  un- 
abhängigen Maximum ,  von  wo  aus  A  rascher  und  rascher  ab- 
nimmt bis  zu  dem  Werte  null  in  C,  Die  Zunahme  bei  A  und  die 
Abnahme  bei  C  erfolgen  unendlich  rascb,  immerhin  aber  nur  logarith- 
misch unendlich  und  daher  nicht  besonders  auffällig. 

Um  für  Punkte  nahe  bei  A,  also  für  sehr  kleine  <t,  A  darzustellen, 
kann  man  von  dem  Ausdruck  (1)  das  Glied  §  log  nat  o;  abtrennen; 
für  den  Rest  gilt  dann  der  Differentialquotient  (2)  nach  Hinzufügung 
von  tan  A  (log  nat  x  -f-  1)  innerhalb  der  Parenthese.  Für  den  Punkt 
A  wird  der  so  abgeänderte  Differentialquotient: 

2K"hQ[ianAlognatc  -sm2A(lognsLt^  —  M— (2^  — tan.4)siu^^|  • 

Für  sehr  kleine  6  kann  man  nun  unter  Beschränkung  auf  Sache 
Profile  A  dadurch  bilden,  dafs  zu  dem  Werte  A  im  Punkte  A  , 
der  vorstehende,  mit  a  multiplizierte  Differentialquotient  nebst 
—  2  Ar"Äo  •  S  ^og  nat  x  hinzugefügt  wird.  Mit  einigen  für  flache 
Profile  zulässigen  Näherungen  ergiebt  sich  so  die  für  sehr  kleine  x 
gültige  Formel: 

A  =  2ä'"Äo{cos*^  log  nat  ^^p^  +  ^  sin  2^| 

(5) 
+  2rX{lognat(^)'-0,77)f. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  kann  man  A  für  die  Nähe  von  C  dar- 
stellen, wobei  in  der  Parenthese  von  (1)  zunächst  — —tBin2A  log  nat  z 
abzutrennen  ist.     Damit  geht  (2)  für  C  über  in 

-2üC"Äo{tan^+  y  sin2^(lognatfl2  +  cos2^)  +  sin2^(4^— ^)} , 

und  man  findet  unt«r  Beschränkung  auf  flache  Profile   hieraus  die 
für  sehr  kleine  z  gültige  Formel: 

>i-2Ä'"Äo{lognat(^)'+2)^.  (6) 

Mit  Hülfe  der  Formeln  (1),  (5)  und  (6)  erhält  man  folgende 
Übersicht  der  Lotablenkungen  auf  dem  Hange  des  mittleren  Teiles  des 

Gebirgsrückens,    wobei    unter    Annahme    von    ö  =  y  ©«  wie  früher 

K"  =  0,0039  gesetzt  and  h^  mit  2500"»  eingeführt  ist. 
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4.  KapiteL    Der  Eüoflafs  gegebener  Massen, 
c  ■=.  10    cho  =  26000™  c  =-  100    ch^  —  250000» 


« 

•Ä, 

^ 

0   ■■» 
"   Für. 

Qm 

26,7" 

0,01 

25 

27,0 

0,1 

250 

28,4 

0,5 

1250 

• 

31,8 

1,5 

3750 

34,1 

3,0 

7500 

29,1 

4,0 

10000 

20,0 

4,5 

11250 

12,7 

4,9 

12250 

3,8 

4,99 

12475 

0,6 

rS  auf  dorn 
«^  Kamm 

12500 

0,0 

a 

Chf 

A 

0  Ä?. 

0« 

27,0" 

0,1 

250 

27,3 

1 

2500 

28,7 

5 

12500 

32,0 

10 

25000 

33,9 

15 

37500 

34,4 

20 

50000 

33,8 

30 

75000 

29,5 

40 

100000 

20,3 

45 

112500 

12,9 

48 

120000 

6,6 

49 

122500 

3,8 

49,9 

124750 

0,6 

505s:är 

125000 

0,0 

Hiernach  ist  auch  eine  übersichtliche  graphische  Darstellung  der 
vi  möglich,  wie  solche  auf  Tafel  II  mit  anderen  Darstellungen  gegeben 
ist  und  im  7.  Kapitel  erläutert  werden  wird.  ^ 

Die  Tabellen  zeigen,  dafs  A  wesentlich  mit  a  :  c  variiert,  was 
auch  aus  dem  Ausdruck  (1)  zu  erkennen  ist;  wenn  er  flachen  Profilen 
entsprechend  modifiziert  wird. 

§  12.  Forlsetzung:  Die  Lotstorungen  auf  der  Urund- 
fläche  AB.  Die  Lotablenkuug  des  gleichschenkeligen  Gebirgsrückens 
in  einem  Punkte  der  Grundlinie  AB  des  mittleren  Querprofils  be- 
zeichnen wir  mit  A\  Wir  erhalten  dafür  in  Sekunden  nach  S.  283 
(2*)  für  aufserhalb  gelegene  Punkte,  wenn  wir  beachten,  dafs 
c  sin^A  =  sm2A  ist : 


A'  =  +  2ä^"Äo 


sin  2  Ä 


a  log  nat  -^  —  {c  —  o)  log  nat  -^— ) 


+  2^' 


,  0) 


dagegen  für  innerhalb  gelegene  Punkte  nach  (2)  8.  283: 

d  log  nat  —  —  (c  —  <y)  log  nat  — ^ 


^'  =  +  2K"h^ 


8in2ii 


+  2^»'-^« 


(2) 


Im  erstereu  Falle  hat  o  negative,  im  zweiten  positive  Werte.    Aufser- 
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dem  sind  für  p  uud  f'  mit  Bücksicht  auf  Fig.  37  S.  282  die  Rela- 
tionen zu  beachten: 

jj,'  =  arc  cot  (y  —  <y)  für  <y  ^  y  • 

Dieselben  geben  noch: 

c  _ 
dp  Y~^       dtp'  _  1 


innerhalb: 

dA' 
da 


p  da  p*      ^      da         p« 

Hiermit  findet  sich  ohne  Schwierigkeit  für  den  Difiiereutialquotienten 
von  A'  nach  ö,  aufserhalb: 

4f=2r'Ä..^lognat^^|f±i-,  (3) 

2rA-^^^{lognati^-^--^).         (4) 

Berücksichtigt  man^  dafs  im  ersten  Falle  a  negativ  ist  und  dafa 
man  identisch  hat: 

-  4ö{c  —  <y)  =  [{c  —  2ay  +  4]  —  [c^  +  4] , 

so  erkennt  man  leicht,  dafs  dÄ  :  dö  aufserhalb  stets  positiv  ist,  bei 
Annäherung  an  den  Gebirgsrücken  beständig  zunimmt  und  für  (y=null; 
also  m  Aj  -■\'  (x>  wird.  In  A  beginnt  dA'  :  dö  innerhalb  mit  +  oo, 
und  es  findet  von  da  an  eine  fortwährende  Abnahme  statt. 

Diese  Abnahme  von  A  bis  C  führt  den  Differentialquotienten  not- 
wendig durch  null  hindurch,  da  in  C  mit  <y  =  y  der  Wert  von  A'  null 
wird.    In  der  That  ist  in  C 

4f  =  2i"'Äo  .  sin  2^  {  lognatA-^)  , 

imd  dieses  ist  für  jeden  Wert  von  c  negativ. 

Das  Verschwinden  von  dA' :  d6  innerhalb  erfolgt  in  demjenigen 
Punkte  zwischen  A  und  C\  dessen  <5  der  Bedingung  genügt: 

lognat(°-f'')'  +  *=^.  (5) 

Setzt  man  zur  Abkürzung  für  numlognat  — ^  das  Symbol  q,  so 
folgt  hieraus  durch  Auflösung  nach  6: 


2     (^  ^        1+ä 


i  !  (6) 


+  ä    ) 
Für  c  =  10  und  100  ist  dieser  Wert  gleich  1,006  bezw.  14,10. 
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Hierzu  findet  man  aus  Formel  (2)  die  zugehörigen  Werte  von 
A' j  die  Maximalwerte y  gleich 

31,0"  bezw.  34,0". 

Mit  Rücksicht  auf  vorstehende  Entwicklungen  kann  man  nun 
den  Gang  der  Lotablenkung  in  der  Grundlinie  des  Profils  wie  folgt 
angeben:  Die  in  gröfserem  Abstände  verschwindende  Lotablenkung 
wächst  bei  Annäherung  an  den  Gebirgsrücken  rascher  und  rascher, 
besonders  rasch  am  Fufspunkt  A\  dann  erfolgt  die  Zunahme  all- 
mählich immer  langsamer  bis  zum  Maximalwert,  von  wo  ab  eine  be- 
schleunigte Abnahme  stattfindet,  infolge  welcher  in  C  die  Lot- 
ablenkung  sich  auf  null  reduziert.  Über  C  hinaus  erscheinen  die 
Lotablenkungen  in  umgekehrter  Reihenfolge,  aber  mit  negativem 
Vorzeichen  wieder. 

Wir  geben  hier  zur  Übersicht  in  nebenstehenden  Tabellen  eine 
Reihe  von  Werten  der  Lotablenkung  A'  in  der  Basis  des  mittleren 
Teiles  des  Gebirgsrückens  für  die  beiden  Beispielsfalle  und  verweisen 
im  übrigen  auf  die  graphischen  Darstellungen  der  Tafel  II  (7.  Kap.). 
Für  die  nächste  Umgebung  von  A,  d.  h.  für  kleine  Werte  von  0,  sind 
die  Werte  aus  Näherungsformeln  für  A'  mit  Hülfe  der  Differential - 
quotienten  in  ähnlicher  Weise  wie  im  vorigen  Paragraphen  abgeleitet. 
Diese  Formeln  lauten,  aufserhalb: 

A'  =  2K''h^  jcos^/l  log  nat  -^^  +  Ä  sin  2A  j 

+  2r'Äo^^^-{lognat4±i  +  l)<.,  (7) 

innerhalb : 

A'  =  2K"  \  (  cos»^  log  nat  -J'-^  +  ^  sin  2 .4  j 

+  2A"'Äo^V^llognat^  +  l-^}<T.  (8) 

Die  Tabellen  zeigen,  was  auch  die  Formeln  (1)  und  (2)  dieses 
Paragraphen  bestätigen,  dafs  A'  aufserhalb  bei  flachen  Profilen  wesent- 
lich von  6 :  c  abhängt,  während  sich  innerhalb  eine  Abweichung  von 
dieser  Abhängigkeit  zeigt. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dafs  die  für  die  Abstände 
(^  «=  —  500  und  —  100  angegebenen  Werte  der  -^'  bei  c  =  100  im 
Falle  des  S.  287  eingeführten  Wertes  von  2L  eine  nur  ganz  rohe 
Annäherung  bieten  und  eigentlich  2L  weit  gröfser  voraussetzen. 
Die  für  diese  Abstände  angegebenen  Werte  der  A'  sind  bei  jenem 
Werte  von  2L  zu  grofs. 
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10    cÄ-  =  25000'» 


100    cÄ„  =  250000-» 


« 

«Ä, 

A 

0 

cha 

Ä 

-50 

— 

125000'» 

1,8" 

-500 

— 

1250000'» 

1,8" 

—  10 

— 

25000 

6,6 

-  100 

— 

250000 

6,6 

-  5 

— 

12500 

10,2 

—  50 

— 

125000 

10,2 

-  0,5 

— 

1250 

22,3 

—   5 

— 

12500 

21,9 

-  0,1 

— 

250 

25,2 

-   1 

— 

2500 

25,4 

-  0,01 

— 

25 

26,5 

-   0,1 

— 

250 

26,8 

Oj.lS. 

0 

26,7 

OrT^ 

0 

27,0 

+  0,01 

+ 

25 

27,0 

+   0,1 

+ 

250 

27,3 

+  0,1 

+ 

250 

28,1 

+   1 

+ 

2500 

28,7 

+  0,5 

+ 

1250 

30,5 

+   5 

+ 

12500 

31,8 

+  1,0 

+ 

2500 

31,0 

+  10 

+ 

25000 

33,6 

+  1,5 

+ 

3750 

30,6 

+  15 

+ 

37500 

34,0 

• 

• 

• 

+  20 

+ 

50000 

33,3 

+  3 

+ 

7500 

23,1 

+  30 

+ 

75000 

28,7 

+  4 

+ 

10000 

13,4 

+  40 

+ 

100000 

19,4 

+  4,5 

+ 

11250 

7,1 

+  45 

+ 

112500 

11,9 

• 

• 

• 

+  48 

+ 

120000 

5,6 

+  4,9 

+ 

12250 

1,4 

+  49 

+ 

122500 

3,0 

+  5 

+ 

12500 

0 

+  50 

+ 

125000 

0 

anter  dem 
Kamm. 

unter  dem 
Eamm. 

Zu  einer  roJien  Schäizung  hat  man  für  die  Nähe  des  Fufses  des 
Gebirges  die  Lotstoningsformel : 

A'  =  2K"hQ\ogufA4c,  (9) 

d.  i.  för  K"  =  0,0039,  wobei  h^  in  Metern  zu  nehmen  ist: 


^'  =  0,011  Äo  Sekunden. 


(9») 


Mit  Rücksicht  auf  die  angegebenen  Werte  für  die  Lotstörung  A  darf 
man  sich  nicht  wandern,  wenn  sich  bei  einem  so  mächtigen  Gebirge  wie. 
dem  Kaukasus  die  Breitenamplitude  von  ca.  1^  für  die  beiden,  nördlich 
nnd  südlich  des  Kammes  gelegenen  Punkte  Wlo^ikawkas  und  Duschett 
um  54"  gestört  fand*).  Ebenso  müssen  grofse  Amplitudenstötungen  ent- 
stehen, wenn  die  Endpunkte  des  Bogens  zwischen  2  hohen  Gebirgen  liegen, 
wie  die  Endpunkte  der  Gradmesaung  des  Becearia  (1768)  in  Oberitalien: 
Änärate  am  südlichen  Fufse  der  schweizer  Alpen  und  Mondovi  am  nörd- 
lichen der  ligurischen  Alpen.    Nach  Oberst  von  Orfß  Zusammenstellung 


•)  Nach  Mitteilung  von  0.  Strwoe,  vergl.  weiterhin  §  41. 
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(vergl.  Bd.  1  S.  571)  ist  die  geograph.  Breite,  astronom.  bezw.  geodätisch 
von  München  übertragen,  gleich 

geod.  —  astr. 
für  Andrate  4603l' 12,36''  astr.,  4Ö»31'40,57"  geod.        +28,21" 
„  Mandovi  44  23  45,38       „     ,  44  23  25,28        „  —  20,10. 

Mithin  ist  die  Störung  der  Amplitude  gleich  48".  Beccaria  fand  41",  ein 
Resultat,  welches  anfangs  seinen  Messungen  zur  Last  gelegt  wurde,  bis 
eine  Revision  im  1.  Viertel  dieses  Jahrhunderts  die  Ergebnisse  der 
Messungen  wenigstens  im  allgemeinen  bestätigte*). 

§  13.  Fortsetzung:  Die  Krümmungsradien  im  Niveau  der 
Grundfläche.  Denken  wir  uns  den  gleichschenkeligen  Oebirgsrücken 
auf  eine  Eugelfläche  vom  Radius  R,  dem  mittleren  Erdradius,  auf- 
gesetzt, so  ändern  sich  für  das  mittlere  Querprofil  die  berechneten 
Lotablenkungen  ^  und  A'  jedenfalls  nur  unwesentlich,  dagegen  er- 
langen wir  den  Vorteil,  bezüglich  der  Krümmungsradien  die  Rech- 
nungsergebnisse den  irdischen  Verhältnissen  besser  angepafst  zu 
haben.  Nach  S.  274  §  3  (19)  können  wir  nämlich  für  den  Krümmungs- 
radius der  gestörten  Niveaufläche  in  der  Ebene  des  mittleren  Profils 
mit  Rücksicht  auf  die  allgemeine  Erdkrümmung  nunmehr  angenähert 
setzen 

Hierin  ist  für  A'  die  Lotablenkung  in  der  Basis  Aß  zu  setzen, 
welche  die  ungestörte  Lage  der  Niveaufläche  bezeichnet.  Die  nicht 
unerhebliche  Störung  der  Höhenlage  der  Niveaufläche  bewirkt  aller- 
dings einen  Fehler  der  Gleichung  (l),  wenn  man  dieselbe  auf  die 
gestörte,  aus  ^^  hervorgehende  Niveaufläche  bezieht;  aber  einerseits 
ist  der  Fehler  nicht  beträchtlich,  andererseits  kommt  man  der  Wahr- 
heit etwas  näher,  wenn  man  q  nicht  auf  diejenige  gestörte  Niveau- 
fläche bezieht,  welche  ungestört  die  Lage  AB  hat,  sondern  auf  eine 
AB  näherliegende,  gestörte  Niveaufläche,  etwa  diejenige,  welche  durch 
A  und  B  hindurch  geht.  Ja  man  kann  sogar  diese  gestörte  Niveau- 
fläche als  Basis  des  Gebirgsrückens  ansehen,  denn  der  Wert  für  A' 
kann  dadurch  merkliche  Änderungen  nicht  erleiden. 

Nach  (3)  und  (4)    des  vorigen  Paragraphen   erhalten  wir  nun 
aufserhalb  (ö  negativ): 

^=ijl-A'Ä8m2^1ognat-^^),  (2) 

und  innerhalb  (ö  positiv): 

i_Aj.-i-*rin24..g..t<5ij|£±i-^]l.     (3) 


•)  Die  Angabe  für  BeccarioE  Fehler  gleich  41"  ist  der  Ordnance  Survey, 
Principal  Triangulation ,  entlehnt  und  stammt  wohl  aus  Operations  g^d^ques 
et  astronomiques  pour  la  mesure  d*unarc  du  paralUle  moyen ,  t  IL,  Milan  1827. 


Digitized  by 


Google 


§  13.  Gebirgsrücken :  Die  KrümmungBradien  im  ^Niveau  der  Grundfläche.      303 
Hierbei  ist  K  als  Arcus  zu  nehmeU;  sodafs  nach  S.  286  (9): 

Ä-Ä«^  (4) 

wird,  speziell  für  @  =  —  0^  aber  bis  auf  V2  Vo  genau 

KR  =  0,12  (4*) 

gesetzt  werden  kann. 

Zufolge  der  Gleichungen  (2)  und  (3)  weicht  Qa  erst  in  solcher 
Nähe  von  A  bemerkenswert  von  R  ab,  für  welche  6  nicht  grofser  ist 
als  von  der  Ordnung  c,  und  zwar  ist  ^a  >  ^ .  Erst  in  allernächster 
Nähe  von  ^,  d.  h,  für  sehr  kleine  <y,  steigt  q^  bis  +  cx>,  springt 
nach  —  00  und  nimmt  ab  bis  auf  null  in  A  selbst;  innerhalb  geht 
Qi  ebenso  rasch  nach  +  cx>  und  sinkt  rasch  auf  Werte  herab,  die 
nur  wenig  grofser  als  R  sind;  weiterhin  bis  C  nimmt  qi  langsam 
bis  zu  Werten  ab,  die  etwas  kleiner  als  R  sind.  In  C  ist  Qi  ein 
Minimum. 

Von  ^o>  <ler  Hohe  des  Gebirgsrückens,  hängen  Qa  und  qi  nicht 
ab,  wohl  aber  von  Cy  dem  Verhältnis  der  Basisbreite  zur  Hohe,  und 
zwar  wachsen  bei  konstantem  Verhältnis  0\c  die  Abweichungen  von 
9a  gegen  R  nicht  mit  zunehmendem  c  sondern  mit  abnehmendem  c, 
also  mit  wachsender  Steilheit  der  Hänge. 

Dasselbe  gilt  im  wesentlichen  auch  für  9,.  Fassen  wir  ins- 
besondere dasjenige  (9,)mm  ins  Auge,  welches  in  C  stattfindet,  so  ist 
zunächst  nach  (3): 

wobei  zu  beachten  ist>  dafs  zwischen  A  und  c  die  Relation  tan  ^  =  2  :  c 
besteht.     Der  Differentialquotient  von 

sin  2^[^  -  lognatl],  d.  i.  ^[^  -  lognat|]  , 
nach  c  ist  gleich 

-^^^|(c»-4)[lognat4  +  l]  -  2«c  +  sj; 

derselbe  ist  von  c  gleich  null  bis  unendlich  negativ.  Daher  hat  (5) 
seinen  gröfsten  Wert  bei  c  =  null.  Man  hat  u.  a.  als  Wert  der  ge- 
schlungenen Parenthese  von  (5)  für  die  Annahme  (4*): 

1,039  bei  c  =  100 

1,177  „  10 

1^75  „  2  (6) 

1,470  ,, 1 

1,750  „  0. 
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Dieses  Verhalten  erscheint  paradox,  allein  es  stimmt  damit  überein, 
dafs  die  Maximalablenkung  des  Lotes  auf  dem  Hange,  wie  oben  S.  297 
wenigstens  für  flache  Profile  gezeigt  wurde,  unabhängig  von  c  ist. 
Je  kleiner  c  aber  ist,  desto  kleiner  ist  der  Bogen,  auf  welchen  sich 
die  Lotablenkung  verteilt,  und  desto  grofser  müssen  die  Störungen 
im  Krümmungsradius  werden. 

Wir  geben  nun  eine  Übersicht  für  die  Werte  p  bei  c  =  10  und 
100  mit  der  Annahme  (4*)  für  KR\ 

c  =  10    g^o  =  25000"»  c  —  100    ch^  ==  250000"» 


6 

ah, 

9.B 

-50 

—  125000» 

1,0004 

-  10 

— 

25000 

1,0056 

-  5 

— 

12500 

1,0139 

-  0,5 

— 

1250 

1,0896 

-  0,1 

— 

250 

1,179 

-  0,01 

— 

25 

1,345 

o^S. 

+  0,01 

+ 

0 
25 

null 
1,294 

+  0,1 

+ 

250 

1,136 

+  0,5 

+ 

1250 

1,0418 

+  l 

+ 

2500 

1,0004 

+  2 

+ 

5000 

0,9519 

+  3 

+ 

7500 

0,9131 

+  4 

+ 

10000 

0,8745 

unter  dem 
Kamm. 

+ 

12500 

0,8494 

« 

«Ao 

9'.B 



100 

—  250000'» 

1,0006 

— 

50 

-125000 

1,0014 



5 

—  12500 

1,0084 

— 

1 

—  2500 

1,0158 

— 

0,1 

—   250 

1,0272 

— 

0,01 

—    25 

1,0390 

+ 

0  »•" 
0,01 

—    0 
+    25 

null 
1,0387 

+ 

0,1 

+   250 

1,0269 

+ 
+ 

1 

5 

+  2500 
+  12500 

1,0152 
1,0067 

+ 

15 

+  37500 

0,9995 

+ 

30 

+  75000 

0,9 

+ 

40 

+  100000 

0,9866 

+  50 

ont«!  dem 
E»mni. 

+  125000 

0,9626 

Diese  Übersicht  zeigt  u.  a.^  dafs  das  Gebiet  der  abnorm  grofsen 
und  kleinen  Qa  und  Qi  in  der  nächsten  Umgebung  von  A  an  ganz 
kleine  a  gebunden  ist.  Um  dieses  noch  besser  einzusehen,  setzen 
wir  für  kleine  6: 

Qa^nR,  (7) 

womit  aus  (2)  folgt  zur  Bestimmung  von  6  bei  gegebenem  n: 

(c—  2<f)«  +  4  1    _       j.  » 

^^ — - — -L — !-—  s=  num  loff  nat  -^ ^  ^-ir:i-  =  Q  • 
—  4  ff  (c  —  ff)  °  KR  sm  "lA         ^ 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  giebt,  wenn  wie  angedeutet,  die  rechte 

Seite  derselben  mit  q  bezeichnet  wird: 

1  _   I  /  ^'£ 


-v^ 


(8) 
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Denken  wir  uns  entsprechend  einer  successiven  Annäherung  au 
A  den  Wert  von  n  von  +  2  durch  +  cx>  über  —  oo  bis  null  gehend, 
so  ist  q  stets  eine  grofse  Zahl.  Den  kleinsten  Wert  hat  q  bei 
n  —  2  und  ^  =  45«  oder  c  =  2.  Derselbe  ist  für  KR  =  0,12  gleich 
rund  65.  Femer  ist  für  n  «»  2 ,  wie  man  durch  Probieren  findet, 
der  kleinste  Wert  von  c^q  nahe  bei  c  <»  1,5  gelegen.  Dieses  Minimum 
von  c^q,  gleich  rund  170,  ist  für  das  angegebene  Intervall  von  n  über- 
haupt das  Minimum.  Wegen  des  ümstandes,  dafs  q  und  c^q  grofse 
Zahlen  sind,  genügt  es  anstatt  (8)  zu  setzen: 

-^-Ä{l  +  i  +  i  +  --l-  (8*) 

Für  ^  =  10  und  KR  =  0,12  ist  q  ^  num  log  nat  [21,7  (l  —  1\"| , 

dagegen  für  c  =  100  gleich  num  log  nat  1208  (l j\  •  Hieraus  er- 
kennt man,  dafs  zu 

Qa^2R 

bei  c=10,  dem  ungünstigeren  Falle,  der  sehr  kleine  Wert  —  <?  =  V20000 
gehört,  sodafs  bei  h^  =  2500^  der  betreflFende  Punkt  von  A  nur  um 

—  0h^  ^szs  y^m  absteht.    Im  gleichen  Falle  ist  für 

Qa^SR 

—  (7=  Yg^^^^j^,  — (7^0  =  0,003"*.  Dies  bestätigt  das  oben  Gesagte 
über  die  geringe  Ausdehnung  des  Gebietes  abnormer  Werte  von  Qa 
bei  flachen  Profilen. 

Ein  ganz  gleiches  Verhalten  zeigt  Qi,  was  hier  nicht  besonders 
untersucht  zu  werden  braucht. 

Aber  auch  bei  steilen  Profilen  ist  das  betreffende  Gebiet  nur  von 
geringer  Ausdehnung.  Durch  Differenzieren  von  6  nach  c  findet  man 
zunächst,  dafs  für  jeden  Wert  von  n  der  grofste  Wert  von  —  a 
nahe  bei  c  =  2  liegt.     Es  ist  dieser  Maximalwert  gleich 


\  0,12     / 


bei 
An  — 2500"». 


•0 


—  tf  =  num  log 

Hiermit  erhält  man  denselben 

für  n  =  2  gleich     7^5,  womit  — <^Äo  =  40"») 
»  *^        n  /26O         ff  )•*  *^ 

))  ^^       }i         /4000         J»  ff  ^P" 

Nach  dem  Vorstehenden  entspricht  praktisch  genommen  der  Ver- 
lauf der  Krümmungsradien  in  der  Grundfläche  am  Fuise  des  Gebirgs- 
rückens wesentlich  einer  stetig  verlaufenden  Verflachung.  Dagegen 
sind  in  den  Niveauflächen,  welche  zwischen  A  und  C  in  das  Gebirge 
eintreten,   Unstetigkeiten  der  Krümmung  vorhanden,  für  welche  die 

Helmert,  mathem.  q.  phyiikal.  Theorieea  der  höh.  Oeod&sie.  II.  20 
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allgemeiDe  Formel  (2)  S.  38  gilt,  die  man  aber  auch  mittelst  der 
Formeln  (2)  und  (3)  S.  302  nachweisen  kann^  wenn  man  unterhalb 
einer  derartigen  Niveaufläche  für  die  Gebirgsmasse  eine  horizontale 
Platte  und  ein  negativ  wirkendes^  gleichschenkeliges  Prisma  substituiert. 

§  14.  Prismatische  Thäler.  Für  den  mittleren  Querschnitt 
eines  Thaies  von  der  Form  eines  dreiseitigen  Prismas,  dessen  Länge 
grofs  ist  im  Verhältnis  zur  Breite  und  Tiefe,  gelten  die  Formeln  der 
§§  7 — 13  unmittelbar,  wenn  @  negativ  genommen  wird.  Auch  ist 
die  zum  Gebirgsrücken  entgegengesetzte  Lage  zu  beachten.  Dem- 
gemäfs  erhalten  die  Lotstorungen  und  Störungen  im  reziproken 
Krümmungsradius  bei  einem  Thale  entgegengesetzte  Werte  wie  bei 
einem  entsprechenden  Gebirgsrücken.  Aber  die  Schwerestorungen 
bleiben  in  entsprechenden  Punkten  der  Querschnitte  dieselben. 

Setzen  wir  ein  auf  beiden  Seiten  gleichgeboschtes  Thal  voraus^ 
^  Fig.  41,  so  gelten  für  die  beson- 

^ '••^. ders  interessanten   Lotstorungen 

V/////^;^>^^ Y ^^^////y   ^  ^®^  Linie  AB  die  Formeln  des 

^^"^^'.^/f^  §  12  S.  298. 

"^^  Man  hat  darin  0  =  —  —  6„ 

*^'    '  =  —  2,8  anzusetzen  für  ein  offe- 

nes Thal,  dagegen  —  1,8  für  ein  mit  Wasser  gefülltes  Thal,  also 
einen  Flufs  oder  Meeresarm. 

Unter  Voraussetzung  flacher  Böschung,  die  hier  meist  zutrifft, 
ist  die  Lotstörung  in  der  Linie  AB  nahe  bei  A  und  B  nach  S.  301 
(9)  nahezu  gleich 

2A'"Äolognat4.  (1) 

Hierin  ist  für  ein  offenes  Thal  entsprechend  der  Annahme  0=  —  y  ö„j 

zu  setzen  K''  =  —  0,0039.  Dagegen  ist  für  einen  Flufs  K"  im  Ver- 
hältnis 2,8  :  1,8  zu  verkleinern.  Somit  folgt  als  Näherungswert  der 
Lotstörung  am  Rande 

eines  flachen  Thaies:     —  0",011  h^  ..^. 

eines  flachen  Stromes:  —  0",007  Äq 

für  Jiq  in  Metern.  Das  negative  Vorzeichen  bedeutet  eine  Abstofsung 
des  aufgehängten  Lotes  von  C'  weg. 

Das  Maximum  der  Lotstörung  liegt  etwas  nach  der  Mitte  zu  und 
ist  ein  wenig  gröfser. 

Der  Krümmungsradius,  welcher  nach  dem  vorigen  Paragraphen 
wegen  des  negativen  Wertes  von  K  zwischen  A  und  B  im  all- 
gemeinen, ausgenommen  nahe  bei  A  und  B^  gröfser  als  der  un- 
gestörte Wert  R  wird,  erhält  in  der  Mitte  C  seinen  Maximal- 
wert, für  den  sich  bei  flachen  Profilen  ebenfalls  eine  Näherungsformel 
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aufstellen  läfst.  Mit  einigen  Vernachlässigungen  giebt  nämlich  die 
Formel  (5)  S.  303  die  nachstehende,  für  grofsere  Werte  von  c 
brauchbare  Näherungsformel: 


((?)c'~Ä 


lognat  — 
1  +  ^KR 


(2) 


Hierin  ist  bei  0  =  i-  0^  =  2,8  nach  S.  303  (4*)  4ä^ä  =  0,48;  bei 

@  =»  1,8  also  gleich  0,31,  sodafs  man  für  den  reziprolcen  Krümmungs- 
radius in  der  Mitte  C'  von  AB  näherungsweise  hat 


111              •  lognaty 
bei  einem  flachen  Thale:    —=  ^1  1  —  0,5 

"2 

log  nat  Y ' 
bei  einem  flachen  Strome:  —  =»  -i-l  1  —  0,3 


,i.„^h_0,3 


(2*) 


Hierin  ist  —  «=  tan  A  das  Gefälle  der  Böschung,  von  welchem  q  ledig- 
lich abhängt. 

Da  der  Quotient  log  nat  ~  :  y  bei  -^  =  1    ^^^    ^^   gleich    null 
wird,  so  existiert  dazwischen  ein  Maximum,  welches  bei  ^  "^  ^'  ^^^ 

Basis  der  natürlichen  Logarithmen,  stattfindet  und  gleich  ist  \\  e . 
Man  hätte  hiernach  für  den  maximalen  Wert  yon  q  inmitten  AB  an- 
genähert bei  einem  flachen  Thale  p  »>  1,22  Ry  bei  einem  Strome 
p  =  1,12  Ä,  und  zwar  für  die  Böschung  \\  e  d.  i.  1  :  2,7.  Jedoch 
ist  hierbei  zu  beachten,  dafs  eine  solche  Böschung  nicht  mehr  als 
flache  zu  bezeichnen  ist  und  dafs  daher  die  Formeln  (2*)  hier  bereits 
einen  gröfseren  Fehler  besitzen.    In  der  That  ist  nach  (5)  S.  303  für 

-|.  =  e   bei    einem    flachen   Thale    p  «=  1,32  Ä,    bei    einem    Strome 

o  a»  1,18  R.     Aufserdem  ist  bereits  S.  303  nachgewiesen,   dafs  die 

Störung  in  —  für  den  Punkt  C  mit  wachsender  Steilheit  der  Böschung 

fortwährend  wächst,  sodafs  also  auch  im  gegenwärtigen  Falle  q  bei 
wachsendem  Gefälle  der  Böschung  im  Punkte  C  fortwährend  zunimmt. 

§  15.    Fortsetzung:  steile  Böschung.    Indem  wir  unter  Vor- 
aussetzung des  Querprofils  Fig.  42        ^^^^^^  ^ B^ 

die  Formel  für  die  Horizontalan-   '     <^p^---*_       f      ^Z 

Ziehung  am  Rande  in  A  ableiten,  ^^^^^>^>^;^^ 

haben  wir  den  Ausdruck  (5)   §  6  Fig.  42.        ^ 

S.  281    anzuwenden  auf  die  dreiseitigen  Prismeu   1  und  2,   Fig.  42c 
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Es  ist  zu  setzen 


für  1: 
für  2: 


r,'  =  ö 

,,,  =  0 

r/  =  ft 

w,  =y 

r,'.=  * 

y,  =  /3 

rj'  =  c 

«'.■=/», 

»0  =  /^» 


womit  die  durch  die  Horizontalanziehung  erzeugte  Ablenkung  des 
aufgehängten  Lotes  in  Richtung  nach  dem  Thale  hin  mit  Rücksicht 
auf  den  Schlufs  Ton  §  7  S.  286  gleich  wird 

2K"\a  sin  y  (cosy  log  nat  y  +  /J  sinyj  +hBmß  log  nat  —  |  •     (1) 

Hierin  ist  nach  S.  296  für  ein  oflFenes  Thal  ^"  =  — 0,0039,  wenn  2,8 
die  Dichtigkeit  der  umgebenden  Massen  ist;  für  einen  vollen  Kanal 
reduziert  sich  K"  auf  —  0,0025.  Die  Distanzen  a  und  h  sind  dabei 
in  Metern  einzuführen. 

Ist  das  Querprofil  ein  Rechteck  von  der  Grundlinie  a  und  der 
Höhe  Aq,  so  wird  am  Rande  in  A  die  Lotablenkung  gleich 

2^"*o{t^ +  !<«'»•'' d^l-  (2> 

Aas  den  Formeln  der  §§  5  und  6  dieses  Kapitels  kann  man  leicht  auch 
Formeln  für  vierseitige  Prismen  herstellen,  was  wir  indessen  dem  Leser 
überlassen,  ebenso  wie  die  Behandlung  des  Falles  einer  sehr  tiefen^  langen 
Schlucht  im  Felsengebirge.  Auf  diesen  weisen  Thomson  und  Tait,  Hand- 
buch der  theor,  Physik,  Bd.  1,  2.  Hälfte,  S.  27—28,  als  besonders  inter- 
essant hin.  Die  daselbst  angegebene,  nicht  entwickelte  Formel  far  die 
Lotstörung  am  Bande  der  Schlacht  findet  man  leicht,  wenn  man  die 
Schlucht  als  grofse  Platte  betrachtet  und  die  Formel  (2)  S.  141  für  die 
normale  Anziehung  einer  solchen  auf  einen  Punkt,  der  in  geringem  Ab- 
stände vor  ihrem  mittleren  Teile  liegt,  anwendet.  Da  der  in  Rede  stehende 
Punkt  nicht  am  mittleren  Teile,  sondern  am  Bande  liegt,  ist  nur  die 
Hälfte  des  Formelwertes  für  die  normale  Anziehung  anzuwenden.  Für 
einen  Punkt,  der  mehr  nach  der  mittleren  Tiefe  zu  liegt,  gelten  aber  die 
ganzen  Werte.    Die  LotstOrung  ist  gleich 

,,    S&a 

im  1.  Falle,  das  Doppelte  hiervon  im  2. Falle,  für  a  als  Breite  der  Schlucht. 
Hiemach  wird  g  für  Niveauflächen,  welche  die  Schlucht  in  mittleren  Tiefen 
durchschneiden,  in  der  Begel  negativ,  oben  und  unten  aber  nur  bei  sehr 
dichten  Felsmassen.  Denn  dazu  gehört,  dafs  die  Summe  der  Absolutwerte 
der  Lotstörungen  für  beide  Seiten  der  Schlucht  >  ist  als  der .  ungestörte 

Wert  -g-  des  Winkels  zwischen  den  Lotrichtungen.  Die  mittelst  der  an- 
gezogenen  Formel  leicht  zu  führende  Untersuchung  von  —  zeigt,  dafs  — 
am   Bande   aufserhalb    der   Schlucht   gleich  ^  ist   und   im   Innern   anf 

Digitized  by  VjOOQIC 


§  16.    Ualbkugelförmiger  Berg  and  balbkugelfönnige  PiDge.  309 

1    /  3  ö    \  l 

TT  I   1  —  TT^i —  I  springt,  welchen  Wert  —  daselbst  konstant  beibehält.   In 

der  mittleren  Tiefe  geht  der  Sprang  von  -^  auf   i?  (  ^  ""  ß~  )  i  welcher 

Wert  ebenfalls  im  Innern  gilt    Der  Betrag  der  Sprünge  stinunt  mit  den 
Angaben  (2)  S.  38  im  1.  Kapitel. 

§  16.  Halbkugelformiger  Berg  und  halbkugelförmige  Finge. 

Wir  betrachten  zunächst  einen  halbkugelförmigen  Berg  mit  dem 
Radius  a  und  der  Dichtigkeit  S^  Fig.  43.  Dabei  sind  für  einen 
Punkt  P  in  der  durch  den  Eugel-  ^^^-rTTTTTry^ 

mittelpunkt  führenden  Niveau-  /^/w^^^^0^^)k 

fläche,    insoweit  wir    diese   als  J^Z^  ^W^ 

Ebene    auffassen    dürfen,     das    ^^^^ /f'"" '7^  i \         v!vk.y.,jy,, 

Potential  v  der  Anziehung  und    '^/^^^/////^r~ Pi      C         W//////// 
die  Honzontalanziehung  genau  ^ 

®  Fig.  43. 

halb  so  grofs  als  für  eine  Voll- 
kugel mit  demselben  Zentrum  C, 

Für  einen  Punkt  Pa  der  Niveaufläche  von  C  aufserhalb  im  Ab- 
stände s  von  letzterem  Punkte  ist  das  Potential  nach  S.  62  (8)  gleich 

''  =  T^^'-T-5  (1) 

setzen  wir  nun  die  normale  Schwerkraft  gleich  y  ä/:2  0„,ä  und  di- 
vidieren damit  in  (1)^  so  folgt  als  Erhebung  der  gestörten  Niveau- 
fläche über  die  ungestörte  bei  Pa  der  Wert 

Für  einen  Punkt  Pi  der  Niveaufläche  von  C  innerhalb  der  Halb- 
kugel ist  das  Potential  nach  S.  62  (8"^)  gleich 

t;  =  Ä^2@(ö2_ls2^.  (3) 

Hieraus  folgt  durch  Division  mit  der  Schwerkraft  die  Erhebung  der 
gestörten  Niveaufläche  bei  Pi  gleich 

,  e     3a' -g«  f.. 

Das  Maximum  für  hi  findet  für  ^  es  0  ^  also  für  die  Mitte  des 
Berges^  statt. 

Die  Lotablenkung  .4  =  —  dhids  wird  für  einen  Punkt  Pa  aufser- 
halb  mit  Rücksicht  auf  (2)  gleich 

dagegen  für  einen  Punkt  Pi  innerhalb  mit  Bücksicht  auf  (4)  gleich 
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Das  Maximum  von  A  liegt  bei  A  mit  5  =  a: 


2», 


Für  den  Krümmungsradius  der  gestörten  Niveaufläche  haben  wir 
uach  Ö.  274  (19)  die  Formel 


ds 


wenn  i^  den  Radius  der  ungestörten  Niveaufläche   bezeichnet.    Hier- 
mit wird  für  einen  Punkt  Pa  aufserhalb: 


1 


9a  -B 

und  für  einen  Punkt  Pi  innerhalb 


(7) 


(8J 


Innerhalb  ist  also  der  Radius  q  konstant;  aufserhalb  wächst  er 
bei  Annäherung  an  den  Berg  bis  auf  seinen  Maximalbetrag  in  A^ 
der  aus  (7)  für  s  ^^  a  sich  findet  gleich 


(<?a)m«x        -BV        ej' 


{^) 


Für  ®  =  —  ®^  geben  vorstehende  Formeln  bezw. 


aufserhalb 

innerhalb 

*  =  «»  :4Rs 

(3 

a^  -  Ä«)  :  8ä 

In  Sek. 

q's  :  4R 

1   «=    i(l-  j;.) 

6 

A« 

lO« 

=  p'ö  :  4ä 

in  ^  und  Ä: 

1 

nax 

1 

(10) 


Betrachten  wir  anstatt  eines  halbkugelförmigen  Berges  eine  halb- 
kugelförmige  Pinge,  so  ist  in  den  Ausdrücken  für  Potential  ond 
Horizoutalanziehung   lediglich  ®  negativ  zu  nehmen.     Speziell  für 

®  =  —  y  ®o>  e^eben  sich  dabei  die  Ausdrücke : 
aufserhalb      I         innerhalb 


Ä=  —  «3.4ÄJ 

-(3 

a»  -  s«)  :  8Ä 

A p"«»:  4Ä«» 

in  Sek. 

— 

p"*:4Ä 

1_  _L/l  +  -«M 

s 

iB  > 

Digitized  by  Vj' 

Ol) 


Google 


§.  17.    Kleine  Insel  im  Ocean.  3H 

in  A  und  B:  J 


[Mmin  '^ 


3_ 
2jB 


Für  @  =  +    -  &^  beträgt  der  Sprung  in  —  bei  A  und  B  von 

£  Q 

3 

aufsen  nach  innen  bezw.  +  -j-g-   anstatt,  wie  im  1.  Kap.  S.  39  (5) 

Q 

angegeben  ist,  yg--    Dies  bat  seinen  Grund  lediglich  darin,  dafs  die 

Entwicklungen  am  letztgenannten  Orte  hier  nicht  mehr  gelten,  weil 
daselbst  vorausgesetzt  ist,  dafs  die  Niveaufläche  an  regulären  Stellen 
der  Grenzflächen  der  Massen  hindurch  geht;  A  und  B  sind  aber  ofien- 
bar  solche  Stellen  nicht.  Dagegen  werden  bei  einem  Berg  Niveau- 
flächen in  einiger  Höhe  über  ACB  bei  ihrem  Eintritt  in  den  Berg 

einen  Sprung  in  —  gleich  — ^  erleiden,  und  entsprechend  bei  einem 

Thale. 

Die  Lotablenkung  durch  einen  halbkugelförmigen  Berg  berechnete 
nach  Todhunter,  History  of  Attraction  I  p.  460,  schon  Newton  1728  in  der 
Abh.  A  Treatise  of  the  System  of  the  World.  Das  Handbuch  der  theor, 
Physik  von  Thomson  und  Tau,  Bd.  1,  2.  Hälfte,  S.  26-27,  enthält  die 
Formeln  für  Anziehung  auf  A  horizontal  und.  vertikal.  Vergl.  auch 
Bahlander,  Poggendorffs  Ann.  1862,  Bd.  117,  S.  148  u.  ff. 

§  17.    Kleine  Insel  im  Ocean.    Wir  denken  uns  eine  Insel  in 
Form  eines  geraden  Ereiskegels,  welcher  auf  dem  horizontalen  Meeres- 
boden aufsitzt  und  mit  seiner  Spitze 
P  gerade  bis  zum  Niveau  der  Meeres- 
fläche reicht.  Durch  die  Anwesenheit 
der  Insel  vrird  sich  die  letztere  in      W7/777// 
der  Nähe  der  Insel  etwas  heben,  ^' 

jedoch  nicht  viel.     Wichtiger  ist  die  Vergröfserung  der  Beschleuni- 
gung der  Schwerkraft  durch  die  Inselanziehung. 

Nach  S.  143  §  2  (3)  und  (4)  ist  mit  Rücksicht  auf  die  veränderte 
Bezeichnung  das  Potential  der  Anziehung  der  Inselmasse  auf  P  gleich 

und  die  Vertikalanziehung  gleich 

2%k}{ß  —  Y)\\l  -sini/j  .  (2) 

Hierin  ist  unter  ®  die  Dichtigkeit  der  Inselmasse  zu  verstehen. 

Dem  Ausdrucke  (1)  entspricht  eine  Hebung  der  Meeresfiäche  im 
Betrage  von 

^^ll^^H^V-Äo),  (3) 

wie  aus  (1)  durch  Division  mit  der  normalen  Schwerkraft  G ,  für 
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welche  wir  wie  sonst  y  äA:^6>otÄ  ansetzen,  hervorgeht.  Da  bei 
gröfseren  Tiefen  wohl  in  der  Regel  a  =  Aq  cot  v  wesentlich  grolser 
als  Hq  sein  wird;  so  folgt  für  die  Annahme  9  »=  —  6^^  ca  2,8  in  meist 
ausreichender  Annäherung  als  Hebung  der  Meeresfläche  in  P: 

^    oder    *^f-'-.  (3*) 

Hierbei  bezeichnet  cot  v  das  reziproke  Gefalle  der  Inselboschungen. 

Beispielsweise  ist  für  Äq  =  3500*"  und  cot  v  «==  30  die  Hebung^ 
der  Meeresfläche  bei  P  gleich  14*".  Dies  ist  so  unerheblich^  dafs  die 
durch  Hebung  der  entsprechenden  Massenschicht  entstehende  sekun- 
däre Wirkung  gax  nicht  weiter  erörtert  zu  werden  braucht.  In  Fig.  44 
können  wir  uns  unter  der  Meeresfläche  die  gestörte  Fläche  denken. 

Die  Schwerestörung  wird  nach  (2)  gleich 

Für  die  Annahme  0  =  yö^  =  2,8  und  unter  Voraussetzung  flacher 
Böschung  ist  dies  angenähert  gleich 

Infolge  der  Hebung  der  Meeresfläche  tritt  fürs  Niveau  der  ge- 
störten, d.  i.  wirklichen  Meeresfläche  noch  eine  kleine  Verminderung 
zu  dieser  Vermehrung,  welche  sich  nach  der  Regel  für  die  Änderung 
der  normalen  Schwere  bei  Erhebungen  aufserhalb  der  Erdrinde  be- 
rechnet. 

Hiernach  folgt  aus  (3)  und  (4)  als  Schwerestörung  im  Meeres- 
niveau, wobei  wir  in  (3)  für  a  schreiben  Äq  cot  v: 

,      ^        3(®—  1)    Äo    /,  ^C8Cf\    ,*  •        \  /ev 

+  (?.-^2^-^(l  — -5L^— j(l--sini/),  (5) 

oder   näherungsweise   bei   flachen   Böschungen,   wenn   wir   zugleich 
@  =  i-  ®^«:,2,8  setzen: 

Die  Verminderung  der  Schwerestörung  infolge  Hebung  der  Meeres- 
fläche wird  übrigens  bei  kleinen  Inseln  immer  eine  geringe  sein; 
denn  wie  die  Tiefenkarteu  des  Weltmeeres  zeigen,  ist  der  Radius  der 
Grundfläche  a  ^^^  h^  cot  v  im  Verhältnis  zu  R  stets  geringfügig,  so- 
dafs  für  eine  Schätzung  des  Inseleinflusses  auf  die  Schwerkraft  Aus- 
druck (4*)  ausreicht. 

Beispielsweise  ist  für  h^  ==  3500"»  und  cot  v  =«  30"»  die  Schwere- 
störung nach  (4*)  gleich  0,000275.6?,  nach  (5*)  gleich  0,000270.0 
und  nach  (5)  strenger  gerechnet  gleich  0,000251.6^. 
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§  18.    Deformationen  durch  kreisförmige  Kontinente.   Für 

die  Verteilung  der  Erdoberfläche  auf  Land  und  Wasser  hat  man  fol- 
gende Zahlen*): 

Oberfläche  =  9261  238  Qu.-Mln.**) 

"       Izus.  -=  990000  Qu.-Mln. 


Europa       — 

180000 

Asien         = 

810000 

Afrika        <= 

540000 

Australien  <= 

160000 

Amerika     «= 

750000 

}}       ) 

welche  letztere  sich  annähernd  im  Verhältnis  4 : 3  auf  Nord-  und  Süd- 
Amerika  verteilen. 

Betrachtet  man  die  Kontinente  als  ebene  Kreisflächen  vom  Radius 
a  und  setzt  die  Erdoberfläche  <s4;ri{^,  so  erhält  man  hiermit  für: 


Europa- Asien 

Afrika 

Australien 

Nord-Amerika 

Süd-Amerika 

a  =>  0,66  i 
.    .  0,48 
.    .  0,26 
.    .  0,43 
.    .  0,37 , 

/  Fläche 

indem  allgemein  wird 


r      9261238 

Für  eine  schätzungsweise  Berechnung  der  Deformatiouswirkung 
ist  die  Annahme  der  Kreisform  eine  gar  nicht  üble  Annäherung,  wie 
jeder  Globus  zeigt.     Die  stärkst.e  relative  Abweichung  zeigt  Afrika. 

Als  mittlere  Meerestiefen  ergeben  sich  für  den 

atlantischen  Ocean         3681"» 
stillen  „  3887 

indischen  y,  3344 

und  im  Mittel  für  das  ganze  Weltmeer  3438*".     Ferner  hat  man  für 
die  mittlere  Höhe  der  Kontinente: 


Europa 

300 

Asien 

500 

Afrika 

500 

Australien 

250 

Amerika 

410 

und  im  Mittel  für  das  ganze  Festland  440"*. 

*)  Bicharä  Andree,   allgemeiner  Handatlas  1880.     Hier  findet  man  auch 
eine  Tiefenkarte  für  den  atlantischen  und  für  den  stillen  Ocean. 

*^)  1   geogr.  Meile  ist   gleich   4  Min.  des  Äquators.     Zur  Berechnung  der 
Oberfläche  ist  daher  Bd.  1,  S.  62,  in  Formel  (9)  far  OQit  zu  setzen  2700  Meilen. 
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Für  die  BerechnuDg  der  Deformationswirkung  der  Kontinente 
würde  hiernach  eine  Dicke  von  440"*  mit  der  mittleren  Dichtigkeit 
2,8  der  festen  Teile  der  Erdrinde,  sowie  eine  Dicke  von  3438*"  mit 
der  Dichtigkeit  2,8  —  1  =  1,8  in  betracht  kommen.  Auf  die  Dichtig- 
keit G=  1,8  reduziert  giebt  dies  eine  Dicke  Z?  =  4120"».  Zur  Ab- 
rundung  werden  wir  im  Folgenden  annehmen 

3®/>:©«  =  4000'», 

wenn  aber  0  oder  i>  allein  vorkommen,  ©«=1,8,  />  =  4000"  setzen. 
Zur  Vereinfachung  der  Rechnung  denken  wir  uns  die  Massen 
der  Kontinente  auf  die  ungestörte  Meeresfläche  kondensiert  und  sehen 
ferner  von  der  Krümmung  der  letzteren  ab,  insoweit  es  sich  um  die 
Wirkungen  handelt,  welche  auf  Punkte  innerhalb  der  Kontinente  oder 
in  der  Nähe  der  Küsten  ausgeübt  werden.  Für  entferntere  Punkte 
ist  dagegen  auf  die  Krümmung  der  Erde  Rücksicht  zu  nehmen.  Die 
Fehler,  welche  aus  den  angegebenen  Vereinfachungen  entstehen, 
werden  in  einigen  bemerkenswerten  Fällen  geschätzt  und  für  das 
Potential  in  Anbetracht  der  erforderlichen  Genauigkeit  als  unerheblich 
gefunden  weden.  Dagegen  zeigt  sich,  dafs  für  die  Lotstorungen  die 
Genauigkeit  der  Entwicklungen  am  Rande  der  Scheiben  nicht  aus- 
reicht und  hier  eine  besondere  Untersuchung  erforderlich  wird. 

§  19.  Fortsetzung:  Die  Deformationen  innerhalb.  Den  an- 
gezogenen Punkt  Pi  nehmen  wir  als  Anfang  von  Polarkoordinaten, 
Fig.  45  und  46,    und   haben   für   das   Flächenelement  dq   im    Ab- 


Fig.  4d. 
Fig.  45. 

stand  e  die  Gröfse  dq  =  edq>de^  das  Potential  der  Anziehung 
dvi=^  k'^&Ddq:  e  oder 

dVi  =  k^@D  dq>de.  (1) 

Integriert  man  zunächst  alle  Wirkungen  bei  konstantem  Werte  q> 
zwischen  den  diametralen  Stellen  der  Peripherie  1  und  2  und  be- 
zeichnet die  Sehne  1.2  mit  ä^,  so  folgt 

jf 

Vi  =  k^®Dj  s^d(p.  (2) 
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§  19.    Kreisförmige  Koutinente:  Die  Deformationen  innerhalb.        315 
Es  ist  aber  nach  Fig.  46  -rStp^  =  a^  ^  b'^  sin^^o;  daher  wird 


2 


Vi  =  4:k^@DaCj/l  —  I*  siri>  dg) .  (3) 

0 

Bezeichnet  man   das  vollständige  elliptische  Integral  2.  Gattung 
mit  E,  setzt  insbesondere 


Sf 


so  wird 


l-^sin^fpdfp  =  E{^),  (4) 

Vi^Ak^&BaE^^)'  (3*) 

Zu  diesem  Betrage  von  Vi  gehört  eine  gewisse  Erhebung  hiy 
welche  erforderlich  ist,  um  von  der  ungestörten  Niveaufläche  in  die 
gestörte  Niveaufiäche  gleichen  Potentialwertes  zu  gelangen. 

In   erster  Annäherung  findet  man  hi  aus  Vi  durch  Division  mit 

der  normalen  Schwerkraft,  für  welche  wir  den  Wert  (?=— jr^'^^^Ä 

o 

annehmen.  Mit  Rücksicht  auf  die  sonstigen  Vernachlässigungen  reicht 
diese  Annäherung  trotz  der  bedeutenden  Gröfse  der  Erhebungen  hi 
zu  der  beabsichtigten  Schätzung  aus.     Es  wird 

und  für  3®jy :  ©„.  =  4000"»  sowie  wegen  «R  =  20000000«»: 

e(—) 

Hieraus  folgt  die  Lotstorung,  positiv  im  Sinne  einer  Anziehung 
des  aufgehängten  Lotes  gegen  das  Zentrum  Ät  hin,  gleich 


n 

8 

dÄ,. 

3© 

D     b 

r 

db  " 

"    ^m 

nB  a    i 

L 

D     b^      /*  sin'qp 


0 


Schreibt  man  identisch  im  Zähler  des  Integrales  für  sin^  g) 
und  setzt  das  vollständige  elliptische  Integral  1.  Gattung 
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/; 


z 


dq> 


sin*  9 


-'(I). 


(«) 


8o  wird  die  Lotstörung 

A-«"i^.^Tka)-^(l)^ 

Far  3@/> :  9„  —  4000'»  giebt  dies  rund 

Um  zu  sehen ,  wie  sich  die  Lotstörung  von  der  Mitte  nach  dem 
Rande  zu  ändert^  differenzieren  wir  At  nach  b  und  erhalten 


(7) 


(7* 


dA. 
~dh' 


S0D   a^ 


dK 


(I) 


~dF 


.df.    (8) 


sin'qp 


Dieser  Differentialquotient  ist  stets  positiv,  und  es  wachst  daher  die 
Lotstörung  von  der  Mitte  stetig  bis  an  den  Rand,  wo  sie  eineu 
Maximalwert  erreicht. 

Zugleich  ergiebt  sich  für  den  ErQmmungsradius  der  gestörten 
Niveaufläche,  wenn  der  ungestörte  mit  R  bezeichnet  wird,  indem  nach 
S.  274  (19) 


9i 


B  +  h, 


ist,  die  Mäherungsrelation: 


+ 


dAf 
dB 


E  +  h, 


dq> 


(9) 


Augenscheinlich  wächst —  mit  b,  also  von  der  Mitte  nach  dem 

Rande  zu,   und  Qi  ist  somit  innerhalb  der  Scheibe  am  Rande  am 
kleinsten,  in  der  Mitte  am  gröfsten. 

Um  das  in  (9)  auftretende  Integral  herzuleiten,   kann  man  sich 
der  Funktionen  if  und  E  bedienen.     Es  ist  nämlich 


sin  9  cos  9 


/ 


1 i  9iu*q> 


dtp 


1  —  2  sin' 9  ,     b*_ 

= I    "Twi 


sin'y  cos*  9 


/^& 


sin*  9 


/ 


l T-  sm'qp 
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§  20.  Eontineiite:  Die  Deformationen  in  der  Nähe  des  Randes  aufserhalb.     317 
Setzt  man  im  1.  Zahler  rechter  Hand  identisch 

sin^ip  =  -J  jl  —  (l  — 11  sin'  9?)  j 
und  im  2.  Zähler  hiermit 

^  sin^y  coB^tp  =  —  sin«^  (l  —  --^) 

+, S  1  (^  -  -^  ^^'*'  9>)  -  (l  -|-  sin'  9>y]  , 
so  folgt  der  obige  Differentialquotient  gleich 


6« 


/•-^ 


sin'  (p  — 


^  1  -  ^  8in«9 1        y  ^-^  8in'<P 


Hiermit  erhält  man  durch  Umkehrung  und  Einführung  der  Grenzen 
ohne  Schwierigkeit: 


/, 


Sl-(l)-(-$W4)l 


y  i--^'Aa*v 


1-^ 


Es  ist  daher: 
^,  ""ä  +  ä,  r  "1"  «ö^   a    6« 


1  — 


6« 


(10) 


Hierin  setzen  wir  entsprechend  der  Annahme  0  =  1,8  abgerundet: 


39 


0,3. 


(10*) 


Ehe  wir  untersuchen;  inwieweit  vorstehende  Formeln  auf  die 
durch  einen  Kontinent  erzeugten  Störungen  anwendbar  sind,  ent- 
wickeln wir  noch  die  entsprechenden  Formeln  für  die  Nähe  des 
Randes  au&erhalb. 

§  20.  Fortsetzung:  Die  Deformationen  in  der  Nähe  des  Ran- 
des aufserhalb.  Mit  Rücksicht  auf  Fig.  47  er- 
halten wir  für  das  Potential  der  Anziehung  des 
Flächenelements  dg  auf  Pa  den  Ausdruck: 

dVa  =  k^&Dd(päe  (1)    j^^ 

in  derselben  Weise  wie  im  vorigen  Para- 
graphen den  Ausdruck  (1)  für  dvi.  Die 
Integration  nach  e  giebt  Fig.  47. 
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318  4.  Kapitel.    Der  Einflufs  gegebener  Massen. 

Va  =  2k'^eDj  s^dtp,  (2) 

wobei  für  O  die  Relation: 

*  sin  4>  =  a  (3) 

und  für  Sq,  die  Beziehung: 

-j-  5y^  =  a^  —  b^  sin'g)  (4) 

besteht.     Hiermit  wird  • 

<t 

Va  =  Ak^eDaJyi  —  ^  sin2  9  rf^  .  (5) 

Führt  man  anstatt  9  eine  Variable  ^  mit  Hülfe  der  Gleichung 
sin  ^  <»  —  sin  g> 
ein,  so  geht  der  Ausdruck  für  Va  über  in 


n 

2 


Derselbe  läfst  sich  unter  Beachtung  der  Identität 

cos»^=1^5-(l-(l-^8in^^)) 
wie  folgt  schreiben: 

,^^U^0Dl>[E(^)-{l-i)j,{^)].  (6*) 

Hierzu  gehört  die  Erhebung  der  gestörten  Niveaufläche  gleichen 
Potentialwertes  mit  der  ungestörten: 


..-4^^[^(«)_(i_-;),-(l),,         (7) 


®«  »-B 


d.  i.  für  3  ®  Z) :  0„  =  4000™  gleich 

,_,.^Ji)-C-S>Ji).  ,,., 

'^^^         ^  6000  ^'    ^ 

Die  Entwicklung  der  Formeln  für  die  Lotstorung  und  den 
Krümmungsradius  unterlassen  wir,  da  sie  wenig  Interesse  bieten  und 
ohnehin  in  der  nächsten  Nähe  des  Randes  unbrauchbar  werden. 
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§  21.    Deformationen  durch  kreisförmige  Kontinente.  319 

§  21.  Fortsetzung:  Die  Brauchbarkeit  der  Formeln  der 
letzten  beiden  Paragraphen  mit  RUcksieht  auf  die  endliche 
Dicke  der  Kontinente.  Bei  den  vorhergehenden  Entwicklungen 
wurden  anstatt  sphärischer  Scheiben  von  der  Dicke  D  ebene  Flächen, 
mit  kondensierter  Masse  belegt,  gesetzt.  In  diesem  Paragraphen  soll 
untersucht  werden,  welchen  Einfiufs  die  Kondensation  hat.  Wir  sehen 
dabei  von  der  Krümmung  der  Erde  zunächst  noch  ab  und  haben  also 
zuerst  zu  vergleichen  das  Potential  der  Anziehung  eines  Gjlinders 
und  dasjenige  einer  ebenen  Fläche  vom  Querschnitt  des  Gylinders, 
belegt  mit  dessen  kondensierter  Masse. 

Liegt  der  angezogene  Punkt  in  der  Mitte  M  der  cylindrischen 
Deckfläche,  so  ist  nach  S.  142  §  2  (1) 

.==«.^®z>«{/r:^-^+Aiognat(f+/rTf)j. 

Entwickelt  man  die  Parenthese  nach  Potenzen  von  D  :  a  und  ver- 
nachlässigt bereits  die  2.  Potenzen,  so  folgt 

r  =  2«F@2>a(l--g +...).  (1) 

Dagegen  ist  für  die  Mitte  einer  Fläche  vom  Radius  a  nach  (3*)  S.  315 

v^^Ttlc^^Da,  (2) 

indem  für  h  =  null  nach  (4)  S.  315  E  ofifenbar  in  ~  übergeht. 

Man  erkennt,  dafs  hiernach  zunächst  für  die  Mitte  M  eines 
Kontinents  die  Voraussetzung  der  Flächenform  genügt,  indem  selbst 
für  Australien  mit  a  =  0,26 Ä  der  Quotient  D  :2a==  l  :  830  als  ver- 
schwindend zu  betrachten  ist. 

Aber  auch  anderwärts  genügt  die  Annahme  der  Flächenform. 
So  ist  ofienbar  am  Rande  der  Fehler  in  v  ungefähr  nur  halb  so  grofs 
wie  in  der  Mitte;  da  nun  v  selbst  nach  dem  Rande  zu  abnimmt, 
speziell  für  ^  =  a  aus  (3*)  S.  315  sich  zu  4k^®Da  ergiebt,  so  ist 
hier  verhältnismäfsig  der  Fehler  etwa  derselbe  wie  in  der  Mitte.  In  runder 
Zahl  sind  somit  v  und  h,  wie  sie  für  die  Kontinente  aus  der  Annahme 
der  Flächenform  hervorgehen,  nicht  über  Yj^qq  des  Wertes  fehlerhaft. 

Es  ist  femer  leicht  einzusehen,  dafs  v  und  h  wenig  verändert 
werden,  wenn  die  Küste  anstatt  steil  abfallend,  flach  abgeböscht 
vorausgesetzt  wird. 

Aber  die  Lotstorungen  an  der  Küste  hängen  von  deren  Form 
sehr  wesentlich  ab. 

Betrachten  wir  zunächst  einen  cylindrischen  Kontinent,  so  genügt 
zur  Berechnung  der  Lotstörung  Ji  die  Formel  (7)  des  §  19  S.  316, 
so  lange  Pf  um  einige  Vielfache  der  Dicke  D,  etwa  um  3/>, 
vom  Rande  entfernt  ist.  Wir  können  nämlich  i\  immer  zum  Mittel- 
punkt der  Deckfläche  eines  Cylinders   machen,    der  den  Kontinent 
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a^ 


gerade  am  Rande  berührt;  derselbe  ist  in  Fig.  48  schraffiert.  Die 
Horizontalanziehung  dieses  Cylinders  ist  null;  ebenso  auch^  wenn  die 
Masse  auf  die  Deckfläche  kondensiert  wird. 
Einen  Fehler  giebt  also  nur  die  Kondensation 
aufserhalb  liegender  Massenteilchen.  Z.  B.  wird 
für  das  in  Fig.  48  angedeutete  Teilchen  if  m  bei 
Punkt  4  die  Horizontalanziehung  gleich 


^r« 


Fig.  48. 


k^dm 


a  — 6 


h^dm 


9D» 


-3  9 


wenn  a  -—  ^  —  3D  angenommen  wird. 


mit  dem  Fehler 


9l>« 


/TT? 

Die  Kondensation  setzt  dafür 


(3) 


Derselbe  betragt  also  hier  Ve  d®»  Wertes  oder  17  Vo. 

Er  ist  aber  für  alle   anderen  Teilchen  kleiner.     Fassen  wir  alle 

Massenelemente  ins  Auge,  welche  von  dem  Rechteck  1.2.3.4,  Fig.  48 
und  49,  und  dem  unendlich  benachbarten 
r.2'.3'.4',  dessen  Ebene  durch  />,  führt  und 
mit  derjenigen  des  erstgenannten  den  Winkel 
dq>  bildet,  begrenzt  werden,  so  ist  deren 
Horizontalanziehung  gleich  dem  über  die  Fläche 
1.2.3.4  zu  erstreckenden  Doppelintegral 


Pig,  49. 


*-^//^^' 


indem    mit    Bücksicht     auf    Figur    48 
s»  &x  dtp  dx  dy  wird.     Die  Integration  nach  y  giebt  hieraus 


dm 


D* 


wobei  die  Integration  von  x  ^^  x^  bis  x.^  zu  erstrecken  ist.    Unter 
dem  Integralzeichen  kann  man  aber  setzen 


Vx^  +  D^ 
und  hiermit  geht  der  vorige  Ausdruck  über  in: 

A:^eZ>  dg,  (log  nat5-^(l,-^) +  ...). 

Dagegen    ergiebt    sich    als    Horizontalanziehung  nach  erfolgter 
Kondensation  der  Masse: 

kW  Ddip  log  nai^] 

Xi 
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der  begaogene  Fehler  ist  somit  im  Verhältnis  zur  Anziehung  an- 
genähert gleich 

I.^^Jr.^.  (4) 

^*    lognat^^ 

Ganz  denselben  Ausdruck  erhält  man  für  den  Fehler  der  in  die  Rich- 
tung von  APiM  fallenden  Komponente  der  Anziehung  der  Masse 
zwischen  zwei  unendlich  benachbarten  Schnitten  in  irgend  einem  Rich- 
tungsunterschied <p  gegen  die  durch  APiM  gelegte  Ebene  1.2.3.4. 
Für  Teile  rechter  Hand  von  der  zu  APiM  normalen  Linie  DD^  Fig.  49, 
ist  aber  der  Fehler  von  entgegengesetztem  Zeichen ,  wie  für  Teile 
linker  Hand.  Wir  unterschätzen  hiernach  den  Gesamtfehler  keines- 
falls, wenn  wir  nur  die  einfiufsreichere  rechte  Seite  betrachten. 

x^  ist  nun  zufolge  unserer  Annahme  überall  gleich  ZD\  x^  nimmt 
ab  mit  der  Annäherung  der  Schnitte  an  die  z\x  AM  normale  Lage. 
Für  DMD  ist  x^  am  kleinsten,  aber  selbst  für  Australien  noch  rund 
50  i>;  denn  es  ist  hier  2  a  rund  830 i?  und  x^  somit  für  Punkt  D 
nahezu  gleich  j/3/?.830^.  Daraus  erkennt  man  ohne  Schwierigkeit, 
dafs  der  Gesamtfehler  in  keinem  Falle  1%  überschreitet. 

Wir  dürfen  daher  für  jeden  der  in  §  18  S.  313  aufgeführten  Kon- 
tinente die  Lotstörung  Ai  nach  der  Formel  (7)  des  §  19  S.  316  be- 
rechnen, solange  Pi  von  der  Küste  des  cylindrisch  gedachten  Kon- 
tinents um  mindestens  3i>,  d.  i.  12  Kilometer,  absteht.  Bei  gröfserer 
Annäherung  an  die  Küste  wächst  der  Fehler  der  Formel  (7)  rasch 
und  wird  schliefslich  unendlich  grofs. 

§  22.  Die  Lotstörung  an  der  Küste  eines  cylindrischen 
Kontinents.  Fig.  50  stelle  die  Deckfläche 
des  Gylinders  vor,  für  deren  Randpunkt  A 
die  Lotstörung  zu  berechnen  ist.  Die  Tiefe 
eines  Massenelementes  dm  unter  der  Deckfiäche 
sei  mit  y  bezeichnet.  Dann  ist  seine  in  Rich- 
tung AM  fallende  Komponente  der  Horizontal- 
auziehung,  wenn  dm  ^^^  &x  dq>  dx  dy  gesetzt 
wird,  gleich:  Fig.  eo. 

k^&cosq>dg>-^^^^^  (1) 

Integrieren  wir  zunächst  nach  y  von  null  bis  B,  so  folgt  hieraus: 

k'^@I)C08WdW:r^=Mr^- 

Die  weitere  Integration  nach  x  von  null  bis  s^p,  welches  letztere 
Symbol  die  Sehne  von  A  aus  in  der  durch  q)  markierten  Richtung 
bezeichnet,  giebt: 

k'^&D  eostp  lognat  [^ l  +  j^l+  ^)  d(p  . 

Helmert,  mathom.  n.  physikal.  Theorieen  der  höh.  Geodäsie.  II.  21 
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Setzen  wir  hierin  S(p  ^=  2  a  cos  q)  und  integrieren  endlich  nach  9  von 
—  ^  bis  -f~  ^>  BO  ergiebt  sich  die  gesuchte  Horizontalanziehung  in 
Richtung  AM  gleich 

n 

2**02)/cos<p  lognat  (/l+(^-^^i»y  +  ?^^)  rf<p.      (2) 

0 

Durch  partielle  Integration  läfst  sich  dieses  leicht  auf  voUsULndige 
elliptische  Integrale  1.  und  2.  Gattung  hinführen.  Indessen  ist  es 
mit  Rücksicht  auf  den  grofsen  Betrag  von  2a:  D  vorzuziehen^  die 
numerische  Auswertung  an  eine  wie  folgt  abzuleitende  Näherungs- 
formel zu  knüpfen. 

Wir  betrachten  zunächst  das  obige  Integral  zwischen  den  Grenzen 
tp  gleich  null  und  arc  cos  d,  und  denken  uns  unter  S  hierbei  einen 
kleinen  Bruch  im  Betrage  Y,qo.  Da  nun  selbst  für  den  kleinsten  der 
Kontinente,  Australien,  2a  »=  830 2>  ist,  so  beträgt  innerhalb  jener 
Grenzen  der  kleinste  Wert  von  2  a  cos  9> :  />  immer  noch  mehr  als  8, 
sodafs  man  auf  die  Wurzel  im  Logarithmanden  eine  Reihenentwick- 
lung anwenden  kann.     Dieselbe  giebt: 

1  i.  /  7/1    I    /2oco8<p\2    ,     2acoBa)\ 

wofür  man  ausreichend  genau 

1  j.    4  a  cos  CD 

log  nat  — ^^-^ 

nehmen  kann,  indem  die  dabei  stattfindende  Vernachlässigung  den 
Logarithmus  höchstens  um  etwa  '/750  seines  Wertes  beeinflufst. 

Hiernach  darf  man  für  das  in  (2j  auftretende  Integral  zwischen 
den  Grenzen  (p  gleich  null  und  arc  cos  d  setzen : 

aro  00s  d 

I  COS  g)  log  nat     **^— ^  d(p  ,  (3) 

0 

oder  für  sin  g)  =  1/ : 

I  lognat  ^^1  —  ii^.du. 

Zerlegt  man  den  Logarithmus  in 

Ing  nat  *^  + 1  (log  nat  (1  -  u)  +  log  nat  (1  +  «)) 
und  beachtet  die  Formel 
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t 
I  log  nat  V  dv  =  (  (log  nat  /  —  1) , 

u 

welche  sich  unter  Anwendung  der  Substitution  lognatr=z  einwurfsfrei 
herleiten  läfst,  so  folgt  ohne  Schwierigkeit  als  Wert  »des  betrachteten 
Integrales  (3): 

j/i  :=T^  log  nat  ^  +  1(1  +  /r=T^)  [log  nat  (l  +  /HIT^)  -  l] 

+ 1(1  -  yT^:^^)[iog  nat  (1  -  ^i^  *^)  -  l], 

wofGr  man  mit  Rücksicht  auf  den  Betrag  d  =  y^Q^  völlig  ausreichend 
genau  setzen  kann: 


oder 


log  nat  jy  +  log  nat  2  —  1  , 

lognat^-1.  (4) 


Hiermit  geht  (2)^  wenn  man  die  obere  Grenze  -y  durch  arc  cos  d 
ersetzt,  über  in 

2Ä2©Z>(lognat^^l).  (5) 

Abgesehen  von  den  bisher  erörterten  unerheblichen  Fehlern  ist 
dies  zu  verbessern  um 

2*^@Z)/co89,  lognat  (yi  +  (^f:^  J  +  ^°«-'^-)  dg,  .    (G) 

aro  cot  d 

Der  Wert  des  Logarithmus  liegt  iunerhalb  der  Grenzen  des  Integrales 
zwischen 

log  nat  {j/^^+(^^f  +  ^«^)  und  null . 

Der  erste  Grenzbetrag  ist  für  Australien  gleich    2^8  und    daher   in 
diesem  Falle  der  Fehler  (6)  kleiner  als 

was  gegen  (5)  verschwindet      Auch  für  die  grofseren  Kontinente  ist 
der  Ausdruck  (5)  völlig  ausreichend. 

Die  Lotstorung  am  Rande  wird  also  mit  Rücksicht  auf  den  Wert 
G  =      nk*SfnR  in  Sekunden  gleich 


3 

21* 
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Für  3ÖZ> :  ®,n  =  4000"»  ist  dies  rund 

20(lognat^^— l).  (7-) 

§  23.    Berfiekslehtigung  der  Böschung  an  der  Kfiste.    Um 

die  EinwirkuDg  der  Masse  zu  berücksichtigen,  welche  zu  dem  cylin- 

j.     ^  jy ä    p^   drischen  Kontinent  vom  Radius  a  und  der 

1^^      ä     jgil — ^^    Dicke  D  im  Falle  einer  Abboschung  der 

ijiarf«  i*  atüJhfftv  ^       Küste  unter  dem  Winkel  V  hinzutritt,  kann 

man  in  genügender  Annäherung  so  ver- 
fahren, dafs  man  den  Radius  des  cylin- 
drischen  Kontinents,   wie  es  die  rechte  Seite  von   Fig.  51   punktiert 
andeutet^  vergrofsert  auf 

a'^a  +  ^Dcoiv  ,  (1) 

Dieser  Vorgang  ist  nicht  ganz  korrekt,  aber  bequem  und  für 
eine  Schätzung  ausreichend.  Am  grofsten  wird  der  Fehler  für  den 
Küstenpunkt  A^  insbesondere  in  der  Lotstorung  und  entsprechend  im 
Krümmungsradius  **). 

Die  Lotstorung  an  der  geboschten  Küste  in  A  berechnen  wir  ge- 
nauer dadurch,  dafs  wir  2  Werte  ermitteln,  zwischen  welchen  sie 
ziemlieh  genau  in  der  Mitte  liegen  mufs. 

Den  ersten  Wert  erhalten  wir,  indem  wir  die  Horizontalanziehung 
des  Cjlinders  ABA^B^  vom  Radius  a  vermindern  um  den  absoluten 
Wert  der  Horizontalanziehung  eines  unendlich  langen  Prismas  vom 
Querschnitt  ABC,  welches  jenen  Cjlinder  in  ^^  tangiert.  Eigentlich 
sollte  der  Kreisring  {ABC . —  A^B^C^)  berücksichtigt  werden ;  es  wird 
daher  der  1.  Wert  zu  klein. 

Den  zweiten  Wert  erhalten  wir,  indem  wir  für  A  die  Horizontal- 
anziehung des  Cylinders  DCD^C^  vom  Radius  ö  +  -^  ^*  *'  vermehren 
um  den  absoluten  Wert  der  Horizontalauziehung  eines  unendlich 
langen  Prismas  vom  Querschnitt  ACD,  welches  jenen  Cylinder  in 
/> (7  tangiert.  Eigentlich  sollte  der  Kreisring  {ABC  —  A^B^C^)  berück- 
sichtigt werden;  es  wird  daher  der  2.  Wert  zu  grofs. 

Die  Fehler  in  beiden  Fällen  halten  sich  sehr  nahe  das  Gleich- 
gewicht,  weil  die  Anziehungen  der  von  A  entfernteren  Teile  beider 

*)  Diese  Formel  wnrde  zur  Eontrolle  auch  mittelst  elliptischer  Integrale 
ans  ^)  hergeleitet. 

**)  Die  Anlage  von  Böschungen  an  die  Kontinente  vermindert  die  mittlere 
Meerestiefe  etwas;  um  wieder  auf  die  bisher  angenommene  Meerestiefe  zu  kom- 
men, wäre  filr  ein  Gefalle  der  Böschung  gleich  Vioo  der  Betrag  von  Z>  um  4% 
zu  vergröfsem,  was  wir  aber  im  Hinblick  auf  andere  Vernachlässigungen  unter- 
lassen. 
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Kreisringe  ebenso  wie  diejenigen  der  entfernteren  Teile  beider  un- 
endlich laugen  Prismen  nahezu  gleich  sind,  wie  aus  der  Gleichheit  der 
Querschnitte  und  der  räumlichen  Lage  folgt. 

Nach  S.  284  (5)  und  S.  286  (10)  §  7  dieses  Kapitels  ist  die 
Horizontalanziehung  auf  Ä  in  Richtung  des  Radius  AM  für  das 
Prisma  vom  Querschnitt  ABC  gleich 

~  ^"  I©-  Ä  ^""^  °*^  ^^"  "^  >  (2) 

für  das  Prisma  vom  Querschnitt  ACD  dagegen  gleich 

Der  erstere  Wert  ist  von  dem  Ausdruck  (7)  bezw.  (7*)  S,  324  ab- 
zuziehen, der  letztere  zu  (7)  S.  316  zu  addieren,  nachdem  darin  an- 
statt a  der  Wert  ör  +  Z^  cot  v  eingeführt  ist.    Damit  folgt  als  1.  Wert : 


3© 

2ä„ 


„^(lognatl^--!),  (4) 

und  als  2.  Wert: 

^     29;,  nü    P-  ^x-    -  +  ^  cot  1;  }  (5) 

für 

Aus  den  Ergebnissen  (4)  und  (5)  ist  das  arithmetische  Mittel  zu 
nehmen.  Die  beiden  Werte  (4)  und  (5)  weichen  übrigens  von  ein- 
ander nicht  sehr  ab,  am  meisten  für  flache  Böschungen  und  kleine  a. 
Da  nach  §  21  S.  321  der  2.  Wert  (5)  nur  brauchbar  ist,  so  lange 
cot  V  ^  3  bleibt,  so  kann  man  in  (5)  1/  cot  1/  =  1  setzen. 

Zu  den  Formeln  (4)  und  (5)  ist  für  3®/> :  e„,  =  4000"*  mit  der- 
selben Abrundung  wie  bei  (7*)  S.  318  und  S  324: 

§  24.  Der  Einflurs  der  Erümmung  der  Meeresfläche  auf 
die  Formeln  der  yorhergehenden  Entwiekluiigeii.  Wir  betrachten 
die  Kontinente  jetzt  wieder  als  Flächen,  auf  welchen  die  Massen 
kondensiert  sind  und  nehmen  wie  früher  als  Masse  für  die  Flächen- 
einheit GB.  Diese  kreisförmigen,  die  Kontinente  vorstellenden 
Flächen  denken  wir  uns  auf  einer  Kugelfläche  vom  Radius  R,  dem 
Repräsentanten  der  ungestörten  Erdoberfläche,  aufliegend  und  be- 
zeichnen den  sphärischen  Radius  MA^  Fig.  45  S.  314,  mit  a«.  Der 
Flächeninhalt  eiues  sphärischen  Kreises  vom  Radius  a«  ist  aber 
gleich 
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4nR^  siü^  - 


2B 


(1) 


2ää-^(i        cos  J)  = 
oder  uäherungsweise 

Bisher  warden  die  Kontinente  als  ebene  Flächen  vom  Radius  a 
betrachtet;  bezeichnen  wir  den  letzteren  jetzt  mit  a^  und  nehmen  f&r  die 
ebene  und  sphärische  Kreisfläche  gleichen  Inhalt,  so  mufs  sein 


a«  =  2R  sin 


2Ä 


oder  uäherungsweise 


««""•O-äfi +  •••) 


(2) 


(2*) 


Erheblich  ist  also  selbst  für  Europa -Asien  der  Unterschied  der 
Radien  a«.  und  a«  nicht;  denn  indem  hier  rund  a  :  R  t=^  ^/^  ist,  wird 
er  nur  knapp  27o'  Wir  werden  daher  auch  weiterhin  in  den  End- 
formeln keinen  Unterschied  zwischen  a^  und  a,  zu  machen  brauchen. 

Das  Potential  der  sphärischen  Fläche  auf  ihren  Mittelpunkt  M 
ist  nach  S.  145  (2)  gleich 

2n;k^GD.2R  sin  -J^.  (3) 

Führen  wir  den  ebenen  Radius  mittelst  (2)  ein,  so  folgt 

2nk^®Da,.  (3*) 

Vergleicht  man  dies  mit  (3*)  S.  315,    worin  ^  (    )  wegen  b  =  null 

gleich  Y  ist;  so  erkennt  man,  dafs  der  Potentialwert  für  die  Mitte  M 

durch  die  ebene  Rechnung  genau  richtig  erhalten  wird. 

Wir  entwickeln  nunmehr  das  Potential  für  einen  Randpunkt  A^ 
legen  aber  die  Entwicklung  so  an,  dafs  sie  im  ersten  Teile  auch  für 
einen  äufseren  Punkt  Pa  pafst. 

Den  Punkt  Pa   nehmen  wir    als  Pol    eines    sphärischen    Polar- 
koordinatensystems; z  sei  die  sphärische  Entfernung  eines  Flächen- 
elementes äq^    Fig.  52.      Wir 
haben 

dq  ^==  R  sin  ^-  dif  .  dz 

und  seine  gerade  Entfernung 
von  Pa  gleich  2^  sin  ^^,  mit- 
hin das  Potential  der  auf  dq 
lagernden  Masse  gleich 

k^&D  cos     p  d(p  dz. 


Fig.  52. 
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Integriert  man  zunächst  nach  z  ¥om  Punkte  1  bis  Punkt  2,  so  folgt 

2A:^@Z?Ä(sinJ^-sin/j^)rf<p  (4) 

als  Potential  des  Flächenstreifens  1.1'.  2.2',  Fig.  52. 

Verlegen  wir  Pa  nach  A^  so  gilt  der  Ausdruck  (4)  noch;  er  geht 
dann  über  in 

2k^@DßBiii^d(p.  (5) 

Dabei  ist 

Mm  ^ 

tan  -gj^  =  tan  ^  cos  tp  (6) 

und  hieraus  mit  Hilfe  des  bekannten  Überganges  von  tan  zu  sin: 

am  -^  cos  <p 

Als  Ausdruck  für  das  Potential  in  A  folgt  somit,  da  (5)  Ton   —  — 
bis  +  V  ^"  integrieren  ist: 


Ak^SD 


-  ._  Z-.     .^_^___-  d  (sin  tp) 


(8) 

^Bm«9 

0 

Man  hat  aber  als  unbestimmtes  Integral  hierzu  den  Ausdruck 
arc  sin  (sin  -^  sin  9  j  ,  abgesehen  von  einer  Eonstanten;  somit  ergiebt 
die  Integration  den  gesuchten  Potentialwert  gleich 

U'^GDa,.  (9) 

Ganz  dasselbe  giebt  (3*)  8.  315,  nur  bedeutet  dort  a  den  ebenen 
Radius  a^.  Indem  wir  mit  diesem  rechnen,  wird  der  Potentialwert 
für  den  Randpunkt  A  im  Verhältnis  a« :  a,  zu  klein  erhalten;  vergl. 
(2^^)  oben.  Der  Fehler  der  ebenen  Rechnung  ist  also  für  Europa- 
Asien  knapp  27o- 

Um  auch  den  Fehler  in  der  Loistorung  am  Rande  zu  schätzen, 
bilden  wir  die  Horizontalanziehung  der  in  dq  lagernden  Masse  auf 
den  Punkt  Pa==^  A  in  Richtung  nach  Af,     Sie  ist  gleich 

C08* 


k^en  cos  (p  dtp j^-  d  (^)  , 

oder  in  Reihenentwicklung: 

iOjo,  w^  ^      [dz         6    z  dz    . 

k^eDcoBq>dq>  |  -  -  —  ^^  +  .  . . 
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Fällt  Pa  nach  A^  so  würde  die  Integration  nach  z  unendlich  geben, 
wenn  wir  von  z  =  null  an  integrieren  wollten.  Nehmen  wir  anstatt 
null  einen  sehr  kleinen  Wert  z^j  so  folgt 

k^@Dcosq>dip  jlognat^--^g  +  ...)  (10) 

mit  Vernachlässigung  von  Zq^  :  A^ . 

Eine  ebene  Scheibe,  in  welcher  die  Entfernungen  von  Pa  =  A 
mit  e  bezeichnet  werden,  giebt 

k^&D  C0S9  dq)  {lognat  ^]  •  (11) 

Durch  Subtraktion  von  (10)  und  (11)  folgt: 

k^en  cosq>  dq>  {log  nat  (J  ^«)  -  -A-  jl-  +  . . .  )  .  (12) 

Hierin  setzen  wir  Cq  i  Zq  *^  \ ,  d.  h.  wir  schliefsen  um  Pa  =  A  in 
beiden  Fällen  kleine  halbkreisförmige  Elemente  von  der  Anziehung 
aus,  deren  Anziehung  auf  A  wegen  e^  «»  z^  als  gleichwertig  betrachtet 
werden  darf.  Aufserdem  haben  wir  als  Wert  von  z^  :  e^  im  Falle 
(p  =  null  den  Quotienten  a,:  Oe,  d.  i.  nach  S.  326  (2*)  angenähert 

^  ^    24Ä« 

log  nat  (z2:  ^2)  w^'^  demnach  für  9= null  angenähert  gleich  0':  24  Ä*. 
Dieses  kleine  Glied  vernachlässigen  wir  in  (12)  gegen  öe^^i'töR*^, 
welcher  Quotient  für  q>  ««  null  in  ba^  :  12B^  übergeht. 

Wir  können  ebenso  für  einen  beliebigen  Wert  von  tp  den  Betrag 
des  lognat  in  (12)  gegen  das  2.  Glied  vernachlässigen  und  erhalten, 
Z2'=^2a  C08<p  setzend,  in  hinreichender  Annäherung  anstatt  (12)  den 
Ausdruck: 

— -^A'^®/>^*  cos>rfg>. 

Beachten  wir  nun,  dafs  cos^g?  *=  —  cosg)  +  t"  cos  3  9  ist,  so  giebt  die 
Integration  dieses  Ausdrucks  von  9?  =«  —  v  ^*^  "I"  T  ^^^^^*' 


2 


-A,^^z>J 


Um  die  Wirkung  dieses  Fehlers  in   der  ohne  Rücksicht  auf  die 
Krümmung  der  Erde  berechneten  Uorizontalanziehung  auf  den  liaud- 

punkt  A  in  der  Lotstorung  zu  erhalten,  dividieren  wir  mit  G  =  ^  nk-  ^«Ä 

und  erhalten  den  Fehler  der  Lotstörung  für  A  in  Sekunden  gleich 

18      2«„,  nK  E' 
d.  i.  nahezu 

—  ^,   Sekunden.  (13) 
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Dieser  Betrag  würde  als  Verbesserung  an  der  nach  §  22  (7)  S.  324 
mit  a  =  Ue  berechneten  Lotstorung  anzubringen  sein,  um  den  Lot- 
störungswert  am  Rande  der  sphärischen  Scheibe  vom  Radius  a^  zu  er- 
halten. 

Für  Europa- Asien  ist  derselbe  gleich  2",  also  nicht  sehr  erheb- 
lich. Auch  kompensiert  sich  dieser  Fehler  zum  Teil  mit  einem  ent- 
gegengesetzten, der  bei  Anwendung  der  Näherungsmethode  des  §  23 
entsteht. 

Die  Krümmung  der  Erde  kann  hiernach  bei  der  Berechnung  der 
Störungswirkungen  selbst  bei  dem  gröfsten  der  Kontinente  au&er  acht 
bleiben,  so  lange  nur  Punkte  innerhalb,  oder  auch  aufserhalb  nahe 
der  Küste,  in  betracht  gezogen  werden. 

Bei  der  weiterhin  folgenden  numerischen  Auswertung  ist  aller- 
dings ein  nicht  mehr  zu  beseitigendes  Versehen  in  der  Weise  be- 
gangen worden,  dafs  die  ebenen  Entfernungen  a«,  für  welche  Er- 
hebungen h  berechnet  wurden,  bei  der  Zusammenstellung  ohne 
Vergröiserung  als  sphärische  betrachtet  worden  sind,  was  einer  De- 
formation der  gestörten  Niveaufläche  in  der  Nähe  der  Küste  im 
Sinne  einer  Verschiebung  nach  dem  Zentrum  M  entspricht.  Es 
äu&ert  sich  dieses  Versehen  indessen  wesentlich  nur  bei  den  Kontroll- 
rechnungen, auf  welche  wir  weiterhin  geführt  werden. 

§  25.  Die  störende  Wirkung  der  Kontinente  in  grellerem 
Abstände  vom  Zentrum  M  kann  nach  der 
Annahme,  dafs  alle  Masse  in  M  konzentriert 
sei,  hinreichend  genau  ermittelt  werden,  so« 
bald  der  zu  dem  Abstände  Pa^^  Fig.  53, 
gehörende  Zentriwinkel  y  am  Kugelmittel- 
punkte C  mindestens  nahezu  90^  beträgt.  Die 
Masse  ist  ä^n&D,  die  Entfernung  PaM  gleich 

2Äsin-|-,  folglich  das  Potential  nach  dieser 

Annahme  gleich 


nk'® 


2i2  sin 


(1) 


die  zugehörige  Erhebung    der  gest<)rten   Niveaufläche  über    die  un- 
gestörte also  gleich 


ha  = 


"*    ü*  Bin  ~- 
z 


oder  für  3ö/) :  @,„  =  40(X)" 


ha  = 


öUOa' 


(2) 


(2*) 
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Die  Lotstorung^  welche  hierzu  gehört,  wird  gleich 


in  Sek. 


Rdy  ~^ 


16©^ 


JB^  sin  -^  tani 


mithin  für  3©/^ :  ©^  =  4000« 


8a* 


(3*) 


Diese  Lotstörung  ist  für  y>90®  sehr  gering,  insbesondere  für 
Europa- Asien  bei  y  8=  90^  nur  5".  Da  bis  y  =  180^  dieser  geringe 
Betrag  ganz  allmählich  auf  null  sinkt,  so  ist  auch  die  Störung  in  q 
ganz  unerheblich  (selbst  für  Europa-Asien  nur  ca.  200*")  und  braucht 
hier  nicht  weiter  untersucht  zu  werden. 

Um  die  Genauigkeit  dieser  Formeln,  welche  eben  nur  für 

y  >  90»  (4) 

Anwendung  finden  sollen,   zu  erkennen,   berechnen  wir  Va  strenger 

für  y  a=  90**.  Aus  der  Entwicklung 
des  §  24  S.  327  läfst  sich  der  Ausdruck 
für  Va  leicht  herleiten.  Wir  setzen  da- 
bei identisch  in  (4)  a.  a.  0. : 


sm 


2Ä 


-sin/^  =  2sin?«^^^cos-^ 


(5) 


Fig.  64. 


Wenn  aber  in  Fig.  fA  PaM  gleich  dem 
Quadranten  eines  grofsten  Kreises   ist, 


so  ist  auch  {z^-^-  z^)  \2  so  grofs  und  daher 


COS  ^i"t-*  =  cos  45» 


Aufserdem  ist  nach  Fig.  54: 


cos 


somit 


iB 


sm 


AK 


.-1/ 


COS  (p 


cos  q>  —  cos  - 
2  cos  tp 


Hiermit  erhält  man  aus  der  Gleichung  (4)  S.  327  durch  Integration, 
dsL  B(p  zwischen  —  a  und  -f-  a  liegt: 


Va  =  4k^&BR 


a:R 

fv 


cos  qp 


a 


cos  qp 


dq> . 


(6) 
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Um  diesen  Ausdruck  zu  integrieren,   setzen 'wir  darin  für  cos  9) 
den  Ausdruck  1  —  28m2  ^  ^^^  entsprechend  für  cos  -g- .   Wir  führen 
zugleich  eine  neue  Variable  mittelst  der  Relation 


ein  und  erhalten 


sin  y  =  sin  ^^  siu  ^ 


ysin«  -^  cos«^  dtif 
y  1  —  2  sin*  /^  sin«^  V  ^  ~  *"**  2  R  ^*"* 


'    (7) 


Die  Integration  läfst  sich  jetzt  in  genügender  Genauigkeit  durch 
Reihenentwicklung  bewirken.    Wir  setzen 

-__^^_^^-^     --.        =1  +  1  8.V,^-  Sin»  ^  +  . . . 

1/  1  —  2  sin*  — =  sin»-^  1/  I  —  sin»  — ^  sin»  V» 

und  beachten  die  Relationen: 

cos'^^  sa  —  -|-  --  cos  2ilf 

cos^V'  sin^^  =  ~-  —  —cos  4^. 
Damit  wird 

r„  =  2  j/2nk*@DR  sin*  ^  (l  +  f  «n*  ./jj  +.••).  (8) 

Um  dieses  mit  F.ormel  (1)  vergleichen  zu  können,  müssen  wir  da- 
selbst sin  Y  a»  sin 45®  =  1  :j/2  setzen,  aufserdem  aber  noch   in  (8) 

anstatt  des  sphärischen  Radius  a  den  ebenen  einführen,  welcher  in 
(1)  figuriert.  Mit  Rücksicht  auf  die  Relation  (2)  S.  326  geht  (8) 
über  in 

"-'"•^■nn^'  +  i'^ +  ■■■)•  '«•' 

wenn  a  den  ebenen  Radius  bezeichnet.  Der  Fehler  der  Formel  (1) 
wird  in  Bruchteilen  von  Va  hiernach  durch  3a^ :  32  B^  bezeichnet, 
d.  i.  für  Europa- Asien  4%.  Dieser  Betrag  kann  als  unerheblich  an- 
gesehen werden. 

Berechnet  man  Va  endlich  noch  für  y  =»  180^,  was  keine  Schwierig- 
keit bereitet,  so  findet  man 


8Ä^^0/^Ä8in^^^, 
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worin  a  der  sphärische  Radius  ist.     Durch  Einführung  des  ebenen 
Radius,  sowie  durch  Reihenentwicklung  folgt 

r.  =  «A:*©i)-«;-(l+-^,-+...).  (9) 

Die  Formel  (1)  giebt  also  hier  a^  :  16Ä'  Bruchteile  von  Va  zu  wenig, 
d.  i.  für  Europa- Asien  3Vo- 

§  26.  Berttcksichtignng  der  SchwerpunktsTerschiebung. 
Durch  Hinzutritt  eines  Kontinents  zu  einer  4000"»  hoch  mit  Wasser 
bedeckten  Kugel  vom  Radius  B  entsteht  eine  Schwerpunktsverschiebung. 
Bisher  wurden  die  Lagenänderungen  einer  Niveaufläche,  die  anfangs 
mit  der  'Meeresfläche  zusammenfallt,  unter  der  Bedingung  betrachtet, 
dafs  der  Potentialwert  nach  Hinzutritt  des  Kontinents  derselbe  bleibt 
und  von  der  Verschiebung  der  Wassermassen,  deren  Oberfläche  eine 
Gleichgewichtsfläche,  d.  i.  Niveaufläche,  bleiben  mufs,  abgesehen  wird. 
Indem  wir  uns  die  Erörterung  dieses  letzteren  Punktes  vor- 
behalten, beziehen  wir  jetzt  die  gestörte  Niveaufläche  nicht  mehr  auf 

ihre  ungestörte  Lage,  sondern  auf  eine 
Kugel  vom  Radius  B,  deren  Mittelpunkt 
mit  der  gestörten  Schwerpunktslage  S  zu- 
sammenföllt,  Fig.  55. 

Zunächst  ist  die  Schwerpunkts  Ver- 
schiebung zu  ermitteln.  Um  dieses  aus- 
führen zu  können,  bestimmen  wir  die 
Lage  des  Schwerpunktes  S^  des  Kontinentes, 
den  wir  hierbei  als  sphärische  Kreisfläche 
vom  Radius  a  auf  der  Kugel  vom  Radius 
R  mit  dem  Mittelpunkt  C  ansehen.  Dieser 
Schwerpunkte,  liegtjedenfallsauf  dem  zentralen  Radius  ^'J/.  Senkrecht 
zu  diesem  letzteren  legen  wir  durch  C  eine  Ebene,  für  welche  wir  die 
statischen  Momente  aufstellen.  Ein  zu  M  konzentrisches,  ringförmiges 
Element  der  sphärischen  Kreisfläche  vom  Radius  By  und  der  Breite 
Rdy^  welches  in  Fig.  55  bei  P  im  Durchschnitt  angedeutet  ist,  hat 
das  Moment 

2ää'  siny  dy  .  B  cosy  . 

Die  Integration  von  y  =  null  bis  ^  giebt  das  statische  Moment  der 
ganzen  Fläche  gleich 

^  ä3  (l  -  cos  ^)   d.  i.   TtB'  sin^  J  .  (1) 

Diesem  Werte  mufs  das  Moment  des  in  5,  vereinten  Flächen- 
inhalts gleich  sein.  Bezeichnen  wir  die  Entfernung  S^C  mit  Ä(l  —  r), 
so  ist  das  Moment  mit  Rücksicht  auf  S.  326  (1)  gleich: 

47tB^sm^^  .B(l-c}.  (2) 


Fig.  55. 
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§  26.    Berücksichtigung  der  Schwerpunkts  Verschiebung.  333 

Die  Vergleichung  der  Ausdrücke  (1)  und  (2)  führt  zu  der  Relation 

l-c  =  cos^  2^  =  1  -  sin^  ^^  .  (3) 

Hierin  ist  a  der  sphärische  Radius.  Führen  wir  den  ebenen  ein, 
nach  (2)  S.  326,  so  folgt 

wobei  der  Ausdruck  rechter  Hand  nicht  abgebrochen,  sondern  ge- 
schlossen ist. 

Ist  nun  S  der  Schwerpunkt  des  gesamten  Massenkomplexes,  und 
wird  SC  mit  B^i  bezeichnet,  so  folgt  aus  der  Gleichsetzung  der  sta- 
tischen Momente  bezüglich  des  Punktes  S,  wenn  die  Masse  des  Kon- 
tinentes jetzt  mittelst  des  ebenen  Radius  a  ermittelt  wird: 

woraus  in  hinreichender  Annäherung  mit  Rücksicht  auf  (3"^)  hervor- 
geht: 

^^  =  1^  B^    (l  -  ^  -  ^)  =  40,,  7^'   V  -  iii«)  •        (^) 
Für  3®/> :  @„,  ==  4000"»  wird 

/?^=1000^:(l-^y.  (4*) 

Ein  Punkt  P  der  Kugel  vom  Radius  R  konzentrisch  zu  C,  Fig.  55, 
hat  von  S  sehr  nahe  den  radialen  Abstand 

/?(1  —  II  cosy). 

Die  Verschiebung  des  Kugelmittelpunktes  nach  S  erzeugt  somit 
in  den  Erhebungen  Ä,-  und  Ä«  der  gestörten  Niveaufläche  Änderungen 
im  Betrage  von 

—  Rli  cosy  ,  (5) 

oder,  wenn  für  Bii  Ausdruck  (4*)  gesetzt  und  zugleich  b  :  B  (Hr  y 
geschrieben  wird,  Änderungen  im  Betrage  von: 

-l(XX)^(l-^;,)cosA.  (Ö-) 

Die  entsprechende  Änderung  der  Lotstorung  ist  in  Sekunden  gleich : 

ff  r»      d  cosy 

d.i. 

-«»"/isiny,  (6) 

oder  mit  Rücksicht  auf  (4*)  rund 

-30^(1 -;;)-!•  (6*) 


v^ 


Digitized  by 


Google 


334  4.  Kapitel.    Der  EinflufB  gegebener  Massen. 

§  27.    Mittelwert  der  Erhebungen  hi  fttr  einen  Kontinent. 

Nach  S.  315  (5)  und  (4)  ist  zunächst  ohne  Bücksicht  auf  die  Schwer- 
puDktsverschiebung  die  Erhebung  der  gestörten  Niveaufläche  inner- 
halb eines  Kontinents 


_3i9 


2         

^//l— ^-siu^d^.  (1) 


wenn  h  der  Abstand  des  betreffenden  Punktes  vom  Zentrum  M  ist. 
Indem  wir  nun  den  Kontinent  als  ebene,  kreisförmige  Fläche  auf- 
fassen, wie  das  auch  bei  Entwicklung  der  Formel  (1)  geschah,  haben 
wir  die  Anzahl  der  hi  für  einen  ebenen ,  ringförmigen  Streifen  vom 
Radius^  und  der  Breite  dh  proportional  2»^^  zu  setzen,  und  es  wird 
daher  der  Mittelwert  von  hi  gleich 

a  a 

Jhibdb    :      (bdb.  (2) 

Es  ist  aber 


-       2 

fjy 


1 ^  sin^q). bdb  dtp  ,  (3) 


wenn  man  zuerst  nach  b  integriert,   was  sehr  leicht  ausführbar  ist, 
gleich 


a*     /*  1  —  cos'qp    , 

Ü 


Nun  ist  identisch 


1  —  COb'gp  1  +  COSqp  +  C08*qp  ,1  ,   fl> 

-     -    ,-     ==  — ^  ,  ^  ^     — ^  =  cos  g>  +  --  sec'  -;  • 

1  —  cos*  9  1  -f-  cos  qp  ^     '       2  2 

Mit  Rücksicht  hierauf  läfst  sich  das  Integral  sofort  bilden  und  mau 
erhält  für  (3)  den  Wert: 

2  a« 


Hiermit  findet  man  als  Durchschnittswert  der  hi  für  den  ganzen 
Kontinent  ohne  Rücksicht  auf  die  Schwerpunktsverschiebung 

Infolge  der  Schwerpunktsverschiebung  tritt  zu  diesem  Ausdruck 
der  Durchschnittswert  von  (5)  S.  333,  für  den  Kontinent  genommen, 
hinzu.  Betrachten  wir  hierbei  die  Erdoberfläche  wie  bei  Entwicklung 
dieses  letzteren  Ausdruckes  als  gekrümmt,  so  erhalten  wir  als  Mittelwert 
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a:  i{  a:R 


-""/ 


cosy  siny  dy    :     f  siny  c/y  , 


indem,  vergl.  S.  332  Fig.  55,  für  einen  ringförmigen  Streifen  vom  In- 
halt 2jrÄ^  siny  dy  der  Ausdruck  (5)  konstant  ist  Die  Ausführung 
der  Rechnung  giebt,  da  der  Integralquotient  nach  (3)  8.  333  gleich 
1  —  c  ist : 

-Äft(l-C)/ 

d.  i.  nach  (4)  und  (3*)  S.  333  gleich 

-TC":«'-^^-')      ""^^^     --4©^-^(1-4^Kt)-        (5) 

(4)  und  (5)  zusammen  geben  als  Mittelwert  der  Erhebungen  hi  für 
einen  Kontinent  mit  Rücksicht  auf  die  Schwerpunktsverschiebung: 

49   aD    f  1         Sita  /,  a«  \^\  .^. 

-0^  ^-  P  -  -ÜbV  ~  4Ä^/  I  •  (^^ 

Für  30D  :  &m  =  4000"»  wird  dies: 

i^{'-Trä(i-ri)')-  ■       («•) 

Diese  Formel  gilt  zunächst  nur  für  einen  cylindrischen  Kontinent; 
wird  zur  Berücksichtigung  der  Böschung  anstatt  a  der  vergrofserte 
Radius  a  nach  S.  324  (1)  eingeführt,  so  giebt  (6)  bezw.  (6*)  den 
Durchschnitt  der  Erhebungen  über  die  Küste  hinaus  bis  zu  einer 
Stelle,  welche  vertikal  über  der  Mitte  der  Abboschung  liegt.  Indessen 
kann  man  sich  auch  hier  recht  wohl  mit  diesen  Formeln  begnügen. 

§  28.  Kleinste  Erhebung  der  gestörten  Niveauflache.  Be- 
rücksichtigt man  die  Schwerpunktsverschiebung,  so  liegt  die  kleinste 
Erhebung  nicht  mehr  diametral  gegenüber  der  Mitte  des  Kontinents 
in  Mj  sondern  ungefähr  bei  einem  Winkel  y  =«  gO'^^  wie  der  Augen- 
schein lehrt. 

Nehmen  wir  an,  dafs  für  die  Stelle  des  Minimums  die  Formel 
(2)  S.  329  noch  ausreicht,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  den  Einflufs  der 
Schwerpunktsverschiebung  nach  (5)  S.  333  in  hinreichender  Annäherung 


(1) 


Differenziert  man  die  Parenthese  nach  y  und  setzt  den  Differential- 
quotienten gleich  null,  so  wird  als  Bedingung  des  Minimums  erhalten : 


y 

28iii«-?- 


=  2siny(l-~-^'*^), 
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oder  reduziert: 

8(1  —  ^^-^  sin»  -f  =  ^  ^'^'  ^^^^  ^^^^  y  =  60« ,  (2) 

mit 

(ha)min  =    g^^  -^^     (^  +  1^)   '  (^) 

Wie  wir  später  sehen  werden,  gilt  die  Formel  (2)  S.  329  in  der  That 
mit  genügender  Genauigkeit  bis  y  =  60*^  auch  noch  für  Europa-Asien, 
sodafs  der  Ausdruck  (3)  das  Minimum  ziemlich  korrekt  giebt. 
Indem  wir  in  (3)  3ö/> :  0„,  =  4000»»  einsetzen,  wird 

(Ä„)^,-.  =  500^(l+/V).  (3*) 

§  29.  Zusammenstellung  der  Formeln  ilir  die  Störungs- 
wirkungen eines  Kontinents  mit  Bücksicht  auf  Schwerpuukts- 
yerschiebung. 

Wir  setzen  hierbei  sogleich  3GD  :  &m  =  4000"* ;  im  einzelnen 
0  =s  1^8,   /?  =  4000"».     a  ist  der  ebene  oder  sphärische  Radius  des 

Kontinents,  v  sein  Böschungswinkel,  end- 
lich [S.  324  (1)J 

ö'  =  ö  +  2000coti;.  (1) 

Die  Erhebung  innerhalb  von  i^  =  null 
bis  a\  also  bis  zur  Küste  und  noch  etwcis 
darüber  hinaus  bis  zur  Mitte  der  Böschung, 
folgt  aus  S.  315  (5*)  und  S.  333  (5*)  gleich 


/^-1000g(l-,«;)coa,.(2) 


Aufserhalb  in   der  Nähe  der   Küste,    von 
h  =  a   fin  ist  die  Erhebung  nach  S.  318  (7*): 

ha  =  b-^^-^     ^^^— Z-V-/-.  1000^,(1  -^^)cosy,      (3) 

wobei 

y  =  (>»-J  =0,009  ft*».  (3*) 

in  Oradra  ■" 

Von  y  gleich  .90"  bis  180«  ist  nach  S.  329  (2*) 

A«  =  500  — ?^'-  --  - 1000  g  (l  -  {^)  cos  y  .  (4) 

m  sin  l  ^  ' 

Das  Intervall  von  der  Nähe  der  Küste  bis  y  =  90**  füllen  wir  bei  der 
folgenden  numerischen    Anwendung  dadurch    aus,    dafs   wir  (3)   bis 
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y  SS  90®  und  (4)  bis  zur  Küste  anwenden  und  sodann  mit  Benutzung 
graphischer  Darstellung  aller  h  verbesserte  Werte  aufsuchen. 

Die  gröfste  Erhebung  innerhalb  findet  statt  in  der  Mitte  M  des 
Kontinents  und  beträgt  nach  (2)  mit  ^  o:  0: 

(*'W  =  Toäö-  - 1«00  g-  (i  -  i^) ;  (ö) 

die  gröfste  Erhebung  aufserhalb    liegt   diametral   gegenüber   M  und 
beträgt  nach  (4)  mit  y  =  180«: 

(ÄaW  =  5005l  +  1000g-(l-^):  (5*) 

Die  kleinste  Erhebung  liegt  nach  dem  vorhergehenden  Para- 
graphen nahe  bei  7.«=  60®  und  beträgt  angenähert 

Die  mittlere  Erhebung  eines  Kontinents  ist  nach  S.  335  (6*)  gleich 

löööö  l  ^  ""  TeiT  \^  ""  4LB«)  1  •  .         (') 

Den  Mittelwert  aller  h  für  die  ganze  Oberfläche  leiten  wir  aus- 
reichend genau  aus  einer  Tafel  der  h  ab,  welche  h  für  y  von  10  zu 
10®  giebty  indem  wir  bilden 

EhÄuy    :     E^vay,  (8) 

Dies  ist  ein  Näherungsausdruck,  entsprechend  dem  strengen  Ausdruck 


n  n 

I  hsinydy     :     /  sin y  dy 


Er  genügt  aber  völlig,  und  es  ist  nicht  erforderlich,  strengere  Formell^ 
der  mechanischen  Quadratur  anzuwenden'^). 

Der  Mittelwert  (8)  läfst  sich  aber  noch  auf  eine  ganz  andere  Art 
berechnen.  Schon  im  2.  Kap.  S.  66  ist  angegeben,  dafs  der  Mittel- 
wert des  Potentiales  v  für  alle  Punkte  einer  die  betreflfenden  Massen 
umschliefsenden ,  zum  Schwerpunkt  konzentrischen  Kugelfläche  gleich 

*)  Die  beiden  Summen  in  (8)  entsprechen  der  einfachsten  Formel  der  me- 
chanischen Quadratur,  welche  für 

fydx 


setzt 


^a  (y  yo  +  yi  +  y«  H h  y«-!  H-^^«) ' 


Im  vorliegenden  Falle  sind  j/q  und  y^  gleich  null. 

Über  die  iS'ii»i)«o«8che  Begel  vergl.  weiterhin  §  32. 

Helmert,  mAkhem.  u.  pbyiikal.  Theorieen  der  höh.  Geodftiie.  II.  22 
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A:^ .  Masse :  Radius  ist.  Jetzt  handelt  es  sich  allerdings  um  das  Poten- 
tial V  von  Massen,  die  auf  der  betrejffenden  Kugelfläche  selbst  liegen 
und  deren  Schwerpunkt  nicht  in  den  Kugelmittelpunkt  fallt.  Jedoch 
gilt  der  Satz  auch  hier,  wie  sowohl  aus  der  Theorie  der  Kugelfunk- 
tionen folgt,  als  auch  leicht  direkt  zu  beweisen  ist.  Denn  das  Potential 
der  Anziehung  eines  Massenelementes  dm  auf  einen  Punkt  derselben 

Kugelfläche  im  Abstände  e  ist  k^dmie,  oder  für  e=2B  sin  -|-  gleich 

2Ä8in-|- 

Die  Anzahl  dieser  Werte  für  denselben  Abstand  e,  d.h.  denselben 
Wert  y  auf  einem  Ringe  von  der  Breite  Bäy,  ist  proportional 
2;r  siu^  dy  und  daher  der  Mittelwert  aller  v  gleich 


lc*dm     /    siny  dy  o       /    •        j  i    • 

~M~  I    '       y         '     2ar#smyrfy,     d.i. 


Der  Satz  gilt  also  für  das  Massenelement  dm  und  ebenso  auch   für 
die  ganze  Masse. 

Da  nun  A  der  Quotient  v  :  G  ist,  abgesehen  von  dem  Einflufs  der 
Schwerpunktsverschiebung,  der  sich  im  Mittel  für  die  Oberfläche  auf- 
hebt, so  mufs  der  Mittelwert  von  h  gleich  sein  der  gesamten  stören- 
den Masse  mal  {k'^ z  HG),  d.  i. 


also  für  3eD:e„,  =  4000  gleich 


»'« 


1000  |,  ■  (8*) 

Die  Vergleichung  mit  (8)  gewährt  eine  Kontrolle.  Auf  eine  an- 
dere Probe  kommen  wir  am  Schlüsse  des  §  «34  zu  sprechen. 

Zieht  man  den  Mittelwert  (8)  von  den  Werten  Ä  ab,  so  erhält 
man  Höhen  h'  einer  Parallelfläche  zu  der  bisher  betrachteten  Niveau- 
fläche, die  mit  gleicher  Annäherung  wie  diese  eine  Niveaufläche  ist. 
Die  Fläche  der  h'  und  die  Kugelfläche  konzentrisch  zum  Schwerpunkt 
S  verhalten  sich  zu  einander  wie  Niveaufläche  und  zugehöriges  Niveau- 
sphäroid  (Normalsphäroid);  insbesondere  entsprechen  die  h'  den  N 
des  3.  Kapitels.  Die  Summe  der  h'  für  die  ganze  Oberfläche  ist  ebenso 
wie  diejenige  der  iV  gleich  null. 

Wir  werden  weiterhin  die  erwähnte  Kugelfläche  bezüglich  der 
Niveaufläche  der  h'  das  normale  Niveau  nennen. 
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Die  Lotstorung  im  Sinne  einer  Anziehung  des  aufgehängten  Lotes 
nach  der  Mitte  des  Kontinents  M  hin  folgt  nach  S.  316  (7*)  und  8.  333 
(6^^)  innerhalb  des  Kontinents  bis  zur  Küste^  also  für  b  =  null  bis  a, 
aus  der  Formel: 

„1-  *>  T  I  *■  (I)  -  ^(1) ]-^v{'-&)-        W 

Der  Wert  des  1.  Gliedes  von  Ai  ist  an  der  Küste  mit  b  =^  a  nach 
S.  325  (4)  bis  (6)  unter  Voraussetzung  flacher  Böschungen  genauer 
gleich 

10Jlognat^  +  2-^»l^^(^)  (10) 

mit 

*  "^  cT+möcöti *  (^^) 

Ist  der  Abfall  an  der  Küste  so  steil,  dafs  cotv  <  6,  so  wird  die 
Formel  (9)  für  die  Küste  unbrauchbar,  weil  alsdann  der  Abstand  der 
Küste  vom  Rande  der  Scheibe  mit  dem  Radius  a  kleiner  als  3D  ist 
(§  21  S.  319).  Formel  (10)  versagt  aber  erst  für  coti/<3.  Bei 
vertikalem  Abfall  der  Küste  ist  (7*)  S.  324  zu  benutzen. 

Für  y  ^  900  ist  die  Lotstörung  nach  S.  330  (3*)  und  S.  333  (6*) 

in  Sek.       ie«8in|tan  ^  ^     ^  *^  ^ 

Diese  Lotstorung  hat  insofern  wenig  Interesse^  als  nur  ihr  1.  Teil 
den  Krümmungsradius  beeinflufst,  was  bei  dem  2,,  von  der  Schwer- 
punktsverschiebung erzeugten,  nicht  der  Fall  ist.  Der  1.  Teil  ist  aber 
der  kleinere  und  sein  Einflufs  auf  q  nur  höchstens  ein  paar  hundert 
Meter  (S.  330). 

Für  den  Krümmungsradius  hat  man  nach  (10)  S.  317  innerhalb 
des  Kontinents  die  Relation 


1 ^i 


-  1200 


Mi)-(-^)^© 


(12) 


Hierin  ist  für  B\  um  (>,  auf  diejenige  Niveaufläche  zu  beziehen,  deren 
Lage  durch  die  Erhebungen  ?i  gegen  die  zum  gestörten  Schwerpunkt 
konzentrische  Kugelfläche  B  markiert  ist,  gleich  zu  setzen: 

R  +  dem  1.  Teil  von  ä,  aus  (2)  —  dem  Mittelwert  (8). 

Die  Formel  (12)  giebt  eine  Annäherung  für  1  :  Qi  innerhalb  der- 
selben Grenzen  wie  (0). 

22  • 
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§  30.     Numerische  Auswertung  der  elliptischen  Integrale 

K  und  E«    Zur  Berechnung  der  Werte  der  Integrale 


und 


J   y\  —  x*8in«qp 

2 
E  =  j  j/i  —  x^  sin^  (p  dip 


giebt  es  verschiedene  Methoden^  die  hauptsächlich  von  Lependre,  Gau/Sy 
Jacobi  und  Weierstrafs  herrühren.  Die  bequemsten  Formeln  bietet 
die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen,  aus  welcher  wir  die  nach- 
stehenden Formeln  auswählten^  die  sich  für  uns  beim  Gebrauche  am 
vorteilhaftesten  herausstellten."*) 

Bezeichnet  q  eine  gewisse,   von  Jacobi  eingeführte,   von  x  ab- 
hängige Hilfsgrofse,  so  ist 


mit 


mit 


K^^^[l+2q  +  2q^  +  2q^+  .,\\  (J) 

f  =  1,5708  ...,  logf  =  0,19612...; 

2^2  =  19,7392  . . .  ,    log  {2%^)  «  1,29533 


Hieraus  folgt  E  bei  bereits  berechnetem  K ,  Zur  gleichzeitigen 
Kontrolle  für  ^,  E  und  K  dient  die  Gleichung 

^  "~  ^  "~    i:     l-2g+2«*-2g«  +  ..T  '  ^^^ 

Bei  der  Berechnung  der  h^  A  und  q  werden  aufser  E  die  durch 
(2)  und  (3)  direkt  gelieferten  Kombinationen  von  E  und  K  gebraucht. 

Zur  Ermittelung  von  q  aus  x  dienen  Tabellen.  Wir  benutzten 
diejenige,  welche  Schlömilch  im  2.  Bande  seines  Kompendiums  der 
höheren  Analysis  nach  Jacobi,  Crelles  Journal  Bd.  26  1843  S.  93, 
im  Auszug,  aber  mit  der  Erweiterung  giebt,  dafs  auch  x  selbst  als 
Argument  auftritt  (bei  Jacobi  nur  q^  arc  sin  x) . 

*)  Formdn  u/nd  Lehrsätze  ewn  Gebrauche  der  elliptischen  FunJUionen. 
Nach  Vorlesungen  und  Aufzeichnungen  des  Herrn  Prof.  K.  Weierstrafs  be- 
arbeitet und  herausgegeben  von  H.  A.  Schwarz.     Göttingen  1881/82. 
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§  30.  Numerißche  Auswertung  der  elliptischen  Integrale  jK"  und  E,  341 
Bei  direkter  Berechnung  von  q  ermittelt  man  zunächst 

^=M;a^-  (4) 

Setzt  man  x  =  sina  und  cosjS  =  j/cosa ,  so  ist  /  =  tan^  y*-     Dann 
wird 

'-(t)+K4)' +■»(!)'+ •«•(4)"+....     (6) 

Ist  X  nahezu  eins^  so  berechnet  man  besser  zunächst 

oder  für  cos/S'  =  ^x,  /'  ==  tan^  y  und 

Alsdann  folgt  q  aus  der  Gleichung: 

(—  log  q)  (—  log  q)  =  n'^Mod^  —  num  log  0,26986836  .        (8) 

Alle  Reihen   konvergieren  so  stark,   dafs  meist  nur  das  erste  Glied 
oder  die  beiden  ersten  Glieder  für   unsere  Zwecke  erforderlich  sind. 

Die  Formel  (1)  findet  sich  bei  Weierstrafa- Schwärs  8.61  unter  (7) ;  (2)  und  (3) 
auf  8.  44  unter  (15)  und  (16);  (4)  und  (5)  auf  8.  61  unter  (3);  (8)  folgt 
aus  S.  61  (2)  Nr.  2  und  3.  Dabei  ist  zu  beachten,  dafs  q  daselbst  mit  h 
bezeichnet  ist.  Die  in  den  Gröfseu  auftretenden  drei  Wurzeln  e  einer 
kubischen  Gleichung,  in  der  der  Koefficient  des  Quadrats  der  Unbekannten 
null  ist^  sind  definiert  durch  das  System 

«.  +  «.  +  «,-0      x«-:^^. 

Die  2.  Relation  sagt,  dafs  «i  >  <^  >  «s  ^^^t  ^^  ^*  ^  1«  Schreibt  man  sie 
in  der  Form 

^^e,  _c,  +  (l-x«)e3«0, 

so  giebl^  sie  mit  der  1.  Relation  die  Proportion 

€,  :  et :  ej  =  2  -  X«  :  —  (1  —  2x«)  :  —  (1  +  x«). 

Mit  Hilfe  dieser  Proportion  gelangt  man  ohne  Schwierigkeit  zu  unseren 
Formeln,  wenn  man  noch  beachtet,  dafs  nach  8.  61  (1)  das  in  den  citierten 
Formeln  auftretende  ooi  und  a  gleich  K :  K^i  —  «s »  ^^^ch  8.  34  (2) 

uud  nach  S.  61  u  »  2  .    v  »  3  ist. 
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Für  einige  Werte  vou  x,  die  im  Folgenden  besonders  hänfig  ge- 
braucht werden,  stellen  wir  AT,  E  u.  s.  w.  zusammen: 


% 

log«j 

+  10 

.      '     K 

E 

E-  (1  — x«)ä: 

K-  E 

X 

E-  {\  -i*)K 

x'(l  -  ««) 

0,0     —  oo 

0,(KXX).  1,571 

1,571 

0,000 

0,00 

0,79 

0,1    6,80 

0,0006  1,575 

1,567 

0,008 

0,08 

0,80 

0,2    7,40 

0,0025^  1,587 

1,555 

0,032 

0,16 

0,82 

0,3    7,77 

0,0059j  1,608 

1,534 

0,071 

0,25 

0,86 

0,4    8,037 

0,0109'  1,640 

1,506 

0,128 

0,34 

0,95 

0,5    8,255 

0,0180  1,686 

1,468 

0,203 

0,44 

1,08 

0,6,  8,445 

0,0279  1,751 

1,418 

0,297 

0,56 

1,29 

0,7  i  8,623 

0,0420:  1,846 

1,355 

0,414 

0,70 

1,66 

0,8    8,803 

0,0635  1,995 

1,276 

0,558 

0,90 

2,42 

0,9,  9,0101 

0,1023  2,2H0 

1,171 

0,738 

1,23 

4,80 

1,0  10,0000 

1,0000     oo 

1,000 

1,000 

oo 

oo 

In  Bezug  auf  die  ersten  und  letzten  Werte  der  Kolumnen  ist 
eine  Bemerkung  nötig.     Für  x  »»  null   ist  nach   (4)  und  (5)  auch  q 

null;  damit  wird  nach  (1)  AT ««  |  und  nach  (3)  E^=^  K .     Ist  x  sehr 

klein,  so  ist  nach  (4)  und  (5)  sehr  nahe  ^  =  x^ :  16,  und  zwar  um 
so  genauer,  je  kleiner  x.  Hiermit  und  im  Hinblick  auf  (3)  und  (4) 
ist    ersichtlich,    dafs    für    x  ==»  null    {K  —  E)  :  x    gleich    null    und 

[£  -  (I  -  x')^]  :  x'(l  -  x^)  =  J-  wird. 

Ist  X  =»  1 ,  so  wird  nach  (7)  und  (8)  ^  ==  1  und  nach  (1)  A'  un- 
endlich grofs.  Den  Wert  von  E  kann  man  in  diesem  Falle  aus  (2) 
und  (3)  nicht  entnehmen;  er  folgt  aber  leicht  aus  dem  definierenden 
Integral  zu  1. 

Ist  X  sehr  nahe  gleich  1,  so  ist  sehr  nahe 


A'=  loguat 


Vi- 


und  zwar  für  x  =  0,9999  ersteres   bis  auf 


1 


/?5000 » 


letzteres  bis  auf 


V2000  ^^s  betreflfenden  Integralwertes.*)  Hieraus  erkennt  man,  dals 
( l  —  x')  AT  für  X  =  1  gleich  null  wird ,  womit  sich  die  angegebenen 
Werte  der  drittletzten  und  letzten  Kolumne  obiger  Tafel  fQr  x  =  1 
sofort  ergeben. 

*)  Genaueres  siehe  in  Schlömilchs  Kompendium  der  höheren  Analysis  Bd.  2, 
HraunBchweig  1866,  S.  316  und  317. 
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§  31.  Störungen  dureh  Europa- Asien.  Wir  behandeln  spe- 
ziell den  grofsten  und  den  kleinsten  Eontkient;  jenen  zuerst.  Nach 
S.  313  ist  dafür 

ö  =  0,66ä  =  4200000".  (1) 


Setzen  wir  fQr  den  Böschungswinkel  v  der  Küste 

cott;-»  100, 
80  ergiebt  sich  nach  (1)  S.  336: 

ö'  =  4400000«'  =  4400*«. 


(2) 


(3) 


Nach  (2)  S.  336  sowie  nach  (9)  und  (12)  S.  339  ist  nun,  wenn 
Af  und  £  auf  x  ^=b  :  a  bezogen  gedacht  werden: 


hi=  880  A:  — 420  cos  y 

in  Metern 


in  Sek. 


40  JLl^  _  9x 


J.»J.(,  + 0,000273^^-^^}. 


(4) 
(5) 
(6) 


Wir  setzen  hierin  der  Reihe  nach  und  mit  Bücksicht  auf  (3*) 
S.  336: 


a 

1 

1  " 

0 

0« 

0,1 

3,96 

0,2 

7,92 

0,3 

>1,88 

0,4 

j  15,84 

0,5 

19,80 

0,6 

23,76 

0,7 

27.72 

0,8 

31,68 

0,9 

35,64 

*yu 

37,80 

Dazu  giebt  die  Tabelle  von  S.  342  AT  und  E,  ausgenommen  für  x<»  42:44, 
wofür  A^  und  £  direkt  zu  berechnen  sind.  Dieser  Wert  von  x  ent- 
spricht einem  Küstenpunkte,  indem  für  die  Küste  b  :=^  a  ^^  4200000'" 
ist.  Die  Formeln  geben  mit  x  »»  42  :  44  der  Reihe  nach  ^«=0,14700, 
^  —  2,6340,  E  ~  1,0956  und  £ -^  (l -^  x^)  E  =  0,8615. 
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Man  gelangt  nun  zu  folgender  Zusammenstellung: 


ZentmmB- 

abstand 

h 


I     Er- 
, hebung 
I       h, 


Er-      I 
hebung i 


Lot- 
störung 


B'-Qi       n-Q, 


R- 


ffi 


Küsten- 
abstand. 


Zentram  ] 

962» 

504« 

0" 

,1,00022 

1400» 

500'» ; 

4200*" 

440»« 

960 

502 

2 

!  1,00022 

1400 

500  1 

3760 

880 

952 

494 

5 

'  1,00022 

.1400 

500  1 

3320 

1320 

939 

481 

7 

j  1,00023 

1500 

600  i 

2880 

1760 

921 

463 

10 

;  1,00026 

1700 

800   ; 

2440 

2200 

896 

438 

13 

1,00030 

1900 

1100  ! 

2000 

2640 

863 

405 

17 

1,00035 

2200 

1400  ' 

1560 

8080 

821 

363 

22 

,1,00045 

2900 

2200  ' 

1120 

3520 

765 

307 

29 

j  1,00066 

4200 

3500 

680 

3960 

689 

231 

4t 

,1,00131 

8300 

7700  ; 

240 

4200 

632 

174 

55 

1,00291 

18500 

18000  1 

An  der 
Küste. 

Die  3.  Rubrik  giebt  k/,  gleich  hi  weniger  dem  Mittelwert  aller 
h  für  die  ganze  Oberfläche,  welcher  weiterhin  zu  458"»  berechnet  wird. 

Bezüglich  der  7.  Rubrik  ist  zu  bemerken,  dafs  inmitten  des  Kon- 
tinents 7^=^+ 1382"»— 458"»,  an  der  Küste  Ä'=  Ä +964"»— 458« 
wird.  R  —  Q  ist  also  um  900  bis  500"»  kleiner  als  R'  —  ^ ,  was  die 
7.  Rubrik  für  die  einzelnen  Orte  genau  berücksichtigt. 

Die  Lotstörung  an  der  Küste  folgt  aus  der  strengeren  Formel 
(10)  S.  339,  wobei  x  =  42  :  46,  ^  =  0,11030,  iT  =  2.3414  und 
A^_  j?=  1,1862  wird,  gleich 

70  —  8  =  62". 

Nach  S.  328  (13)  gehen  wegen  der  Krümmung  der  Erdoberfläche,  die 
in  (10)  S.  339  nicht  berücksichtigt  ist,  2"  ab,  sodafs  als  Lotablenkung 
an  der  Küste  bleiben 

60" . 

Wenn  man  nun  bedenkt,  dafs  in  der  Regel  der  Abfall  der  Küste 
anfangs  ein  sanfter  ist  (etwa  1  :  250  bis  zu  50*"»  Abstand)  und  erst 
in  einiger  Entfernung  vom  Lande  rascher  erfolgt  (etwa  mit  1  :  100), 
so  wird  ersichtlich,  dafs  der  in  der  Tabelle  angesetzte  Wert  von  55" 
an  der  Küste  den  Verhältnissen  ganz  gut  entspricht. 

Einige  Sekunden  mehr  oder  weniger  sind  aber  überhaupt  an  der 
Küste  ganz  bedeutungslos,  insofern  hier  die  Lotstörung  in  hohem 
Grade  von  dem  Böschungsmafs  abhängt.  Für  letzteres  nahmen  wir 
1  :  100,  weil  es  ein  Wert  ist,   dem  man  nach  Ausweis  der  Tiefen- 
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karten  in  Andrees  Atlas  —  abgesehen  von  der  Beschränkung  auf 
Europa- Asien — vielfach  begegnet;  so  namentlich  u.a.  an  den  Küsten  des 
atlantischen  Oceans  von  Amerika,  Afrika,  Spanien.  Vielfach  ist  die 
Böschung  aber  steiler,  namentlich  an  der  pacifischen  Küste  von  Nord- 
und  Südamerika,  woselbst  sie  auf  rund  1  :  40  steigt,  und  ostlich  von 
Japan  und  den  Kurilen,  wo  der  Abfall  nach  der  8500'»  tiefen  Tus- 
carora-Senkung  mit  1  :  36  erfolgt.  Indessen  wird  hier  die  Wirkung 
gemildert  durch  die  Meere,  welche  die  Inseln  vom  Festlande  trennen. 
An  der  amerikanischen  Küste  kommt  aber  die  volle  Wirkung  zur 
Geltung  bis  auf  die  Abschwächung,  welche  auch  hier  durch  das  in 
der  Nähe  des  Landes  geringere  Abfallen  entsteht. 

Wir  berechnen  jetzt  noch  für   das  Böschungsmafs   1  :  40  die  an 
der  Küste  stattfindenden  Werte  im  Hinblick  darauf,  dafs  dieses  Mafs 
den   steilsten  Abfall  bezeichnet,  der 
in  gröfserem  Umfange  an  Festlands-  f^'^ 

küsten  auftritt.  Wir  denken  uns  da- 
bei für  eine  Küstenstrecke  die  steilere 
Böschung  durch  die  im  allgemeinen 
stattfindende  sanftere  in  der  Weise  "^^ 
unterbrochen ,  dafs  a  unverändert 
bleibt,  also  der  Abstand  der  Küste  vom 
Zentrum  um  die  absolut  genommene      j^^rä 

Änderung    von    y  />  cot  i/    wächst,  ^*^'  "* 

vergl.  Fig.  57.  In  den  obigen  Formeln  für  hi ,  Ji  und  1  :  9,  ist  nun 
zu  setzen 

.        o'  -  4  ^-40 

b  =  4320*"*        y  =  38,88<>. 

Es  wird  q  =  0,19712,  K  —  3,0668,  £  =  1,0466  und  ^  -  (1  —  x»)  A^ 
=  0,9359;  ferner 

hi  =  594»»        jii  =  73"        R.Qi^  1,00736 . 

Nach  der  strengeren  Formel  (10)  S.  339  würde  sich  >i,  um  5" 
gröfser  ergeben,   wovon  aber  2"  wegen  der  Erdkrümmung  abgehen. 
Der  Wert  von  rund 

ly^  Minute 

kann  für  Europa-Asien  als  Maximum  der  Lotstörung  kontinentalen 
Charakters  angesehen  werden.  Durch  Kombination  mit  lokalen  Ein- 
flüssen kann  allerdings  die  Lotstörung  sich  noch  erheblich  steigern. 
Immerhin  aber  dürften  diese  lokal  gesteigerten  Werte  von  demjenigen 
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Betrage  weit  entfernt  bleiben ,  der  sich  an  einer  vertikal  abfallenden 
Küste  ergiebt.*) 

FQr  die  vertikale  Küste  ist  bei  Festhaltong  des  Wertes  von  d 
die  Lotstörung  aus  Formel  (7*)  8.  324  zu  entnehmen,  wobei  ä  für  a 
zu  setzen  ist.  Es  wird  dieselbe  mit  Abzug  von  9''  wegen  der  Schwer- 
punktsverschiebung gleich  154"  oder  rund 

2»/,  Minute. 

Während  wir  bisher  nur  die  grofsten  Lotstörungen  im  Ange 
hatten^  so  ist  nun  darauf  hinzuweisen,  dafs  vielfach  selbst  die  in  der 
Tabelle  angesetzten  55"  nicht  eintreten  werden,  weil  der  Abfall  der 
Küste  überhaupt  gering  oder  bis  zu  erheblichem  Abstände  vom  Lande 
sehr  schwach  ist.  Dies  gilt  unter  andern  für  die  atlantische  Küste 
von  Frankreich,  England  und  Norwegen.  Insbesondere  ist  auch  zu 
beachten,  dafs  die  mittlere  Tiefe  der  Nordsee  nur  89"*  beträgt. 

§  32.  Fortsetzang.  Den  erheblichen  Lotstörungen  in  der  Nähe 
der  Küste  entspricht  im  Verlaufe  der  Erhebungen  h  eine  Art  Schwelle. 
Um  dieselbe  zur  Anschauung  zu  bringen,  mufs  man  für  die  Nähe 
der  Küste  noch  einige  Werte  h^  berechnen,  wobei  die  Formel  (3) 
8.  336  zur  Anwendung  gelangt.     Die  Schwelle  wird   am  besten  aus 


1000^ 


so  fiö»  00  m  m  w  M  isö  w  m  i»' 

Flg.  68, 

beistehender  Zeichnung,  Fig.  58,  die  überhaupt  alle  h  von  ^^^O  bis 
180^  darstellt,  y  als  Abscisse  und  h  als  Ordinate  giebt,  ersichtlich. 

Zur  Konstruktion  dienten  aufser  den  Werten  hi  der  Tabelle  von 
S.344  eine  Reihe  von  Werten  hay  die  für  solche  Argumente  a  ih  =  t 
nach  Formel  (3)  S.  336  ermittelt  wurden,  dafs  die  S.  342  angegebenen 
Werte  von  E  —  (1  —  x')  A'  benutzt  werden  konnten.  Die  Formel 
(3)  lautet  jetzt: 

*--=*--~^^'"-''-420co8y.  (1) 

Sie  wurde  bis  b  =  11000*«  angewandt**).  Den  Fehler  der  Formel 
bei  diesem  grofsen  Werte  von  b  zeigt  die  Formel  (4)  S.  336,  welche 
jetzt  mit  a  =  4400*™  lautet: 

•)  Ph.  Fischer,  Gestalt  der  Erde  S.  92.  findet  für  die  Kontineiitalküsten  ab- 
gesehen von  lokalen  Störungen  als  maximale  Lotablenkung  etwa  1  <  t  Min. 

**)  Die  in  Fig.  68  mit ,, Formel  (1)"  bezeichnete  Kurve  ist  innerhalb  des  Kon- 
tinents selbstverständlich  mit  den  früher  angegebenen  Werten  von  h^  konstruiert. 
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ha  =  239  CSC  -^  —  420  cosy  , 


(2) 


und  die  für  y  =  90«  nach  §  25  S.  331  4Vo,  d.  i.  U"»,  zu  wenig  giebt. 
Diese  Formel  wurde  aurser  auf  mehrere  Werte  von  y  zwischen  90^ 
und  180^  auch  auf  einige  kleinere  Werte  von  y  bis  an  die  Küste  an- 
gewandt^ um  ihre  mit  Annäherung  an  dieselbe  wachsende  Fehler- 
haftigkeit zu  erkennen.  Da  die  Formel  (1)  für  ^>  ==  11000*^  etwa 
45"*  Fehler  zeigt,  wurde  sie  nur  bis  b  =  7200*"*  beibehalten,  an  welcher 
Stelle  sie  mit  (2)  gleiche  Werte  giebt;  von  hier  an  aber  wurde  für 
wachsende  b  Formel  (2)  angewandt.     Die  Zahlen  sind  folgende: 


h 

y 

h 

a 

Dach(l) 

nach  (2) 

4400*»' 

39,6" 

558'» 

383» 

4890 

44,0 

420 

, 

5500 

49,5 

341 

296 

6290 

56,6 
66,0 

289 

7333 

264 

267 

8800 

79,2 

279 

296 

11000 

99 

348 

379 

13330 

120 

486 

14440 

130 

533 

15560 

140 

576 

16670 

150 

611 

17780 

160 

637 

18890 

170 

653 

20000 

180 

659 

Mit  Hilfe  der  graphischen  Darstellung  folgt  nachstehende  Über- 
sicht der  h  für  y  von  10  zu  10*: 


8in  y 


0«|  962'» 
10  1 946 
894 
796 
542 
338 
278 
270 
296 
340 


20 
30 
40 
50 
60 
70 


90 


Z'siny  < 


0,000 

0,174 

0,342 

0,500 

0,643 

1 0,766 

0,866 

1 0,940 

'  0,985 

11,0001 

il 

11,432; 


y    II  ft  »in  y 

180"  I]      O-" 
170     278 
160  \  524 
150  .  704 


659'» 

653 

637 

leii 

[576  140  I  719 

533  130  666 

486  120  I  662 

442  110  '  669 

392  100  I  678 

340 

I    I 

2:Asiny  =  5240. 
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Der  Durchschnittswert  der  h  ist  hiermit  nach  S.  337  (8)  gleich 

458*». 

Die  Simpsonache  Regel  giebt  bezw.  die  Zahlen  11,461,  5265  und  459. 
Der  Unterschied  ist  also  ganz  unerheblich.*) 

Der  Durchschnittswert  der  h  folgt  andererseits  aus  S.  338  (8*) 
gleich 

479»» , 

der  vorige  Wert  ist  somit  um  20*"  zu  klein.  Dies  kann  nicht  be- 
fremden, da  überhaupt  alle  Werte  h,  ausgenommen  für  y  =  0**,  zu 
klein  sind,  vergl.  §24  8.327  und  §25  S.331.  Bei  40«  ist  der  Fehler 
ca.  20«  bei  90«  14"»,  bei  180^  6«  Dazu  tritt  nach  §  24  S.  329  noch 
für  y  =  (fi  bis  60«  eine  Verkleinerung  der  Abscissen  um  ca.  2«/^, , 
was  insbesondere  bei  y  =•  30«  bis  50*  Fehler  von  durchschnittlich 
18"»  erzeugt. 

Die  mittlere  Erhebung  innerhalb  des  Kontinents  Europa-Asien 
wird  nach  Formel  (7)  S.  337  mit  a  =  4400(XI0«  gleich  802"»;  nach 
Abzug  von  458  aber  für  die  Niveaufläche  der  ä': 

344"». 

Die  kleinste  Erhebung  ist  nach  S.337  (6)  gleich  26?"»,  die  graphische 
Darstellung  giebt  dasselbe;  hieraus  folgt  die  tiefste  Senkung  der 
Niveaufläche  der  h'  unter  das  normale  Niveau  gleich  rund 

190«. 

Zieht  man  überhaupt  458  von  den  h  ab^  so  gelangt  man  zu  der 
Übersicht  der  Erhebungen  ä'  über  das  normale  Niveau,  welche 
weiterhin  mit  den  Wertt»n  für  die  anderen  Kontinente  zusammen- 
gestellt ist. 

§  33.    Störungen  dnrch  Australien.    Nach  S.  313  ist  hier 

a  =  0,26ä  =  1 660000"».  (l) 

Setzen  wir  wieder  für  den  Böschungswinkel  v  an  der  Küste 

cot  V  =  100  ,  (2) 

so  ergiebt  sich  nach  (1)  S.  336 

a  =  1860000^"  =  1860*«  (3) 


*}  Die  Simpsansche  Regel  Beizt  für 

fydx 
die  Summe 

3  -  (y  0  +  4  y  I  +  2  y,  +  4  y,  +  2  y^  +  . . .  +  4  y„  ^  1  +  y  J  ; 

die  Anzahl  der  im  Intervall  Jx  berechneten  y  mafs  also  eine  ungerade  sein. 
Wenn  oben  als  Ergebnisse  der  jS'f'm^^onschen  Regel  11,461  und  6*265  genannt 
sind,  so  ist  dabei  der  Faktor  Jx  weggelassen. 
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Nach  (2)  S.  336  sowie  nach   (9)  und  (12)  S.  339  ist  nun,  wenn 


K  und  E  auf  x  =  -r  bezogen  werden : 

hi  =  372  ^  —  83,5  cosy 

in  Metern 

^,  =  40  ^^^  -  0,8  X 

in  Sek.  * 


^-  =  -L(t  +  0.000645^.iL.--«:)^j 


(4) 
(5) 
(6) 


Wir  setzen  hieriu  der  Reihe  nach  und  mit  Rücksicht  auf  (3*) 
S.  336: 


0 

0 

0,5 

8»  22' 

0,1 

IMO' 

0,6 

10     3 

0,2 

3  21 

0,7 

11  43 

0,3 

5     1 

0,8 

13  24 

0,4 

6  42 

'-Ase 

14  56 

K  und  E  folgen  aus  der  Tabelle  S.  342  teils  direkt,  teils  durch  Inter- 
polation.   Es  ergiebt  sich  damit  nachstehende  Übersicht: 


Zeotrum8- 
abstand 

Er- 
hebung 

Er- 
hebung 

Lot- 
stSrung 

iJ'.p, 

Ä'-«., 

Ä-e, 

Abstand 

von  der 

KfiBte. 

Zentram 

ÖOl» 

417» 

0" 

1,00051 

3200"» 

2700-» 

1660*» 

186»-» 

499 

415 

3 

1,00052 

3300 

2800 

1474 

372 

495 

411 

6 

1,00053 

3400 

2900 

1288 

558 

488 

404 

10 

1,00056 

3600 

3100 

1102 

744 

477 

393 

13 

1,00061 

3900 

3400 

916 

930 

464 

380 

17 

1,00070 

4500 

4000 

730 

1116 

445 

361 

22 

1,00083 

5300 

4800 

544 

1302 

422 

338 

27 

1,00107 

6800 

6300 

358 

1488 

393 

309 

35 

1,00156 

9900 

9500 

172 

1660 

358 

274 

i« 

1,00289 

18400 

18000 

An  der 
Kflste. 

Die  3.  Rubrik  giebt  h/  =  Ä»  weniger  dem  Mittel  aller  h  für  die 
ganze  Oberfläche,  welches  weiterhin  zu  84*^  berechnet  wird. 

Die  Lotstörung  an  der  Küste  folgt  aus  der  strengeren  Formel 
(10)  S.  339  mit  x  -=  166  :  206,  für  welchen  Wert  {K  —  E)\%  aus 
der  Tabelle  S.  342  interpoliert  werden  kann,  gleich 

53^4  -  0,7  =  52". 
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Da  die  australische  Küste  meist  sehr  flach  ist^  entspricht  der 
Tabellenwert  von  47"  den  thatsächlicfaen  Verhältnissen  genügend. 
Doch  kommt  im  Südosten  auch  eine  sehr  steile  Böschung  vor. 

Setzen  wir  mit  Rücksicht  hierauf  cot  i/  »:  40  und  behalten  den 
Wert  von  d  wie  oben  bei,  so  wird  in  diesem  Falle  für  die  Küste 

h  =  1780*"»       y  =  16,020 

^   _   1 78 
*  ^  a    ~"  186   ' 

q  =  0,15007,  /r  «=  2,659,   E  —  1,091  und  r  —  (1  —  x^)  Ä' «=  0,868, 

hi  =  326™ ,         ^i  =  65" ,         B:Qi==  1,0072  , 

Die  strengere  Rechnung  nach  Formel  (10)  S.  339  giebt  hier  71". 

Für  vertikalen  Abfall  folgt  mit  Beibehaltung  von  d  nach  S.  324 
(7*)  als  Lotstörung  an  der  Küste  144",  also  rund 

2V2  Minute. 

Um  eine  Übersicht  der  h  zu  gewinnen,  wurde  nachstehende 
Tabelle  aufgestellt,  S.  351,  zu  deren  Berechnung  teils  obige  Zusammen- 
stellung teils  die  Formeln  (3)  und  (4)  S.336  dienten,  welche  hier  lauten: 

^- =  *  ^"Wo"'-^- 83.5  cos  y  (7) 

mit  ^  _  «' 

und  ha  =  42,7  esc  ^-  -  83,5  cos  y  .  (8) 

Definitiv  angenommen  wurden  die  Werte  von  ha  nach  Formel 
(7)  bis  y  =  40^,  von  da  ab  diejenigen  nach  Formel  (8). 

Der  Durchschnittswert  der  h  folgt  nach  S.  337  (8)  gleich  83,5 
oder  abgerundet 

84-; 

die  Simpsonsche  Regel  giebt  dasselbe,  Formel  (8*)  S.  338  85"*.  Ziehen 
wir  ersteren  Wert  von  den  h  ab,  so  erhalten  wir  die  Höhen  h'  in 
Bezug  auf  das  normale  Niveau.  Diese  Höhen  h'  zeigt  die  weiterhin 
folgende  Übersicht 

Der  kleinste  Wert  ha  folgt  nach  S.  337  (6)  gleich  44"»,  überein- 
stimmend mit  nebenstehender  Tabelle;  nach  Berücksichtigung  der  84"' 
ergiebt  sich  hieraus  die  gröfste  Senkung  der  Niveaufläche  der  //  unter 

das  normale  Niveau  gleich 

40"*. 

Die  mittlere  Erhebung  innerhalb  des  Kontinents  Australien  wird 
nach  Formel  (7)  S.  337  gleich  425"%  nach  Abzug  von  84"»  für  die 
Niveaufläche  der  h'  gleich 

341"«. 
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h 

y 

h  nach 

(4)bezw.(7) 

_{8) 

0 

0» 

501"' 

. 

1110*'» 

10 

445 

, 

2220 

20 

195 

, 

3330 

30 

97 

gs" 

4440 

40 

60 

60 

5560 

50 

45 

47 

6670 

60 

40 

44 

7780 

70 

, 

46 

8890 

80 

, 

52 

10000 

90 

56 

60 

111 10 

100 

70 

12220 

110 

, 

81 

13330 

120 

, 

91 

14440 

130 

. 

101 

15560 

140 

110 

16670 

150 

, 

116 

17780 

160 

122 

18890 

170 

125 

20000 

180 

, 

126 

§  34.  Störungen  durch  Afrika,  Nord-  und  Süd-Amerika; 
Übersicht  der  Höhenstorungen.  Für  diese  drei  Kontinente  wurden 
nur  die  Höhenstörungen. nach  folgenden,  aus  §  29  8.  336  hervorgehen- 
den Formeln  berechnet;  wobei  gesetzt  wurde  mit  Rücksicht  auf  die 
Werte  der  Radien  a  nach  S.  313  und  mit  cot  v  ==  100  für 

Afrika:  ö' =  3260000"», 

Nord-Amerika:      =2940000   , 
Südamerika:'       =2560000   . 

Die  Formeln  geben  sofort  die  Erhebung  h'  gegen  das  normale 
Niveau,  indem  der  nach  S.  337  (8)  berechnete  Mittelwert  der  h  den- 
selben subtraktiv  beigefügt  wurde.     Sie  lauten  für 

Afrika:  V=         652  i:      —  245 cos  y  — 256 

*«  ^  6000  ''  ' 

V=      131  CSC  I 
Nord- Amerika:  hl  =         588  jS:      —  202  cos  y  —  208 


bis  y«50o 
von  y  a=»  60®  an, 


6000 


ha  =     106,5  CSC  ^  „ 


„       bis  y  =  50» 
y,       von  y  «« 60®  an, 
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Süd- Amerika:    h{  =         b\2  E      —  155  cos  y  —  159 

^'=^-~-'^^-         "  "       bi,   y  =  40« 

ha  —       81  CSC  -^  „  „       von  y  =  50®  an. 

In  hi  bezieht  sich  E  immer  auf  x  «=  ^  :  ö',  in  ha  auf  x^^  a  ib.  Der 
Mittelwert  der  A,  welcher  bezw.  zu  256 ,  208  und  159  berechnet  ist^ 
folgt  aus  S.  338  (8*)  bezw.  zu  262,  213  und  162. 

Die  tiefste  Senkung   der  Niveaufläche  der  h'  unter  das  normale 
Niveau  wird  nach  S.  337  (6)  gleich 


.lö- 

für Afrika 

se 

„    Nord-Amerika 

75 

„    Sad-Amerika. 

Alles  übrige  zeigt  die  nebenstehende  Tabelle. 

Zu  derselben  ist  nur  noch  bezüglich  der  letzten,  mit  Eontrolle 
bezeichneten  Zeile  zu  bemerken,  dafs  die  darin  enthaltenen  Zahlen 
aus  der  Berechnung  von 


n 

r  I  h'  sin  2y  dy 


nach  der  Simpsonschen  Regel  hervorgegangen  sind.  Diese  Zahlen 
geben  den  Abstand  des  Volumenschwerpunktes  des  von  der  gestörten 
Niveaufläche  eingeschlosseneu  Raumes  vom  gestörten  Massenschwer- 
punkt. Denn  das  statische  Moment  dieses  Raumes  in  Bezug  auf  eine 
durch  letzteren  Punkt  normal  zu  dem,  nach  dem  Mittelpunkt  des  be- 
treffenden Kontinents  gezogenen  Radius  gelegte  Ebene  ist  gleich 


)nR^Jh' 


siuy  cosy  dy  ^ 


das  statische  Moment  des   im  Volumenschwerpunkt  vereinigten  Vo- 
lumens aber  sehr  nahe 

\nRH, 

wenn   x    den    Schwerpunktsabstand    bezeichnet.      Die  Gleichsetzung 
beider  Ausdrücke  führt  zu  obigem  Resultat. 

Nach  S.  258  mufs  dieser  Abstand  null  sein  oder  dürfte  nur  ein 
paar  Meter  betragen,  da  im  vorliegenden  Falle  die  dort  erörterte  Be- 
dingung für  das  Zusammenfallen  beider  Schwerpunkte  noch  besser 
wie  bei  der  Erde  erfüllt  ist.  Die  berechneten  Werte  der  letzten 
Horizontalreihe  der  Tabelle  rühren  daher  wesentlich  von  den  Fehlern 
in  den  Ausdrücken  für  h'  her,  auf  die  schon  früher  —  für  Europa- 
Asien  S.  348  —  aufmerksam  gemacht  wurde. 
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Höhenstörungen  h'  der  Niveauflächen  gegen  das  normale  Niveau  durch 

die  Kontinentalmassen, 


y 

Europa- 
Asien. 

Afrika. 

Noitt- 
Amerika. 

Süd- 
Amerika. 

Austra- 
lien. 

0» 
10 
20 
30 
40 

+  504« 
+  488 
+  436 
+  338 
+    84 

+  523" 
+  496 
+  405 
+  150 
-    35 

+  514» 
+  483 
+  375 
+    87 
—   37 

+  490" 
+  453 
+  315 
+    46 
-    34 

+  417" 
+  361 
+  111 

+    13 
-    24 

50 

1    -120 

—    99 

-    83 

-    67 

-    37 

60 

1    —180 

-116 

—    96 

—    74 

-    40 

70 

1    —188 

—  111 

—   91 

—   70 

-    38 

80 

—  162 

—    95 

-    77 

-    60 

-    32 

90 

-  118 

-    70 

-    57 

-    44 

-    24 

100 

—    66 

—   42 

-    34 

—    26 

-    14 

110 

-    16 

-    14 

—      7 

—      7 

—     3 

120 
130 
140 
150 
160 
170 
180 

+    28 
+    75 
+  118 
+  153 
+  179 
+  195 
+  201 

+    18 
+    46 
+    71 
+    92 
+  107 
+  117 
+  120 

+    16 
+    39 
+    60 
+    77 
+    90 
+    98 
+  101 

+    12 

+    30 
+    45 
+    58 
+    69 
+    75 
+    77 

+      7 
+    17 
+    26 
+    32 
+    38 
+    41 
+    42 

Zentrnm 
des  Eontmenta: 

GMgr.  Braita 

+  48» 

+  7,5» 

+  51» 

-13« 

—  25« 

(M\.  Unge  TOD  Ferro 

95 

37,5 

280,5 

318 

152 

Bwllu  a 

1       38« 

27,5« 

24,5« 

21,5« 

15» 

Mittle»  £rhebiuig 

Innttbklb 

des  Kontinent! 

344"» 
-14-» 

384"« 

384" 

375" 

341" 

Kontrolle 

—  10"» 

-  8« 

_4" 

-1" 

Nach  Hann,  Gaea  1876  Bd.  12  S.  79,  hat  Saigey  1842  in  der  Schrift 
Petite  Physique  du  Glohe  für  kreisförmige  Kontinentalscheiben  berechnet 
die  QOhenstörungen  der  Niveauflächen  im  Zentrum  und  an  der  Küste, 
sowie  für  innerhalb  im  Durchschnitt;  jedoch  sind  die  Dicken  der  Scheiben 
nur  den  Erhebungen  übers  Meer  proportional  angesetzt. 

Bru/im  berechnet  1878  in  seiner  Figur  der  Erde  S.  22  bis  24  die  Höhen- 
störungen, welche  ein  Kugekweieck  von  der  ungefähren  Gröfse  Amerikas, 
das  von  Pol  zu  Pol  geht,  auf  dem  Äquator  erzeugt.  Er  geht  von  einer 
homogenen  Kugel  ohne  Wasserschicht  aus,  läfst  die  östliche  Halbkugel 

Helmert,  mAtItem.  n.  phy«ik»l.  Theorieen  dar  höh.  Geodftaie.  II.  23 
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nngeändert  und  bringfc  auf  der  westlichen  positive  und  negative  Beläge ,  ent- 
sprechend dem  flbers  Meer  hervorragenden  Festland  und  dem  Wasser,  an. 
Diese  Annahme  ist  nicht  wesentlich  von  der  unsrigen  verschieden ;  es  war 
für  uns  nur  bequemer^  das  Meer  nicht  durch  einen  Belag  zu  ersetzen.  Da- 
gegen vermögen  wir  tficht  einzusehen,  dafs  für  den  Äquator  die  östliche 
Halbkugel  wenig  £influ&  habe,  da  sich  thatsächlich  hier  ein  der  Wirklich- 
keit entsprechender,  positiver  und  negativer  Belag  gar  nicht  balancieren. 
Die  Lotstörungen  ermittelt  Brttns  nur  beil&ufig  aus  den  Höhenstörung^n, 
also  an  den  Küsten  etwas  zu  klein. 

§  35.   Zusammenwirkung  der  Störungen  der  5  Kontinente. 

Die  Störungen  h',  welche  jeder  Kontinent  einzeln  giebt,  setzen  sich 
zur  gesamten  Storungswirkung  der  fünf  Kontinente  einfach  durch  al- 
gebraische Addition  zusammen.  Als  Normaluiyeau  tritt  dabei  eine 
zum  Gesamtschwerpunkt  konzentrische  Kugelfläche  vom  Radius  B  anf. 

Denken  wir  uns  nämlich  fünf  Kontinente  auf  der  ursprünglich 
vorhandenen  Kugel  angenommen,  so  setzt  sich  für  irgend  einen 
Punkt  der  Oberfläche  der  Zuwachs  des  Potentials  offenbar  aus  den 
Potentialen  v  zusammen^  die  nach  der  früheren  Rechnung  jeder  Kon- 
tinent einzeln  giebt.  Was  aber  für  die  v  gilt,  gilt  auch  für  die 
ersten  Teile  Ä,  der  Störungen  h,  welche  ja  gleich  v  :  G  sind. 

Aufserdem  entsteht  nun  eine  Schwerpunktsverschiebung  X  und 
infolge  derselben  vermindert  sich  h  um  JTcosr',  wenn  T  der  Winkel 
ist,  welchen  die  Richtung  der  Schwerpunktsverschiebung  mit  der 
Richtung  vom  Zentrum  nach  dem  betreffenden  Oberflächenpunkte  P 
einschliefst.  Jedem  Kontinent  einzeln  möge  eine  Schwerpunktsver- 
schiebung x^^  t  B»  1,  2,  3,  4,  5  ,  mit  einem  Winkel  yi  bezüglich  der 
Richtung  nach  P  entsprechen.  Dann  ist  aber  in  hinreichender  An- 
näherung 

X  cosT  =  x^  cosyj  +  x^  cosyj  +  . . .  +  ar^  cosyj  , 

wie  man  sofort  erkennt^  wenn  man  sich  die  Kontinente  saccessive 
zur  Kugel  hinzugesetzt  denkt  und  den  hierbei  von  den  Schwerpunkts- 
verschiebungen x, ,  x^^  ...  x^  gebildeten  Linienzug  betrachtet.  Die 
Gleichung  zeigt,  dafs  die  Einflüsse  der  Schwerpunktsverschiebungen^ 
also  die  zweiten  Teile  der  h^  bezüglich  der  einzelnen  Kontinente  sich 
bei  der  jjfesamtwirkung  ebenfalls  algebraisch  addieren. 

Schliefslich  ist  es  offenbar  auch  gestattet,  von  allen  A- Werten 
eine  Konstante  A^  abzuziehen,  indem  dies  der  Konstruktion  einer 
Parallelfläche  entspricht,  die  (falls  nur  die  Konstante  nicht  gar  zu 
grofs  ist)  ebenso  genau  eine  gestörte  Niveaufläche  vorstellt,  vrie  die 
durch  die  h  gegebene.  Ob  diese  Konstante  auf  einmal  oder  in  fünf 
Teilen  angebracht  wird,  ist  für  den  Effekt  gleichgültig;  das  successive 
Vorgehen  führt  aber  ganz  von  selbst  zu  einem  solchen  Wert  der 
Konstanten,  dafs  bei  der  Gesamtwirkung  der  Kontinente  die  Summe 
der  h'  für  die  ganze  Oberfläche  gleich  null  wird. 
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Behufs  ÄQsführang  der  Addition  der  h'  wurden  die  in  Bezug 
auf  den  Meridian  von  Ferro  ostliche  und  westliche  Halbkugel  in 
stereographischer  Projektion,  mit  Gradnetz  von  10  zu  10^^  benutzt. 
Die  in  der  Tabelle  S.  353  aufgeführten  Mittelpunkte  der  Kontinente 
wurden  eingezeichnet  und  um  jeden  herum  Kreise  von  10  zu  10® 
Zuwachs  in  y  aufgesucht.  Dieses  ist  sehr  leicht,  da  die  Projektionen 
solcher  Kreise  wieder  Kreise  sind,  deren  Mittelpunkte  alle  auf  einer  Ge- 
raden liegen.  Die  Hilfskreise  erhielten  für  jeden  Kontinent  eine  andere 
Farbe,  in  welcher  nun  auch  die  Höhenzahlen  h'  angeschrieben  wurden. 
(Die  endgültige  Zeichnung,  Tafel  I,  enthält  diese  Kreise  nicht  mehr.) 

Um  nun  Kurven  gleicher  Summen  der  A'  zu  erhalten,  wurden 
Profile  der  entsprechenden  Niveaufläche,  insbesondere  entlang  der 
Parallelkreise,  abgeleitet.  Im  letzteren  Falle  z.  B.  wurde  der  Parallel- 
kreis auf  Millimeterquadratpapier  ausgestreckt  und  in  seinen  Schnitt- 
punkten mit  den  Hilfskreisen  eines  ersten  Kontinents  die  zugehörigen 
h'  aufgetragen,  deren  Endpunkte  aber  durch  eiue  Kurve  verbunden. 
Auf  diese  letztere  wurden  die  h'  eines  zweiten  Kontinents  aufgetragen 
u.  s.  f.  Die  letzten  Kurven  wurden  durch  Parallelen  zur  Abscissen- 
axe  in  100 '^  Äquidistanz  geschnitten,  die  Schnittpunkte  aber  auf  die 
Parallelkreise  zurückgetragen.    Das  Resultat  zeigt  Tafel  I. 

Die  Kurven  gleichen  ä'- Wertes  geben  auch  ein,  wenngleich 
rohes  Mittel,  um  die  Lotstorung  und  die  Abweichung  des  reziproken 

Krümmungsradius  q  von  -^zu  taxieren.     Man  kann  sich  dabei  u.  a. 

des  graphischen  Verfahrens  bedienen,  indem  man  für  irgend  ein  Pro- 
fil die  h'  als  Ordinaten  normal  zu  einer  geradlinigen  Abscissenaxe 
aufträgt,  die  Profilkurve  zeichnet  und  über  denselben  Abscissen  zu- 
nächst eine  zweite  Kurve  konstruiert,  deren  Ordinaten  den  trigono- 
metrischen Tangenten  der  Neigungswinkel  der  ersten  Kurve  gegen 
die  Abscissenaxe  proportional  sind.  Diese  Ordinateh  repräsentieren 
in  irgend  einem  Mafsstab  die  Lotstoruugen.  Indem  man  femer  auf  die- 
selbe Art  aus  der  zweiten  Kurve  eine  dritte  Kurve  herleitet,  erhält 

man  Ordinaten  proportional  l p-) ,  d.  h.  proportional  den  Stö- 
rungen in  1  :  Q. 

Übrigens  lehrt  schon  der  Augenschein,  dafs  die  Zusammenwirkung 
der  Kontinente  die  für  die  Einzelkontinente  gefundenen  Zahlen  für 
Lotablenkung  und  Krümmungsstörung  im  ganzen  nicht  bedeutend 
ändert,  aber  eher  mildert  als  verschärft. 

Wir  müssen  im  Anschlufs  an  Tafel  I  noch  darauf  hinweisen,  dafs 
die  bisherigen  Annahmen  über  die  Dicke  der  Kontinentalplatten  nicht 
ausreichen,  um  einen  Zustand  auf  der  physischen  Erdoberfläche  her- 
beizuführen, welcher  dem  wirklichen  ähnelt.  Mit  den  bisherigen  An- 
nahmen nämlich  würden  die  Kontinente  einfach  überschwemmt. 

28* 
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Um  dieses  einzusehen^  beachten  wir  zunächst,  dafs  die  Niveau- 
flache  der  h'  von  der  ursprünglichen  Meeresfläche  (der  Kugelfläche 
vom  Radius  R  konzentrisch  zu  C,  Fig.  56  S.  3.36)  an  irgend  einer 
Stelle  um  K  -^  A^'cosr*  absteht  ^  wobei  K  für  dieselbe  aus  Tafel  I  zu 
entnehmen  ist,  während  für  die  Bestimmung  von  X  cosP  auf  den 
nächstfolgenden  Paragraphen,  insbesondere  die  Angaben  (8)  verwiesen 
werden  mufs.  Die  Niveaufläche  der  h'  liegt  hiernach  in  Europa- 
Asien  und  Afrika  um  600  bis  700^  über  der  ursprünglichen  Meeres- 
fläche, in  Amerika  200  bis  300"» ,  in  Australien  etwa  50*"  über  der- 
selben. Die  Niveaufläche  der  h!  hat  nun  zwar  gleiches  Volumen  mit 
der  ursprünglichen  Meeresfläche;  da  aber  die  Niveaufläche  der  h'  an 
den  Kontinenten  emporsteigt,  so  schneiden  diese  aus  dem  Volumen 
derselben  mehr  aus,  als  aus  dem  der  ursprünglichen  Niveaufläche. 
Um  den  Mehrbetrag  mufs  sich  die  gestörte  Meeresfläche  über  die 
Niveaufläche  der  h'  erheben.  Mit  Rücksicht  auf  das  Flächenverhält- 
nis für  Meer  und  Land  findet  sich  als  Hebung  des  Meeresspiegels 
über  die  Niveaufläche  der  K  rund  200"». 

Im  Durchschnitt  für  die  sämtlichen  Kontinente  liegt  innerhalb 
derselben  die  gestörte  Meeresfläche  um  500  -f-  200  =  700"»  über  der 
ursprünglichen  Meeresfläche.  Da  wir  aber  als  mittlere  Hohe  der 
Kontinente  bezüglich  letzterer  Fläche  440"*  angesetzt  haben,  so  wür- 
den die  Kontinente  überschwemmt  werden.  Dies  verhindern  wir, 
wenn  wir  letztere  Zahl  durch  1440™  ersetzen;  damit  kommen  1000"» 
Dicke  vom  spezifischen  Gewicht  2,8  oder  1560"»  von  der  Dichtigkeit 
1,8  zu  den  bisher  für  die  Kontinentalplatten  angenommenen  4000*" 
von  der  Dichtigkeit  1,8.  Da  nun,  abgesehen  von  den  Böschungen 
der  Kontinente,  die  Wirkungen  der  Dicke  proportional  sind,  müssen 
alle  bisher  erhaltenen  Zahlen  im  Verhältnis  4000  :  5560 ,  d.  h.  um  0,4 
ihres  Betrages,  vergröfsert  werden.  Insbesondere  gehen  die  700"" 
Höhenstörung  der  Meeresfläche  innerhalb  der  Kontinente  in  rund 
1000"»  über,  sodafs  nunmehr  die  Kontinente  sich  über  die  gestörte 
Meeresfläche  gerade  440"*  erheben. 

Man  kann  noch  die  Frage  auf  werfen,  ob  die  Verschiebung  der 
Wassermassen  nicht  auch  die  Resultate  wesentlich  ändert.  Dazu  ist  sie 
indessen  zu  gering;  denn  die  Meeresfläche  liegt  im  gestörten  Zustande 
im  allgemeinen  kaum  +  100"»  von  der  ursprünglichen  Lage  entfernt, 
wie  die  Berechnung  von  h'  '\-  X  cosJT  zeigt.  Die  gröfste  Senkung  von 
rund  200"»  tritt  östlich  von  Neuseeland  ein,  die  gröfste  Hebung  im 
nördlichen  Eismeer,  woselbst  sie  an  der  asiatischen  Küste  auf  rund  800"* 
anwächst.  Im  allgemeinen  sammelt  sich  das  Wasser  an  den  Küsten  und 
die  Wirkung  ist  eine  kleine  Verstärkung  der  hier  berechneten  Störungs- 
beträge, die  aber  in  erster  Annäherung  vernachlässigt  werden  kann. 

Die  Zahlen  der  Tafel  I  sind  nach  dem  Vorhergehenden  um  0,4 
ihres  Betrages   nach   den   neuen    Annahmen   über   die  Kontinental- 
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rnassen  zu  Tergröfsem.  Die  grofste  Amplitude  der  H  geht  damit 
von  rund  900  in  rund  1300*"  über.  Ohne  indessen  weiter  auf  die 
Einzelheiten  der  von  Tafel  1  dargestellten  Höhenstörungen  K  einzu- 
gehen^ wenden  wir  uns  vielmehr  sogleich  zu  der  Frage,  ob  es  über- 
haupt zulässig  ist,  die  Störungen  der  Meeresfläche  aus  den  Kontinental- 
massen zu  folgern.  Um  dieses  zu  entscheiden;  müssen  wir  die  ent- 
sprechenden Störungen  der  Schwerkraft  berechnen  und  mit  den  Er- 
fahrungen vergleichen.  (Die  Multiplikation  mit  0^4  können  wir  hier- 
bei vorerst  weglassen  und  uns  zunächst  auf  Tafel  I  beziehen.) 

§  36.  Die  SchwerestSrungeu.  Bei  der  Berechnung  der  Schwere- 
störungen können  wir  uns  sogleich  alle  Kontinente  auf  der  Kugel  vom 
Radius  R  mit  dem  Mittelpunkt  C ^  Fig.  56  S.  336,  angebracht  denken. 
Als  Begrenzung  aller  Massen  nehmen  wir  die  durch  die  U  gegebene  ge- 
störte Niveaufläche,  dergestalt^  dafs  etwa  aufserhalb  liegende  Massen 
auf  dieselbe  kondensiert  gedacht  werden  und  der  Wert  g  der  Schwere- 
bescblennigung  für  Punkte  der  Niveaufläche  so  berechnet  wird,  als 
läge  alle  Masse  innerhalb. 

Die  ursprüngliche  Schwerebeschleunigung  auf  der  Kugelfläche 
vom  Radius  R  konzentrisch  zu  C  sei  mit  G  bezeichnet,  dann  ist  sie, 
insoweit  die  Kugelmasse  in  betracht  kommt,  im  Abstände  A"  aufser- 
halb in  hinreichender  Annäherung  gleich 


('-^)-  w 


Dies  gilt  auch,  wenn  H'  negativ  ist,  weil  wir  die  aufserhalb  der  ge- 
störten Niveaufläche  liegenden  Massen  auf  diese  kondensiert  denken. 
Zu  (1)  tritt  nun  die  Anziehung  der  störenden  Massen,  welche 
im  wesentlichen  als  auf  einer  Kugelfläche  vom  Radius  R  liegend  an- 
zusehen sind.  Nach  S.  147  §  4  (8)  können  wir  daher  den  Anteil  der 
Schwerebeschleunigung  aus  diesen  Massen  hinreichend  genau  gleich- 
setzen 

wenn  v  ihr  Potential  und  %  die  Masse  für  die  Flächeneinheit  unter- 
halb des  betreffenden  Punktes  bezeichnet,  v  ist  aber  gleich  h^  G^  unter 
Ä,  den  ersten  Teil  von  ä,  d.  h.  h  ohne  Schwerpunktsverschiebung,  ver- 
standen, sodafs  mit  Bezug  auf  die  Werte  K  nach  dem  vorigen  Para- 
graphen 
"^    ^  Äj  =  Ä'  +  Ä„.-|-^cosr  (3) 

wird,  worin  K  der  Gesamtwirknng  der  Kontinente  nach  Tafel  I  ent- 
spricht, also  gleich  ist  der  Summe  der  K  für  die  einzelnen  Konti- 
nente, worin  ferner  h^  die  Summe  der  Mittelwerte  der  h  für  die  ein- 
zelnen Kontinente  bezeichnet  und  X  die  Gesamtschwerpunktsver- 
schiebung vorstellt,  welche  mit  dem  Radiusvektor  nach  dem  betreffen- 
den Punkte  den  Winkel  F  einschliefst. 
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Die  gestörte  Schwerebescbleunigung  in  einem  Punkte  der  gestör- 
ten Niveaufläche  der  U  ist  hiermit,  insofern  für  dieselbe  h"  «=^h^  —  h^n 
wird,  gleich 

In  diesen  Ausdruck  fuhren  wir  den  Mittelwert  der  Beschleuni- 
gungen für  die  ganze  Niveaufläche  ein.  Der  Mittelwert  von  h^  ist 
gleich  hm.  Ferner  ist  der  Mittelwert  von  Sd:©^,  wenn  nur  ein 
Kontinent  vorhanden  ist,  für  die  ganze  Niveaufläche  gleich 

d.  i.  für  30/> :  &„,  =  4000»»  gleich 

1000  J^, 

also  nach  S.  338  (8*)  gleich  dem  Werte  hm  für  diesen  Kontinent. 
Dasselbe  findet  sich  bei  Anwesenheit  mehrerer  Kontinente,  wenn  h^ 
alsdann  auf  ihre  Gesamtwirkung  bezogen  wird.  Hiermit  ergiebt  sich 
der  Mittelwert  von  (4)  gleich 

ff'  =  tf(l  +  >-).  (5) 

Verbindet  man  dies  mit  (4),  so  wird 

^  =  G'(i+^[_|ä,  +  A„  +  -^]).  (6) 

Hierzu  ist  h^  direkt  durch  Summierung  der  von  den  einzelnen  Kon- 
tinenten erzeugten  hi  zu  bilden,  oder  aus  Formel  (8)  abzuleiten.  Bei 
Anwendung  dieser  Formel  ist  für  A'  der  durch  die  Tafel  I  gegebene 
Wert  einzuführen  und  für  hm  der  Wert 

hm  =  458  -f  256  +  208  +  159  -f-  84  =  1165"» .  (7) 

Der  Betrag  Ä  und  die  Richtung  der  Schwerpunktsverschiebung, 
markiert  durch  die  geographische  Breite  B  und  die  Länge  L,  ist  noch 
zu  ermitteln.  Ist  x  die  Schwerpunktsverschiebung  infolge  des  einzel- 
nen Kontinents  und  zwar  in  einer  durch  die  geographische  Breite  b 
und  Länge  /  markierten  Richtung,  setzen  wir  ferner 

X  cosb  cos/  a=  g 
X  cosb  sin  /  =  1^ 
X  ainb  ==  5> 

wobei  g,  tIj  g  offenbar  Projektionen  von  x  auf  drei  zu  einander  recht- 
winkelige Richtungen  sind;  so  wird 

X  cosB  cosZ  =  Ui 
X  co%B  sin  L  =  Uri 
XävlB  =  2:5 . 
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Nach  S.  343,  349  und  351  bis  353  hat  man  folgende  Werte  von 
X,  b  und  /: 

Eur.-Asien  Afrika  Nord-Amer.  Süd-Amer.  Austr. 

X        420»»  245«         202"»  155"»  84»» 

l,     +480  +7,5«     +51«  -13«      -25« 
/          95«             37,5«        280,5«        318«  152«. 

Hiermit  fand  sich  (unter  Anwendung  eines  Rechenschiebers): 

X  cos  BcosL^  235  Ä  «=  546« 

^cos^smZ  =  237  B=    52«  (8) 

XsinB  =435  ^  Z  =    45«  ostl.  Ferro. 

r  wird  man  am  bequemsten  einem  Globus  entnehmen,  in  wel- 
chem der  zu  B  und  L  gehörende  Punkt  eingetragen  ist. 

Was  d  anbetrüFt,  welches  im  letzten  Gliede  von  (6)  auftritt,  so 
hat  man  über  Kontinenten 

3*       ,_?®5_  =  2000«,  (9) 


dagegen  über  dem  Meere  gleich  null,  abgesehen  von  der  Eüstenzone 
über  der  Abböschung  der  Kontinente,  wo  dieser  Quotient  von  2000 
bis  null  variiert. 

Es  sei  hier  noch  bemerkt,  dafs  g  —  G  als  Schwerestorung  im 
Sinne  des  dritten  Kapitels  aufgefafst  werden  kann.  Bereits  S.  338 
und  354  wurde  darauf  hingewiesen,  dafs  die  zum  Gesamtschwerpunkt 
S  konzentrische  Kugelfläche  vom  Radius  R  für  die  Niveaufläche* ä' 
als  Normalniveau  erscheint,  sich  also  zu  ihr  verhält,  wie  im  zweiten 
Kapitel  eine  Niveaufläche  zu  ihrem  Normalsphäroid.  Insbesondere  kann 
mau  im  Anschlufs  an  §  44  S.  259  die  Niveaufläche  U  als  die  Fläche 
W  '=^W^  und  die  Kugelfläche  um  S  als  die  Fläche  £/"  —  üT^  auffassen ; 
denn  der  letzteren  entspricht  das  erste  Glied  der  Entwicklung  von  W 
nach  Kugelfunktionen,  nämlich  das  Glied  k^. Masse, R,  Zu  dieser  Fläche 
gehört  die  normale  Schwere  (?',  genau  nach  Mafsgabe  von  (5),  wie 
man  sich  leicht  überzeugt,  indem  man  die  Anziehung  der  Gesamt- 
masse in  der  Entfernung  R  ermittelt. 

§  37.    Fortsetzung:   Nnmerische  Werte. 

Wenden  wir  die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  zunächst  auf 
einen  einzelnen  Kontinent,  insbesondere  Europa-Asien  an,  so  erhalten 
wir  nach  §  31  S.  343  u.  ff. 

h„,  =  458»»         X  =  420« 

und  hiermit  aus  den  S.  353  gegebenen  Werten  von  A'  die  A|  nach- 
stehender Tabelle: 
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ß_ 

und  sind  mit  Rücksicht  auf  (6)  des  vorigen  Paragraphen  nach  der 
Formel 

-#Ä «-A,  +  A„  +  ^-  (1) 

berechnet.  Die  letzte  Kolumne  giebt  ^g  :  G'  in  Millionteln  oder  sehr 
nahe  Mikrons  in  der  Länge  des  Sekundenpendels. 

Um  die  Werte  ^g  .Riff  zu  erhalten,  wurde  bei  y  «=  0«,  10^, 
20<^  und  30»  für  3d  :  2©^  der  Wert  nach  (9)  des  vorigen  Paragraphen 
gesetzt.  Dagegen  ergab  sich  für  y  =  40»  dieser  Quotient  zu  800  mit 
Rücksicht  darauf;  dafs  von  4200*^  Zentrumsabstand  bis  za  4600^ 
dieser  Quotient  von  2000  stetig  auf  null  sinkt  und  dafs  zu  7^  ==  40^ 
ein  Zentrumsabstand  von  4440^*"  gehört. 

Die  Werte  wurden  einer  Eontrolle  durch  Einführung  in  die 
Formel  (2)  S.  255  unterworfen.  Versteht  man  darin  unter  f  und 
dg  :  G  bezw.  y  und  {g  —  ff) :  G\  so  mufs  der  Wert  von  N  das  h' 
im  Zentrum  des  Kontinents  werden.  Dm  die  Integration  zu  be- 
werkstelligen, konnte  wegen  der  zwischen  30  und  40»  stattfindenden 
raschen  Änderung  von  jdg  nicht  ohne  weiteres  nach  Simpsons  Regel 
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vorgegangen  werden,  es  wurden  vielmehr  die  drei  Teile  von  ~j^B, 

aus  welchen  sich  dasselbe  nach  Mafsgabe  von  (1)  zusammensetzt, 
einzeln  behandelt.  Zunächst  wurden  also  die  Produkte  h^  .  F  von  10 
zu  10^  gebildet  und  nach  Simpsons  Regel  integriert  Der  hieraus 
folgende  Anteil  von  N  ist 

3757 
6,730 

Der  Einflufs  des  konstanten  hm  verschwindet  bei  der  Integration. 
Das  Glied  S'^:  26^,^1  beträgt,  wenn  man  anstatt  der  abgeböschten 
Küste  eine  steilabfallende  setzt,  (die  eigentliche  Voraussetzung  der 
Rechnung)  von  0  bis  4400*"»  Zentrumsabstand  konstant  2000"».  Mit 
Rücksicht  darauf,  dafs  1^  in  y  gleich  111*'»  ist,  wurde  F  von  1100 
zu  1100*"*  berechnet  und  sodann  die  Integration  der  F  nach  Simpsons 
Regel  bewirkt.    Hiermit  folgt  als  weiterer  Anteil  in  N 

,      6380 


5,730 


Mit  dem  vorigen  vereinigt  erhält  man  im  Zentrum  för  .Y,   d.  i.  h', 
anstatt  504"»  nur 

458"». 

Die  Differenz  beruht  wesentlich  darauf,  dafs  gerade  von  50^  bis 
80^  in  den  h'  und  also  auch  in  den  A,  starke  negative  Fehler  stecken, 
auf  die  schon  früher  hingewiesen  worden  ist.  Bei  der  entsprechenden 
Rechnung  für  den  Punkt,  welcher  dem  Zentrum  des  Kontinents  Eu- 
ropa-Asien diametral  gegenüber  liegt,  haben  diese  Fehler  weniger 
Einflufs;  in  der  That  fand  sich  hier  anstatt  201"»  der  nicht  sehr 
abweichende  Wert  215"*. 

Ebenso  zeigte  sich  bei  Afrika  und  Australien,  wofür  die  Rech- 
nung auch  ausgeführt  wurde,  eine  bessere  Übereinstimmung,  da  hier 
die  Fehler  kleiner  sind.     Für  diese  Kontinente  fand  sich  zunächst : 


y 

l>t 

0» 

1024'» 

10 

993 

20 

891 

30 

618 

40 

408 

50 
60 


314 
262 


Afrika 
Jg  .B:  G' 

+  720-» 
+  796 
+  919 

—  21 
-356 

—  215 

—  137 


^g-.G'  \ 


MlUioDtel 

+  113 
+  124 
+  144 

-  3 

-  56 

-  34 

-  22 


Australien 

A. 

Jg.R-.G' 

dg.ff 

—    -^       =_ 

- 

Multontel 

584-» 

+  1208"' 

+  190 

528 

+  1296 

+  203 

273 

—    326 

—   51 

170 

—    171 

—    27 

124 

-    102 

-    16 

101 

—     68 

—    11 

85 

-     44 

-      7 
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y 

Afrika 

Australien 

A, 

Jg.B:  G' 

^9 

.4}- 

h, 

Jg.B.O- 

^g: 

<? 

_^^. 

UiUionM 

IfUUonM 

70» 

229"' 

—   88" 

— 

14 

74« 

—     27" 

— 

4 

80 

204 

-    50 

— 

8 

66 

—      15 

— 

2 

90 

,      186 

-    23 

— 

4 

60 

-       6 

— 

1 

100 

'■■     171 

—      1 

0 

56 

0 

0 

110 

160 

+    16' 

+ 

2 

52 

+       6      + 

1 

120 

!      151 

+    29 

+ 

5 

49 

+      10 

+ 

2 

130 

,      145 

+    38 

+ 

6 

47 

+      13 

+ 

2 

140 

140 

+    46 

+ 

7 

45 

+      16 

+ 

3 

150 

1      136 

+    52 

+ 

8 

44 

+      18    ,  + 

3 

160 

133 

+    56 

+ 

9 

44 

+      18      + 

3 

170 

132 

+    58 

+ 

9  ' 

43 

+      19      + 

3 

180 

1      131 

+    59 

+ 

9 

43 

+      19 

+ 

3 

h'  im  Zentrum  folgt  hieraus  anstatt  gleich  523«  und  bezw.  417"  zu 
517™  und  410". 

Die  Tabellen  zeigen,  dais  ^g  auf  den  Kontinenten  starke  positive 
Werte^  auf  dem  Meer  in  der  Nähe  der  Küste  starke  negative  Werte 
hat.  Anf  der  Erdoberflache  hat  man  aber  nach  dem  dritten  Kapitel 
gerade  das  Gegenteil  beobachtet,  yergl.  S.  226.  Zwischen  den  aus 
Beobachtungen  abgeleiteten  Jg  und  denen  obiger  Untersuchung  besteht 
allerdings  in  der  Regel  noch  der  Unterschied ,  dafs  bei  ersteren  g  nur  in 
gewöhnlicher  Weise  reduziert  wird;  also  auf  den  Kontinenten  yon  der  An- 
ziehung der  Massen  über  dem  Meere  befreit ,  auf  dem  Meere  dag^n 
von  der  Anziehung  der  loselmassen  nicht  befreit  ist,  während  in  obiger 
Untersuchung  g  offenbar  fürs  Festland  gerade  so  verstanden  ist,  wie  es 
sich  mittelst  der  von  uns  eingeführten  Reduktion  durch  Kondensatiou 
gewisser  Massen  ergiebt,  und  die  auf  den  oceanischen  Inseln  beob- 
achtete Schwerkraft  um  die  Anziehung  der  Inselpfeiler  vermindert 
werden  mnfs,  damit  sie  der  Schwerkraft  auf  dem  Meere  selbst  entspricht 

Prüfen  wir  nun,  ehe  wir  dies  weiter  untersuchen,  das  Verhalten 
der  Schwerestorung  bei  der  Zusammenwirkung  der  Kontinente. 

Wir  setzen  hier  h^  =  ä'  +  1165  +  546  cosF  und  entnehmen  h' 
den  Plauigloben  der  Tafell  sowie  JT  einem  Globus,  auf  welchem  der  Punkt 
mit  der  geographischen  Breite  52^  und  Länge  45^  östl.  Ferro  einge- 
tragen ist.  Als  Beispiel  diene  der  Meridian  in  +  90®  ostlicher  Länge 
von  Ferro.  Für  denselben  ergaben  sich  folgende  Zahlen,  wobei  gesetzt  ist: 


A  Ä    _L  llfif^  _L  J-<^^"*  *"^  Kontinenten  1 
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Geogr. 
Breite 

Ä' 

r 

h, 

^g. 

B:G' 

jg-cr 

Bemerkangen 

Milliontel 

+  90» 

—  HO» 

38» 

1485« 



1063'» 

-167 

Eismeer 

+  80 

+  100 

32 

1727 

+ 

574 

+     90 

Asien 

+  70 

+  210 

28 

1856 

+ 

381 

+     60 

» 

+  60 

+  260 

26 

1915 

+ 

292 

+   46 

M 

+  50 

+  310 

28 

1956 

+ 

231 

+   36 

» 

+  40 

+  330 

33 

1952 

+ 

237 

+   37 

'» 

+  30 

+  310 

40 

1893 

+ 

325 

+   51 

» 

+  20 

+  230 

47 

1767 

+ 

514 

+   81 

» 

+  10 

+   80 

55 

1557 



1170 

—  184 

Nahe  d.  Küste*) 

0 

-150 

64 

1253 



715  !  —  112 

Indischer 

—  10 

—  220 

72 

1113 



505 

—   79 

Ocean 

—  20 

—  240 

81 

1010 



350 

-  55 

V 

—  30 

—  240 

91 

915 



208 

—   33 

)) 

-  40     -  220 

100 

851 

— 

112 

—    18 

}> 

-50 

—  150 

109 

838 



92 

—    14 

>» 

—  60 

—   90 

118 

820 

— 

65 

-    10 

SüdUches 

-70 

—   60 

126 

785 



13 

—     2 

Eismeer 

-80   i—   10 

134 

777 

0 

0 

79 

-90     +   20 

142 

756 

+ 

28 

+     4 

99 

—  80     +30 

148 

732 

+ 

72 

+    11 

» 

-70 

+   40 

152 

725 

+ 

77 

+    12 

99 

-60 

+   50 

154 

726 

+ 

76 

+    12 

»» 

-60     +   60 

153 

740 

+ 

55 

+     9 

Stiller 

—  40   i+   50 

147 

768 

+ 

28 

+     4 

Ocean 

-30   1+   30 

140 

778 

2 

0 

99 

-20   1+   20 

133 

813 



55 

—     9 

jy 

—  10   1+    10 

126 

855 

— 

118 

-    18 

» 

0   1  -    50 

117 

868 

— 

137 

—   21 

V 

+  10 

-120 

108 

877 

— 

151 

—   24 

n 

+  20 

-   20 

99 

1060 

— 

425 

-   67 

}> 

+  30   1  +  180 

90 

1345 

+  1147 

+  180 

Nord-Amerika 

+  40 

+  270 

81 

1520 

+ 

875 

+  137 

» 

+  50 

+  260 

71 

1602 

+ 

762 

+  120 

t9 

+  60 

+  220 

62 

1641 

+ 

703 

+  110 

99 

+  70    i  +  100 

53 

1592 

+ 

777 

+  122 

>> 

+  80 

-  100 

46 

1443 

— 

1000 

—  157 

Nördl.  Eismeer 

•)  Wegen  der  Nahe  der  Küste  ist  hier  Jg  unsicher;    der  richtige  Wert 
ist  kleiner. 
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Die  Zahlen  für  Jg  zeigen  wiederum;  dafs  auf  den  Kontinenten  die 
Schwerestörung  positiv  und  auf  dem  Meere  nahe  den  Kontinenten  ne- 
gativ  ist,  entfernt  yon  denselben  zwar  positiv,  aber  geringwertig.  Die 
Erhebung  h'  und  die  Schwerestorung  haben  im  allgemeinen  dasselbe 
Zeichen. 

§  38.  Diskussion  der  Resultate.  Die  störenden  Massen  der 
Erde.  In  den  letzten  beiden  Paragraphen  haben  wir  gefunden,  da£s 
die  Schwerestörungen  auf  den  Kontinenten  positiv  sind,  während  sie 
auf  dem  Meere  negativ  sind  oder  doch  nur  kleine  positive  Werte 
haben.  Jedenfalls  führt  unsere  Untersuchung  für  die  Sekundenpendel- 
längen  F  auf  dem  Festland  und  M  auf  dem  Meer  zu  dem  Resultate 

F>  M . 

An  diesem  Resultat  ändert  sich  auch  nichts,  wenn  nach  Mafs- 
gäbe  des  letzten  Teiles  von  §  35  S.  356  alle  Werte  h'  der  Tafel  I 
um  0,4  ihres  Betrages  vergröfsert  werden;  es  führt  dies  lediglich  zu 
einer  Vergröfserung  der  Schwerestörungen  um  ebenfalls  0,4  ihres 
Betrages. 

Auch  der  Umstand^  dafs  die  Schwerestörungen  für  die  Niveaufläche 
AeiK  berechnet  sind,  anstatt  für  die  wirkliche  Meeresfläche,  ändert  nichts, 
da  diese  letztere  mit  dem  ihr  zukommenden  Normalsphäroid  bei  dem 
bisher  festgehaltenen  Genauigkeitsgrade  dieselben  Höhendifferenzen  U 
besitzt,  wie  die  Niveaufläche  der  h'  und  ihr  Normalsphäroid. 

Das  Resultat  F  >  M  steht  aber  in  Widerspruch  mit  der  Erfah- 
rung. Nach  dem  dritten  Kapitel  §  31  S.  227  ist  i?*  «=  /  —  230  Mi- 
krons, wenn  /  die  Länge  des  Sekundenpendels  auf  den  Inseln  aus- 
schliefslich  der  Kondensationsreduktion  für  die  Inselpfeiler  bedeutet. 
Es  ist  also  F  <i  I,  Um  dieses  mit  der  Ungleichung  F  >  M  in 
Übereinstimmung  zu  bringen,  müfste  man  annehmen,  dafs  die  Länge 
des  Sekundenpendels  auf  dem  Meere  um  etwa  vierhundert  Mikrons 
kleiner  sei  als  auf  den  Inseln.  Dieses  ist  aber  nicht  annehmbar, 
denn  sowohl  nach  dem,  mittleren  Verhältnissen  angepassten  Beispiel 
am  Schlüsse  des  §  17  S.  312,  wie  nach  den  (S.  227  erwähnten)  Be- 
rechnungen von  Faye  führt  die  Anziehung  der  luselpfeiler  nur  zu 
einem  Betrage  von  etwa  250  Mikrons  für  die  Differenz  /  —  ^.  Zur 
Erklärung  einer  gröfseren  Differenz  I  —  M  müfste  man  daher  voraus- 
setzen, dafs  unterhalb  der  Inselpfeiler  die  Erdkruste  ungewöhnlich 
dicht  sei. 

Solange  nun  M  nicht  durch  Beobachtungen  der  Schwerkraft  auf 
dem  offenen  Meere  mit  F  direkt  vergleichbar  ist,  erscheint  es  das 
natürlichste,  yon  der  zu  gründe  liegenden  Voraussetzung,  dafs  die 
Kontinentalmassen  Störuugsmassen  vorstellen,  ganz  abzusehen,  an- 
statt   dessen    aber   anzunehmen,    dafs    die  Wirkung   der  Kontinental- 
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massen  mehr  oder  weniger  kompensiert  wird  durch  eine  Verminderung 
der  Dichtigkeit  der  Erdkruste  unterhaib  der  Kontinentalmassen,  derge- 
stalt, dafs  von  einer  gewissen  Tiefe  unterhalb  des  Meeresniveaus  an 
bis  zur  physischen  Erdoberfläche  yertikale  Prismen  von  gleichem 
Querschnitt  annähernd  gleiche  Massen  enthalten,  wo  man  die  Prismen 
auch  annehmen  möge. 

Entsprechend  dieser  Voraussetzung  mufs  die  Erdkruste  unterhalb 
des  Meeresbodens  etwas  dichter  sein,  als  unterhalb  der  Kontinental- 
massen.  Nehmen  wir  an,  dafs  der  Dichtigkeitsunterschied  bis  zur 
Tiefe  von  5  Min.  reicht,  so  genügt  zur  Kompensation  der  Kontinental- 
massen ein  Betrag  desselben  gleich  0,2.  Die  Kontinente  erscheinen 
hiermit  als  Schollen  der  Erdkruste,  welche  etwas  geringere  Dichtig- 
keit haben,  als  letztere  im  allgemeinen.  Ohne  auf  die  physikalische 
Erklärung  eines  solchen  Zustandes  einzugehen,  erinnern  wir  an  die 
bereits  im  dritten  Kapitel  §  31  S.  228  besprochene  Thatsache,  dafs  in 
der  Regel  Gebirge  durch  unterirdische  Massendefekte  mehr  oder 
weniger  kompensiert  sind,  eine  Thatsache,  welche  zu  gunsten  der 
oben  eingeführten  Voraussetzung  über  die  Kompensation  der  Kon- 
tinentalmassen spricht. 

Diese  Voraussetzung  ist  auch  die  einfachste  zur  Erklärung  der 
durchschnittlichen  Gleichheit  der  Längen  F  und  K  des  Sekunden- 
pendels für  das  Innere  des  Festlands  und  die  Küsten,  vergl.  8.  227. 

Mit  ihr  steht  auch  nicht  in  Widerspruch,  dafs  nach  dem  eben  an- 
gegebenen Orte  F  <,  1  ist.  Denn  wenn  auch  die  Dichtigkeit  der  Erd- 
kruste unterhalb  der  Kontinente  geringer  ist  als  unter  dem  Meere, 
so  wird  man  wegen  der  geringen  Ausdehnung  der  in  betracht  kom- 
menden kleinen  Inseln  doch  nicht  voraussetzen  müssen,  dafs  sich  die 
Dichtigkeit  unterhalb  der  Inseln  wie  diejenige  unterhalb  der  Konti- 
nente verhält.  Stimmt  sie  aber  wesentlich  mit  derjenigen  unter  dem 
Meere  überein,  so  erklärt  sich  der  Überschufs  von  /  über  F  durch 
die  Anziehung  der  Inselmasse,  wie  oben   bereits  angedeutet  wurde. 

In  welchem  Grade  die  störende  Wirkung  der  Kontinentalmassen 
durch  die  darunter  befindlichen  Massendefekte  kompensiert  wird,  läfst 
sich  zur  Zeit  genau  nicht  sagen.  Jedenfalls  aber  darf  man  mit  ziem- 
licher Sicherheit  nach  dem  Vorhergehenden  annehmen,  dafs  das  Geoid 
vom  Normalsphäroid  weit  weniger  abweicht,  als  Tafel  I  angiebt.  Wenn 
eine  Überkompensation  stattfände,  so  würden  sich  die  Vorzeichen  der 
Uöhenabweichungen  sogar  umkehren.  Mit  Rücksicht  auf  das  oben 
Gesagte  ist  jedoch  vor  der  band  kein  Grund  vorhanden,  eine  wesent- 
liche Abweichung  von  der  genauen  Kompensation  zu  vermuten. 

Die  Kompensation  ist  selbstverständlich  nur  als  eiue  im  grofsen 
und  ganzen  stattfindende  zu  verstehen.  NamentUch  werden  an  den 
Küsten  beträchtliche  Störungen  der  Lotrichtungen  und  des  Krüramungs- 
n^dius  eintreten.    Während  aber  nach  den  der  Tafel  I  zu  gründe  lie* 
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gendeu  Voraussetzungen  die  Gradmessungen  die  Gröfse  der  Erde 
immer  zu  klein  geben  würden  ^  wird  in  einigem  Abstand  von  der 
Küste  nunmehr  die  Störung  des  Krümmungsradius  gering  anzunehmen 
sein,  wodurch  der  Wert  der  Gradmessungen  zur  Bestimmung  der  Gestalt 
und  Gröfse  der  Erde  im  allgemeinen  erheblich  wächst. 

Die  einzige  Beobachtungsreibe  für  die  Bcbwerkrafb  auf  dem  Ocean  Belbtt, 
welche  bis  jetzt  bekannt  wurde ,  ist  diejenige,  welche  Wül.  Siemens  1875 
am  Batbometer  auf  dem  Schiffe  Faraday  anstellen  liefs  (vergL  auch  8. 2&6). 
Der  Mitteilung  in  den  Phil.  Tranaad.  von  1876  Bd.  166  II  entnehmen  wir 
auBzugBweise  von  S.  684  und  685  folgende  Zahlen*): 


Geograph 

.  PoBition 

Bathom.- 
Ablesung 

Tiefe  in 

Tag 

Nördliche 
Breite 

Wefltüche 
Länge  V.  Gr. 

Faden 

Okt.  15 

;_             _                                                    ^          ^ 

Victoria  Docks 

Ö 

2 

„  26 

610  25' 

26^  25' 

2180 

1900 

„  26 

61   7 

81  14 

2680 

2000 

,,  27 

47  50 

2870 

2100 

Okt.  29 

47   0 

201 

197 

,.  8» 

47  34 

48  28 

100 

100 

„  31 

46   5 

54  28 

218 

204 

„  31 

45  10 

54  14 

55 

54 

Not.  1 

45  10 

54  18 

50 

58 

„   8 

45   6 

54  26 

111 

100 

„   4 

45  11 

54  20 

70 

64 

,.   7 

46  45 

47  17 

388 

353 

„   7 

46  85 

46  57 

799 

698 

„   7 

46  26 

46  20 

608 

503 

,.   8 

46  23 

41  11 

2789 

2516 

„  10 

48  12 

33  12 

2888 

2320 

»  11 

48  49 

28  55 

1907 

1861 

,.  11 

48  56 

28   3 

1615 

1700 

..  24 

Victoria 

i  Docke 

5 

2 

An  den  Bathometerablesungen  des  zweiten  Teiles  der  Tabelle  sind 
Korrektionen  för  Temperatur  und  Luftdruck  angebracht;  im  ersten  Teil 
scheinen  sie  zu  fehlen,  doch  sind  sie  nicht  erheblich  und  betragen  keines- 
falls  20** .  Die  Tiefen  des  ersten  Teiles  waren  zur  Zeit  der  Beobacht- 
ungen bereits  aus  früheren  Lotungen  bekannt,  diejenigen  des  sweiten 
Teiles  aber  noch  nicht;  sie  wurden  erst  gleichzeitig  mit  den  betreffenden 
Bathometerablesungen  ermittelt  und  zwar  dergestalt,  daTs  letztere  immer 
bei    Bekanntwerden    des   Lotungsergebnisses   bereits   ausgefQhrt   wai«n. 

•)  Eine  deutsche  Ausgabe  ist  unter  Mitwirkung  des  Verfassers  1878  bei 
Jtd  Springer  in  Berlin  erschienen  in  der  Schrift:  y,Die  Eisen-  wnd  SUM-Inr 
dustrie  in  JBngland.  Der  Bathometer.'*  Vortrüge  von  Dr.  C,  WiU.  Siemeiu.  - 
Auf  dem  Schiffe  befanden  sich  zwei  Batbometer,  ein  grofses  und  ein  kleines. 
„Beide  lostrumente  wurden  sorgfältig  beobachtet.**  Die  Tabelle  giebt  die  Re- 
sultate ,, dieser  Beobachtungen**.  Hierbei  ist  aber  auffallend,  da  beide  Instru- 
mente sicherlich  etwas  verschiedene  Skalen  gehabt  haben,  dafs  sonach  Mittel- 
werte aus  nicht  unmittelbar  vergleichbaren  Ablesungen  gebildet  sein  mfifsten! 
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Wegen  der  Veränderung  der  Schwerkraft  mit  der  Breite  ist  keine  Kor- 
rektion angebracht:  Die  Bathometerablesungen  folgen  bereits  ohne  eine 
solche  den  Tiefen  in  Faden  unabhängig  von  der  Breite  so  regelmäfsig, 
dafs  das  Bedürfnis  nach  einer  solchen  Korrektion  gar  nicht  entsteht.  Auch 
einige  Messungen  auf  dem  englischen  Festlande  zeigten  nur  einen  sehr 
geringen  Einflufs  der  Breite. 

Wenn  man  nun  aber  bedenkt,  dafs  in  den  geographischen  Breiten, 
auf  welche  sich  die  Beobachtungen  erstrecken,  eine  Breitendifferenz  Ton 
S^  die  Schwerkraft  ebenso  sehr  beeinflufst,  wie  ein  2000  Faden  =  3658"* 
starker,  unterhalb  des  Beobachtungsortes  allseitig  plattenf5rmig  ausge- 
dehnter Massendefekt  von  der  Dichtigkeit  1,8,  so  murs  man  es  geradezu 
rätselhaft  finden,  dafs  die  vorstehende  Beobachtungsreihe  keinen  Einflufs 
der  Breite  verrät  —  um  so  mehr^  als  starke  Änderungen  der  Breite  nicht 
nur  ein  Mal,  sondern  mehrere  Male  stattfinden.  Die  Beobachtungsreihe 
ist  hiemach  jedenfalls  an  irgendwelche  abnorme  und  seltsame  umstände  ge- 
knüpft, und  es  wäre  gewagt,  aus  ihr  irgend  einen  Schlufs  auf  das  Verhalten 
der  Schwerkraft  auf  dem  Meere  im  Vergleiche  zum  Festlande  zu  ziehen. 

Zu  der  Anschauung,  dafs  die  sichtbaren  Massenanhäufungen  der  Erd- 
kruste durch  unsichtbare  kompensiert  seien,  gelangte  schon  Pratt  auf 
grund  seiner  Diskussion  der  Lotablenkungen  und  Schwerebeobachtungen 
in  Ostindien  und  dem  Himalaya  (vergl.  auch  Clarke,  Oeodesy  p.  98). 
Er  denkt  sich,  dafs  die  erkaltende  Erdrinde  sich  in  vertikaler  Richtung 
ungleich  zusammenzog  und  an  den  Stellen  Hervorragungen  entstanden, 
wo  die  geringere  Zusammenziehung  stattfand. 

Seine  Untersuchungen  finden  sich  aufser  an  dem  S.  114  angegebenen 
Orte  in  den  Fhüosophiedl  Transactiona  1856,  59  und  71.  Besonders  ist 
die  letzte  Abhandlung  zu  vergleichen :  On  the  Constitution  of  tJie  Solid 
Crust  of  the  Earthy  p.  335-357.  Erst  hier  gelangt  Pratt  au  der  Hand  der 
Schwerebeobachtungen  zu  sicheren  Ergebnissen  (p.  335  bespricht  er  auch 
ältere  Anschauungen).  Wenn  Pratt  allerdings  annimmt  (1859  vol.  149 
p.  747) ,  dafs  in  jeder  Vertikalen  der  Erdrinde  sozusagen  die  Masse  kon- 
stant ist,  abgesehen  von  lokalen  Störungen,  so  dürfte  dies  vielleicht  etwas 
zu  weit  gegangen  sein.  Für  Ostindien  und  den  Himalaya  gelangt  er  aber 
mit  dieser  Annahme  zu  recht  befriedigenden  Ergebnissen  (p.  355—356). 
Die  Tiefe,  bis  zu  welcher  die  Ausgleichung  der  Massen  erfolgt,  wird  etwa 
200  miles,  d.  i.  ca  300*^  oder  40  Mbi. 

Nach  G,  H.  Darwin,  American  Joum.  1882  Bd.  24,  hat  Stokes  ebenfalls 
die  Ansicht,  dafs  unterhalb  jedes  Kontinents  ein  Massendefekt  sei. 

Auch  Faye  ist  zu  dieser  Ansicht  gelangt,  vergl.  seine  Abhandlungen  in 
den  Comptes  rendus  1880  Bd.  90  S.  1185  und  S.  1444.  Er  macht  darauf 
aufmerksam,  dafs  in  4000 ">  Tiefe  unter  den  Kontinenten  eine  sehr  hohe 
Temperatur  bestehe,  am  Meeresboden  in  dieser  Tiefe  aber  nur  eine  nied- 
rige Temperatur  vorhanden  sei.  Dies  allein  bedingt  schon  einen  Dichtig- 
keitsunterschied. Aufserdem  nimmt  er  an,  dafs  unterhalb  des  Meeres  die 
Abkühlung  des  Erdkörpers  viel  rascher  erfolgte,  als  an  den  Kontinenten. 

Wir  haben  hier  auch  der  Untersuchungen  von  Ph.  Fischer  in  seinem 
Werke:  Untersuchungen  über  die  Gestalt  der  Erde.  Darmstadt  1868,  zu 
gedenken. 

Ph.  Fischer  betrachtet  zunächst  die  Störungen  der  Lotrichtung  und 
der  Schwerkraft  in  einem  bestimmten  Punkte;  er  findet  jene  sehr  grofs, 
diese  klein,  im  Gegensatz  zu  den  Erfahrungen  bei  der  Ausgleichung  der 
Gradmessungen  und  Pendelbeobachtungen.  Bei  den  Gradmessungen  findet 
er  den  Widerspruch  erklärt  durch  die  Eigenschaft  der  Bechnungsmethode, 
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bei  welcher  sich  die  absoluten  LotstOmngen  verstecken  können  (vergl.  hier- 
zu Bd.  1  S.  609  §  11).  Bei  den  Pendelbeobachtungen  findet  er  die  Erklä- 
rung des  Widerspruchs  darin,  dafs  durch  die  Anziehung  der  Kontinente 
die  Meeresfläche  sich  über  das  ungestörte  Niveau  hebt  und  dars  dieser 
Erhebung  eine  Abnahme  der  Schwerkraft;  im  Meeresniveau  entspricht, 
dafs  man  es  also  nicht  mehr  mit  Störungen  der  Schwerkraft  für  einen  be- 
stimmten Punkt  zu  thun  hat,  sondern  zugleich  noch  mit  Störungen  wegen 
Verschiebung  des  Niveaus.  Diese  Erhebung  der  Meeresfläche  nahebei 
und  unterhalb  der  Kontinent«  bezw.  die  Senkung  der  Meeresfläche  ent- 
lang des  Oceans  entsprechen  nach  seiner  Meinung  der  beobachteten  That- 
sache,  dafs  die  Schwerkraft  auf  den  Kontinenten  gegen  die  bekannte  Inter- 
polationsformel zu  kleine,  auf  den  oceanischen  Inseln  zu  grofse  Werte  giebt. 

Hier  ist  nun  Ph.  Fischer  offenbar  in  seineu  Untersuchungen  nicht  weit 
genug  gegangen.  Ganz  abgesehen  davon,  dafs  die  Yergleichung  der 
Beobachtungen  mit  der  Interpolationsformel  nur  Sinn  hat,  wenn  man  als 
normales  Niveausphäroid  ein  solches  nimmt,  welches  konzentcisch  zum  ge- 
störten Erdschwerpunkt  ist,  hat  er  nicht  eingehend  genag  die  gestörte 
Schwerkraft  im  gestörten  Meeresniveau  untersucht,  sonst  müfste  er  be- 
merkt haben,  dafs  ein  Widerspruch  mit  der  Erfahrung  besteht. 

Durch  die  wenig  kritische  Auflassung  der  ßesultate  Ph,  Fischers  durch 
andere  Gelehrte  ist  die  Ansicht  von  der  allgemeinen  Depression  des 
Meeres  weit  verbreitet  worden  {A,  Fischer,  Astronom.  Nachr.  1876  Bd.  88 
Nr.  2094,  2095  und  2104  teilt  sie  indessen  nicht;  doch  sind  seine  Ansichten 
nicht  hinreichend  motiviert  und,  wie  uns  scheint^  z.  T.  unzutreffend). 

Man  hält  sich  von  dieser  allgemeinen  Depression  um  so  mehr  über- 
zeugt, als  die  im  dritten  Kapitel  §  46  S.  262  erwähnten  Näherungsformeln 
die  Existenz  derselben  mit  Rücksicht  auf  die  Anomalieeu  der  Schwerkraft 
anscheinend  bestätigten.  Die  Wertlosigkeit  dieser  Formeln  zeigt  aber 
beispielsweise  die  Tabelle  von  S.  363  sehr  drastisch:  hier  entsprechen  h' 
und  G'  den  Symbolen  N  und  y  in  (1)  S.  262;  aber  es  stimmen  nicht  ein- 

2iJ 
mal  die  Vorzeichen  von  h'  und -pp-  Ja  überein. 

§  39.  Berechnung  des  Einflusses  der  lokalen  Massenord- 
nung  auf  die  Lotrichtung.  Wir  sehen  von  der  Erümmang  der 
Niveauflächen  ab  und  betrachten  demgemäfis  die  Niveaufiäche  des 
Punktes  P',  für  welchen  die  Anziehung  berechnet  werden  soll,  als 
Ebene.  In  derselben  denken  wir  uns  konzentrisch  zu  P'  ein  System 
von  Kreisen  angenommen,  welche  durch  ein  System  von  radialen 
Strahlen  in  krummlinige  Vierecke  zerlegt  werden^  innerhalb  welcher 
die  Erhebung  h  des  Terrains  über  die  Niveaufläche  von  P'  als  kon- 
stant betrachtet  werden  kann.    Vergl.  §  18  im  3.  Kap.  S.  169  u.  ff. 

Setzen  wir  nun  konstante  Dichtigkeit  0^  in  der  ganzen  in  be- 
tracht  zu  ziehenden  Umgebung  von  P'  voraus^  so  würde  von  Lokal- 
anziehung keine  Rede  sein,  wenn  das  Terrain  innerhalb  derselben 
eben  wäre.  Es  kommt  daher  als  störend  nur  die  Anziehung  deijeni- 
gen  Massen  zur  Geltung,  die  über  einer  beliebigen  Niveaufläche  liegen 
oder  unterhalb  derselben  fehlen.  Von  dieser  Anziehung  wird  viel- 
fach nur  die  nordsüdliche,  oftmals  aber  auch  die  ostwestliche  Kompo- 
nente zu  berechnen  sein. 
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Um  für  ein  Viereck  zwischen  den  Kreisen  vom  Radius  ö,-  und  a*,  sowie 
den  Strahlen  /  und  m^  die  unter  91  und  ^>m,  gegen  die  Nordrichtung  ge- 
neigt sind;  Fig.  59^  diese  Anziehungs- 
komponenten zu  erhalten;  berechnen 
wir  zunächst  die  horizontale  Anziehung 
des  über  dem  Flächenelement  äq  der 
Horizontalebene  (Niveaufläche)  von  P' 
liegenden  prismatischen;  bis  zum  Terrain 
in  der  Hohe  h  reichenden  Massenele- 
mentes. Werden  vertikale  Erhebungen 
über  der  Horizontalebene  im  allge- 
meinen mit  z  bezeichnet^  so  ist  diese 
horizontale  Anziehung  gleich 


**««''/^ 


7t  ^ 


Dieses  Integral;  welches  von  z  gleich  null   bis  z 
ist,  wird  gleich 


Ost 


h  zu  erstrecken 


k^&. 


aVa^+h^ 


k^&Qhd(p 


da 


Va^+h^ 


wenn  dq  =  a  d(p  da  gesetzt  wird.  Denselben  Ausdruck  findet  man 
für  die  Anziehung  einer  unterhalb  der  Horizontalebene  fehlenden 
Masse  und  zwar  mit  richtigem  Zeichen^  wenn  h  wie  üblich  für  eine 
unterhalb  des  angenommenen  Horizontes  gelegene  Terrainstelle  nega- 
tiv genommen  wird. 

Es  folgt  nun  als  Horizontalanziehung  aller   im  Winkelraum  dq> 
des  betrachteten  Vierecks,  also  zwischen  a,-  und  a^  liegenden  Masse: 


k^e,  h  dipjy^^  ,       d.  i.      k^e^h  dtp  lognat 


Multipliziert  man  dies  mit  cos  97  und  integriert  von  q)  =  (pi  bis 
q)n  ,  so  ergiebt  sich  die  nach  Norden  gerichtete  Horizontalanziehung 
des  betreffenden  Vierecks;  dasselbe  mit  sing?  giebt  die  nach  Osten 
gerichtete  Komponente.  Bei  der  Integration  ist  der  Faktor  von  dq>  im 
letzten  Ausdruck  konstant.    Indem  wir  das  Resultat  derselben  noch  mit 

der    Schwerebeschleunigung    G  =  —  nk'^  S^R    dividieren    und    mit 

«5 

^"  =sa  206265  multiplizieren,  erhalten  wir  die  Anteile  an  der  nord- 
lichen bezw.  östlichen  Ablenkung  des  aufgehängten  Lotes,  welche 
das  betreffende  Viereck  giebt,  in  Sekunden. 

Ihre  Summe  für  alle  Vierecke  der  Umgebung  bezeichnen  wir 
mit  I  und  iy.     Es  ist  dann  wie  in  Bd.  1  S.  616: 

Helmert,  mathem.  u.  physikal.  Theorieen  der  höh.  Geodäsie.  II.  24 
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I  die  südliche  Abweichung  des  wirkliehen  Zeniths  vom  ung^torten, 
V  die  westüche  „  „  „  „  „  „ 

und  zwar  hat  man 


in  Sek. 


wobei 


F^h  lognat     * ^ ,/       ^  ■  (3) 

Mit  @,  =  i-  @„  ist  für  R  in  Metern 

-^•-^-=0,00386. 

Bei  der  über  alle  Vierecke  zu  erstreckenden  Summierung  ist  F 
fQr  jedes  Viereck  zu  ermitteln^  während  die  Sinus-  bezw.  Cosinus- 
Differenz  mindestens  für  eine  Anzahl  Vierecke  konstant  sein  wird, 
ja  meistens  sogar  durch  geeignete  Wahl  der  g?  mit  Vorteil  ganz 
konstant  gemacht  werden  kann^  wenn  es  sich  nur  um  eine  der  Ab- 
lenkungskomponenten handelt. 

Der  Faktor  F  läfst  sich  für  die  Mehrzahl  der  Fälle  vereinfachen. 
Ist  nämlich  h  klein  gegen  ai,  so  kann  man  setzen 

für  a  =  üi  und  aj^.     Damit  wird  in  weiterer,   einfacher  Entwicklung 
und  hieraus 

Für  den  praktischen  Gebrauch  setzt  man  mit  Rücksicht  hierauf 
meist  ausreichend 

!?•=*  lognat -J-     oder    A    ^  "*  ~  ***      ,  (4) 

ausnahmsweise  aber 


(6) 


Eventuell  ist  sogar  (3)  heranzuziehen.. 
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Die  erste  Formel  (4)  empfiehlt  sich  für  Radien,  deren  Beträge 
in  geometrischer  Progression  wachsen.  Es  eignet  sich  diese  Art  der  Zu- 
nahme aber  nicht  in  der  nächsten  Umgebung,  sondern  erst  in  gröfseren 
Abstanden.  Für  die  nähere  Umgebung  empfiehlt  sich  eine  Zunahme 
in  arithmetischer  Progression  und  damit  die  zweite  Formel  (4). 

In  der  näheren  Umgebung  wird  man  auch  am  ersten  noch  Ver- 
anlassung haben,  die  genauere  Formel  (5)  oder  sogar  (3)  herbeizu- 
ziehen. Den  Radius  a^  wird  man  immer  so  klein  wählen  können,  dafs 
der  Einflufs  der  eingeschlossenen  Masse  verschwindet.  Wie  schon 
eingangs  erwähnt,  kommt  es  dabei  nicht  auf  den  ganzen  Betrag  von  h 
an,  sondern  auf  die  Schwankungen.  Ist  deren  Amplitude  \Jh,  so 
kann  die  Gesamt  Wirkung  der  betreffenden  Masse  auf  g  z.  B.  nur  ein 
Bruchteil  der  Anziehung  der  nördlichen   oder  südlichen  Hälfte  eines 

Cylinders  vom  Radius  a.  und  der  Höhe  ^h  sein,  d.  i.  für  @^  =  —  ©^ 
0,0077"  Jh  lognat  ^i dJ^LE^  , 

also  für  Jh  =^  1"»  und  öj  =  25"»  nur  ein  Bruchteil  von  0,03". 

Wenn  es  sich  darum  handelt,  ungleiche  Dichtigkeiten  bis  zu  einer 
Tiefe  B'  unterhalb  P'  zu  berücksichtigen,  so  wird  man  in  obiger 
Rechnung  für  jedes  Viereck  eine  mittlere  Dichtigkeit  S  anstatt  &q 
einzuführen  haben.  Die  Annahme  einer  mittleren  Dichtigkeit  für 
alle  zu  einem  Viereck  bis  zur  Tiefe  H'  gehörende  Masse  reicht  wohl 
immer  aus,  da  im  allgemeinen  der  Betrag  der  Anziehung  von  der 
Tiefe  nicht  wesentlich  abhängt. 

Durch  die  bisherige  Rechnung  aber  wird  zunächst  nur  die  An- 
ziehung der  positiven  und  negativen  Masse  zwischen  der  Niveaufläche 
von  P'  und  dem  Terrain  berücksichtigt.  Jetzt  ist  noch  die  Anzie- 
hung des  zwischen  dieser  Niveaufläche  und  der  um  H'  tieferen  zu 
ermitteln.  Dazu  dienen  wieder  die  Formeln  (1)  und  (2).  In  den- 
selben ist  aber  für  @q  zu  setzen  die  besondere  Dichtigkeit  0  oder 

^0  =  0  — 0Q,  (6) 

wobei  man  @q  den  nächstgelegenen  Massen  entsprechend  annehmen 
kann,  damit  diese  aus  der  Rechnung  verschwinden.  Ferner  ist  für  h 
durchaus  der  konstante  absolute  Wert  von  H'  zu  setzen. 

Zu  den  Ausdrücken  (1)  und  (2),  in  denen  aber,  wie  bemerkt,  0 
anstatt  0q  zu  schreiben  ist,  welches  Symbol  nunmehr  unter  das 
Summenzeichen  gehört,  treten  dann  noch  folgende  Teile  für  g  und  rj : 


in  Sek. 


Sek.      *^m  "-^•'  ^^ 
in  S«k.       *  ^TO  ^  -^^  ^^ 


24* 
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mit 

Die  Anwendbarkeit  dieser  Formeln   ist  an  die  Bedingung  gebunden, 
dafs  man  J@  bis  zu  einem  Umkreis  ai   als  konstant  ansehen  darf, 

für  welchen  der  Quotient  B' :  ( ^~~^ )  bereits  ein  kleiner  Bruch  ist. 

§  40.  Fortsetzung:  Die  Ausfuhr ang  der  Bechnung.  Zahl- 
reiche Berechnungen  von  Lokalanziehungen  finden  sich  in  dem  Haupt- 
werke der  englischen  Vermessung*).  Hierbei  wurde  S^  ^^  —  ©^  ge- 
setzt und  a  in  der  Regel  der  Reihe  nach  gleich  100,  200,  300,  400, 
600  Pufs  engl,  genommen  (1.  Gruppe),  sodann  wachsend  von  500  zu 
500  Fufs  bis  5000  Fufs  (2.  Gruppe),  endlich  weiter  in  geometrischer 
Progression  mit  dem  Verhältnis  7:6  bis  a^^  oder  a^^  (3.  Gruppe). 
Unter  Umständen  fand  für  aufserhalb  der  3.  Gruppe  liegende  Massen 
bis  zu  12  geogr.  Meilen  und  mehr  Abstand  eine  Schätzung  statt. 
Die  normale  Berechnung  ging  aber  nach  den  angegebenen  Daten  nur 
bis  etwa  lö*'"  oder  2  geogr.  Meilen. 

Da  man  nur  ^  zu  berechnen  hatte,  nahm  man  nach  dem  Vor- 
gange von  Huiion  die  Werte  fp  dergestalt,  dafs  die  Sinusdifferenz  für 
Formel  (1)  stets  0,1  betrug.  Man  setzte  also  im  1.  Quadranten  q) 
der  Reihe  nach  gleich 


0» 

(X 

30« 

0' 

5 

44 

36 

52 

11 

32 

44 

26 

17 

27 

53 

8 

23 

35 

64 

9 

30 

0 

90 

0. 

Es  erleichtert  diese  Wahl  die  Rechnung  einigermalsen ,  indem 
man  damit  den  Faktor  (sin  (pm  —  sin  g?/)  konstant  gleich  0,1  erhält. 
Aber  es  scheint  uns  doch,  als  sei  wenigstens  das  Intervall  von  64®  d' 

*)  Ordnance  Trigonometrical  Survey  of  Great  Britain  and  Ireland.  Prin- 
cipal Triangulation.  London  1858.  Seite  583,  606  und  624  bis  664.  Es  dürfte 
jedem,  der  sich  mit  dergleichen  Arbeiten  beschäftigen  will,  das  Stadium  des 
trefflichen  Werkes  auch  an  den  betreffenden  Stellen  anzuraten  sein. 

Man  findet  hier  S.  576  auch  die  Anziehung  eines  rechtwinkeligen  Paraüel' 
epipeds  behandelt  (für  Tafelländer  brauchbar). 

Auch  G,  A,  F.  Peters  giebt  eine  Formel  für  die  Anziehung  des  rechtwinke- 
ligen Parallelepipeds,  Astronom.  Nachr.,  1855  Bd.  40,  Nr.  939,  S.  46,  sowie  für 
eine  Pyramide^  Bulletin  de  la  Glosse  physico-mathem.  de  VAcademie  de  St,  Peters- 
lourg,  t.  III,  p.  219. 

VergL  auch  Dahlander,  Poggendorffs  Annalen^  Bd.  117,  1862. 
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bis  90^0'  zu  grofs.  Innerhalb  dieses  Intervalls  geht  cos  q>  von  0,44 
aaf  null  herab;  sodafs  die  Rechnung  mit  einem  Mittelwerte  von  h 
bei  einigermafsen  unebenem  Terrain  für  den  betreffenden  Anteil  in  $ 
keine  genügende  Annäherung  geben  kann. 

Bei  der  Einteilung  in  Vierecke  ist  nämlich  offenbar  darauf  zu 
achten,  dafs  die  der  Annahme  eines  konstanten  h  entsprechende 
Planierung  des  Terrains  die  Anziehung  bezw.  deren  Komponente  nicht 
merklich  ändert,  dafs  mithin  Yerschiebungen  der  Ausgleichsmassen 
von  einem  tland  zum  andern  keinen  erheblichen  Eiuflufs  haben.  Da 
aber  die  Anteile  in  g  dem  cos  (p  proportional  sind,  so  darf  dessen 
Änderung  in  jedem  Vierecke  nur  eine  mäfsig  grofse  sein.  Wir 
würden  daher  im  Falle  praktischer  Rechnung  das  letzte  Intervall 
über  64^9'  hinaus  noch  weiter  unterteilen. 

Um  sich  praktisch  eine  Vorstellung  von  der  Unsicherheit  zu 
verschaffen,  welche  im  Endresultat  durch  die  Schwankungen  von 
h  innerhalb  je  einer  Abteilung  entsteht,  kann  man  einzelne  be- 
sonders beachtenswerte  Vierecke  halbieren  und  ihren  Einflufs  noch- 
mals berechnen  u.  s.  f.  Dabei  ist  zu  erinnern,  dafs  die  betreffenden 
Fehler  für  grofsere  Gruppen  benachbarter  Vierecke  sich  anhäufen 
können. 

In  dem  Werke  über  die  bayerische  Landesvermessung  finden  sich 
Ermittelungen  der  LokalauziehuDgen  für  2  Stationen*).  Hier  wurden 
£  und  12  berechnet  und  tp  demnach  in  arithmetischer  Progression  fort- 
schreitend angenommen.  Ebenso  die  a,  wenn  auch  für  mehrere 
Gruppen  mit  verschiedenem  Intervall.  Die  äufsersten  Kreise  erstreckten 
sich  bis  zu  etwa  45  Meilen,  alle  Massen  umfassend,  die  beide  Sta- 
tionen  merklich  verschieden  beeinflursten.     Auch  hier  fand  man  die 


Annahme  0^^  «=  — 


^m    ausreichend.     Die   grofsere   Ausdehnung   des 

benutzten  Gebietes  in  Bayern  gegenüber  England  erklärt  sich  durch 
die  Absicht,  die  naheliegeuden  Alpen  zu  berücksichtigen. 

Um  h  für  ein  Viereck  zu  fin- 
den, bedient  man  sich  in  der  Regel 
mit  Vorteil  der  äquidistanten  Hori- 
zontalkurven. Denken  wir  uns  ein 
Viereck  von  mehreren  solchen  durch- 
schnitten, Fig.  60,  so  ergiebt  sich 
A,  indem  man  die  im  Viereck  ent- 
haltene Masse  durch  die  Grundfläche 
dividiert.  Man  wird  am  besten  so 
vorgehen,    dafs  man,    wie  Fig.  60   zeigt,    das    betreffende   Viereck 


Fig.  60. 


*}  Die  bayeriscJie  Landesvermessung  in  ihrer  wissenschaftlichen  Grundlage, 
München  1873.  S.  758  bis  768.  Auch  dieBes  Werk  ist  für  Details  der  Berech- 
nung nachzusehen. 
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durch  äquidistante  Lioien  in  kleinere  Vierecke  zerteilt,  für  die  Mitte 
eines  jeden  die  Höhe  interpoliert  (wobei  eben  die  Horizontalkurven 
sehr  nützlich  sind)  und  dann  zunächst  für  die  Werte,  die  zu  gleichem 
Radius  gehören,  Mittel  bildet.  Im  Falle  der  Figur  ist  sodann  zu 
setzen,  wenn  K . .  .h""  die  Mittelwerte  und  a\..a"'  die  zugehörigen 
Radien  sind: 

,         a'K  +  o"Ä"  +  a'  V"  +  d"'K'"  ,. . 

Dieses  Verfahren  scheint  uns  wenigstens  bei  kleinen,  nur  durch 
wenige  Kurven  zerlegten  Vierecken  richtiger  und  zweckmäfsiger  als 
dasjenige,  mil  Hilfe  der  Inhalte  der  Horizontalschnitte  (welche  sich 
allerdings  mit  dem  Planimeter  leicht  ermitteln  lassen)  die  Eubizierung 
zu  bewerkstelligen.  Denn  bei  letzterem  zeigt  sich  als  Übelstand,  dafs 
Teile  z.  B.  bei  A  und  B  übrigbleiben,  auf  welche  die  Formeln,  der 
mechanischen  Quadratur  nicht  recht  passen.  Dieser  Übelstand  kann 
jedoch  von  unerheblichem  Einflufs  sein,  wenn  die  Teile  von  der  Art 
A  und  B  infolge  eines  relativ  zu  den  Dimensionen  des  Vierecks  sehr 
dichten  Systems  von  Horizontalkurven  verhältuismäfsig  klein  sind. 
Dann  kann  man  setzen  (vergl.  8.  337  Anm.  u.) 

Ä  =  Äo  +  ^(4  yo  +  yi  +  ^2  +  •  •  •  +  y»-i  +  y  y«)-     (2) 

Hierin  bezeichnen  y^^  ^i  *  •  •  die  Flächeninhalte  der  Horizontalschnitte 
in  aufsteigender  Reihe,  h^  die  Höhe  des  tiefsten  Schnittes  y^  und  Jh 
das  Höhenintervall.  Als  tiefster  Schnitt  y^  ist  das  Viereck  selbst  zu 
nehmen,  als  y^  der  Inhalt  der  Schnittfläche  zwischen  der  1.  Kurve 
und  dem  Viereckscontour. *)  Übrigbleibende,  in  der  Formel  nicht 
berücksichtigte  Kuppen  kommen  bei  der  vorausgesetzten  relativen 
Dichtigkeit  der  Kurven  nicht  in  betracht. 

Welches  Verfahren  man  auch  zur  Ermittlung  der  Durchschnitts- 
höhen h  wählen  mag,  so  ist  stets  der  Umstand  günstig,  dafs  eine 
grofse  Sorgfalt  überhaupt  niclit  erforderlich,  insoweit  zufällige  Fehler 
in  den  h  in  betracht  kommen.  Fassen  wir  z.  B.  die  3.  Gruppe  von 
Vierecken  der  Ordnance  Survey,  vielleicht  an  Zahl  400,  ins  Auge, 
so  erhalten  wir  zunächst  deren  Beitrag  zu  ^  in  Sekunden  gleich 

0,00039  log  nat  -^'  Zh, 

öl  7 

wobei  log  nat  —  =  log  nat  --  =  0,15  ist.     Beträgt  der  mittlere  zu- 

fällige  Fehler  in  h  aber  (i^,  so  wird  der  entsprechende  mittlere  zu- 
fällige Fehler  in  |  gleich 

*)  Die  Bayerische  Landesvermessung  S.  764  wendet  eiue  etwas  andere  Formel 
an;  die  unsrige  ist  vielleicht  vorzuziehen. 
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0,00039.0,15.20  /**,   d.  i.  0,0012  (i^, 

mithin  für  fik  =-  100"»  erst  0,12".  Selbstredend  wird  für  die  1.  und 
2.  Gruppe  die  Genauigkeit  etwas  gröfser  sein  müssen,  wofür  wir  aber 
die  Schätzung  übergehen. 

Es  mag  noch  erwähnt  werden,  dafs  die  Ordnance  Survey  für  die 

1.  Gruppe  F  nach  Formel  (5)  berechnete;  für  die  2.  Gruppe  wurde 
ein  Näherungsverfahren  mit  Benutzung  dieser  Formel  angewandt, 
während  für  die  3.  Gruppe  die  1.  Formel  (4)  zur  Benutzung  gelangte. 
In  Bayern  rechnete  man  nur  mit  der  2.  Formel  (4). 

Hierbei  mufs  nun  noch  darauf  hingewiesen  werden,  dals  in  den 
Formeln  (4)  und  (5)  zwar  h  den  Höhenunterschied  mit  dem  angezo- 
genen Punkte  P'  bedeutet,  dals  aber  in  (4)  und  dem  1.  Gliede  der 
Parenthese  (5)  für  h  auch  die  Hohe  über  einem  beliebigen  Horizont 
z.  B.  also  die  Meereshöhe  H  gesetzt  werden  darf,  da  sich  die  dadurch 
begangenen  Fehler  in  der  Summe  der  4  Quadranten  aufheben.    Im 

2.  Gliede  von  (5)  ist  aber  h  in  der  ursprünglichen  Bedeutung  zu 
nehmen.  Bei  der  2.  Gruppe  von  Vierecken  setzte  nun  die  Ordnance  Survey 
für  alle  20  Vierecke  der  nördlichen  oder  südlichen  Hälfte  eines  Ringes 


Zh^^2ß[^-H')\ 


Genaue  Berechnungen  der  Lokal  an  ziehung  führte  zuerst  HuUon  aus 
gelegentlich  der  1772—76  von  Maskelyne  unternommenen  Bestimmung  der 
Dichtigkeit  ^^  der  Erde  aus  der  Lotablenkungsdifferenz  für  zwei  bezw. 
nördlich  und  südlich  des  Berges  SheJuUUen  in  Perishire  gelegenen  Breiten- 
Stationen.  Er  berichtet  darüber  in  den  Philosphiccd  Transactiona  1778 
(Ausgabe  von  1809  Bd.  14  S.  408  u.  ff.).  Man  vergl.  auch  2  Abhandlungen 
in  den  Phil.  Transact.  1776  von  Maakelyney  betr.  Auswahl  der  Berge  und 
Beobachtungen  am  Shehallien,  Für  die  Radien,  an  Zahl  20,  und  für  sin  9 
nahm  er  arithmetische  Progression,  z/sinqp  =  Vit»  ^^  =  ßß^Va  Fufs.  Zur 
Interpolation  der  h  fand  er  es  bequem,  zunächst  Punkte  gleicher  Höhe 
durch  Linien  zu  verbinden,  er  führte  also  faktisch  Hortzontalkuroen  ein. 

Für  Fnahm  er  wahrscheinlich  de|i  Ausdruck  (5),  d.  h.  er  setzte  eigentlich 

F  =  (o^  —  a^)  sin  arc  tan  — , 

berechnete  aber  den  Sinus  aus  der  Tangente  nach  einem  einfachen  (uns 
nicht  näher  bekannten)  Verfahren,  das  sicher  auf  Anwendung  von  (5) 
hinauslief. 

§  41.    Erfolge  der  Berechnung  Yon  lokalen  Lotablenkungen. 

Bei  der  englischen  Vermessung  ergab  sich  folgende  Zusammenstellung. 
In  derselben  enthält  die  Kolumne  A  den  Wert  von  $  aus  der  Ablenkung 
der  Massen  innerhalb  eines  Umkreises  von  ca.2  geogr.Meilen  (bei  den  ersten 
4  Stationen  der  Insel  fVight  nur  5*^),  B  den  Wert  bei  Berücksichtigung 
auch  der  entfernteren  Massen,  C  die  Verbesserung  der  geogr.  Breite,  welche 
das  für  das  Vermessungsgebiet  günstigste  Beferenzellipsoid  erfordert 
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5  am  der  Ordnance  Survey,  Principal  Triangulation  p.  699  vnd  700. 


Name  der  Station 


Dunnose 

Boniface 

Week  Down  . . . 

Port  Valley 

Clif ton  ........ 

Burleigh  Moor. . 

Hungry  Hill 

Feaghman 

Forth 

Tawuaghmore  . . 
Lougb  Foyle  . . . 

Kellie  Law 

Mouach 

Ben  Hutig 

Calton  Hill,  Ediub 
Cowhythe 


-1,02" 
+  1,94 
+  1,50 
+  2,81 


B 

-0,54' 
+  2,42 
+  1,98 
+3,29 


c 


—0,90 


—  3,03 
+  3,85 


-4,55 
+5,40 


-1,95 


—0,17 
—  1,43 
—2,15 


+  1,13 
—  2,30 
—4,02 


+2,08 
+0,47 


-1,63 
-2,43 
-2: 


—  2,01 
-3,57 
— 5: 


- 1,62" 

+0,80 
+  0,58 
+  1,61 
-2,56 
-3,54 
+2,92 
-0,88 
+0,26 
—0,95 
-4,48 
+  1,82 
+  1,36 
-2,86 
-5,30 
-9,55 


C-A 


C-B 


0,60' 
-1,14 
—0,92 
-1,20 

—  1 
—0,51 
—0,93 

+  1 
+  0,43 
+0,48 
-2,33 


-1,08" 

-1,62 

—1,40 

—  1,68 

,66 

+  1,01 

—2,48 

,07 

—0,87 

+  1,35 

—0,46 


—0,26 

+  0,89 


-1,23 
—2,87 
—  7: 


—0,85 
-1,73 
-4: 


Hiemach  trägt  offenbar  im  allgemeinen  die  Anziehung  der  um- 
gebenden Massen  in  dominierender  Weise  zur  Erzeugung  der  Ab- 
weichungen g^eu  das  Beferenzellipsoid  bei.  Immerhin  bleiben  er- 
hebliche Reste.  Die  Erweiterung  des  in  die  Rechnung  einbezogenen 
Terrains  nutzt  nicht  immer,  sondern  schadet  zum  Teil.  So  wird  be- 
merkt, dafs  ffir  die  4  Insel- ^}^A^Stationen  die  Differenzen  wachsen, 
wenn  man  die  SQdküste  von  England  und  einen  entsprechenden 
Eanalteil  mitberücksichtigt.  Bei  Cowhythe  ist  zwar  wegen  mangeln- 
der Daten  die  Berechnung  von  A  und  B  sehr  unsicher;  es  soll  aber 
B  jedenfalls  —  6"  nicht  erreichen ,  sodafs  6'  —  B  mindestens  —  4" 
betragen  würde. 

Günstiger  war  der  Erfolg  der  Rechnungen  der  bayerischen  Landes- 
aufnahme. Hier  ergab  sich  für  die  Differenz  der  geographischen 
Breiten  beider  Stationen,  Benediktbeuren  —  München,  mit  Bessela 
Erdellipsoid : 

9,00"  astronom.  —  geodätisch, 

8,64    aus  der  Massenanziehung; 

femer  ergab  sich  für  das  Ton  München   nach  Benediktbeuren   über- 
tragene Azimut 
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—  5,83"  astronom.  —  geodätisch  ^ 

—  5,22    aus  der  Massenanziehung. 

[Bei  diesen  Übertragungen  kommen  die  Formeln  (9)  S.  536,  Bd.  1, 
in  frage.] 

Sehr  günstige  Resultate  erzielte  für  die  Alpen  auch  Oberst  Pech- 
mann*)  bei  zwei  Meridianbogen  und  drei  ziemlich  entfernten  astrono- 
mischen Stationen  in  Breite  und  Azimut.  Er  suchte  durch  seine 
Rechnungen  nachzuweisen,  dafs  es  Hypothesen  über  die  Dichtigkeit 
der  Massen  unterhalb  des  Meeresniyeaus  nicht  bedürfe,  um  die  Ab- 
weichung zwischen  geodätischen  und  astronomischen  Beobachtungs- 
ergebnisseu  zu  erklären. 

Auch  Denzler  erzielte  günstige  Resultate;  nur  in  der  Amplitude 
Mailand' Zürich  bleiben  5  bis  6"  unerklärt,  und  es  vermutet  daher 
Ph,  Fischer,  dem  wir  dies  entlehnen,  hier  den  Einflufs  unterirdischer 
Massenstörungen**). 

Dafs  solche  existieren,  ist  ja  bereits  bei  Moskau  unzweifelhaft 
konstatiert***),  nach  Prait  für  den  Himalaya  erwiesen  und  von  0.  Siruve 

*)  E,  Pechmann,  Die  Äbweichimgen  der  Lotlinie  bei  cutranomischen  Beobach- 
ttingsstationen  und  ihre  Berechnung  als  Erfordernis  einer  Oradmessung.  Wien 
bei  Gerold.  2  Teile.  1863—65.  (Der  1.  Teil  ist  auch  in  dem  22.  Bde.  der  Denk- 
schriften der  mathem,  naturwiss.  Classe  der  Wiener  Akademie  der  Wissenschaften 
enthalten.) 

*♦)  Dengler,  Jährbuch  des  schweizer  Alpenklubs,  3.  Jahrg.  1866  (nach 
Ph.  Fischer,  Gestalt  der  Erde,  S.  46). 

•♦*)  G.  Schweizer,  Untersuchung  über  die  in  der  Nähe  von  Moskau  stattfindende 
Lokalattraktion.  Moskau  1863.  Wir  folgen  Referaten  von  C7.  A,  F.  Peters 
und  O.  Struve  in  den  Astronom.  Nachr.  vom  Jahre  1864  Bd.  61  Nr.  1449  S.  142 
bezw.  in  den  Monthly  Notices  of  the  Boyal  Astron,  Society  Bd.  23  S.  185. 

Für  90  Punkte  innerhalb  einer  Zone,  die  sich  bis  4  Meilen  nördlich,  8  süd- 
lich, 5  östlich  und  9  westlich  erstreckt,  wurde  die  Polhöhe  beobachtet,  ©ie 
10  Minuten  südlich  von  Moskau  von  WS  W  nach  ESE  laufende  Linie  hat  keine 
nordsüdliche  Ablenkung,  aber  auf  den  Parallelen  beiderseits  wächst  sie  bis  ca.  8" 
in  etwa  ly,  Meilen  Abstand  und  nimmt  dann  wieder  ab.  Da  gröfsere  ober- 
irdische Massenstörungen  fehlen,  so  mufste  Schweizer  die  Lotstörungen  auf  eine 
unterirdische  Ursache  zurückführen.  Es  liefsen  sich  durch  verschiedene  An- 
nahmen befriedigende  Darstellungen  der  Ablenkungen  erzielen.  Hervorgehoben 
wird  die  Hypothese,  dafs  eine  Erdschicht  von  ca.  500»»  Mächtigkeit  und  von 
der  halben  Dichtigkeit  der  Erdrinde  (das  wäre  somit  1,4)  in  einer  Breite 
von  3 Vi  bis  4  Meilen  sich  in  unbegrenzter  Länge  von  Ost  nach  West  quer  zu 
dem  Meridian  von  Moskau  hinzieht,  und  dafs  sie  im  Norden  und  Süden  von 
5  Meilen  breiten  Schichten  von  l'/ffacher  Dichtigkeit  der  Erdrinde  (also  4,2) 
begleitet  wird. 

Etwas  anders  referiert  Franz  Klein  (in  der  Schrift  Zweck  und  Aufgabe  der 
europ,  Crradmessung,  Wien  1882).  Damach  fand  sich  als  Ursache  eine  Höhlung 
von  elliptischer  Form,  ly,  Eubikmeilen  fassend,  langgestreckt  in  Richtung  jE?  TT. 
Nach  den  Verhandlungen  der  6,  allgem.  Konf.  der  europ.  Gradmesswng  zu  Mün- 
chen 1880,  S.  35  des  Generalberichts,  wird  gegenwärtig  die  Umgegend  von  Moskau 
auch  mit  einem  Beversionspendel  untersucht. 
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am  Kaukasus  ebenfalls  bestätigt  gefunden  worden.  Hier  ist  in  einer 
Yulkanischen  Gegend  eine  Berücksichtigung  der  oberirdischen  Massen 
zum  Teil  in  solchem  Mafse  schädlich,  dafs  sich  dadurch  die  astro- 
nomisch-geodätische Differenz  von  ca.  24  auf  ca.  40"  steigert*). 

Auch  im  Harze**)  und  in  Nordamerika***)  wurde  man  auf  unter- 
irdische Massenstorungen  hingewiesen  und  Peiü  fand ,  dafs  die 
Pyrenäen  bei  Toulouse  scheinbar  das  Lot  nicht  ablenken  f).  Vergl. 
übrigens  im  3.  Kap.  S.  228  und  im  4.  Kap.  S.  364  §  38. 

Hiernach  wird  man,  ohne  den  Berechnungen  der  Anziehung 
durch  sichtbare  Massenunregelmäfsigkeiten  ein  hohes  Interesse  ab- 
sprechen zu  wollen,  sich  doch  andererseits  sagen  müssen,  dafs  es  be- 
denklich ist,  für  Gradmessungszwecke,  wie  Schubert,  Pechmann  u.  a. 
wollen,  die  astronomischen  Beobachtungsergebnisse  an  der  Hand 
solcher  Berechnungen  verbessern  zu  wollen.  Es  wird  immer  fraglich 
sein,  ob  eine  Verbesserung  eintritt.  Man  darf  mindestens  nicht  weiter 
als  bis  zu  einer  solchen  Orenze  die  Massen  in  betracht  ziehen,  bei 
welcher  die  Wahrscheinlichkeit  erheblich  wird,  dafs  ober-  und  unter- 
irdische Massenstörungseinflüsse  von  gleicher  Ordnung  sind.  Auch 
würde  es  unerläfslich  sein,  durch  Pendelbeobachtungen  die  Massen- 
Verteilung  zu  prüfen.  Besser  ist  es  jedenfalls,  anstatt  die  Elimination 
lokaler  Einflüsse  durch  Berechnung  erzielen  zu  wollen,  nach  der  Ört- 
lichkeit verdächtige  Stationen  aus  der  Rechnung  wegzulassen  oder 
die  Zahl  der  astronomischen  Stationen  in  solchen  Bezirken,  wo  man 
Störungen  vermutet,  zu  vermehren  und  zwar  in  der  Weise,  dafs 
der  Wahrscheinlichkeit  nach  dadurch  eine  Kompensation  der  Einflüsse 
in  den  Gradmessungsergebnissen  erzielt  wird.     (Bd.  1  §  11  S.  611.) 

Die  Krümmung  der  Niveavflächen  kann  bei  Berechnungen  der 
Massenanziehung  nur  dann  in  frage  kommen,  wenn  es  sich  lediglich 
um  Studien  über  die  Wirkung  kontinentaler  Massenstörungen  han- 
delt, wie  in  den  §§  18  u.  ff.  dieses  Kapitels,  insbesondere  in  §  24  S.  327. 
Dieser  Fall  bietet  nach  unseren  Ergebnissen  über  die  Massenverteiluug 
in  der  Erdrinde  S.  364  so  wenig  Interesse,  dafs  wir  darauf  nicht  weiter 
eingehen,  umsomehr  als  selbst  bei  Entfernungen  von  1  Million  Meter 
der  Einflufs  der  Krümmung  noch  nicht  erheblich  ist;  vergl.  Formel 
(13)  S.  328. 

Erwähnt   mag   werden,    dafs   LamofiJt   magnetische   Anomalieen  und 
Anomalieen  der  Lotrichtang  auf  ünregelmäfsigkeiten  des  magnetischen, 

*)  Bericht  über  die  Verhandlungen  der  3,  aUgem,  Konferenz  der  europäischen 
Gradmessung  zu  Wien  S.  13  und  Genercdbericht  für  1871  S.  50. 

**)  Publikation  des  kön.  preufs.  geodät.  Instituts.    Astronomisch-geodätische 
Arbeiten  im  Jahre  1876;   publ.  1876  durch  Prof.  Älbrecht;  S.  157.  —  1881  war 
die  Anzahl  der  in  Polhöbe  beobachteten  Punkte  auf  39  gestiegen. 
♦••)  Nach  Brum,  Figur  der  Erde  S.  29. 
t)  Awnales  de  VObservatoire  de  Totdouse,   i.  I  p.  86.     (Vom  Verf.  dieses 
nicht  selbst  gelesen.) 
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metAllischen  Erdkernes  zurückführt,  gestützt  darauf,  dafs  beide  Anomalieen 
meist  gleichzeitig  auftreten.  {Meteorologische  Wochenberichte  der  Münchener 
Sternwarte  Nr.  29—34  von  1866  [nur  metallographiert]  und  SiUfttngsberichte 
der  bayer.  Akademie  der  Wissenschaften  1865.) 

§  42.  Bestimmung  der  mittleren  Dichtigkeit  der  Erde  ans 
Lotablenkungen.  Denkt  man  sich,  dafs  nördlich  und  südlich  eines 
Berges  oder  überhaupt  einer  bekannten  Masse  im  gleichen  Meridian 
und  in  nahezu  gleicher  Hohe  astronomisch  die  geogr.  Breite  bestimmt 
wird  und  dafs  man  aufserdem  geodätisch  den  Meridianbogen  zwischen 
beiden  Stationen  ermittelt,  so  läfst  sich  berechnen,  wieviel  die  astro- 
nomisch bestimmte  Amplitude  von  der  geodätisch  in  Bezug  auf  ge- 
wisse Dimensionen  eines  Referenzellipsoids  bestimmten  abweicht. 
Unter  der  Voraussetzung  nun^  dafs  lediglich  die  in  Rede  stehende 
Masse  störend  aufs  Lot  wirkt  und  ohne  dieselbe  die  DifiPerenz  der 
Lotrichtungen  dem  gewählten  Referenzellipsoid  entspricht,  wird  man 
die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  aus  der  Differenz  der  astronomisch 
und  geodätisch  berechneten  Breitenamplituden  finden  können.  Denn 
ist  die  Dichtigkeit  der  betreffenden  Masse  genau  bekannt,  so  hat  man 
nur  nach  den  angegebenen  Regeln  die  Anziehung  derselben  auf  jede 
der  beiden  Stationen  zu  berechnen  und  mittelst  des  theoretischen 
Ausdruckes  für  die  normale  Schwerkraft  in  der  in  §  39  angegebenen 
Weise  die  nördliche  Lotablenkung  g  zu  bilden.  Die  mittlere  Dichtig- 
keit 0n  erscheint  alsdann  in  der  Gleichung,  welche  die  beobachtete 
Differenz  beider  g  darstellt,  als  Unbekannte. 

Zu  dem  in  §  39  benutzten  Rechnungsgange  ist  zu  bemerken, 
dafs  daselbst  für  die  normale  Schwerkraft  nur  der  Näherungsausdruck 

—-  7tk^&rn^  gesetzt   ist.     Dies   reicht   eigentlich   mit  Rücksicht   auf 

o 

sonstige  Fehlerquellen  auch  gegenwärtig  aus.    Will  man  aber  strenger 
rechnen,  so  hat  man  die  Formel  (17)    mit  (18)  S.  97  anzuwenden 

und  darin  die  Erdmasse  Mt==Y^^^®rn  zu  setzen.  (Über  die  Be- 
rücksichtigung der  Anziehung  der  Erdschichten  über  dem  Meeres- 
niveau  bis  zum  Niveau  der  Stationen  vergl.  im  3.  Kap.  §  37  S.  244). 
Das  vorstehend  geschilderte  Verfahren  leidet  hauptsächlich  an 
dem  Übelstande,  dafs  sich  mit  den  Anziehungen  der  bekannten  Massen 
leicht  diejenigen  unbekannter  Massen  mischen.  Heutzutage,  wo  es 
mehrere  gut  ausgebildete  physikalische  Methoden  giebt,  um  &m  zu 
ermitteln  (vergl.  das  6.  Kap.),  wird  man  daher  derartigen  Bestim- 
mungen nur  einen  untergeordneten  Wert  bieilegen. 

Den  ersten  VerBuch  einer  solchen  Bestimmung  von  6^^  unternahmen 
gelegentlich  der  Gradmessung  in  Peru  Bouguer  und  de  la  Condamine  am 
Chimborasso ,  jedoch  wegen  mangelhafter  Hilfsmittel  ohne  Erfolg  (vergl. 
das  Werk  beider  Gelehrten  La  Figure  de  la  Terre  etc.  1749;  einige 
Details  hieraus  —  sowie  über  das  weiter  Folgende  —  teilen  auch  das  Haupt- 
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werk  der  englischen  Vermessung,  Principal  Trian^gulation  S.  597-609, 
nnd  TodhwUer,  History  of  Attraction,  Bd.  1  S.  244  und  248  mit). 

Aue  den  bereits  S.  375  erwähnten,  am  SfiehaUien  angestellten  Beobach- 
tungen Maskelynea  berechnete  Huttan  1778  und  1821  G^  «=  5.  Dabei 
setzte  er  die  Dichtigkeit  der  Bergmasse  gleich  2,7,  oder  genauer,  dem 
Werte  S^'=6  entsprechend,  gleich  2,778.  Zufolge  nachträglicher  Ermitte- 
lungen, die  von  Playfair  auf  Anregung  HuUon»  gemacht  wurden,  yeiglPM. 
Transaet.  1811  und  1821  8.  276—292,  schwankte  sie  eigentlich  yon  2,64  bis 
3,2 ;  Play  fair  nahm  nach  seinen  Ermittelungen  0^  —  4,7.  Wegen  der 
Schwierigkeit  der  genauen  Dichtigkeitsaufnahmen  der  Bergmassen  schlag 
HtUton  1821  vor,  eine  grofse  ägyptische  Pyramide  als  ablenkende  Masse 
zu  benutzen,  wobei  er  bemerkt,  dafs  das  Maximum  der  Ablenkung  in  \  < 
der  Höhe  stattfindet. 

Es  mag  gleich  hier  erwähnt  werden,  dafs  später  C,  A.  F.  Peten  in 
seiner  Abhandlung  über  die  kleinen  Ablenkungen  des  Lotes,  Btdl.  de  k 
Cl.  phys.-math.  de  VAc.  de  St.  Pit.  Bd.  III  S.  217,  den  gleichen  Vorschlag 
macht,  wobei  er  die  einseitige  Ablenkung  am  Fufse  bei  73'  Höhe  und 
116^  Seite  zu  0,6"  angiebt.  Er  gedenkt  hierbei  des  Vorschlags  von 
W.  StruvCy  G^  durch  Beobachtungen  an  gegenüberliegenden  Steilen  der  Ufer 
des  Kanals  von  Bristol  zu  bestimmen.  In  diesem  Kanal  steigt  nämlich  die 
Flut  auf  30'  engl.  Immerhin  beträgt  bei  8  geogr.  Min.  Länge  und  4  Min. 
Breite  die  Anziehung  des  Lotes  durch  die  Flutmasse  nur  0,2",  sodafs  eine 
genaue  Bestimmung  selbst  mit  dem  Passageninstrument  im  1.  Vertikal 
Schwierigkeiten  bereitet. 

Eine  sehr  eingehende  Untersuchung  unternahm  1855  James  am  Berge 
Arthurs  Seat  bei  üJdifiburg.  Die  nächste  Veranlassung  bot  allerdings  das 
Auftreten  einer  lokalen  Abweichung  bei  einem  nahegelegenen  Punkte  und  der 
Wunsch,  die  lokalen  Lotanziehungen  zu  studieren.  Aufser  der  nördlichen 
und  südlichen  Station  hatte  man  noch  eine  auf  der  Spitze  des  Berges, 
dessen  O  nach  vielen  Bestimmungen  zu  2,75  angenommen  wurde  Es 
gaben  die  3  Stationen,  wenn  c  eine  Konstante  bedeutet  und  0:9^^=9. 
gesetzt  wird,  die  Gleichungen 

—  2,70  q  +  2,81"  +  C  «  0 
+  2,40  g  •  +c=0 
+  5,24  q  —  1,26"  +  c  —  0«, 

welche  sich  bis  auf  ;+ 0,04",  —0,18"  und  +0,08"  durch  g=»  0,517  mit 
G^  =•  5,32  darstellen  lassen.  (Aufser  in  der  Ordnance  Survey,  Princ 
Triang,,  auch  in  den  Phil,  Transact.  Bd.  146  mitgeteilt). 

Pechmann  fand  gelegentlich  seiner  Lotabi enkung^studien  in  den  Alpen, 
vergl.  S.  377,  mit  Ö  =- 2,75  auch  2  Werte  für  G^,  von  denen  aller- 
dings nur  der  erste,  nämlich  6,13,  genügende  Sicherheit  bietet,  um  mit  an- 
deren derartigen  guten  Bestimmungen  konkurrieren  zu  können. 

Das  arithmetische  Mittel  der  drei  Bestimmungen  4,7  (oder  5),  5,32  und 
6,13  ist  rund  5,4. 

§  43.    Ph.  Y.  Jollys  Bestimmung  von  &m  aus  Wägangen*). 

Für  eine  Quecksilberkugel    im    Gewicht   von    5009450"»^   fand  sich 

*)  Ph,  V.  Jölly,  die  Anwendung  der  Wage  auf  Probleme  der  Gravüatum, 
2.  AbhandL  München  1881.  Aus  den  Abh,  der  kön,  bayer.  Ak.  der  Wissen- 
schaften, IL  CL,  14.  Bd.  2.  Abt.  [die  1.  Abh.  Bd.  13  enthält  nur  vorläufige  Ver- 
suche]. 
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durch  Wägungen  in  einem  Turme  mit  einer  feinen^  zweiarmigen  Wage^  ^ 
welche  auTser  mit  den  üblichen  Wagschalen  noch  mit  einem  zweiten 
Paare  21,005'"  tiefer  versehen  war,  eine  Gewichtszunahme  von  31,686"»^, 
wenn  sie  in  die  tiefere  Schale  gebracht  wurde.  Befand  sich  aber 
unterhalb  der  betr.  unteren  Wagschale  eine  Bleikugel  von  1"»  Durch- 
messer, so  stieg  die  Gewichtszunahme  auf  32,275*^^,  betrug  also 
0,589'»<'  mehr. 

Der  Radius  der  Bleikugel  war  0,4975"»;  ihr  spez.  Gewicht  11,186, 
ihr  Abstand  vom  Mittelpunkt  des  unten  befindlichen  Quecksilber- 
gewichts 0,5686"». 

Nennt  man  die  Schwerebeschleunigung  ohne  Wirkung  der  Blei- 
kugel oben  ^],  unten  ff^f  ^^  ^^^  ^^^  ^^^  Wirkung  der  Bleikugel 

oben  gleich  ^i  +  ^^*» .  — ^  , 

unten     „      ^2  +  ^^»»  •  ^  > 

wenn  m  die  Masse  der  Bleikugel  ist,  und  e^  und  ^2  ^^^^  Abstände 
vom  oben  bezw.  unten  liegenden  Gewicht  sind.    Man  hat  nun  offenbar 

gt  —  di  ^     81,686  ... 

gi  6  009  460   '  ^^ 

ferner  mit  einer  unerheblichen  Vernachlässigung  im  Nenner  linker  Hand 

9*-9i  +  k'ni(^^-^)    ^   31,686  +  0,689 

gi  "  6009460  ' 


also 


Dabei  ist 


'•"(^-v) 


0,589 


g,  6009450 

Ojöese- ,        e,  =  21,5736™ , 
»,  =  i.«  (0,4975)».  11,186. 


(2) 
(2*) 


Was  fft  anbetrifft,  so  ist  nach  S.  97  (17),  (18)  und  (23)  dessen 
normaler  Teil  gleich 

|«Ä:^®„Ä(l-^)(l-f|«-|-t  +  k8in^^)  (3) 

anzunehmen,  wenn  If  die  Meereshöhe  und  B  die  geogr.  Breite  der 
Station  ist.  Die  geogr.  Breite  kann  genau  genug  =  48^8'  gesetzt  wer- 
den. If  wird  für  München  zu  515"»  angegeben;  wie  hieraus  B  für 
die  Beobachtungsorte  sich  berechnet,  wird  aber  nicht  gesagt.  Die 
hierdurch  entstehende  Unsicherheit  ist  jedoch  geringfügig,  namentlich 
mit  Rücksicht  auf  die  Äuomalieen  infolge  der  unregelmäfsigen  Massen- 
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lagerang  in  der  Erdrinde.     Es  könnte  allerdings  noch  die  Anziehung 
der  Terrainschicht  bis  zum  Meeresniveau  durch  Beifügung  des  Faktors 

-    ZU     p    in  (3)  berücksichtigt  werden,   aber  der  Nutzen  davon  ist 

zweifelhaft,  vergl.  S.  244  §  37. 

Mit  Rücksicht  auf  (2*)  und  (3)  findet  sich  aus  (2): 

also 

@^  =  5,691. - 

Joily^  welcher  einen  anderen,  weniger  strengen  Ausdruck  f&r  ^| 
benutzt,  und  das  zweite  Glied  der  Parenthese  vernachlässiget,  findet 
5,692.  Der  wahrscheinliche  Fehler  des  Resultates  folgt  aus  der  Über- 
einstimmung der  Einzelwerte  zu  +0,068;  er  kann  aber  recht  wohl 
etwas  gröfser  sein*). 

Jolly  bemerkt,  dafs  der  beobachteten  Gewichtsabnahme  von  31,^^ 
eine  theoretische  im  Betrage  von  33,059"*^  gegenüberstehe,  and  er  findet 
die  Erklärung  darin,  dafs  nahegelegene  hohe  Gebäude  den  Turm,  vo  be- 
obachtet wurde,  überragen.  Übrigens  erhalten  wir  einen  etwas  anderen 
theoretischen  Wert  Nach  Formel  (17)  S.  97  ergiebt  sich  fnr  die  normale 
Schwerkraft: 

^        ^         2.21,006  A+~a  +  r-2ttBin«Ä) 

S^_~z_^^  -^^       ^\ 2. -l 

9i  \,f.     'M 


1-^1 


worin  B  >»  48<*8'  und  H^  gleich  ca.  530'»  zu  setzen  ist.  Die  Erdschicht 
unterhalb  des  Beobachtungsturmes  bis  zum  Meeresniveau  berücksichtigen 
wir  nach  §  37  S.  244  nicht. 

Berechnen  wir  nun  nach  Mafsgabe  der  angegebenen  Formel  i3t  —  9\}'9y 
und  multiplizieren  mit  6009450,  so  folgt 

33,108"*^ , 

ein  Wert,  der  durch  die  Unsicherheit  des  Nenners  der  Formel  (d.  h.  der 
Annahme  Über  p,)  kaum  Über  ^j^^q  irrig  sein  dürfte.  Die  Differenz  mit 
dem  beobachteten  Werte  mufs  daher  wesentlich  durch  die  verschiedene 
Anziehung  benachbarter  Massen  auf  beide  Orte  des  Quecksilbergewichtes 
erklärt  werden.    Vergl.  hierzu  noch  §  3  S.  276  und  276. 


*)  Wenn  JoUy  angiebt,  dafs  die  Differenz  seines  Wertes  für  B^  von  dem 
Werte  aus  Drehwagenversuchen  (6.  Kap.)  eventuell  z.  T.  aus  lokalen  Anomalieea 
in  g  erklärlich  sei,  so  scheint  uns,  dafs  er  darin  irrt,  denn  Anomalieen  in  ^t  "° 
Betrage  von  1  bis  27o  ^^^  erfahrungsmäfsig  nicht  annehmbar. 
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Fünftes  Kapitel. 
Zeitliche  Andernngen  der  Niyeanfläehen. 

§  1.  Die  Stornngen  in  der  Schwerkraft  durch  Sonne  und 
Mond.  Bei  Betrachtung  der  Schwerkraft  ist  bisher  von  der  Anziehung 
der  Himmelskörper  abgesehen  worden;  vergl.  im  1.  Kap.  §  5  S.  7.  Es 
sind  auch  nur  die  Anziehungen  von  Sonne  und  Mond  merklich,  und 
selbst  diese  sind  sehr  klein.  Die  Wirkung  ist  eine  mit  der  Zeit  ver- 
änderliche, da  diese  Gestirne  zu  irgend  einem  Erdorte  eine  mit  der 
Zeit  veränderliche  Stellung  haben.  Nach  dem  1.  Kap.  §  3  S.  5  erhält 
man  den  Einflufs  der  Anziehung  eines  Himmelskörpers  auf  die  Schwer- 
kraft dadurch,  dafs  man  von  den  Komponenten  der  Anziehung  in 
Bezug  auf  einen  betrachteten  Punkt  P'  die  entsprechenden,  aus  (6) 
S.  3  zu  entnehmenden  Komponenten  für  den  Schwerpunkt  der  Erde 
abzieht.  Die  Masse  des  Himmelskörpers  denken  wir  uns  dabei  genügend 
genau  in  ihrem  Schwerpunkt  konzentriert  und  die  Niveauflächen  der 
Erde  ebenso  genau  genug  als  Kugelflächen,  konzentrisch  zum  Erdschwer- 
punkt M.  Die  Bewegung  des  letzteren  entspricht  alsdann  der  Anziehung 
des  Himmelskörpers  auf  eine  in  demselben  gelagerte  Masseneinheit. 

In  Fig.  61  stellt  jlt  Sonne  oder  Mond  vor,  g'  iut  die  wirkliche 
Zenithdistanz  von  jflt  in  P'  und  %  die 
geozentrische  Zenithdistanz.  Die  Anziehung 
der  Masse  ;0t  auf  P*  kann  in  eine  in  P' 
horizontale  und  vertikale  Komponente  zer- 
legt werden,  ebenso  die  Anziehung  von 
jflt  auf  Punkt  M  in  entsprechender  Weise. 
Zu  der  Schwerebeschleunigung  in  P'  tritt 
demnach  eine  horizontale  Komponente  in 
Richtung  nach  ^  gleich  Fig.  ei. 

[  sin  f' sin  f  \ 


k''n\^ 


(l) 


und  eine  vertikale  Komponente  in  Richtung  nach  aufsen  gleich 

A^^[e2Lf:_?^).  (2) 

Wir  formen  zunächst  den  Ausdruck  (1)  um,  indem  wir  dafür 
schreiben 

ifm{-'^--^-\  (3) 

und  beachten,  dafs  e  sin  g'  =»  r  sin  \  ist,  sowie  gesetzt  werden  kann: 
^  =  r  —  r  cos  g  ,  woraus  in  hinreichender  Annäherung  folgt: 
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Damit  giebt  (3): 

2  "  ^*  r' 


'  k^M^,sm2i.  (4) 


Wir  setzen  nun  für  r  den  mittleren  Erdradius  Jt  und  führen 
die  Horizontalparallaxe  p  des  Gestirns,  d.  h.  den  Winkel  ein,  unter 
welchem  Radius  MP'  von  jBH  aus  erscheint,  wenn  ß^  im  Horizont 
Yon  P'  liegt.    Es  ist  aber 

8mp  =  ~-'  (5) 

Hiermit  erhalten  wir  aus  (4)  mit  Bücksicht  auf  den  Näherungswert 
G  der  Schwerebeschleunigung  an  der  Erdoberfläche  behufs  Elimination 
von  k^,  nämlich 

«  =  ^,  (6) 

die  nach  ^  zu  gerichtete  horizontale  Komponente  der  Schwere- 
storung  gleich 

|-Ö*sin3psin2e.  (7) 

Dividiert  man  diesen  Ausdruck  mit  G  und  multipliziert  mit  q% 
so  erhält  man  endlich  die  Lotstorung  und  zwar  im  Sinne  einer  An- 
ziehung des  aufgehängten  Lotes  gegen  ^  hin. 

Die  meridionale  und  ostwestliche  Komponente  der  Lotßtorung 
ergeben  sich  dann  durch  Multiplikation  mit  cos  A  und  sin  A,  wenn  A 
das  Azimut  des  Gestirns  ist.  Zählen  wir  A  wie  üblich  südwestlich 
und  bezeichnen  mit  S  die  südliche  Abweichung  des  gestörten  Zeniths, 
mit  rj  die  westliche^  so  wird 

g  =  —  7>8in  25  cos^  iy  =  —  i^sin  2g  sin^ 

in  Sak.  in  Sek. 

mit  (8) 

in  Sek.       ^  -^ 

Für  den  Mond  ist  J  =  «rV '    P  =  ^'^'  ^i«" ,     P  =  0,0174" ; 

(8*) 
für  die  Sonne  ist  *  =  329000 ,    p  =  8,83" ,    P  =  0,0080".  ' 

Diese  Werte  sind  so  klein,  dafs  sie  bei  den  geographischen  Ko- 
ordinaten der  zugänglichen  Teile  der  Erdoberfläche  nicht  in  betracht 
kommen. 

Auch  die  Störung  der  Schwerebeschleunigung  selbst  ist  unerheb- 
lich. Die  horizontale  Komponente  (1)  hat  jedenfalls  gar  keinen  in 
betracht  kommenden  Einflufs;  was  die  vertikale  (2)  anbetrifil,  so 
beachten  wir,  dafs 

e  cos  5'  =  r  cos  5  —  r 
und  wie  früher: 
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Damit  geht  (2)  über  ia 

*'^l  J  {-  1  +  3  cos'g  -  ^  cos  t]  . 

Führen  wir  noch  sin  p  mittelst  (5),  sowie  G  mittelst  (6)  ein  und  ver- 
nachlässigen das  3.  Glied  der  Parenthese;  so  folgt  die  Störung  der 
Schwerebeschleunigung  gleich 

(?.-j8in»/.(3co8'6~l).  (9) 

Für  den  Mond  ist  ^  sin^p  =  Vitsoooooj 

für  die  Sonne  ist  -^^  sin'p  =  Vsssooooo  • 

Die  Störung  der  Schwerkraft  ist  hiernach  verschwindend  klein. 

Die  Störungen  der  Richtung  und  Gröfse  der  Schwerkraft  bedingen 
aber  eine  Änderung  der  Gestalt  der  Niveauflächen,  Um  dieselbe  zu 
ernaitteln^  bilden  wir  das  Potential  ü  des  Einflusses  der  Mond-  und 
Sonnenanziehung  für  Punkte  einer  ungestörten  Niveaufläche. 

Dasselbe  ist  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  (7)  für  die  hori- 
zontale Komponente  dieser  Anziehungen  für  den  Mond  sowie  für  die 
Sonne  von  der  Form 

H  =  +  1  Ö^Tj^  sin3p  cos^S .  (10) 

Denn  verschieben  wir  den  angezogenen  Punkt  P  horizontal  gegen 
das  Gestirn  hin  um  —  Bd^  und  bilden  dementsprechend 

Bdi  ' 

so  ergiebt  sich  wieder  die  horizontale  Komponente  übereinstimmend 
mit  (7).  Verschieben  wir  dagegen  rechtwinkelig  zur  Vertikalebene 
des  Gestirnes,  in  welcher  Richtung  die  Anziehung  null  ist,  so  wird, 
wie  es  sein  mufs,  ^  F  =  null. 

Damit  nun  eine  neue  Fläche  konstanten  Potentials  entsteht;  und 
zwar  desselben  Potential  wertes  wie  ohne  die  Störung,  mufs  das  un- 
gestörte Niveau  am  Punkte  P  um 

-f-  Y  Ä  ^  sin^i)  cosH ,  d.  i.  Ä  arc  i>  cos'f ,  (11) 

gehoben  werden.  Diese  Hebung  ist  ein  Maximum  in  der  Richtung 
vom  anziehenden  Körper  nach  dem  Erdschwerpunkt,  null  in  der  zu 
dieser  Richtung  normalen  Ebene  durch  letzteren.  Unter  dem  Einflufs 
des  Mondes  oder  der  Sonne  ändert  sich  somit  die  Gestalt  der  Niveau- 
fiächen  im  Sinne  des  Überganges  einer  Kugel  in  ein  längliches  Ro- 
tationsellipsoid mit  der  relativen  Axenverlängerung 

arc  P, 

Helmert,  mathom.  u.  physik.  Theorieea  der  höh.  Oeod&sie.    II.  25 
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d.  i.  für  den  Mond  V12000000 »  ^ohei  R  arc  P==  0,54"»  ist, 

(12) 
für  die  Sonne  V26000000»      n  u       =0,25"»  „  . 

Die  grofse  Äxe  des  Ellipsoids  liegt  in  der  Richtung  nach  dem  stören- 
den Körper. 

Die  Kräfte,  welche  die  Gestalt  der  Niveauflächen  ändern,  be- 
wirken auch  eine  Bewegung  des  Meerwassers,  welche  als  Flut  und 
Ebbe  bekannt  ist.  Die  Veränderung  der  Gestalt  der  Meeresfläche 
entspricht  jedoch  nicht  der  Veränderung  der  Niveauflächen ,  welche 
wir  eben  ermittelt  haben.  Es  würde  das  nur  der  Fall  sein,  wenn 
die  Erde  sich  nicht  um  ihre  Axe  drehte  und  Mond  und  Sonne  die 
gleiche  Stellung  zur  Erde  dauernd  beibehielten.  Wegen  der  Axen- 
drehung  der  Erde  und  der  Bewegung  von'  Mond  und  Sonne  kann 
aber  das  Wasser  den  Gleichgewichtszustand  nicht  annehmen,  welcher 
den  gestörten  Niveauflächen  entspricht. 

Die  Flüthewegung  des  Meerwassers  bedingt  im  allgemeinen  eine 
kleine  Änderung  der  oben  ermittelten  Werte,  die  davon  herrührt,  dafs 
eben  die  Meeresfläche  eine  geänderte  Gestalt  und  das  Potential  der 
Anziehung  der  Erde  auf  Punkte  ihrer  Oberfläche  einen  geänderten 
Wert  hat.  Diese  sekundären  Störungen  sind  jedoch  im  allgemeinen 
noch  weit  geringer,  als  die  primären.  Nur  an  gewissen  Meeresküsten, 
wo  besonders  hohe  Fluten  eintreten,  können  sie  durch  deren  Einflufs 
nennenswerte  lokale  Beträge  erreichen,  die  nach  den  Störungsformeln 
für  horizontale,  unendlich  lange  Prismen  im  4.  Kap.  sich  leicht 
schätzen  lassen. 

Die  Störung  des  Lotes  wurde  bereits  um  1846  richtig  dargestellt  von 
C,  A,  F.  Peters  in  der  Abb.:  F^on  den  kleinen  Ablenkungen  der  Lotlinie 
und  des  Niveaus  {Buil.  de  la  Cl,  physico-mathefn.  de  VAc,  de  St.  Fitersb. 
t.  111  p.  219)*).  Peters  fand  dieselben  Eoefficienten  zu  (8)  wie  wir,  ob- 
gleich er  etwas  andere  Werte  für  0i  und  p  ansetzte. 

Auf  die  sekundären  Lotstörungen  haben  nach  Tho^nson  und  Tau, 
Handbuch  Bd.  1,  2.  T.  S.  379,  schon  Eobison  1804  und  F&rbes  1849  hin- 
gewiesen; ersterer  mit  Bezug  auf  die  20*»  hohen  Fluten  der  Fwndy-Bay. 

§  2.  Bewegung  der  Erde  um  ihren  Schwerpunkt.  Bisher 
wurde  angenommen,  dafs  die  Erde  sich  mit  konstanter  Geschwindig- 
keit um  eine  in  ihr  feste  Schweraxe  dreht,  die  im  Räume  unverändert 
ihre  Richtung  beibehält.  Wir  untersuchen  jetzt,  was  die  Theorie  an 
der  Hand  der  Erfahrung  zu  dieser  Annahme  sagt  und  beginnen  mit  der 
Aufstellung  der  allgemeinen  Gleichungen  für  die  Drehbewegung  der 
Erde  um  ihren  Schwerpunkt.  Nach  dem  1.  Kapitel  §  3  S.  5  nimmt 
d'AlemberiQ  Prinzip  für  diese  Bewegung  (mit  Weglassung  der  Striche 
behufs  Vereinfachung)  die  nachstehende  Form  an: 

*)  Die  uns  nicht  genau  bekannte  Jahreszahl  1845  ist  mit  Rücksicht  darauf 
angegeben,  dafs  t.  I  1843  erschien. 
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-f-fF)"» 


dx 


( 

i-(y-^^)äm.dy\==0.  (1) 

Hierin  erstreckt  sich  die  Summierung  über  alle  Massenteile  dm  der 
£rde;  Ä,  Fxmd  Z  sind  die  Komponenten  der  beschleunigenden  Kräfte 
(der  Kräfte  für  die  Masseneinheit)  im  Punkte  (xyz),  wo  dm  lagert,  mit 
oder  ohne  Abzug  der  entsprechenden  Komponenten  für  den  Schwerpunkt 
Die  rechtwinkeligen  Koordinatenaxen,  welche  durch  letzteren  gelegt 
sind,  haben  eine  beliebige,  aber  konstante  Richtung,  und  wir  nennen 
daher  dieses  System  das  feste  Axensystem,  wobei  die  nicht  weiter  in 
betracht  kommende  Parallelverschiebnng  der  ganzen  Erde  ignoriert  ist. 
Um  nun  zu  Gleichungen  zu  gelangen,  welche  die  Drehbewegung 
charakterisieren,  nehmen  wir  der  Reihe  nach  um  die  z-,  x-  und  y- 
Axe  yirtuelle  Drehbewegungen  vor.  Ist  die  virtuelle  Drehung  um  die 
z-Axe  gleich  da,  so  wird 

tf  a:  = — yda        dy=^xda        <Jz  =  0, 

womit  (1)  ergiebt 

Entsprechend  erhält  man   aus  den  anderen  virtuellen 
Drehungen : 


und 


(2) 


Rechter  Hand  stehen  die  Drehungsmomente  der  Kjräfte.  Bei 
•  Berechnung  derselben  kanit  man  die  inneren  Kräfte  weglassen.  Be- 
trachten wir  z.  B.  das  Aggregat  xY —  y-T  für  eine  einzelne  Kraft, 
deren  Komponente  parallel  zur  a;y- Ebene  gleich  R  sei,  so  wird 
xY —  yX=  Rr  sin  {y  —  a),  wenn  R  gegen  die  a:-Axe  um  y  und 
der  Radiusvektor  r  des  Angriffspunktes  gegen  dieselbe  um  a  geneigt 
ist.  r  sin  (y  —  a)  giebt  aber  auch  den  normalen  Abstand  von  R  und 
der  ;r- Axe  oder  den  kürzesten  Abstand  der  Kraft  von  der  z- Axe  an,  Ist 
nun  die  Kraft  eine  innere,  zu  welcher  immer  eine  gleich  grofse^  ent- 
gegengesetzt gerichtete  existiert,  so  hat  offenbar  für  beide  Kräfte 
r  sin  {y  —  a)  denselben  Wert,  das  Drehungsmoment  Rr  sin  {y  —  a) 
aber  denselben  Wert  mit  entgegengesetztem  Zeichen,  sodafs  in  der 
Summe  die  Wirkung  beider  Kräfte  verschwindet.  Wir  schreiben  nun 
anstatt  (2): 

25* 
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(3) 


hierin    bezeichnen    LMN  die    Summen    der    Drehungsmomente  der 
aufseren,  bewegenden  Kräfte  in  Bezug  auf  die  «-,  y-  und  z-Axe. 

Die  Gleichungen  (3)  schreiben  wir  endlich  noch  anders  mit  Be- 
nutzung der  Flächengeschwindigkeiten.     Es  ist  nämlich 


d*x 


dlx 


^y  _  „  ^.\ 


dt 


dtJ 


dt 


wenn 


^ 


dx 


y  ,,   »*  af 


(4) 


gesetzt  wird.  Wie  man  leicht  durch  Anschauung  findet,  ist  xdy—ydx 
die  doppelte  Fläche,  welche  die  in  die  xy- Ebene  fallende  Projektion 
des  Radiusvektors  des  Punktes  {xyz)  in  der  Zeit  dt  überstreicht; 
fay  hat  daher  die  Bedeutung  der  Flächengeschwindigkeit  in  der 
a:y- Ebene. 

Hiermit  erhalten  wir  aus  (3),  wenn  /«y,  fy,  und  f^a  diese  Flächen- 
geschwindigkeiten in  den  Ebenen  xy^  yz  und  zxy  d.  h.  um  die  2-, 
X'  und  y-Äxe  bezeichnen: 


^2 


N 


ir^^ 


(5) 


^T-ir'^ 


§3.  Beziehang  auf  ein  bewegtes  Koordlnatenaxensystem.  Um 

die  Bewegung  der  Erde  um  ihren  Schwer- 
punkt zu  studieren,  führt  man  nun  anstatt 
der  festen  Axen  ein  zunächst  beliebig  leictg- 
tes  System  von  drei  zu  einander  rechtwinke- 
ligen Schweraxen  ein.  Die  Winkel,  welche 
letztere  mit  den  Axen  der  xyz  ein- 
schliefsen,  seien  bezw.  (vergl.  die  schema- 
tische Fig.  62): 


v?^ 


JHeJPig.  x£igt  ^Ue^ifsUweivJhlö 
dtr^Axerv  aaf  einer  Ku^etflaiehe' 
VU7U  dew  EjHlschwepfUutkt. 


Flg.  6S. 


und  die  Flächengeschwindigkeiten  um  diese 
Axen  bezw. 


fy9  9  t»x}  /«jr 


Digitized  by 


Google 


§  3.    Beziehung  auf  ein  bewegtes  Eoordinatenaxensystem. 


389 


Dann  hat  man  nach   einem  bekannten  Satze  der  analytischen  6eo 
metrie  über  die  Projektion  von  Flächen: 

fy  =  /y*  cos  A^  +  /i'a.  cos/i*,  +  Hy  cosv, 

f»m  =  fi»  cos  ^2  +  /;',  COSjtij  +  f^y  CO8V2 
fxy  =  fi»  COS  A3  +  /;'«,  COSjtij  -f-  f^y  COSVj,  . 

Insbesondere  folgt  aus  letzterer  Gleichung 


(1) 


dt 


-ir  '^^^^  +  -dT  <'°^'*3  +  -sf  *°^*'3 

—  /i^'  «^  ^3  -5/  -  /^»  sin  f*3  -fr  -  /^y  8^^  ^3  -5/ 


Denken  wir  uns  aber  zur  Zeit  i  die  festen  Äxen  mit  den  entsprechen- 
den bewegten  zusammenfallend,  so  ist 


^.=0         A,  =  f 

^3  =  Y 

f»!  =  Y       ftj  =  0 

/»s  =  Y 

n                      n    • 

«'.-Y       ''2  =  T 

«'3-0; 

es  wird  daher 

• 

<^4»          ^f'xy           .,      dX, 

dt    ~    dt          '"    dt 

und  ganz  ähnlich  für  fy,  und  /,«. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Winkelgeschwindigkeiten  des  bewegten 
Systems  um  die  festen  Axen  der  x,  y  und  z  zur  Zeit  /  bezw.  mit 

Pf  q  und  r> 

so  ist  augenscheinlich^  vergl.  Fig.  62  und  63: 


dt 


Man  erhält  hiermit 


djH 
dt 


—  P 


df. 


xy 


^~^'  —gfy.+pf:. 


dt  dt 

und  somit  aus  (5)  des  vorigen  Paragraphen: 


Flg.  63. 


(2) 


Bei  Anwendung  dieser  Gleichungen  ist  zu  beachten,  dafs  immer 
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die  augenblickliche  Lage  des  bewegten  Systems  als  festes  System  dient. 
Die  f  sind,  wie  aus  der  Aufstellung  der  (1)  hervorgeht,  so  zu  ver- 
stehen, als  wäre  das  bewegte  Axensystem  für  den  Augenblick  fest. 
Im  übrigen  bestehen  keine  Bedingungen ,  insbesondere  ist  die  Lage 
des  beweglichen  Systems  noch  ganz  willkürlich. 

§  4.  Drehbewegung  der  als  fester  Körper  betrachteten 
Erde  um  ihren  Schwerpunkt.  Wir  nehmen  jetzt  an,  da(s  die  Erde 
ein  fester  Körper  ist  oder  doch  wie  ein  solcher  rotiert,  und  wir 
denken  uns  ferner  das  bewegte  Axensystem  fest  mit  dem  Erdkörper 
verbunden.  Dann  sind  zur  Zeit  t  die  Gröfsen  /?,  q  und  r  nicht  nur 
die  Winkelgeschwindigkeiten,  mit  welchen  sich  das  bewegte  System 
gegen  das  feste  Axensystem  dreht,  sondern  auch  die  Winkel- 
geschwindigkeiten, mit  denen  sich  der  Körper  selbst  um  die  festen 
Axen  dreht. 

Dreht  sich  aber  der  Körper  im  Zeitintervall  di  um  die  a:-Axe 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  p,  so  ändern  sich  die  Koordinaten 
y  und  z,  wie  man  leicht  durch  Betrachtung  der  yz -Ebene  erkennt, 
um  bezw.  — pzdi  und  -{-pydt,  während  x  konstant  bleibt.  Er- 
mittelt man  in  dieser  Weise  die  partiellen  Koordinatenänderungen, 
welche  den  Drehungen  um  die  3  Axen  entsprechen,  so  wird  erhalten: 


(1) 


Bilden  wir  hiermit  nach  Mafsgabe  von  (4)  S.  388  §  2  den  Ausdruck 
für  2^x9  9  so  folgt 

2/xy  =  2/;^  =  r(x^  +  y'^y^pzx  —  qyz 
un*d 

2^  fzy  dm  =  r^  (x^  +  y^)  dm  -  p^ zxdm^  q^yzdm .  (2) 

Da  wir  es  jetzt  mit  einem  festen  Körper  zu  thun  haben,  würde  es 
angemessener  sein,  die  Summenzeichen  durch  Integrale  zu  ersetzen. 
Jedoch  behalten  wir  sie  der  Kürze  halber  bei,  da  ohnehin  demnächst 
neue  Symbole  auftreten* 

Verlegen  wir  nun  die  mit  dem  Körper  fest  verbundenen  Axen  in 
seine  3  Hauptaxen,  so  sind  die  Ausdrücke 

^  yz  dm  ,         ^  zx  dm  ,        ^  xy  dm  (3) 

gleich  null. '  Femer  werden  die  Ausdrücke 


dx 
dt 

= 

• 

+ 

qz 

— 

ry 

dt 

« 

— - 

pz 

• 

+ 

rx 

dz 
dt 

=: 

+ 

py 

— 

qx 
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^  (y*  +  z»)  dm==A 

^  (z^  +  x^)  dm'=-B  (4) 

2  (x^  +  y^)  dm^C 
die  drei  Hauptträgheitsmomente.     Aus  (2)  erhält  man  also 

und  entsprechend  wird 

2^fi.dm=pA\  (5) 

2^f;,dm^qB. 

Hiermit  gehen  die  (2)  des  vorigen  Paragraphen  über  in: 

A^  +  {C-B)qr^L  (6) 

B^  +  {A-C)rp  =  M. 

§  5.  Drehbewegung  mit  Yernachlässigung  der  äufseren 
Kräfte  und  für  A  =  B.  Die  äufseren  Kräfte^  von  denen  die 
Drehungsmomente  N ^  L  und  M  herrühren;  wollen  wir  zunächst  ver- 
nachlässigen. Wir  werden  weiterhin  erkennen,  da(s  dieser  Vorgang 
bereits  einen  guten  Einblick  giebt.  Wir  setzen  ferner  mit  Rück- 
sicht auf  das  Ergebnis  der  Pendelbeobachtungen  S.  74  zunächst 
A  =  B  und  erhalten  so  aus  dem  Gleichungssystem  (6)  des  vorigen 
Paragraphen  das  einfachere: 


(1) 


Die  erste  dieser  Gleichungen  zeigt,  dafs  r  von  der  Zeit  unab- 
hängig ist.  Nennen  wir  die  Winkelgeschwindigkeiten  p,  q  und  r 
zur  Zeit  /  =  null  bezw.  p^,  q^  und  r^,  so  ist  also 

r  =  ro.  (2) 

Setzen  wir  jetzt 

-^^ro  =  A,  (3) 

SO  gehen  die  2.  und  3.  Gleichung  (1)  über  in 
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dr 
^  dt 

=  0 

+(C- 

-A)qr  = 

'0 

dq. 
^   dt 

-{C- 

-A)pr^ 

=  0. 
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(4) 


4^  +  ^^ 


deren  Integral  nach  bekannten  Regeln  der  Lehre  von  den  Differential- 
gleichungen die  Form  hat 

«  =  a  cos  (Xi  +  u) 

^  =  ö  sin  {U  +  ^)  , 

für  a  und  fi  als  Konstanten,  die  vom  Anfangszustande  abhängen 
mittelst  der  Gleichungen 

Pa  =  a  cos  u 

^y  =  ö  sin  ^ .  ^    ^ 

(Auf  diese  Ausdrücke  (5)  kommt  man  u.  a.  dadurch,  dafs  man  die 
erste  der  (4)  differenziert,  mittelst  der  zweiten  (4)  dq  :  dt  eliminiert 
und  die  entstehende  Differentialgleichung  2.  Ordnung  für  p  integriert). 
Die  (5*)  geben  zwei  Wertsysteme  (ö,ft),  indem  das  Vorzeichen  von  a 
nicht  bestimmt  ist.  Beide  Systeme  führen  aber  mittelst  der  (5)  zu 
denselben  Werten  p  und  q,       ^ 

Um  die  erhaltenen  Integralausdrücke    zu   deuten,    erinnern  wir 
daran,  dafs  den  Drehbewegungen  p,  q  und  r  um  die  drei  Axen  immer 

eine  einzige  Bewegung  um  die  Momentanaxe 
substituiert  werden  kann ,  und  zwar  hat  man 
nach  einem  bekannten  Satze  über  die  Zer- 
legung einer  Drehbewegung  nach  den  drei 
Axen,  wenn  C3  die  Drehgeschwindigkeit  um 
die  Momentanaxe,  it,  b  und  t  ihre  Stellungs- 
winkel sind,  Fig.  64 : 

pcsocosa,        ^  =  cocosb,        r^iDcost. 

Fig.  64. 

•  Hierbei   ist   mit    Rücksicht   auf  die  voraus- 

gesetzte Gleichheit  der  kleineren  Trägheitsmomente  A  und  B  zu  be- 
merken, dafs  infolge  dessen  das  Trägheitsmoment  für  alle  zur  C-  Axe 
normalen  Schweraxen  denselben  Wert  hat  und  daher  für  die  beiden 
zur  (7- Axe  normalen  Axen  des  mit  der  Erde  fest  verbundenen  Eo- 
ordinatenaxensystems  nun  irgend  zwei  zur  (7-Axe  normale  Schwer- 
axen zu  nehmen  sind. 

Die  sphärischen  Relationen  der  Fig.  64  zeigen  aber,  dafs 

cosa  =  sin  t  cosx  ,         cosk  «»  sint  sin% 
ist,  womit 

r  ts  o  coBt 

p  as  o  sine  cosx  (6) 

q  =  a  sinr  siux 
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wird.     Hieraus  folgt  einerseits 

cd2  ^  r^  +  p2  -f-  (^  ; 

andererseits  ist/ nach  (2),  (5)  und  (5*) 

Mithin  ist  die  RoiaticmgeschwindigkeU  der  Erde  um  die  Momentandreh- 
axe  konstant,  nämlich  gleich 

c>  =  /V  +  Po'+"^.  (7) 

was  mit  den  Erfahrungen  im  wesentlichen  übereinstimmt. 

Die  1.  Gleichung  (6)  zeigt  jetzt,  dafs  auch  t  konstant  ist,  d.  h. 
die  Momentandrehaxe  beschreibt  um  die  Axe  des  gröfsien  Trägheits- 
moments einen  Kreiskegel  vom  halben  0/fnungswinkel  t,  wobei  zufolge 
der  Vergleichung  von  (5)  und  (6),  für  fi  das  Symbol  Xq  gesetzt ,  die 
Lage  des  sphärischen  Radius  t  auf  der  Kugel  xom  Radius  l  gegeben 
ist  durch 

X'-^i  +  Xo,  (8) 

die  Geschwindigkeit  der  Rotation  des  Radius  (  aber  durch 

die  Umlaufszeit  der  Momentanaxe  um  die  67- Axe  also  endlich  durch 

T  =  val.  abs.  ^  •  (10) 

Wenn  die  Momentandrehaxe,  welche  die  Lage  der  Himmelspole 
bestimmt,  sich  im  Erdkorper  verschiebt;  so  müssen  geogr. .  Breite, 
geogr.  Längendifferenzen  und  Azimute  veränderlich  sein  und  zwar 
im  vorliegenden  Falle  periodisch  veränderlich.  Man  hat  namentlich 
die  Beträge  der  Polhöhe  einzelner  Orte  studiert  und  dabei  überhaupt 
nur  Unterschiede  von  Zehntelsekunden  bemerkt,  die  zum  Teil  perio- 
dische Veränderungen  zu  sein  scheinen  und  vielleicht  von  der  Ro- 
tation der  Momentandrehaxe  im  Erdkorper  herrühren  können.  Die 
Dauer  T  der  Periode  aber  läfst  sich  zunächst  nur  aus  anderen  Er- 
scheinungen mit  Sicherheit  erkennen,  die  ebenfalls  wie  X  von 
{C  —  Ä)  :  A  abhängen.  Dieses  ist  insbesondere  die  sehr  merkbare 
Bewegimg  der  Momentanaxe  im  Räume  unter  der  Einwirkung  von 
Sonne  und  Mond,  wie  wir  weiterhin  noch  etwas  näher  ausführen 
werden.  Die  Lunisolarpraezession ,  ein  wesentlicher  Teil  der  er- 
wähnten Bewegung,  giebt 

-^^=A  =  0,003272, 
woraus  folgt  (11) 

-":"*  =0,003283. 
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Da  nun  erfahrungsmärsig  t  sehr  klein  sein  mafg,   so  kann  man 
nach  (6)  mit  grofser  Genauigkeit  Tq  =  o  setzen  und  erhalt  aus  (3) : 

C-A 


X  = 


o  =  0,003283  fo  . 


(12) 


Mittelst  (10)  wird  somit,  wenn  man  noch  beachtet,  dafs  der  Absolut- 
wert voD  2jr  :  d  die  Botationsdauer  der  Erde  um  ihre  Axe,  d.  h.  ein 
Sterntag  ist: 

2'  =  val.  abs.  -^  :  0,003283  =  304,6  Stemtage  .  (13) 

Da  aber  ein  tropisches  Jahr  (Zeit  des  scheinbaren  Sonnenumlaufe 
gegen  den  Frühlings-Tag-  und  Nachtgleichenpunkt)  366,242  Stemtage 
und  365,242  mittlere  Sonnentage  hat,  so  folgt  auch 

T  =  303,8  mittlere  Tage  .  (14) 

Andererseits  beschreibt  die  Momentanaxe  in  einem  Jahr.e  um  die  Haupt- 
axe  C  einen  Winkel  gleich  360«  .  366,242  :  304,6  d.  i. 

432,8» .  (15) 

§  6.  Die  Polhöhe  yon  Pulkowa  nach  G.  A.  F.  Peters.  Eine 
genaue  Untersuchung  über  die  Bewegung  der  Momentandrehaxe  der 
Erde  führte  zuerst  Pelers  1842—43  mittelst  einer  Reihe  von  279  Be- 
stimmungen des  Polarsterns  in  Zenithdistanz,  deren  jede  eine  Gleich- 
ung für  die  Polhohe  (geogr.  Breite)  des  Beobacbtungsortes  Pulkowa 
gab*).  In  folgender  Tabelle  (s.  nächste  Seite)  sind  die  Mittel- 
werte der  Beobachtungen  für  18  Zeitintervalle  behufs  Erlangung  einer 
Übersicht  zusammengestellt.  Fig.  65  giebt  dieselbe  graphisch.  In 
jedem  Intervall  war  die  Lage  des  Fernrohres  konstant. 


In  den  Ausdrücken  für  die  beobachtete  Polhöhe  bezieht  sich  Jtu  auf 
eine  Verbesserung  des  Ausdehnungskoefficienten  der  Luft,  für  welchen 
Peters  den  Ausdruck 


0,0046254  + 


326,4 


für  PÄ 


einführt,   jdw  wird  gleichzeitig  mit  der  Polhöhe,  der  Biegung  des  Fern- 
rohrs und  zwei  Eonstanten,  welche  die  Bewegung  der  Momentanaxe 

*)  „Besultate  aus  den  Beobachtungen  des  Polarsterns  am  J^eZ  sehen  Yerti- 
kalkreise  der  Pulkowaer  Sternwarte.*'  Bulletin  de  la  Glosse  physico-maithSm.  de 
VAe.  imp,  des  sc.  de  St.  Päersbourg  1844  t.  II  p.  305. 

Nach  Nyr4n  hat  auch  Bessel  einen  Versuch  gemacht,  durch  Beobachtung 
eines  Meridianzeichens  die  Lage  der  Rotationsaxe  zu  untersuchen. 
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JVifrd' 


(i^imenäutaaeff 


charakterisieren ,  aus  einer  Ausgleichung  ermittelt.  Als  normalen 
Wert  B  der  Polhöhe  wird  man  das  Komplement  des  Winkels  zwischen 
dem  Zenith  des  Beobachtungsortes  und  dem 
durch  die  Hauptaxe  C  markierten ,  festen 
nördlichen  Himmelspol  ansehen ,  während 
sich  die  Beobachtung  B'  auf  das  Komple- 
ment des  Winkels  zwischen  dem  Zenith  und 
dem  durch  die  Momentanaxe  markierten 
wirklichen  Pol  bezieht,  Fig.  66.  Da  die  ^^^ 
Erde  von  Norden  gesehen  entgegen  dem 
Uhrzeiger  rotiert,  führen  wir  anstatt  % 
die  mit  der  Zeit  wachsende  Variable  %  ^i^j 
indem  wir  für  % ,  Fig.  64,  setzen  --  %'. 

Man  hat  nach  der  Figur  mit  Rücksicht 
auf  den  geringen  Wert  von  C,  i  in  Jahren  gerechnet: 

B'^B-^tcoBX^B  +  t  cos(;co'  +  432,8<>  0 


Ose 


XenUJv  tfonTtdkowa . 
Fig.  66. 


Zeit  in 

CS 

Zeit 

Jahres- 

Beobachtete PolhChe 

1- 

69»  46' 

1^ 

bruch 

|8 

1 

1842  März  11/22 

1842,21 

59«46'18,766"-0,46^M' 

12 

18,771" 

2 

April  2/11 

27 

613  -0,40 

12 

617 

1 

April  11/Mai  1 

31 

824  -0,05 

17 

824 

2 

Mai  2/26 

37 

789  +0,76 

23 

781 

1 

Mai  27/Juni  13 

43 

686  +1,20 

25 

674 

2 

Jnni  14/JuU  9 

49 

678  +1,07 

24 

667 

1 

Juli  13/Aug.  9 

58 

723  +1,22 

26 

711 

2 

Aug.  10/18 

62 

687  +1,25 

14 

675 

1 

Aug.  19/Sept.  2 

64 

723  +1,16 

9 

711 

2 

Sept.  5/20 

71 

848  +0,72 

13 

841 

1 

Sept  21/Okt.  8 

75 

789  +0,39 

12 

785 

2 

Okt.  10/19 

79 

871  —0,02 

13 

871 

1 

Okt.  21/Dez.  7 

1842,85 

829  -0,26 

11 

832 

2 

Dez.l7/Febr.23 

1843,07 

689  -0,67 

17 

696 

1 

1843  M&rz  4/26 

21 

675  -0,85 

19 

684 

2 

März28/Apr.ll 

26 

671  -0,65 

10 

678 

1 

April  13/28 

31 

710  +0,02 

20 

710 

2 

April  28/30 

33 

615  +0,52 

3 

610 
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Indem  t  von  1842,0  ab  gezählt  wird^  findet  sich 
B    =590  46' 18,755"  ±0,011" 
t    =4-0,079"+    0,017" 
Xo'  «-  341,60     +  14,0« 
^m;  — -0,017    ±0,018 
ß 0,010"  ±0,009". 

ß  ist  die  Verbesserung  des  angenommenen  Näherungswertes  der  Bie- 
gung des  Fernrohrs  in  oberer  Kulmination;  die  Unsicherheiten  sind 
wahrscheinliche  Fehler.  Peters  fuhrt  bei  der  Ausgleichung  Gewichte 
mit  Rücksicht  auf  den  Luftzustand  ein ;  als  w.  F.  seiner  Gewichtsein- 
heit folgt  aus  den  279  Fehlergleichungen  ±  0,229",  und  da  durch- 
schnittlich das  Gewicht  einer  solchen  2,7  ist,  so  ist  der  w.  F.  einer 
Fehlergleichung  (Beobachtung)  gleich  ±0,14". 

In  unserer  Tabelle  sind  nur  die  Anzahlen  der  Beobachtungen 
aufgeschrieben,  da  die  Mittelwerte  einfache  Mittel  ohne  Rücksicht 
auf  Gewichte  sind.  Diese  Anzahlen  sind  aus  der  später  zu  erwähnen- 
den Schrift  von  Nyren  entnommen  (ihre  Summe  giebt  aus  nicht  auf- 
geklärtem Grunde  280  anstatt  279). 

Mit  Jw  ==-  —  0,017  folgt  der  Ausdehnungskoefficient  der  Luft 
für  l  Centigrad  gleich  0,003659  (für  PÄ  gleich  0,004573),  ein  Wert 
welcher  dem  Ausdehnungskoefficienten  0,003670  trockener  Luft  nach 
neueren  Untersuchungen  sehr  nahe  kommt.  Die  letzte  Rubrik  unserer 
Tabelle  ist  mit  ^/m;  =  —  0,01  berechnet,  welcher  Wert  zu  0.003676 
gehört  und  durch  Abrunduug  aus  dem  zu  0,003670  gehörenden  Wert 
entstanden  ist.  Bekanntlich  unterscheiden  sich  das  Brechungsver- 
mögen trockener  und  feuchter  Luft  bei  gleichem  Drucke  und 
gleicher  Temperatur  nur  sehr  wenig,  dagegen  ist  noch  nicht  ausge- 
macht, dafs  die  Änderung  des  Refraktionskoefficient^u  mit  der  Tem- 
peratur genau  nach  dem  Ausdehnungskoefficienten  der  Luft  erfolgt, 
wie  die  gebräuchliche  Theorie  lehrt.  Es  war  also  einerseits  von 
Peters  eine  nützliche  Vorsicht,  Jw  als  Unbekannte  einzuführen,  an- 
dererseits durften  wir  ^Wy  von  0,003670  ausgehend,  etwas  abrunden. 

Die  graphische  Darstellung,  Fig.  65,  zeigt  die  Werte  der  letzten 
Kolumne  und  die  Ausgleichungslinie  nach  Peters.  Der  Anblick  zeigt, 
dafs  trotz  des  geringen  w.  Fehlers  in  r  und  Xo'  die  Bestimmung 
dieser  Gröfsen  unsicher  ist  und  dafs,  wie  Peters  erwähnt,  recht  wohl 
ein  Einflufs  von  jährlicher  Periode  (wie  z.  B.  eine  Refraktionsanomalie) 
in  (  und  Xo  ^^^  Darstellung  gelangen  kann. 

§  7.  Die  Polhöhe  Ton  Palkowa  nach  NyrÄn.  Peters  sah 
selbst  ein,  dafs  seine  Beobachtungsreihe  trotz  der  grofsen  Schärfe 
der  Messungen  zu  kurz  sei,  um  andere  periodische  Einflüsse  von  der 
zehnmonatlichen  Periode  zu  trennen.    Er  setzte  deshalb  die  Beob- 
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achtungen  fort  und  erhielt  schlierslich  1842—44  im  ganzen  371  Be- 
obachtungen. 1863—70  beobachtete  Gylden  im  ganzen  236  mal, 
1871  —  73  Nyren  155  mal.  mit  demselben  Instrument.  Alle  diese 
Messungen  hat  Nyren  einer  äufserst  sorgfaltigen  Bearbeitung  unter- 
worfen.*) 

Er  rechnet  mit  der  jährlichen  Veränderung  428,9^  in  %  und 
findet  nut  Angabe  wahrscheinlicher  Fehler  aus  den  Messungen  von 
Peters  i 

t  —  0,101"  +  0,014"         xo  —    52,7«>  +    6,2«  für  1843,0  ; 
aus  den  Messungen  von  Gylden: 

t  =  0,125"  +  0,017"        Xo'  =  290,60  +    8,7  <>  für  1868,0  ; 
aus  seinen  eigenen  Messungen: 

t  =  0,058"  +  0,015"        Xo'  =    85,1«  +  19,3»  für  1868,0  . 

Die  Übereinstimmung  der  Xo  ^^^  ^^^^  ^^^^  möglichst  schlechte. 
Denn  fügt  man  zu  Xo'  für  1843,0  den  Betrag  25  mal  428,9  <>  hinzu, 
so  folgt  nach  den  Messungen  von  Peters: 

X^  =  335,2«  für  1868,0  . 

Nyren  bemerkt  nun,  dafs  eine  Vergröfserung  des  angewandten  Wertes 
der  jährlichen  Veränderung  von  x'  ®^^®  bessere  Übereinstimmung 
für  Xa  hervorbringt.     Mit  430,3  wird  bezw.  erhalten: 

Xo'=10,2%    293,6%    79,1«. 

Gelegentlich  seiner  Bestimmung  der  Nutationskonstante  aus  Be^ 
obachtungen  von  W,  Struve  am  Passageninstrument  im  ersten  Ver- 
tikal bat  Nyren  aber  erhalten: 

,  _  0 040"  +  0  010"    1^'  =  2*'^'  "*"  *2^'^'i  für  1868  0 
C  —  U,U4U    ±  U,U1U      1^^,  _  gg^^,  ^.^  ^3^  g,|  tür  18bö,ü . 

Nehmen  wir  an,  dafs  die  Änderungen  in  Xo  ^^^  einen  ander- 
weiten Zuwachs  in  der  jährlichen  Veränderung  von  x  gleich  1,4« 
dieselben  sind,  wie  bei  dem  ersten  Zuwachs,  was  allerdings  nicht 
ganz  richtig  ist,  so  werden  die  vier  Werte  von  Xo  reduziert  auf  1868,0: 


fflr 

Paers 

Gyldin 
290,6» 

Nyren 

Struve 

428,9» 

335,20 

85,1» 

24,0» 

430,3 

10,2 

293,6 

79.1 

63,4 

431,7 

45,2 

296,6 

73,1 

102,8 

433,1 

80,2 

299,6 

67,1 

142,2 

•)  „Die  Polhöhe  von  Pulkowa  von  Br,  M.  NyrM.''    (M^noirs  de  VAc.  imp. 
des  sc.  de  St  Petersbourg,  7.  ser.  1. 19  1«73  No.  10.) 
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Hiernach  scheint  der  Übereinstimmung  ein  Wert  der  jährlichen  Ver- 
änderung in  %  von  431  bis  432  am  günstigsten  zu  sein,  wenn  man 
von  dem  Wert  %^  absieht,  der  aus  Gylde'ns  Messungen  folgt*)  Diese 
sind  zur  Ableitung  von  t  und  Xq'  wenig  günstig,  da  sie  wesentlich 
auf  die  Monate  März  bis  Mai,  September  und  Oktober  fallen.  Das 
Auftreten  unerkannter  systematischer  Fehler  ist  auch  bei  dieser  Reihe 
ganz  besonders  auffallend,  da  weit  öfter  als  bei  den  anderen  beiden 
Reihen  benachbarte  Fehlergleichungen  übrigbleibende  Fehler  mit 
gleichen  Vorzeichen  haben.**)  Es  ist  hiemach  nicht  unmöglich,  da(s 
bei  Gyldem  Reihe  in  t  und  jjo'  vorherrschend  Einflüsse  anderer  Art 
zum  Ausdruck  gelangen,  trotz  des  geringen  wahrscheinlichen  Fehlers 
der  Resultate,  der  wie  bei  allen  drei  Reihen,  besonders  aber  bei  dieser, 
eben  wegen  des  systematischen  Charakters  der  übrig  bleibenden  Fehler 
ganz  und  gar  keinen  Genauigkeitsmafsstab  abgiebt. 

^yren  erwähnt,  dafs  eine  Kombination  aller  drei  Reihen  zu  einer 
gemeinsamen  Bestimmung  von  t  und  %^  unausführbar  ist  wegen  zu 

*)  Za  demselben  Resultat  fahren  die  Beobachtangen  dreier  Sterne  für  die 
Bestimmung  der  Nutationskonstante ,  die  Nyren  S.  38  anföhrt.  Xo'  wurde  für 
1850  etwa  gleich  2630  und  hiemach  für  1868  mit  431,60  j.  V.  gleich  100». 

**)  Eine  flüchtige  Übersicht  führte  uns  zu  Folgendem.    Es  kommen  Fehler 
mit  gleichen  Zeichen  hinter  einander  vor  bei 


Päers 


Gyld6n 


Nyrin 


4  X  +     6 

2  X  +    5 

1  X+    5 

2  X  —    5 

8  X—     6 

2  X  —    6 

3  X  —     6 

1  X+     6 

2X  +     "^ 

2  X+    8 

3  X  —    8 

1  X  —     8 

2  X  —    8 

1  X  —     9 

1  X  —  12 

1  X  -  10 

2  X  —  11 

bei  155 

bei  371 

1  X  -  12 

Beobachtungen 

Beobachtungen 

1  X  —  16 

1  X+  27 

bei  236 

Beobachtungen 

Sa.    90  Fehler 

Sa.  140  Fehler 

Sa.  49  Fehler 

oder  24%; 

oder  69Vo; 

oder  32%; 

Durchschnitt 

Durchschnitt 

Durchschnitt 

6,4 

9,3 

7,0 

In  dieser  Tabelle  bedeutet  z.  B.  in  der  eraten  Rubrik  4  X  +  5 :  es  kommen 
vor  viermal  fönf  positive  Fehler  hintereinander;  femer  der  Schlufs  der  ersten 
Rubrik:  24^0  aller  Fehler  treten  als  Gruppen  von  fünf  und  mehr  mit  gleichen 
Zeichen  auf;  die  durchschnittliche  Anzahl  der  Fehler  von  gleichem  Zeichen  ist  6,4 
(abgesehen  von  den  Gruppen  mit  weniger  als  fünf  Fehlem  von  gleichem  Zeichen). 
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ungenauer  Kenntnis  der  jährlichen  YeränderuDg  von  %.  In  der  That 
würde  auch  der  Versuch,  eine  Verbesserung  des  angenommenen 
Wertes  der  jährlichen  Veränderung  von  %  mit  unter  die  Unbekannten 
aufzunehmen,  nur  wenig  Erfolg  versprechen,  da  bereits  1^  Änderung 
dieser  Gröfse  in  30  Jahren  schon  30®  giebt,  und  dieser  Wert  kaum 
noch  als  kleine  Grofse,  deren  Quadrat  verschwindet,  angesehen  werden 
kann,  wie  es  die  Ausgleichungsrechnung  erfordert. 

Immerhin  kann  man  auch  die  jährliche  Veränderung  von  %  aus 
den  zu  einer  Reihe  kombinierten  drei  Reihen  bestimmen,  indem  man 
nämlich  etwa  für  die  jährliche  Veränderung  von  %  =  430,  431, 
432  u.  s.  f.  je  eine  Ausgleichung  ausfuhrt,  die  Quadratsumme  der 
übrigbleibenden  Fehler  für  jeden  Fall  ermittelt  und  durch  Interpo- 
lation denjenigen  Wert  von  %  bestimmt,  welcher  den  besten  An- 
schlufs  giebt. 

Eine  gründliche  Untersuchung  würde  indessen  vorher  zu  über- 
legen haben,  ob  nicht  t  und  %^  überhaupt  so  veränderlich  sind,  dafs 
eine  solche  Rechnung  ganz  wertlos  sein  mufs.*)  Wenn  allem  Ver- 
muten nach  meteorologische  Vorgänge  die  wesentlichste  Ursache 
von  Veränderungen  in  t  und  x^  sind,  so  dürfte  sich  zeigen,  dafs 
t  und  %^  hauptsächlich  pe];iodischen  Veränderungen  unterliegen, 
herrührend  von  den  periodischen  Veränderungen  der  meteorologischen 
Verhältnisse,  während  die  säkularen  Veränderungen  der  letzteren  ein- 
flufslos  bleiben.  Es  ist  dann  die  Frage,  ob  gegenüber  den  Schwan- 
kungen in  Xo'  ^och  von  einem  Mittelwert  für  diese  Grofse  die  Rede 
sein  kann. 

Einstweilen  scheint  es  uns  ganz  angemessen,  der  Veränderlich- 
keit von  t  und  x^  nicht  allzuviel  Bedeutung  beizulegen  und  nach 
Peters  und  Nyren  anzusetzen**): 

^  16 

j^'  =  70**    für  1868,0  und  den  Meridian  von  Pulkowa. 

Die  entsprechende  jährliche  Veränderung  431,5®  pafst  sehr  gut  zu 
dem  Wert  {C  —  Ä)  \  C  auf  S.  393  unter  (11)  und  giebt  denselben 
nur  zehn  Einheiten  der  sechsten  Decimalstelle  kleiner. 


*)  Wüliam  Thomson  hält  die  Resultate  NyrSm  in  der  That  für  solche,  welche 
die  Veränderlichkeit  von  t  und  xo  beweisen;  als  Ursache  genügen  ihm  ledig- 
lich meteorologische  Prozesse  (American  J,  of  Sc,  a.  Ä,  Bd.  12  1876,  S.  351). 
Wir  kommen  weiterhin  (§  16)  auf  Entwicklungen,  welche  gestatten,  Schätzungen 
dieser  Art  anzustellen. 

♦•)  Nach  OppoUer,  Bahnbestimmung  2.  Aufl.  S.  151,  hat  Downing  aus  der 
Diskussion  zehnjähriger  Green  wicher  Beobachtungen  (1868—77)  ähnliche  Resul- 
tate wie  Peters  und  Nyren  erhalten. 
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§  8.    Der  Einflnfs  einer  Ungleichheit  von  A  und  B.    Wir 

integriereD  jetzt  die  Gleichungen  (6)  S.  391  unter  Vernachlässigung 
äufserer  Kräfte  streng*): 


(i) 


^  dt 

-{.{B- 

■A)pq  =  0 

^  dt 

+  {C- 

B)qr  =  0 

^-dt 

-(C- 

A)pr  =  0. 

wobei 

wir 

ohne 

Einschränkung  der 

Allgemeinheit 

C>  B>  A 

annehmen  dürfen. 

Di£Perentialgleichungen  dieser  Form  kann  man  mittelst  der  ellip- 
tischen  Funktionen  herleiten.  Ist  nämlich  if  als  Funktion  von  u  de- 
finiert durch  die  Gleichung 

u=  /V.i^-_-,  (2) 

so  hat  man^  wenn 

y  f—  x2  sin-;^  =  ^  ^  (3) 

gesetzt  wird,  aus  (2): 

d«  1  (4) 


und  daher: 

du  J'tif  du  ^         y 

d  COB-^                 *     ,    dip  -     ,    ^  ,  /-N 

—du ^'^*  "5^ ^^"^^  ^*'  (^) 

~d^  «  cosV^  -^  =  cos^  dH>. 

Vergleicht  man  mit  (1),  so  leuchtet  die  Möglichkeit  ein,  dafs 
denselben  gentigt  wird  durch 

•)  Im  wesentlichen  bis  Gleichung  (14*)  nach  Kirchhoff  ^  Vorlesungen  über 
mathemat.  Physik,  Mechanik^  2.  Aufl.  1877  S.  64.  Es  mag  hierbei  Folgendes  be< 
merkt  werden: 

Schon  Euler  behandelte  die  Drehung  eines  besten  Körpers,  und  zwar  führte 
er  p,  q  und  r  ein  und  stellte  die  Gleichungen  (6)  S.  391  auf.  Für  den  FaU 
A^^B  weist  er  die  zehnmonatliche  Umdrehungsdauer  der  Momentanaxe  nach. 

Laplace  behandelt  die  Drehung  in  der  Mec,  cel.  1. 1,  1.  1,  p.  70-90. 

Poisson  behandelt  das  Problem  u.  a.  in  der  zweiten  Ausgabe  der  Traüi 
de  mic,  i  II  p.  194. 

Jacobi  führte  die  elliptischen  Funktionen  in  die  Behandlung  des  Problems 
ein.  Neuere  Arbeiten  sind  namentlich  von  «7*.  Somoff  in  den  Bulh  phys^-math. 
de  St.  Petersbourg  1856  Bd.  14  S.  153  und  E.  Matthieu  in  lAouvüles  Journal  1876, 
die  uns  aber  nicht  zur  Hand  waren. 
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p  =  a  cosij;         q  =  b  sinilf        r  ^^s:^  c  Ji^ ,  (6) 

b  und  c  noch  unbestimmte  Eonstanten  bezeichnen.  Aufser- 
dem  wird  man  du  gleich  einem  Vielfachen  von  di^  d.h.  du=>Xdt 
und  also 

ti  =  A/  +  ^  (7) 

setzen,  ^  eine  Konstante.     Hiermit  geben  die  (5)  das  System: 

cl    dt     '  ah 

J_  ^?.  O-     IL.     —  O 
al    dt   '^      bc      ~^ 

J      dq^__      pr      _  ^ 
bl    dt  ac      ~      ' 

welches  mit  (1)   zur  Übereinstimmung  gelangt,   wenn  man   abc  X  x^ 
mit  Rücksicht  auf  die  nachstehenden  Gleichungen  bestimmt: 


(8) 


Zwei  von  den  genannten  fünf  Eonstanten  bleiben  unbestimmt; 
dazu  tritt  noch  /k,  sodafs  die  Losung  drei  unbestimmte  Eonstanten 
enthält^  wodurch  sie  zur  allgemeinen  Lösung  wird.  Auch  diese  drei 
bestimmen  sich,  wenn  der  Anfangszustand  bekannt  ist.  Sind  zur 
Zeit  /  =  null  die  Werte  von  p,  q  und  r  bekannt  und  gleich  p^,  q^ 
und  Tq,  so  wird  aus  den  (6)  mit  Rücksicht  auf  (2)  und  (7): 

p^=z  a  cos  am  ft        ^q  =  ^  sin  am  ^        r^  ^^  c  zt  SLin  fi ,       (9) 

wenn  allgemein  iff  die  Amplitude  von  u  genannt  wird. 

Verbindet  man  die  (8)  paarweise  durch  Multiplikation,  so  folgt: 


a»  BC 

1^1^  _  {B  -  A)  (C  -^  B) 
■  ft«     ~"  AC 

p {C  —  A)(C-B) 

c«  AB 


(10) 


Aus  den  (9)  aber  folgt  durch  Elimination  von  am  ft: 

-^f-  +   p    —  ^  -^  +  — 58  -  =  A  .  (11) 

Bestimmt  man  aus  den  beiden  ersten  (10)  ä^ :  V^  und  aus  den  beiden 
letzten  (10)  &^ :  c^  und  eliminiert  damit  b^  aus  der  ersten  und  zweiten 
Gleichung  (11);  so  folgt  zur  Bestimmung  von  a^  und  c^i 

Helmert,  mathem.  a.  phygikal.  Theorieen  der  höh.  Geodägie.  II.  26 
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2  _      2    ,     B  -A    B       2  ^^^^ 


und 

zur 

Bestimmung 

von  b^, 

A«  und 

2    G 

«2 
-  B 

aus 

A 
B 

den 

(10): 

A2  =  c' 

,    (C- 

A){G  — 
AB~ 

B) 

x2  = 

a«    B 
c«     C- 

-A 
-  B 

A 
C 

' 

(13) 


Mittelst  dieser  Gleichungen  (12)  und  (13)  und  einer  der  (9)  ist 
das  System  der  Eonstanten  abc  k  (i  x^  aus  den  Trägheitsmomenten 
und  dem  Anfangszustande  abgeleitet.  Es  ist  indes  noch  zu  bemerken, 
dafs  die  (12)  und  (13)  die  Vorzeichen  von  a^bjC  und  A  unbestimmt 
lassen;  jedoch  bestimmen  die  (8)  und  (9)  die  Vorzeichen  zum  Teil. 
Da  z/  am  ^  positiv  ist,  so  hat  nach  der  dritten  Gleichung  (9)  c  dasselbe 
Vorzeichen  wie  r^ ;  jede  der  Gleichungen  (8)  verlangt  ferner,  dals  das 
Produkt  kabc  positiv  sei.  Für  zwei  der  drei  Grofsen  lab  ist  somit  das 
Vorzeichen  beliebig.  Die  verschiedenen  Annahmen  führen  jedoch 
mittelst  der  (6)  und  (7)  zu  denselben  Werten  von  p^  q  und  r,  wie 
man  erkennt;  wenn  man  noch  die  Bestimmuug  von  am  ft  aus  den 
ersten  beiden  Gleichungen  (9)  in  betracht  zieht.  Es  ist  nicht  notig, 
dieses  hier  weiter  auszuführen. 

Wie  bemerkt,  bestimmen  sich  p,  q  und  r  mittelst  der  (6)  und 
(7),  wobei  noch  (2)  und  (3)  zu  beachten  sind.  Mit  Einführung  der 
Bezeichnung  ^  =  amt/  in  die  (6)  ergiebt  sich  zur  Ermittlung  von 
p,  q  und  r  das  Gleichungssystem: 

p  s=  a  cos  am  u 

^  =  *  sin  am  tt  (14) 

r  =  c  ^  am  w 
u  =  Xt  +  (if  (14*) 

worin  die  drei  Faktoren  von  a,  b  und  c  als  elliptische  Funktionen 
bezeichnet  werden. 

Zur  Bestimmung  der  Lage  der  Momentanaxe  und  der  augenblick- 
lichen Drehgeschwindigkeit  ist  wie  in  §  ö  S.  392  zu  setzen: 

p  =  (0  sint  cos  3^ 

q  =  a  sint  sin%  (15) 

r  «=  CD  cosr  . 
Hieraus  und  aus  den  (14)  folgt  0^=^  a^  cos^sun  U'{-b'^  siD^SLmu-^c'^jd^  &mu 
oi^r  cd2  =  a«  +  c^  —  («^  —  b^  +  c^  x«)  sin^  am  u  ;  (16) 
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da  u  aber  von  der  Zeit  abhängt,  so  ist  c?  jetzt  veränderlich  —  nicht 
mehr  konstant  wie  für  A^=  B. 

Betrachten  wir  nun  ferner  die  (14),  so  ist  klar^  dafs  ein  Wachs- 
tum' von  am  u  um  27C  wieder  dieselben  Werte  p,  q  und  r,  und  also 
nach  (16)  und  (15)  dieselbe  Lage  der  Momentanaxe  ergiebt.  Wächst 
dagegen  am  u  nur  um  nr,  so  wechseln  p  und  q  ihr  Vorzeichen  und 
die  Lage  der  Momentanaxe  wird  bezüglich  der  Axe  C  die  entgegen- 
gesetzte. Hieraus  erhellt,  dafs  die  Momentanaxe  um  letztere  eine  ge- 
schlossene Eegelfläche  beschreibt.  Die  Umlaufszeit  ergiebt  sich  aus 
der  Betrachtung  von  ^  nach  der  Definition  durch  Ausdruck  (2). 

Geht  nämlich  am  t/  =>  ^  von  ^,  in  ^j  ^^^  ^i  +  ^jr  über,  so  wird 


2ä  2*4- Vi 


'in  'in 

0  a^ 


Im  zweiten  Teil  rechter  Hand  setzen  wir  ^  =  2ä  +  ^';  dadurch  geht 
er  in 


über;  das  ist  aber  «, .     Für  den  ersten  Teil  beachten  wir,   dafs  der- 
selbe viermal  so  gro(s  ist  als 


2 


'j:.  (") 


da  das  Integral  von  ^^  :  ^^  augenscheinlich  für  alle  vier  Quadranten 
denselben  Wert  erhält.     Damit  wird 

Setzen   wir  nun   die  Änderung  der   Zeit  t  von   /|   bis  /j   absolut 
genommen  gleich  T,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  (7)  die  Umlaufszeit 

r  =  val.  abs. -^^^  .  (18) 

Man  erkennt,  dafs  sie  für  alle  Umläufe  denselben  Wert  behält. 

Aus  den  beiden  ersten  (15)  sowie  aus  (14)  folgt  ferner  mit  Rück- 
sicht auf  (16): 

'   2f g'  —  (o*  ~  &')  sin*  am  u ^-qv 

®*°  ^  ""    a«  +  c«  —  (a«  -  !>«  +  c«x*)  sin*  am  u    '  ^^) 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Differentiation 

,    .    2j. c'  (6*  —  o*  4-  «'>t»)  d  sin*  am  u 

asm  r  —  -|-^,  +  c*  _  (a«  -ft*  +  c«x«)Bin«am«]«"  * 


26 
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Da  V^  >  a^  ist,  wie  die  erste  Gleichung  (13)  zeigt,  so  ändern  sich 
hiernach  sin^c  und  sin^am  ti  in  demselben  Sinne:  Ihre  Maxima  und 
Minima  fallen  zusammen. 

Das  Maximum  von  sin'c  fallt  auf  am  ti  =-—  bezw.  -^u.>j.  f., 

und  zwar  ist 

,  G-A    A 

.„2^       _        _^ 1  "*    C^B_   B_  ,^. 

c  -i-a  -         ^^ 

Das  Minimum  fallt  auf  am  f/ »»  null  bezw.  n  u.  s.  f.,  und  zwar  ist 


a' 


siu^Cmfa"  ^,^^,   '  (21) 

Hieraus  folgt  noch 

Die  Maxima  und  Minima  von  sin^c  teilen  die  Dmlaufszeit  T  in 
vier  gleiche  Teile,  denn  wenn  am  t/  :=  ^  von  null  aus  um  -  wächst, 
SO  wächst  u  um  K  und  t  absolut  genommen  um  Ä^ :  A,  d.  i.— ,  u.  s.  f. 

§  9.  Fortsetzung:  B  --  A  sehr  klein.   Für  die  Erde  ist  ^fz:^ 

jedenfalls  ein  kleiner  Bruch,  etwa  von  derselben  Ordnung  wie  Vioo- 
In  diesem  Falle  ist  nach  (22)  des  vorigen  Paragraphen  angenähert: 

.  2^^  .  2^  a«        B  —  A         .  2^  B  —  A 

^m^tmax  —  8in'r^,-„  =  -^^-:^t-   Q__^  =  sin^r-^,  - ^ 

und  hieraus: 

sin  tmax  —  sinu.«  =  y  sin  f  (jZ:^  >  (1) 

wenn  sint  rechter  Hand  irgend  einen  mittleren  Wert  von  sine  be- 
zeichnet. Die  Schwankungen  in  t  sind  somit  auch  sehr  klein  und 
bei  der  Erde  ganz  unmerkbar. 

Auch  o  ist  für  die  Erde  als  konstant  anzusehen.  Denn  es  wird 
nach  (16),  sowie  mit  Rücksicht  auf  (12)  und  (13)  des  vorigen  Para- 
graphen : 

«^  =  V  +  .0'  +  V  +  fc-j-  •  ^^^if---^  (*o'  -  .^) 

und  somit  angenähert,  wenn  ^  <=  cd  sine  sin^  und  ^^  «=  o  sinC  sin^o 
gesetzt  wird: 
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Für  t  =  1 "  schwankt  die  Abweichung  des  Wertes  der  grofsen  Par- 
enthese gegen  die  Einheit  nur  um  rund 

:^^  :  8  000  000  000  000  000  . 

§  10.  Der  Satz  Ton  der  unTeränderlichen  Ebene.  Wenn 
wir  von  äufseren  Kräften  absehen,  so  gilt  für  die  Bewegung  der 
Teile  der  Erde  um  ihren  Schwerpunkt  —  auch  wenn  die  Erde  kein 
fester  Körper  ist  —  der  Satz  von  der  unveränderlichen  Ebene.  Diesen 
Satz  wollen  wir  hier  ableiten. 

Bezogen  auf  das  System  der  festen  Eoordinatenaxen  der  x,  y 
und  z  ist  nach  (5)  S.  388: 


22'>'"-0 

• 

woraus  durch 
bezeichnen: 

lütegrati 

on  folgt,  wenn   P,  Q  und  R  drei  Konstanten 

2  ^fy.  dm  =  P                                        (2) 

2  2/"«  <i"t  =  0- 

R,  P  und  Q  kann 
gestalt,  dafs 

man 

als  Projektionen  einer  Gröfse  £  ansehen,  der- 
R  =  K  cosc' 

P=Kcosti                                           (3) 

und  also 

Q  =  K  cosjj' 
/>J  4-  pj  +  R1  =  ip 

ist.  Die  Winkel  a',  b'  und  c'  legen  als  Stellungswinkel  eine  Ebene  durch 
den  Schwerpunkt  von  konstanter  Lage  fest,  die  wir  sogleich  die  unver- 
änderliche nennen  wollen  und  die  sich,  wie  wir  sehen  werden^  auch 
ohne  Bezug  auf  ein  festes  Koordinatenaxensystem  charakterisieren  läfst. 
Wir  erinnern  nun  daran,  dafs  /i^,  /"y,  und  /Vx  die  Plächenge- 
schwindigkeiten  der  Projektionen  des  Radiusvektors  eines  Teilchens 
dm  bezw.  in  der  Ebene  xy^  yz  und  zx  sind.  Bezeichnet  man  mit  f 
die  wirkliche  Flächengeschwindigkeit  des  (vom  Erdschwerpunkt  aus- 
gehenden) Radiusvektors  und  sind  die  Stell ungswinkel  des  Flächen- 
elementes fdt  bezw.  zur  x-^  y-  und  z-Axe  w,  v  und  t^,  so  hat  mau 

fxy  =^  f  COSW  fyt  =  /'COSW  f^sszf  COSV  . 
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Projiziert  man  nun  f  auf  eine  andere  Ebene  mit  den  Stellungs- 
winkeln a,  b  und  c^  so  ist  die  Projektion  gleich  /'cosn,  wenn  n  der 
Neigungswinkel  von  fdt  gegen  die  Ebene  (abc)  ist.    Nim  ist  aber 

cosn  BS  cosa  cos«  +  cosb  cost;  -)-  cosc  cost^  , 

folglich  wird 

/ cosn  =  /*y,  cosa  +  A*  ^^^^  +  /«y  c<>8c 
und 

2  ^^  /" cosn  r?»i  =  P  cos«  +  (>  cos*  +  B  cosc  , 

oder  mit  Bücksicht  auf  die  (3): 

2  ^  /cosn  dm  =  £  (cosa  cosa'  +  cosZ^  cosb'  +  cosc  cosO  . 

Der  Ausdruck  rechter  Hand  ist  ein  Maximum  für  den  Fall,  dafs 
die  Ebene  {abc)  in  die  unveränderliche  Ebene  fallt  oder  mit  ihr.  par- 
allel ist.    Alsdann  wird 

2^fcosndm  =  ^.  (4) 

Die  unveränderliche  Ebene  ist  also  dadurch  charakterisiert^  da(s  für 
sie  die  Summe  der  Projektionen  der  auf  gleich  grofse  Massenteilchen 
bezogenen  Flächengesch  windigkeiten  /  der  Radienvektoren  ein  kon- 
stantes Maximum  ist  —  oder  anders  ausgedrückt: 

Es  hat  die  Ebene  der  konstanten  grofsten  Projektionssumme  der 
Flächengeschwindigkeiten  eine  konstante  Lage  im  Räume. 

K  ist  eine  von  der  Wahl  des  Koordinatensystems  unabhängige, 
dem  Massensystem  eigentümliche  Eonstante. 

§  11.  Die  Bewegung  der  Momentanaxe  im  Baume^  abge- 
sehen von  äufseren  Kräften«  Nehmen  wir  zur  Zeit  t  als  Axen 
der  X,  y  und  z  die  Hauptaxen  A^  B  und  C^  so  ist   wie  S.  391  (5): 

2  ^  /'rydm  =  ß  =  rC 

2^fy,dm=P=pA  (1) 

2^Udm=Q^qB. 

Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  (3)  des  vorigen  Paragraphen 
sofort  für  die  Neigungswinkel  a',  V  und  t  der  Normale  der  unver- 
änderlichen Ebene  zu  den  drei  Hauptaxen  A^  B  und  C\ 

,         pA  ./         qB  .         rC 

cosÄ  =  -j^       cosb  =  -V-     cosr  =  -«r- 

K  K  K  ^2^ 
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Dafs  K  konstant  ist,  wissen  wir  aas  dem  vorigen  Paragraphen ;  man 
erkennt  es  aber  auch  leicht  aus  dem  System  (1)  S.  400;  indem  man 
dessen  Gleichungen  bezw.  mit  r,  p  und  q  multipliziert,  addiert  und 
integriert. 

Nach  S.  392  (6)  haben  wir  für  die  gleichzeitigen  Stellungswinkel 
der  Momentanaxe 

cosa  =  ^-      cosb  =  -^       cost  =  —  (3) 

CO  OD  (D  ^    ^ 

©2  ==»  p2  ^  ^2  ^  y.2  ^ 

Mithin  ist  der  Neigungswinkel  it  der  Momentanaxe  gegen  die  Nor- 
male der  unveränderlichen  Ebene  zufolge  der  Gleichung 

cosn  =  cosÄ  cosä'  +  cosb  cosb'  +  cosc  cosc* 

gegeben  durch  die  Relation 

cosn  =  ^    ^\^^  —  •  (4) 

Da  p  und  q  gegen  r  sehr  klein   sind,  so  bemerkt  man   leicht, 
dafs  cosn  sehr  nahe  gleich  1  ist.     Wir  berechnen  daher 


-ff»«« 
und  finden 

r'p«  (C  ~  A)^  +  r«g«  (C  -  ig)'  +pV  iß  ^  ^)« 
(JP*  +  2'  +  »•*)  (i?*^*  +  2*-B'  +  r«6'«) 

Mit  Bücksicht  auf  den  geringen  Betrag  von  p  und  q  gegen  r^  sowie 
von  B  —  A  gegen  C  —  A  können  wir  in  grofser  Annäherung  dafür 
setzen 

™.,_£±i(«-A)', 

oder  unter  Beachtung  von  (6)  S.  392,  wonach  p^  -\'  q^  ^=  w^  sin^t  ist: 

G—  A 
smn  ^=  smt  — ^ —  . 

Nach  S.  393  und  399  ist  also  zufolge  der  Beobachtungen  ange- 
nähert 

n  =  0,003272  X  7,5"  =  0,0002". 

Um  uns  eine  genaue  Vorstellung  von  der  gegenseitigen  Lage  der 
Hauptaxe  6',  der  Momentanaxe  M  und  der  Normale  N  der  unverän- 
derlichen Ebene  zu  machen,  denken  wir  uns  um  den  Erdschwerpunkt 
eine  Kugelfläche  vom  Radius  ]  gelegt.  Die  Koordinaten  x  und  y  des 
positiven  Poles  M  der  Momentanaxe  sind  alsdann  bezw.: 

J  _  V»    £%r\Q  It y 

Ol 


^  cosn  =  -  -       w  =  cosb  =  -  - ; 
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diejenigen  des  positiyeii  Poles  N  der  Normale  der  unyeranderlichen 
Ebene  sind: 

I'  =  cos«'  =  -^         V  -  cosk'  =  -^  . 

Hierausfolgt  5  =  1'^      ^"^Ä' 

i'   und  1}'  sind  also  wesentlich  konstante  Bruchteile  von  £  und  ij. 

Nehmen  wir  insbesondere  A^=^  B^  so  wird  genau  S  :  6'  =  i?  :  i?',  d.  h. 

Cy  N  und  if  liegen  stets  auf  einem  gröfsten  Kreis. 

Die  Situation   der  drei  Pole  ist  nun,  wenn  wir  sie  im  Norden 

annehmen,  die  der  Figur  67,  nur  ist  M  daselbst  irrtümlich  linker  Hand 
von  N  anstatt  rechter  Hand  von  N  eingetragen. 
N  liegt  absolut  fest,  M  und  C  rotieren  in  gleichen 
Zeiten  einmal  entgegengesetzt  der  Richtung  des 
Uhrzeigers  um  N  herum.    Dabei  ist 

CN=^/,^'     und    NM=y,,^'\ 

Übrigens  ist  der  letztere  Betrag  ganz  und 
gar  unmerklich.   Abgesehen  von  äufseren  Kräften 
^**  ^^  hat  daher  die  Rotationsaxe  des  festen  Erdkorpers 

eine  als  unveränderlich  zu  betrachtende  Bichtimg  im  Räume;  nur  im 
Erdkörper  verschiebt  sie  sich  um  kleine,  jedoch  auch  nicht  sehr  merk- 
liche Beträge. 

§  12.  Orundgleichungen  fQr  die  Drehbewegung  des  nicht 
festen  Erdkörpers.*)  Zur  Entwicklung  dieser  Gleichungen  können 
wir  von  den  Gleichungen  (2)  S.  389  ausgehen.  In  diesen  Gleichungen 
ist  Bezug  genommen  auf  ein  bewegliches  Koordiuatenaxensystem,  das 
gegen  seine  augenblickliche  Lage  mit  den  Winkelgeschwindigkeiten 
p,  q  und  r  bezw.  um  die  a:-,  y-  und  z-Axe  gedreht  wird.  Denken 
wir  uns  nun  zunächst  wie  in  §  4  S.  390  die  Erde  als  festen  Korper 
und  das  bewegte  Axensystem  fest  damit  verbunden,  so  gelten  die  (1) 
S.  390.  Zu  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  treten  aber  noch 
Glieder,  wenn  wir  jetzt  annehmen,  dafs  die  Teile  der  Erde  sich  gegen 
das  bewegte  System  verschieben.    Es  wird  nämlich  zur  Zeit  ii 

*)  Die  Entwicklungen  der  Paragraphen  12 — 16  sind  erfolgt  mit  Benutzung 
der  Abhandlungen: 

Gylden,  Recherches  sur  la  BotcUton  de  la  Terre\  pr^sentä  ä  la  Soci- 
ätö  Royale  des  Sciences  d'Upsal.  1871.  [Ref.  in  der  Viertel] ahrBschrift 
der  Astronom.  Gesellschaft  1874  IX  S.  199.] 

G.  H.  Darwin^  On  the  Influence  of  Geölogicäl  Changes  Of%  ihe  JSaHh's 
Axis  of  Motation  [Phil.  Tra/nmct.  1877  Bd.  167  I;  Auszug  im  Ameri&m 
Journal  of  Science  and  Arts  1877  Bd.  13  S.  444;  Ref.  in  der  Viertel- 
jahrsschrift der  Astronom.  Gesellschaft  1878  XIII  309.]  Dieser  Abhand- 
lung folgt  ein  Anhang  von  Will  Thomson,  dessen  Methode  in  §  14  be- 
nutzt ist. 
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.       -^qz  —  ry 

—  pz      .      -i-rx  (1) 

•^py  —  qx        '       , 

wobei  wir  also  annehmen,  dafs  zur  Zeit  /  die  Erde  sich  mit  dem  be- 
wegten System  gegen  dessen  augenblickliche  Lage  mit  den  Winkel- 
geschwindigkeiten p,  q  und  r  verschiebt  und  die  Teile  der  Erde  aufser 
dieser  Drehbewegung  im  Zeitintervall  di  noch  gegen  das  bewegte 
Eoordinatenaxensystem  die  Verschiebungen  dx^ ,  dy^  und  dz^  erleiden. 
Wie  man  sieht,  bleiben  p,  q  und  r  jetzt  noch  ganz  willkürlich,  denn 
sie  bezeichnen  vorläufig  nur  einen  nicht  näher  definierten  Teil  der  Be- 
wegung der  Erdteile  gegen  das  feste  Eoordinatenaxensystem,  der  zur 
Zeit  t  stattfindenden  Lage  des  willkürlich  nach  Mafsgabe  von  p,  q,  r 
bewegten  Axensystems. 

Mittelst  der  (1)  folgt  jetzt  aus  (4)  S.  388: 

2r^  =  2f^^r{x^+y^)-pzx^qyz  +  [x^^f^^y^^l)^ 
Es  wird  daher 
2  ^  fl,ydm=^r  ^  {x^+y'^)dm  —  p^  zx  dm  —  g^  yz  dm 

oder 

2^r^dm  =  rC,-pB'^qÄ  +  H^,  (2) 

wenn  gesetzt  wird: 

^  (x^  +  y')  dm  «  C, 

y,  zx  dm  =  B' 

X,  yz  dm  =  A 

Ebenso  erhalten  wir 

2  2/*^'  ^^  =i^^i  -qC-rff  ±B,  ,  (4) 

wenn  ferner  gesetzt  wird: 

2  (y*  +  ^')  dm  =.  A, 

^xydm^  C  (5) 


(3) 


2{''It-^'/t)''"-^^r, 
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endlich  2  ^  f„  dm  •=  qBi  —  r^  —  pC  +  J/j  ,  (6) 

wenn  noch  gesetzt  wird: 


>!  (z»  +  j;»)  dm  =  5, 


(7) 


Hiennit  nehmen  die  Gleichungen  (2)  S.  389   folgende  Form  an 
d(rCt-pff-qA'+H,)  +  P9  (^1  —  A)  +  (?'  — P*)  C 


dt 


-prA'  +  qrB'-gH.+pä, 


} 


djpÄ^-qCr-rB'+H,)   +  ^'^  (^i  ~  ^l)  +  ('''  —  ^')  ^)        ^    .g^ 

dt  ^rgC  +  pq^^pff,+  rB,]^ 

Bei  der  Anwendung  dieser  Gleichungen  ist  man  verschieden  vorge- 
gangen. Man  hat  das  bewegte  Eoordinatenaxensystem  so  angenommen 
(Gylden)^  dafs  es  eine  mittlere  Bewegung  aller  Körperteile  hat^  indem 
man  die  H  null  setzte-,  man  hat  es  auch  so  angenommen  (G.  H,  Darwin)^ 
dafs  es  mit  den  veränderlichen  Hauptaxen  zusammenfallt.  Beide 
Methoden  geben  eine  Vereinfachung  der  (8)  und  führen  zum  Ziele, 
solange  nur  die  Bewegung  der  Erdteile  nicht  von  der  Rotation  selbst 
abhängig  vorausgesetzt  wird.  Auf  letzteren  Fall  gehen  wir  hier 
nicht  ein.*) 

§  13.  Fortsetzung:  Modifikation  der  Gleichungen.  Wir 
nehmen  die  veränderlichen  Hauptaxen  ABC  als  bewegtes  Eoordinaten- 
axensystem; aufserdem  aber  zur  Zeit  t  dieselben  Axen  als  festes 
System  xyz^  sodafs  in  den  Gleichungen  (2)  S,  389,  von  denen  wir 
wieder    ausgehen,  Pjq,r  die  Winkelgeschwindigkeiten    bezeichnen, 

•)  Nach  Gylden,  Astronotn.  Nachrichten  1878  Bd.  93  Nr.  2226  S.  278.  sind 
die  Gleichungen  (8)  von  lAouville  in  seinem  Journal,  s^r.  II  t.  III,  aufgestellt; 
indessen  war  uns  diese  Zeitschrift  nicht  zur  Hand.  Gyldin  knüpft  an  diese 
Gleichungen  eine  interessante  Untersuchung  über  die  Bewegung  der  Momentan- 
axe  in  dem  Erdkörper,  wobei  derselbe  als  aus  einem  festen  Teile,  dem  Kern, 
und  einem  beweglichen,  der  Masse  des  Weltmeeres,  zusammengesetzt  gedacht 
und  Rücksicht  darauf  genommen  wird,  dafs  die  Oberfläche  des  Weltmeeres  durch 
die  Rotation  beeinflufst  ist.  Für  diese  Untersuchung  ist  es  deshalb  nötig,  das 
Koordinatenaxensystem  mit  dem  Erdkern  fest  zu  verbinden,  denn  jedes  der  beiden 
oben  erwähnten  Systeme  ist  in  diesem  Falle  in  Bezug  auf  seine  Lage  zum  Erd- 
kern unbekannt  und  erst  aus  der  Bewegung  herzuleiten.  Die  Untersuchung 
hat  aber  nur  ein  Interesse  für  die  Entwicklungsgeschichte  des  Erdkörpers;  gegen- 
wärtig ist  die  Stabilität  der  Momentanaxe  im  Erdkörper  wegen  des  erfahrungs- 
mäfsig  starken  Überwiegens  des  Trägheitsmomentes  C  über  A  und  B  eine  so 
grofse,  dafs  die  Verschiebung  des  Meeres  nicht  in  betracht  kommt. 
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mit  welchen  zur  Zeit  /  das  System  der  Hauptaxen  sich  um  sich  selbst 
yerdreht.  Die  Bewegung  der  Erde  aber  beziehen  wir  nunmehr  nicht 
wie  im  vorigen  Paragraphen  auf  dasselbe  bewegte  Axensjstem,  son- 
dern auf  ein  anderes.  Wir  nehmen  nämlich  an,  dals  in  dem  Zeit- 
in tervall  t  bis  t  -}-  dt  die  Erde  sich  im  allgemeinen  mit  den  Winkel- 
geschwindigkeiten p  —  a,  q  —  ß,  r  —  y  gegen  die  festen  Axen  ver- 
drehe und  ein  einzelner  Punkt  (xyz)  gegen  drei  rechtwinkelige  Axen, 
die  zur  Zeit  t  mit  den  festen  Axen  zusammenfallen^  aber  im  Intervall 
di  die  allgemeine  Drehung  mitmachen,  aufserdem  um  ^Xj,  dy^  und 
dz^  sich  verschiebe.  Dann  wird  nach  Analogie  von  (1)  des  vorigen 
Paragraphen: 

-3f=^-(p-«)^        •       H-c-y)^       (1) 

und  hieraus  äbulich  wie  im  Beginn  des  vorigen  Paragraphen: 
2  2  U  dm^{r-r)^  (a.»  +  f)  dm 

—  iP  —  «)2  ^^  dm  —  (q-  /J)2  y^  <'"» 

Da   wir   nun    zur  Zeit  /  als  festes  Koordinatenaxensystem  der 
X,  fj  und  z  die  Hauptaxen  nehmen,  verschwinden  die  Summen 

^  zx  dm       ^  yz  dm        ^  xy  dm  ;  (2) 

aufserdem  können  wir  ohne  Zweifel  die  drei  Grölsen  {p  —  a),  {q  —  /3), 
(r  —  y)  so  gewählt  denken,  dafs  sie  die  mittlere  Drehbewegung  des 
veränderlichen  Erdkörpers  vorstellen  und  somit  auch  die  Summen 


'('i 


X  -TT-)  am 


verschwinden.*)     Bezeichnen  wir  alsdana  die  veränderlichen  Haupt- 
tragheitsmome  n  te 


*)  Dafs  diese  Bestimmung  möglich  ist,  gebt  aus  den  weiterhin  folgenden 
(5)  hervor.  Denkt  man  sich  die  Bewegung  der  Erdteile  gegen  die  festen  Axen 
bekannt,  so  sind  darin  nur  die  drei  Gröfsen  ai|,  cos,  od,  unbekannt  und  diese 
lassen  sich  jedenfalls  bestimmen. 


Digitized  by 


Google 


412  5-  Kapitel.    Zeitliche  Änderungen  der  Niveauflächen. 

2  («*  +  y*)  ^m  mit  CD 

2'  (y*  +  ^*)  <^'»  ™'*  ^  (^) 

2  (^*  +  ^')  <^»»  mit  tf  , 
90  wird  mit  KQcksicht  aufs  Vorige  und  nach  Analogie 

'^^  f'x,äm  =  {r  —  y)  d  =  «5  a 

2  2  ^"  '^'^  =  (p  -  «)  ;3C  =  «,3l  (5) 

2  2r«  d»»  =  («-  -  ^)  Ä  =  «j«  , 

wenn  zur  Abkürzung  r  —  y>p  —  «,  ^  —  ^  mit  Oj,  a», ,  «j  bezeich- 
net werden. 

Die  Gleichungen  (2)  S.  389  geben  nunmehr  folgendes  System : 

Hierin  sind  also  %jüjiti  die  veränderlichen  Hauptträgheitsmomente, 
CDj,  (o^j  ^3  die  mittleren  Drehgeschwindigkeiten  der  Erde  um  die  für 
den  Augenblick  festgehaltenen  Hauptaxen  ABC  und  (oJi  +  <*)>  (ß'2  +  /')> 
(^3  ~i~  7^)  ^i^  Drehgeschwindigkeiten  der  veränderlichen  Hauptaxen 
selbst  gegen  ihre  augenblickliche  Lage. 

Die  Hauptträgheitsmomente  ^,  tf^  C  und  die  Grofsen  cc,  ß,  y^ 
welche  das  Voraneilen  der  Hauptaxen  gegen  den  Erdkörper  markie- 
ren, müssen  als  Funktionen  der  Zeit  gegeben  sein,  wenn  die  g>  aus 
den  (6)  ermittelt  werden  sollen. 

Als  Momentanaxe  wird  man  bei  einem  veränderlichen  Erdkorper 
eine  Axe  bezeichnen,  deren  Stellungswinkel  a,  b  und  t  sich  nach 
den  Formeln 

G7j  «a  0}  COSÄ  O2  =  Cö  COSb  O3  =  CJ  COSr 

aus  den  Werten  ca, ,  a.^^  cj^  berechnen,  die  mithin  als  Komponenten 
der  augenblicklichen  mittlejen  Drehgeschwindigkeit  o  der  Erde  um 
die  Momentanaxe  aufgefafst  werden. 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dafs  (o  nicht  notwendig  mit  der  astro- 
nomisch beobachtbaren  Rotationsdauer  der  Erde  zusammeufällt,  indem 
die  einzelnen  Teile  der  Erde  sich  eben  nach  der  Voraussetzung  etwas 
verschieden  bewegen.    Die  Frage  nach  dem  Grad   der  Verschieden- 
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heit  bat  übrigens  nur  bei  Massen  Verschiebungen  von  der  Art  der 
Flut  und  Ebbe  (auf  der  Oberfläche  oder  im  Innern)  eine  praktische 
Bedeutung. 

§  14.  Bewegung  des  yeränderlichen  Erdkörpers^  abgesehen 
von  llurseren  Kräften.  In  diesem  Falle  geben  die  (6)  des  vorigen 
Paragraphen : 

-  a-;^^  -  («^3  +  y)  '^^^  +  (0,,  +  ^)  «,(h:  =  0  (1) 

±(^«).  _  (o,,  +  «)  a>,€  +  («3  +  y)  <»,3l  =  0  . 

Als  Unbekannte  nehmen  wir  G)^^,  c^2^f  "aöt?  weil  dieses  einfacher 
ist  und  weil  aufserdem  diese  Gröfsen  auch  eine  besondere  Bedeutung 
haben.  Da  wir  von  äufseren  Kräften  absehen,  gilt  nämlich  jetzt  der 
Satz  von  der  unveränderlichen  Ebene,  §  10  S.  405.  Zufolge  der  (5) 
des  vorigen  Paragraphen  haben  aber  zur  Zeit  /  die  Gröfsen  P,  Q^  R 
des  §  10  die  Werte  cD]^,  cOjiB;  0)3 01^)  und  es  sind  daher  die  Stellungs- 
winkel der  Normale  der  unveränderlichen  Ebene  gegen  die  Hauptaxen 
gegeben  durch  die  Relationen  : 

o3l  =  A^cosfl'      02Ä=Arcosb'      fijjid  «=  iSf  cosr' 
für  (2) 

K  ist  nach  §  10  eine  Konstante;  man  erkennt  dies  auch  aus  den  (1), 
wenn  man  sie  bezw.  mit  a^ÜLf  ^\%^  ^'2^  multipliziert,  addiert  und 
integriert. 

Legen  wir  um  den  Erdschwerpunkt  eine  Kugel  vom  Radius  l^ 
so  sind  die  Koordinaten  des  positiven  Poles  der  Normale  der  unver- 
änderlichen Ebene  auf  der  Kugelfläche  in  Bezug  auf  die  drei  Haupt- 
axen A,  Bj  C  bezw. 

I'  =  cosa'  -  "J^^ 

,,'=C08b'=    '^^  (3) 

r  =  cosf-  =  ^^  . 

Dagegen  sind  die  Koordinaten  des  positiven  Poles  der  Momentanaxe 
mit  Rücksicht  auf  (7)  des  vorigen  Paragraphen: 

,  =  C08l,=  -^=,'-ifc  (4) 

K 


g=cosc  =  -»-  =  r  e„ 
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Die  Relationen  (4)  gestatten  g  ly  £  zu  berechnen,  wenn  erst  |'  17'  g* 
ermittelt  sind,  was  im  Anschlufs  an  die  (1)  zu  geschehen  hat  Wenn 
wir  annehmen,  dafs  wie  gegenwärtig  die  Hanptträgheitsmomente  %, 
ü  und  a,  näherungsweise  einander  gleich  bleiben,  dann  ist  ange- 
nähert 

d.  h.  S  und  I',  rj  und  i]\  %  und  t^  unterscheiden  sich  nur  um  kleine 
Bruchteile  ihres  Wertes.  Abgesehen  von  äufseren  Kräften  bleibt 
daher  die  Momentanaxe  der  Normale  der  unveränderlichen  Ebene 
sehr  nahe  und  hat  somit  im  Räume  angenähert  eine  konstante  Rich- 
tung. Die  Abweichungen  der  Momentanaxe  von  det^  konstanten  Richttmg 
sind  jedenfalls  viel  kleiner  als  die  Verschiebungen  des  Erdkörpers  gegen 
die  Momentanaxe. 

Wir  führen  nun,  wie  beabsichtigt,  in  die  (1)  die  Ausdrücke  (3) 
ein  und  erhalten: 

-i+'?'5'(?-f)-j"/'  +  ^r  =  o  (5) 

Die  bedeutenderen  Massen  Verschiebungen,  welche  gegenwärtig 
erfahrungsmäfsig  stattfinden,  erfolgen  durch  meteorologische  Prozesse, 
durch  Erdbeben  und  vulkanische  Ausbrüche,  durch  langsame  (säku- 
lare) Hebungen  und  Senkungen  der  Erdkruste  und  endlich  durch  die 
Ebbe  und  Flut.  Die  Massen,  welche  hierbei  in  betracht  kommen, 
sind  jedenfalls  wesentlich  kleiner  als  diejenigen,  durch  deren  Anhäu* 
fung  in  der  Gegend  des  Äquators  C  über  %  und  üt  dominiert.  Es 
wird  daher  das  gegenwärtige  Verhältnis  von  ^  zxi  %  und  ^  nicht 
wesentlich  gestört  werden,  ebenso  wird  die  6^-Axe  und  demgemäfs 
voraussichtlich  auch  die  Momentanaxe  nur  geringe  Verschiebungen 
im  Erdkörper  erleiden.  Dies  letztere  (nach  der  Anmerkung  zu  §  12 
S.  410  eine  notwendige  Voraussetzung  der  Brauchbarkeit  der  Ent- 
wicklungen) kommt  auf  die  Voraussetzung  der  Kleinheit  von  |'  und  vf 
hinaus,  infolge  welcher  ^  von  der  Einheit  nur  sehr  wenig  abweicht. 
Mit  Rücksicht  auf  diese  Bemerkungen  vereinfachen  wir  unter  An- 
nahme von  y  <=»  null  das  System  in  folgendes: 

-^f+^'(-f— ?)+/»  =  « 

in  welchem  C  und  A  Mittelwerte  für  ([  und  %  nebst  tf  bezeicl^nen. 
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Die  Annahme  y  =  null  reicht  für  unsere  Zwecke  aus,  abgesehen 
von  fiutartigen  Bewegungen  der  Massen.  Denn  das  Wesentliche  der 
anderen  Fälle  wird  auch  erkannt,  wenn  wir  dabei  die  Axen  Ä  und  B 
so  zu  den  bewegten  Massen  gelegt  denken,  dafs  sie  keine  Verschie- 
bung erleiden,  welche  aus  einer  Drehung  um  die  6?-Axe  hervorgeht. 

Bei  flutartigen  Massenbewegungen  ist  im  System  (6)  zu  setzen 

Js.  IL  •    •  1  IL  IL 

_-__^,_y       anstatt        j:  -  C   ' 

§  15.    Fortsetzung:  Integration  und  spezielle  Fälle. 

Die  erste  und  zweite  der  Gleichungen  (6)  des  vorigen  Paragraphen 
haben  dieselbe  Form  wie  die  (4)  8.  392,  falls  wir  a  «>  /3  «»  null  setzen; 
in  diesem  Falle  würden  wir  demnach  erhalten: 

5'  =  ö  cos  (^^  +  f*)         1?'  «=  Ä  sin  (A/  +  f*)  } 

wenn  der  Faktor  von  ri  in  der  ersten  Gleichung  (6)  mit  X  bezeichnet 
wird  und  a  und  ^  Eonstanten  bezeichnen.  Losen  wir  die  trigonome- 
trischen Funktionen  in  den   Ausdrücken  für  £'  und  17'  auf,  so  folgt: 

g'  sTs/cosA^  —  g  sinA/ 

fl^ 
r(  SS  f  sinkt  +  ff  cosA^ ,  ^  ^ 

worin  f  und  ff  ebenfalls  Eonstanten  sind,  die  aber  von  a  und  fi  ab- 
hängen. 

Wir  versuchen  nun  eine  Losung  unserer  beiden  Differential- 
gleichungen 

.0 

(2) 

^' 
worin 

(2*) 

ist,  dadurch  zu  erzielen,  dafs  wir  f  und  ff  als  Funktionen  der  Zeit  t 
betrachten,  die  noch  zu  bestimmen  sind. 
Aus  (1)  folgt: 

-^'  =  —  k  f  sinkt  —  kff  Qoskt  +  -37  cosA^  —    ,^  sinA^ 

-A- =       kfcoskt —  A^sinAz-f"   J^    sinA/ -f-  -^  cosA/ . 

Setzt  man  diese  Differentialquotienten  und  die  (1 )  in  die  (2)  ein, 
so  wird  erhalten: 

-Jt  cos  kt v,f-  sinkt  =  —  i3 

dt  dt  ^ 

-~  sinkt  -f-  ^~  cosA/  ar=  -j-  a , 


dt 

+  AV  +  ^  = 

dl,' 
dt 

—  Ag'  — a  = 

X 

Ü  —  A    K 
~       A        G 
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woraus  durch  Auflösung  nach   den  Differentialquotienten  hervorgeht: 

^-  =  —  ß  QOB  Xt  -{•  a  sin  Xt 
-^  =  +  /3  sin  A/  +  a  cos  kl , 
welche  Gleichungen  ergeben 

/*=  f  (—  ß  cos  A/  +  a  sin  Xt)  dt 
(-f-  ß  sin  i/  +  «  cos  Xi)  dt . 


■I 


(3) 


Diese  Gleichungen  enthalten  mit  den  (1)  die  Lösung  der  Aufgabe, 
I'  und  ri  zu  finden.  Man  kann  zum  besseren  Verständnis  der  (3) 
bemerken,  dafs  X  ungefähr  7.^oo  ^^^  Drehiftigsgesch windigkeit  der 
Erde  um  ihre  Axe  ist  und  wesentlich  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  die 
Drehungsgeschwindigkeit  X  der  Momentanaxe  um  die  Hauptaxe  C  im 
festen  Erdkörper,  vergl.  §  5  S.  394. 

Schliefslich  giebt  die  3.  Gleichung  (6)  des  vorigen  Paragraphen  f; 
doch  ist  es  einfacher,  von  der  Relation  5"^  +  ^'^  +  5^  =  1  auszu- 
gehen, womit  sich  für  den  vorliegenden  Fall  ausreichend  genau  findet: 

Wenn  wir  eine  stoßweise  Massenverschiebung  (Erdbeben)  an- 
nehmen, so  ist  das  Zeitintervall,  innerhalb  dessen  a  und  ß  von  null 
verschieden  sind,  so  klein,  dafs  in  den  Ausdrücken  für  f  und  g 
cos  A/  ^  1,  sin  A^  =  0  gesetzt  werden  kann.     Damit  folgt: 

/=  /i  -J^  <it        g^g^  +Ja  dt  , 

wobei  /"o  und  ^q  die  konstanten  Werte  von  f  und  g  vor  deni-Stofse 
sind  und  die  Integration  sich  über  das  Zeitintervall  des  Stofses  er- 
streckt.    Es  ist  somit: 

g'  =  (/"o  —   /  ß  dtj  cos  Xt  —  (^0  +  /  «  ^')  sin  Xt 

ri  ^{f^-^  j  ß  dn  sin  A/  +  Uo  +  /  «  ^n  cos  Xt . 
Rechnen  wir  i  vom  Moment  des  Stofses  ab,  so  ist  gleich  nachher 

t-r,-  fß<ii 
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also  die  Änderung  in  £'  und  ri  bezw.  gleich 

—  T/J  di  und  +  r«  äi .  (6) 

Yor  und  nach  dem  Stofse  beschreiben  auf  der  um  den  Erdschwer- 
punkt gelegten  Eugel  vom  Radius  1  die  Normale  der  unveränderlichen 
Ebene  und  die  Momentanaxe  Kreise  um  die  Hauptaxe  C,  Der  Radius, 
der    für    beide    nahezu    denselben    Betrag    hat,     ist    vorher    gleich 

Vf^^  +  ^0^7   nachher  gleich  ^P  -j-  9^i  ^^^  Rotationsdauer  304  Tage. 

Es  ist  noch  zu  beachten,  dafs  während  des  Stofses  der  positive  Pol 

der  Hauptaxe  C  sich  auf  der  Einheit.skugel  in  Richtung  der  ^-Axe  um 

I  ßdt^  in  Richtung  der  B-  Axe  um  —ja  dt  verschiebt,  da  die  Haupt- 

axen  sich  gegen  die  mittlere  Drehbewegung  der  Erde  mit  den  Winkel- 
geschwindigkeiten a,  /3,  y  verschieben.  Dieses  sind  gerade  die  entgegen- 
gesetzten Werte  wie  die,  um  welche  sich  die  Koordinaten  |'  und  rjf 
nach  (6)  infolge  des  Stofses  ändern,  und  man  erkennt;  dafs  die 
Normale  der  u.  E.  gegen  die  Anfangslage  der  ^-Axe  nach  dem 
Stofse  dieselbe  Lage  hat  wie  vor  dem  Stofse. 

Die  stofsweise  Massenverschiebung  äufsert  sich  hiernach  wesent- 
lich nur  darin,  dafs  im  Augenblick  ihres  Eintritts  die  Axe  des  gröfsten 
Trägheitsmoments  C  ihre  Richtung  ändert,  wodurch  der  halbe  Öffnungs- 
winkel des  Kegels,  welchen  die  Axe  der  u.  E.  und  die  Momentanaxe 
in  304  Tagen  um  die  C- Axe  beschreiben,  von //^^ -j- ^^2  i,^  yp^gi 
übergeht. 

In  den  geographischen  Koordinaten  entstehen  hierdurch  Ände- 
rungen in  der  Amplitude  der  304-tägigen  Periode^  sowie  in  den  Mittel- 
werten (vergl.  S.  395). 

Wenn  wir  eine  säkulare  Massenver Schiebung  annehmen,  so  werden 
wir  ein  Bild  der  Veränderungen  erhalten,  indem  wir  a  und  ß  kon- 
stant setzen.  Die  (3)  geben  zur  Zeit  /,  wenn  /  vom  Beginne  der 
Verschiebung  an  gerechnet  wird: 

/•=  ^  —  -^  sin  A/  -f  ^  (1  -  cos  kt) 

^  =  ^0  +  x  (1  —  cos  kt)  +  y  sin  A/ , 

und  hiermit  wird  zufolge  (1): 

I' !  +  (/•,+  «)  cos  kt  -  {9,+{)  sin  kt 

1?'  =  -  4  +  (/-o  +  t)  Bin  A<  +  {g,  +  1)  cos  A < . 

Beachtet  man  nun,  dafs  k  die  Bedeutung  einer  Winkelgeschwindig- 
keit'hat,  welche  in  304  Tagen  eine  volle  Umdrehung  ergiebt,  so  er- 
Heim er  t,    mathom.  n.  physikal.  Thoorieen  der  höh.  Geodäsie.  II.  27 


(7) 
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kennt  man  leicht,  dafs  in  vorstehenden  Ausdrücken  die  durch  X 
dividierten  Glieder  unerheblich  sind.  Denn  selbst  wenn^  in  Sekunden 
genommen,  a  oder  ß  in  hundert  Jahren  10"  betrügen,  was  erfahrungs- 
mäfsig  gegenwärtig  nicht  zu  erwarten  ist,  so  würden  in  304  Tagen 
a  oder  ß  nur  0,083''  geben,  sodafs  mithin  a :  k  oder  ß :  A  den  Betrag 
0,00000007  oder  0,013  in  Sek.  erhalten  würden,  welcher  so  gut  wie 
gänzlich  verschwindet.     Wir  dürfen  mithin  setzen: 

i'  =foC08lt  —  ffQ  sin  li 

r[  =  /o  sin  Xt  +  g^  cos  kt .  ^     ^ 

Demnach  behält  die  Normale  der  u.  E.  und  somit  auch  die 
Momentanaxe  zum  veränderlichen  Hauptaxensystem  bei  säkularen 
Änderungen  des  letzteren  immer  dieselbe  relative  Lage  wie  zu  An- 
fang. Die  Momentanaxe  folgt  also  den  Verschiebungen  der  Haupt- 
axe  C  in  der  Erde,  wobei  sie  in  304  Tagen  um  dieselbe  einen  Um- 
lauf von  demselben  Öffnungswinkel  wie  zu  Anfang  beschreibt. 

Den  säkularen  Verschiebungen  der  Momentanaxe  in  der  Erde 
entsprechen  säkulare  Änderungen  der  geographischen  Koordinaten 
und  Azimute  von  im  allgemeinen  gleicher  Ordnung. 

Der  Unterschied  der  Wirkung  stofsweiser  und  säkularer  Massen- 
bewegungen ist  nach  dem  Vorigen  der,  dafs  erstere  den  Offnungswinkel 
des  Kegels  ändern,  welchen  die  Momentanaxe  in  304  Tagen  in  der 
Erde  um  die  Hauptaxe  C  beschreibt,  letztere  aber  nicht.  In  beiden 
Fällen  aber  entsprechen  die  nichtperiodischen  Teile  der  geographischen 
Koordinaten   und  Azimute  der  Lage  der  Hauptaxe  C  im  Erdkorper. 

Die  entwickelten  Fälle  mögen  hier  genügen;  allerdings  kommen 
bei  meteorologischen  Prozessen  noch  periodische  Verschiebungen  der 
Hauptaxe  C  vor,  insbesondere  mit  Perioden  von  1  Jahr  und  11  Jahren, 
deren  Betrachtung  recht  interessant  ist  (namentlich  weil  Multipli- 
kationen der  Wirkungen  eintreten  können);  aber  das  wesentliche 
Resultat  läfst  sich  auch  an  der  Hand  der  bereits  entwickelten  Formeln 
nachweisen.  Es  ist  das  Folgende:  alle  Verschiebungen  der  Hauptaxe  67, 
welche  nicht  säkularen  Charakter  haben,  wirken  auf  eine  Veränderung 
des  Abstandes  von  Momentanaxe  und  Hauptaxe,  also  auf  eine  Verände- 
rung  des  Radius,  mit  welchem  erstere  um  letztere  in  304  Tagen  ro- 
tiert. Für  Wirkungen,  welche  nur  kurze  Zeit,  bis  zu  etwa  einer 
Woche  im  Maximum,  andauern,  zeigt  dies  das  Formelpaar  (5);  für 
etwas  längere  Wirkungen  das  System  (7).  In  letzterer  Beziehung 
kann  man  sich  recht  wohl  denken,  dafs  bei  meteorologischen  Prozessen 
a:A  uud  ß:k  in  den  (7)  nicht  immer  verschwindend  sind,  wie  bei 
säkularen  Wirkungen,  mögen  diese  von  meteorologischen  Prozessen 
restieren  oder  anderer  Natur  sein.  (Durch  Auflösung  in  successive 
stofsweise  Verschiebungen  kann  man  übrigens  mittelst  der  (6) 
graphisch  jede  Wirkung  verfolgen.) 
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Betrachten  wir  zum  Schlüsse  ^,  so  finden  wir  mit  Rücksicht  auf 
(4)  S.416y  dafs  es  von  eins  sehr  wenig  abweicht;  solange  der  Neigungs- 
winkel der  Hauptaxe  C  gegen  die  Normale  der  unveränderlichen 
£bene  nur  einige  Sekunden  beträgt. 

Nun  ist  nach  S.  413  (3)  f  —  ^~>  folglich  wird  unter  Voraus- 
setzung konstanten  Wertes  von  g': 

(D3  ([  SB  Konst,  (8) 

Genauer  ist  unter  Einführung  des  Wertes  von  £'  aus  (4)  S,  416 

C3e»i'(i-i:i±^).  (8*) 

Die  Gleichung  (8*)  gestattet  einen  Schlufs  auf  die  Änderungen 
in  der  Winkelgeschwindigkeit  <d  der  Rotation  um  die  Momentauaxe. 
Es  war 

also  ist  in  hinreichender  Annäherung 

wobei  oa^  und  Oj  durch  die  Relationen  ^~-  =  |'  und  ^-  =  rf  be- 
stimmt sind.  Für  K  kann  man  hierin  03  C  setzen.  Machen  wir 
aufserdem  keinen  Unterschied  zwischen  %  und  iB,  so  giebt  (9)  die 
Näherungsgleichung : 

«=«3(i+-^4^§)-  CO) 

Aus  (8*)  und  (10)  folgt  endlich 


Für  ^§'2  -|-  ij'^  gleich  arc  10"  wird  die  Parenthese  mit  Rücksicht  auf 
(11)  S.  393  gleich  1  +  Vi 20000000000-     ^^®  Annahme  aj(I«=  K  enthält 
daher  einen  Fehler,  der  auf  a  reduziert  in  einem  Jahre  oder  in  rund 
•52000000  Sek.  erst  0,0003  Zeitsek.  beträgt.      • 
Setzen  wir  hiernach 

qC  =  Konst,  (11) 

so  hängt  nun  die  Änderung  in   o  nur  von  derjenigen  in  ii,  ab  und 
zwar  ist  für  eine  Variation  in  C  die  entsprechende  in  o: 

^=--«--  (12) 

§   16.     Sehätzung   der  Yeränderung  der  Hauptträgheits- 
momente. 

Wir  denken  uns,  dafs  das  System '  der  Hauptaxen  nach  Mafsgabe 
der  Winkelgeschwindigkeiten   a,  ß  und  y   sich  im  Erdkörper  gegen 

27* 
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sich  selbst  um  ein  Geringes  verschiebt,  wobei  wir  zur  Vereinfachung 
das  betreffende  Zeitintervall  als  Zeiteinheit  nehmen.  Hat  ein  Punkt 
gegen  die  1.  Lage  des  Systems  die  Koordinaten  x,  y  und  Zj  gegen 
die  2.  Lage  die  Koordinaten  x  +  tf«,  y  +  ^Vj  ^  +  *^>  so  ist: 

Sx  a=B         .         —  ßz  -^  yy 

8y  ^==^  '\-  az  —  yx  (1) 

8z  =  —  ay  -^  ßx 

Bezeichnet  man  nun  die  Cosinus  der  Richtungswinkel  einer  vom 
Schwerpunkt  nach  dem  Punkt  {xyz)  gezogenen  Linie  für  die  1.  Lage 
der  Axen  mit  /,  m  und  n,  so  ist  für  die  2.  Lage  die  Variation  in 
Ij  m  und  n  bezw. : 

öl   =       .       —  ß^  '\-  7^ 

Sm  =  +  an       .        —  yl  (2) 

dw  =  —  a»i  +  /3/       . 

wie  man  aus  (1)  findet,  indem  man  beachtet,  dafs  z.  B.  l  =  x:r, 
mit  r  als  Radiusvektor,  ist. 

Am  Schlüsse  der  Zeiteinheit  ist  das  System  in  seiner  1.  Lage 
nicht  mehr  System  der  Hauptaxen;  das  Trägheitsmoment  in  Bezug 
auf  die  Linie  {l,  m,  n)  hat  daher  alsdann  für  diese  Lage  des  Systems 
die  Form 

^,/2  +  B,m^  +  C,  w2  _  ^A'tnn  —  2  ff  In  —  2Clm  .  (3) 

Dagegen  ist  dasselbe  Trägheitsmoment  für  die  2.  Lage  des  Systems 
der  Hauptaxen  von  der  Form 

*   %{l  +  dlf  +  «(m  +  Smy  +  C(«  +  dn)\ 

d.  i.  für  sehr  kleine  Variationen  angenähert  gleich 

%P  +  ^m"  +  Cn'  +  231/*/  +  2Äm*m  +  2«^*«, 

oder  mit  Benutzung  der  (2): 

%P  +  Äm2  +  Cn^  +  2»ina(«-C)  +  2/n/3(C~3t)  +  2lmy{%^t;),  (4) 

Da  (3)  und  (4)  bei  beliebigen  Werten  von  /,  tn  und  n  Ober- 
einstimmen müssen,  so  zeigt  sich,  dafs 

^,  =3t,        ^i=«,         ^i  =  C  (5) 

wird.  Diese  Formeln  gestatten  nicht  nur  eine  Schätzung  der  a,  ß 
und  y,  sondern  auch  der  Änderungen  der  Hauptträgheitsmome^te. 
Da  nämlich  am  Ende  der  Zeiteinheit  die  Hauptträgheitsmomente  ^, 
tf  und  (C  bezw.  gleich  ^,,  B^  und  C, ,  den  Trägheitsmomenten  für 
die  1.  Lage  der  Hauptaxen,  sind,  so  sind  die  Variationen  S%^  djt 
und  d^  der  Hauptträgheitsmomente  gleich  den  Variatibnen  der  Trag- 
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heitsmomente  für  ein  Axensystem,  welches  die  1.  Lage  der  Haupt- 
axen  hat.    Zugleich  erkennt  man  aus  den  Relationen 

A,  =^(y^  +  z^)dm  A'=^  yzdm 

B^^^  (z^  +  x^)  dm  ^'  =  2  ^^  ^^  ^'^^ 

C,'^^{x''  +  y^)dm  (T^^xydm, 

dafs  Variationen  in  den^,  ^,  67|  und  den  Ä  B' C  im  allgemeinen  von 
gleicher  Ordnung  sind. 

Bei  der  Betrachtung  von  Massenyerschiebungen  reicht  es  zur 
Gewinnung  einer  rohen  Vorstellung  für  unsere  Zwecke  aus,  anzu- 
nehmen, dafs  eine  über  die  ganze  Erdoberfläche  gleichmäisig  verteilte 
Masse  sich  in  einem  Punkte  zusammenzieht.  Denn  nur  in  diesem 
oder  einem  ähnlichen  Falle  kann  eine  verhältnismäfsig  kleine  Masse 
infolge  ihrer  grofsen  Verschiebung  eine  erhebliche  Wirkung  äufsem; 
dagegen  geben  kleine  Verschiebungen  an  der  Erdoberfläche  nur 
geringfügige  Wirkungen  —  Verschiebungen  aber,  bei  denen  auch 
das  Erdinnere  zu  berücksichtigen  ist,  können  wir  wegen  ihrer  relativ 
geringen  Wahrscheinlichkeit  aufser  acht  lassen,  solange  zur  Erklärung 
beobachteter  Erscheinungen  die  Vorgänge  auf  der  Erdoberfläche  und 
in  der  Erdkruste  genügen. 

Indem  wir  die  Erdoberfläche  als  Kugelfläche  vom  Radius  R  neh- 
men;  verlegen  wir  zur  Erlangung  einer  maximalen  Drehung  der 
Hauptaxe  C  den  Konzentrationspunkt  in  45®  nordl.  Breite  und  zugleich 
der  Einfachheit  halber  in  die  Zar-Ebene^  sodafs  von  den  drei  Grofsen 
a/Jy  nur  /J  einen  Wert  erhält,  der  von  null  verschieden  ist.  Für 
den  Konzentrationspunkt  wird: 

es  ergiebt  sich  somit  nach  (7)  der  allein  in  betracht  kommende  Wert 
i^'«=  Y^^^'  ^^"^^  ^  <li6  konzentrierte  Masse  bezeichnet.  Bei  ge- 
nauerer Rechnung  wird  stets  eine  Verkleinerung  dieses  Wertes  da- 
durch stattfinden  y  dafs  die  Konzentration  in  einer  Fläche  und  nicht 
in  einem  Punkte  erfolgt.  Dagegen  hat  die  mit  der  Konzentration 
verbundene  Schwerpunktsverschiebung  keinen  Einflufs.  Da  es  sich 
hier  nur  um  eine  Schätzung  handelt ,  behalten  wir  den  angegebenen 
Wert  für  B!  bei. 

Im  6.  Kap.  wird  aber  gezeigt,  dafs  die  Trägheitsmomente  der 

Erde  annähernd  gleich  -^I^  M^  für  M  als  Erdmasse ,  sind.  Da  nun 
C  —  A  ungefähr  Vj^^  von  C  oder  A  ist,   so  folgt  6?  —  ^  -=  -^  I^M 
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rund  (vei^l.  hierzu  auch  (6)  S.  127).    Es  ergiebt  sich  daher  aus  der 
2.  Gleichung  (6): 

iJ--.450-^-.  (9) 

Denken  wir  uns  die  Masse  m  ursprünglich  als  eine  die  gansse 
Erdoberfläche  h"*  hoch  bedeckende  Masse  von  der  Dichtigkeit  1^  so  ist 

»i  =  43rÄV/; 
auCserdem  ist 

Mit  &„,  =  5,6  und  R  =  6370000"»  folgt  rund 

ß 8.Ä«.  (9*) 

in  Sek. 

Hiernach  kann  man  die  maximalen  Wirkungen  von  verschiedenen 
meteorologischen  Prozessen  und  von  Verbiegungen  der  Erdkruste,  die 
mit  Hebungen  und  Senkungen  verbunden  sein  werden,  schätzen. 

Nehmen  wir  beispielsweise  an,  dafs  sich  im  Winter  die  Kon- 
tinente der  nordlichen  Erdhälfte  nördlich  von  45^  Breite  mit  Schnee 
und  Eis  bedecken  und  zwar  äquivalent  mit  O,!*^  Regenhöhe,  so  ist 
damit  0,01  bis  0,02"  Verschiebung  der  Hauptaxe  C  verbunden.  Die 
betreffende  Masse  bedeckt  nämlich  in  Europa- Asien  etwa  V20  ^^^  Erd- 
oberfläche, wovon  durch  die  Gegenwirkung  Nordamerikas  indessen 
nur  etwa  die  Hälfte  wirksam  bleibt,  deren  Einfiufs  wegen  der  geogra- 
phischen Lage  überdies  kein  maximaler  ist.  Reduzieren  wir  ä  =  0,1"» 
von  V40  ^^^  Erdoberfläche  auf  die  ganze  Erdoberfläche,  so  wird 
h  =s  0,0025">  und  nach  (9*)  unter  Voraussetzung  der  Maximalwirkung 
ß  =  —  0,02".  In  ähnlicher  aber  entgegengesetzter  Weise  wirkt  in 
heifsen  Sommern  eine  Austrocknung  der  Kontinente.  Wir  unter- 
lassen es  auf  weiteres  hier  einzugehen  und  bemerken  nur  noch,  dafs 
es  uns  immerhin  nicht  ganz  leicht  scheint,  mehr  wie  einige  Hundertel- 
Sekunden  irreguläre  Schwankungen  aus  meteorologischen  Prozessen 
zu  erklären.*)  Dagegen  würde  z.  B.  eine  zunehmende  Vereisung 
des  Südpols  recht  wohl  säkulare  Bewegungen  von  merkbarem  Betrage 
erklären;  denn  mit  derselben  ist  teils  eine  Verminderung  der  Wasser- 
menge des  Oceans  und  infolge  dessen  ein  Hervortreten  der  Kontinente 
verbunden,  teils  eine  Verschiebung  der  Niveauflächen,  welche  wieder 
ein  Hervortreten  der  nördlichen  Kontinente  bedingt. 

Was  die  Formänderungen  der  Erdkruste  anlangt,  so  findet 
G.  H.  Darwin^  dafs  bei  den  gegenwärtigen  Festigkeitsverhältnissen 
der  Erde  eine  Kontinent-    oder  Meeresbildung   nicht   über   3®  Ver- 


*)  Will.  Thomson  allerdings  nimmt  irreguläre  Schwanktuigen  der  Erdaxe  in- 
folge meteorologischer  Prozesse  bis  zu  ^;^*  an.  Yergl.  American  Jowm,  of 
Science  and  Arts  1876  Bd.  12  S.  336—864,  insbesondere  S.  351. 
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Schiebung  der  Hauptaxe  C  erzeugen  werde.  Selbstredend  gehören 
dazu  ausgedehnte  Zeiträume.*) 

Die  mit  den  Massenverschiebungen  verbundenen  Änderungen  der 
Rotationsdauer  sind  am  gröfsten^  wenn  die  Massen  von  den  Polen 
nach  äquatorialen  Gegenden  versetzt  werden  oder  umgekehrt.  £8  ist 
alsdann  dd  «=  +  Ä^»«.  Verteilt  sich  die  vorher  an  den  Polen  be- 
findliche Masse  gleichmäfsig  über  die  Erdoberfläche,  so  ist  8fL  vom 
vorigen  Werte  zwei  Drittel.    Behalten  wir  diesen  Wert  bei  und  setzen 

d  wie  vorher  gleich  —R^M^  m  und  M  aber  ebenfalls  wie  vorher,  so  folgt 

mit  ROcksicht  auf  (12)  des  vorigen  Paragraphen  für  eine  Massen- 
versetzung vom  Pole  nach  dem  Äquator  rund: 

Damit  sich  co  um  V32  0ooooo  seines  Betrages  ändert,  sodafs  also  das 
Jahr  um  1*  kürzer  erscheint;  müfste  h  etwa  Yj™  betragen,  oder 
reduziert  auf  V25  ^^^  Erdoberfläche  als  beiläufigen  Flächeninhalt  der 
etwa  in  betracht  kommenden  Umgebung  der  Pole:  5*".  Das  Schmelzen 
einer  Eisschicht  von  5"^  in  der  Umgebung  der  Pole  würde  also  den 
angegebenen  Erfolg  haben. 

§  17.  Yerschwindender  Einflurs  von  Flut  und  Ebbe  auf  die 
Lage  der  Botationsaxe.  Wir  betrachten  hier  die  Flut  und  Ebbe 
unter  der  Voraussetzung,  dals  die  Erde  gleichmäfsig  mit  Wasser  be- 
deckt sei.  Wir  nehmen  zugleich  an,  dafs  ohne  die  Flutberge  ^  =  iB 
sei  und  betrachten  nur  die  Wirkung  eines  der  beiden  Himmelskörper, 
Mond  oder  Sonne;  auf  einmal. 

Infolge  der  entstehenden  Flutberge  verschiebt  sich  die  (7-Axe, 
welche  erfahrungsmäfsig  der  Momentanaxe  naheliegt,  etwas  in  einer 
durch  deren  Scheitel  gehenden  Ebene  und  rotiert  dann  um  ihre  un- 
gestörte Lage  Cq  mit  dem  störenden  Körper  und  den  Flutbergen.  Die 
Axe  des  kleineren  der  beiden  Hauptträgheitsmomente  ^  und  iB  liegt 
nun  in  jener  Ebene  und  die  des  größeren  in  einer  dazu  senkrechten 
Ebene  durch  die  Axe  C,  Da  wir  die  jedesmalige  Lage  der  Haupt- 
axen  als  Eoordinatenaxen  nehmen  und  %  <A  setzen ,  so  geht  also 
die  zx- Ebene  durch  die  Scheitel  der  Flutberge  und  die  (7- Axe. 

In  Fig.  68  ist  die  um  den  Erdschwerpunkt  gelegte  Kugelfläche 
vom  Radius  1  in  der  Gegend  des  Durchschnitts  mit  der  Hauptaxe  C 
dargestellt:  Z  bezeichnet  die  z-Axe  oder  augenblickliche  Lage  der 
Axe  Cj  Cq  deren  ungestörte  Lage;  ZJC xxud  ZY  sind  die  Durchschnitts- 
linien mit  ^er  zx-  und  zy- Ebene.  Da  im  Erdkörper  das  System 
der  Hauptaxen  gegen  sich  selbst  im  allgemeinen  nach  Mafsgabe  der 

^)  Ve^l.  <lie  S.  408  erwähnte  Abhandlung. 
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Winkelgeschwindigkeiten    aßy    bewegt    gedacht    wird^    wobei   der 
Drehungssinn  durch   die  Pfeile  der  hig.  68  angedeutet  ist,  so  sieht 

man  sofort,  dafs  beim  Übergang  des 
Systems  in  die  Lage  X  Y*  Z  nur  Ro- 
tationen um  die  z-Aze  und  x-Axe 
stattfinden;  dabei  ist  für  das  Zeit- 
intervall  di 


X'-^. 


<  ;y  « 


ZZ—  6ydt  =  —  adl, 


mithin 

wenn   €  den  Winkelabstand  der 


Fig.  68. 


(1) 

der 


störten     und    ungestörten    Lage 
Hauptaxe  C  bedeutet. 
Wie  schon  S.  415  am  Schlüsse  des  §  14  bemerkt  wurde,  ist  jetzt 
in  den  DiflFerentialgleichungen  (6)  S.  414  oder  (2)  S.  415   zu  setzen 

anstatt 

-         C-^A   K 

^ A--C 

der  Wert 

C-A   K 


Damit  werden  die  Endformeln  nach  S.  415  (1)  und  S.  416  (3): 
g'  =  /co8(A  —  y)t  —  gsin{X  —  y)/ 
ff  =  /"  sin  {X  —  y)t  +  ff  cos  (A  —  y)t , 


wobei 


/  =   /  (—  j5  cos  (A  —  y)/  +  a  sin  {X  —  y)/)  di 
g  ^   /  (-1-  ^  sin  (A  —  y)t  +  a  cos  (A  —  y)/)  di . 


(2) 


(3) 


(4) 


Hierin  ist  jetzt  nach  (1)  zu  setzen  a«=s  — £y  und  /J«=null. 
£  selbst  ist  langsam  veränderlich.  Es  beschreibt  thatsachlich  Z  keinen 
Kreis  um  C^^  sondern  eine  Art  Spirale,  indem  mit  wechselndem  Pol- 
abstande der  störenden  Körper  die  Plutberge  ihren  Äquatorabstand 
ändern.*)     Wir  tragen  dem  Rechnung,  indem  wir 

«  =  ^  sin  X  /  (5) 

setzen.     E  bezeichnet   den    Maximalabstand.     Die  Periode  T  in  der 
Änderung  von  £  entspricht  dem  Mond-  bezw.  dem  scheinbaren  Sonnen- 
umlauf  um  die  Erde;  x  ist  gegeben  durch 
xT  — 2«. 

*)  Infolge  dessen  ist  ß  nicht  genau  gleich  null.  Durch  den  ^(erlauf  der  Flut 
auf  der  wirklichen  Erdoberfläche  findet  aufBerdem  eine  ungleichmäfsige  Änderung 
von  £  und  eine  ungleichförmige  Drehung  um  C'o  statt  Diese  Umstände  äadem 
indessen  das  Resultat  unserer  Untersuohung  nicht  wesentlich. 
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Da  T  einem  Monat  bezw,  Jahr  entspricht  (genauer  2773^  bezw. 
305^^'^),  80  ist  X  ein  kleiner  Bruchteil  von23r  und  daher  weit  kleiner 
als  ©,  welches  bereits  in  einem  Tage  2ä  giebt.  Da  ferner  y  für 
Mond  und  Sonne  nahezu  gleich  o  ist  (im  letzteren  Falle  erheblich 
genauer  als  im  zweiten)  so  ist  also  x  von  y  ein  Bruchteil  derselben 
Ordnung  wie  angenähert  der  Tag  vom  Monat  bezw.  Jahr. 

Wir  erhalten  jetzt: 

/  =  —  Ey  I  sin  {X  —  y)t  Bin  xi  dt 

ff  =  —  Ey  I  cos  (A  —  y)i  sin  xt  dt 
und  hieraus,  da 

sin  (A  —  y)t  sin  x/  =  y  (cos  {X  —  y  —  x)t  —  cos  {X  —  y  +  ^)^^ 

cos  {X  —  y)t  sin  xt  «=  -tv^'^  (^  —  y  +  *)^  —  sin  (A  —  y  —  *)  ^) » 

wenn  der  Einfachheit  halber  zunächst  die  Werte  f^  und  g^^   welche 
zur  Zeit  /  «=»  null  stattfinden^  gleich  nulh  angenommen  werden : 

Das  koQstaute  Glied  in  g  vernachlässigen  wir,  denn  es  giebt  zu- 
sammengezogen 

+  ^03^^.5  (7) 

da  aber  X  von  m  und  y  nur  etwa  V3Q5  ist    und  auch  x  einen  gegen 
y  kleinen  Wert  hat;  so  giebt  dieses  Glied  angenähert 

+  ^y,  (7*) 

mithin  selbst  für  den  Mond  nur  einige  Prozent  von  E.  Nimmt  man 
die  Höhe  der  Mondflut  auf  dem  offenen  Ocean  zu  rund  7*2"*  ^^;  ^^ 
wird  die  behufs  Anwendung  der  Formel  (9*)  S.422  auf  die  ganze  Erd- 
oberfläche reduzierte  Höhe  h  den  Betrag  von  Ve"*  nicht  erreichen  und  /J, 
d.  h.  jetzt  Ej  mit  Rücksicht  darauf;  dafs  auch  die  Maximalwirkung  nicht 
entsteht;  <r'sein.  Mithin  beträgt(7*)  kaum  ein  paar  Hundertelsekunden. 
Wir  erhalten  endlich  durch  Einführung  der  (6)  in  die  (3)  nach 
einiger  Reduktion: 

w  1     *,     /      8in»<         ,         sinx*      \  „  y(X--y)Binx* 

,         ^    p     /  coBxi         ,         cosxi     \  jp    yxcOBxf 
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Vernachlaesigen  wir  wieder  Gröfsen  von  der  Ordnung  des  Gliedes 
(?•),  so  folgt 

g'  -»  _  ^  8in  x/  =  —  « ,    1^'  =  aöll 9  (8) 

und  dies  bedeutet,   dafs  die  Normale  der  u.  E.  und  also  auch  die 
Momentanaze  immer   bis  auf  Grofsen  der  Ordnung  (7*)  mit  der  un- 
gestörten Lage  der  Hauptaxe  C  zusammenfallt;  denn  in  Fig.  68  lie^ 
zufolge  der  (8)  der  Durchschnitt  dieser  Normalen  mit  der  Kugelfläcbe 
konstant  in  Cq.    An  der  wesentlichen  Bedeutung  dieses  Resultates  wird 
auch  nichts  geändert,  wenn  f^  und  ff^  sowie  Bewegungen  der  Haupt- 
axe C  aus  früher  erörterten  Gründen  mit  in  die  Rechnung  aufgenommen 
werden^  wofür  wir  die  Ausführung  aber  übergehen.    Dagegen  ist  noch 
hervorzuheben,  dafs  dieMomentanaxe  für  die  mittlere  Drehbewegung  des 
ganzen  Erdkörpers  auch  eine  solche  für  den  festen  Erdkörper  allein  ist, 
weil  sie  auch  im  wesentlichen  als  Drehaxe  für  die  Flutberge  auftritt. 
Zu  dem  Resultate,  dafs  die  Flut  und  Ebbe  (dynamisch  und  ohne  Bück- 
sieht  auf  Kontinente  u.  s.  f.  berechnet)  keinen  Einflufs  auf  die  La^  der 
Botationsaze  im  Räume  hat,  gelangte  schon  Laplace,  MSc.  eel.,  t.  II,  I.  V , 
p.  325—339;   p.  341—347  Joerücksichtigt   er   auch    ungleiche  Meerestiefe, 
Reibung  u.  a.  m. 

Man  vergl.  übrigens  noch  in  der  Mec  CiL,  t.  II,  1.  IV,  p.  204—211  sowie 
t.  V,  1.  XI,  p.  16-17  und  p.  57—71  über  die  StabiliUt  des  Meeres.  Plut- 
artige  Massenverschiebungen  behandelt  auch  Gylden  in  der  S.  408  ge- 
nannten Abhandlung. 

§  18.  Die  Rotationsaxe  im  Erdkörper  unter  dem  Eiiifliirs 
des  Mondes  und  der  Sonne.  Mond  und  Sonne  sind  die  einzigen 
Himmelskörper,  welche  beachtenswerte  Drehungsmomente  L,  M  und  N 
erzeugen.  Dafs  solche  überhaupt  entstehen,  ist  lediglich  eine  Folge 
der  Ungleichheit  der  Hauptträgheitsmomente  oder^  wie  man  häufig 
weniger  korrekt  sagt:  der  ellipsoidischen  Erdgestalt.  Infolge  dessen 
geht  die  Resultante  der  gegenseitigen  Anziehungen  der  Erde  und 
eines  Himmelskörpers  nicht  durch  den  Erdschwerpunkt.  Die  Wirkung 
der  so  entstehenden  Drehungsmomente  ist  allerdings  unerheblich 
hinsichtlich  der  Verschiebung  der  Momentanaxe  im  Erdkorper,  aber 
nicht  verschwindend  für  die  Bewegung  der  Momentanaxe  im  Räume. 
Wir  werden  hier  ausführlich  nur  die  Bewegung  im  Erdkorper  be- 
trachten, dagegen  über  die  Bewegung  im  Räume  nur  berichten,  weil 
diese  Bewegung  kein  direktes  geodätisches,  sondern  ein  hervorri^end 
astronomisches  Interesse  hat. 

Wir  gehen,  indem  wir  die  Erde  als  starr  betrachten,  von  den 
Gleichungen  (6)  S.  391  aus : 

^-if  +  {C-B)qr  =  L  (1) 
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Hierzu  sind  jetzt  die  Nj  L  und  M  zu  berechnen.  Es  ist  nach 
S.  388  z.B.: 

N—y^{xY  —  yX)dm, 

wobei  wir  unter  Äj  Y  und  Z  die  Komponenten  der  beschleunigenden 
Kräfte  (d.  i.  der  Kräfte  ffir  die  Massen einheit)  verstehen,  welche  Mond 
und  Sonne  auf  das  im  Punkt  {pcyz)  lagernde  Massenteilchen  dm  der 
Erde  ausüben.  Es  genügt,  wenn  wir  jeden  dieser  Körper  einzeln  ins 
Auge  fassen,  und  zwar  soll  immer  der  Mond  genannt  werden,  da  er 
die  grofsere  Wirkung  ausübt.  Die  Modifikation  für  die  Sonne  leuchtet 
sofort  ein. 

Bezeichnen  wir  mit  0i  die  Mondmasse  und  mit  e  den  Abstand  des 
Mondschwerpunktes  von  dem  Teilchen  dm,  so  ist  die  gegenseitige 
Anziehung  des  Mondes  und  dieses  Teilchens,  wobei  wir  uns  die  Mond- 
niasse  in  ihrem  Schwerpunkt  vereinigt  denken  können,  gleich 

Xdm,  Vdm ,  Zdm  sind  die  Komponenten  dieser  Anziehung  in  Rich- 
tung nach  dem  Monde.  Entgegengesetzt  gleich  diesen  Komponenten 
sind  die  Komponenten  derselben  Anziehung  in  Richtung  nach  dm. 
Diese  letzteren  kann  man  aber  mit  X0Ly  V'M?  ^'M  bezeichnen, 
wenn  X,  Y*  und  Z  die  Komponenten  der  Anziehung  k'^dmie^  von 
dm  auf  die  Masseneinheit  von  0i  bezeichnen. 

Wir  führen  nun  in  dem  Ausdruck  für  N  anstatt  Xdm  und  Vdm 
bezw.  die  negativen  Werte  von  X!fSi  und  Y'fH  ein;  zugleich  aber 
anstatt  der  Koordinaten  xyz  von  dm^  die  Koordinaten  xyz  des 
Mondschwerpunktes,  was  zulässig  ist,  da  die  Richtung  der  Anziehung 
in  die  Verbindungslinie  beider  Punkte  fällt  und  das  Drehungsmoment 
einer  Kraft  für  jeden  Punkt  ihrer  Richtung  als  Angriffspunkt  das- 
selbe bleibt.     Wir  erhalten  so: 

N^^{y'X^xY')m> 

und  da  x\  y'  und  0i  konstant  sind  für  alle  Summanden: 

Die  Summen  der  X ^  Y'  und  Z  sind  aber  die  Resultanten  der 
Anziehungen  aller  Erdteile  auf  die  Masseneinheit  des  Mondes.  Ist  V 
das  Potential  der  Erde,  so  ist  somit  nach  §  6  im  1.  Kap.  S.  9: 

Zi  dx      Zj^   ~  dy       Z  dt^ 

und  hiermit  folgt 


Digitized  by 


Google 


428  ^-  Kapitel.    Zeitliche  Änderungen  der  Niveauflächen. 


EbeDso  wird 


^-(-■if-^'-if)« 


(2) 


Nach  §  5  (7)  S.  60  im  2.  Kap.  ist  aber,  wenn  r,  (p\  X  die 
Polarkoordinaten  des  Mondschwerpunktes  in  Bezug  auf  den  Erdschwer- 
punkt als  Koordinatenanfaug  sind,  in  hier  jedenfalls  ausreichender 
Annäherung: 

r=^^{i«f+^4,(c-^±^(l-38in'9'')  +  i7j(^-^)co8'9,'co82r}, 

wobei  nach  S.  56  (2)  für  die  Polar-  und  rechtwinkeligen  Koordinaten 
die  Beziehung  besteht: 


X  =  r  cos  q>  cos  A' 
y  SS  r'-cos  q/  sin  k' 
z  *=  r  sin  tp  . 


(3) 


Es  ist  hierbei  in  Erinnerung  zu  bringen,  dafs  an  der  angezogenen 
Stelle  des  2.  Kapitels  ebenso  wie  bei  den  (1)  oben  vorausgesetzt  ist, 
dafs  die  drei  Hauptaxen  A,  B^  C  bezw.  mit  der  Axe  der  x^  y  und  z 
identisch  sind. 

Eliminieren  wir  Bin^q>   und  cos^g)' cos2A'  aus  dem  Ausdruck  für 
V  und  setzen  zu  diesem  Zwecke: 


und 
so  folgt 


1  —  3 sin'9  =  ^^ — ^^    T, 

cos>'cos2A'  =  -^^^^=;^, 


V  =  k'' 


^  4__L 


{B  +  C  —  2Ä)x^ 
+  {C+A-2B)y^ 


(4) 


Hiermit  ergiebt  sich 


oder  in  anderer  Schreibweise  und  wenn  zur  Abkürzung  die  zu  xy  z 
symmetrische  Punktion 


^.•y  +  ^{A^B^e) 


gesetzt  wird: 
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dv        /„        3*« 


Ebenso  findet  sich: 


dx         \  r^      I 

womit  sich  endlich  aus  den  (2)  ergiebt 

N 


429 


(5) 


Ar»  —    -^ '-  X  y 


(6) 


O    ,  . 
— -  z  X  , 


Die  DifferentialgleichoDgen  (1)  lauten  hiermit  wie  folgt: 


dt 


(7) 


C) 


z  X 


§  19.  Fortsetzung.  Die  Integration  erfordert  die  Kenntnis 
von  x\  y'  und  z  als  Funktionen  der  Zeit  /.  Kehren  wir  zu  Polar- 
koordinaten zurück,  so  sind  für  xy  z  die  Gleichungen  (3)  anzuwenden, 
in  denen  nun  ^!  und  X  Funktionen  der  Zeit  sind.  Um  dieselben 
kennen  zu  lernen,  betrachten  wir  Fig.  69.    Sie  zeigt  die  Koordinaten- 

axen  und  Ebenen  im  Durch- 

Z.CMardßol 

y^est  ^''""'  ' y¥K  Ost 


JrüJi 


0^" 


Aeq 


rjjo^^ 


Flg.  69. 


schnitt  mit  einer  um  den 
Erdschwerpunkt  gelegten 
Kugel  vom  Radius  1.  Für 
unsere  Zwecke  genügt  es 
bei  Ermittelung  der  Aus- 
drücke für  X  ^  y  und  z 
anzunehmen,  dafs  die  z- 
Axe,  d.  i.  die  Hauptaxe  C, 
stets  zugleich  Momentanaxe  und  mithin  die  o:;^- Ebene  Äquatorebene 
sei.  Ferner  nehmen  wir  an,  dafs  der  Mond  sich  in  der  Ebene  der 
Erdbahn  (Ekliptik)  bewegt,  da  die  Neigung  der  Mondbahn  gegen  die 
Ekliptik  nur  einige  Grade  beträgt.  Ein  grofser  Fehler  kann  durch 
diese  Annahme  um  so  weniger  entstehen,  als  die  Mondbahn  zur 
Ekliptik  keine  feste  Lage  hat,  indem  ihre  Durchschnittslinie  in  der- 
selben in  I8V3  Jahren  einen  ganzen  Umlauf  ausführt. 

Ist  nun  n   die  mittlere  Winkelgeschwindigkeit  des  Mondes  in  der 
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Ekliptik  und  beachtet  man;  daifi  der  Bogen  Fffi  in  der  Fig.  69  mit 
der  Zeit  wächst^  so  ist  zur  Zeit  /  angenähert 

^^  =  /-/o  +  «^  (1) 

wenn  Fffi  zur  Zeit  null  gleich  Iq  ist.  Das  sphärische  Dreieck  F0ifili\ 
in  welchem  der  Winkel  b  bei  F  die  Schiefe  der  Ekliptik  gleich  23,5*' 
bedeutet;  giebt  bei  Bezeichnung  von  F0C  mit  t: 

sin  9>'  BS  sin  /  sin  a 
sin  t  cos  fp  a=a  sin  /  cos  $  (2) 

cos  t  cos  q>  =  cos  /  . 

Bezeichnen  wir  nun  FXj  die  Sternzeit  des  Meridianes  ZXy  mit 
®y  so  ist  zufolge  der  Figur 

Indem  wir  dies  in  die  2.  und  3.  Gleichung  (2)  setzen,  erhalten  wir 
nach  Auflösung  von  sin  t  und  cos  t  linker  Hand : 

(sin  @  cos  X  —  cos  ®  sin  X)  cos  fp  s»  sin  /  cos  s 
(cos  9  cos  X'  -|-  sin  S  sin  X)  cos  fp  «=  cos  / 
und  hieraus  durch  Kombination: 

cos  X  cos  ®'  «=  +  sin/  sin®  cosf  +  cos/  cosö 

'  (3) 

8inA'cos9)'  =  — sin/ cos®  cos«  +  cos/sinö.  ^  ' 

Für  die  Koordinaten  x  ^  y  und  /  ergiebt  sich  jetzt  mittelst  Ein- 
l'Qhrung  der  (3)  und  der  1.  Gleichung  (2)  in  die  (3)  des  vorigen 
Paragraphen : 

X  =  r  (4-  si^^  sin  ®  cos£ + cos/  cos®) = -—  (+  s  cos  (/—  ® ) + rf  cos  (/+ ö)^ 

y  =r(— sin/cos®  co8£  +  cos/ 8in®):=~-  (^—  «sin  (/— ®)  +  dsin  (/+®))(4) 

z=^r  sin/  sin  £ 

für  *  —  1  +  cos  5  und  rf  =  1  —  cos  «  .  (5) 

Indem  wir  diese  Gleichungen  paarweise  miteinander  multiplizieren 
und  die  Produkte  in  naheliegender  Weise  transformieren,  erhalten  wir : 

xy  =  ^  [—  5'  siu  2  (/  —  ®)  +  d^  sin  2(/  +  ®)  +  2sä  sin  2®] 

y  z  =  -~ sin ^[s[—  cos®  +  cos  (2/—®)] + dfcos ®  -  cos (2/+®)] |  (6) 

zx  =^  siu  6  { *[+  sin® + sin  (2/ — ®)1  —  rffsin  ®  —  sin  (2/+®)] }  • 

Die  Integration  der  Gleichungen  (7)  des  vorigen  Paragraphen 
wird  in  der  Regel  unter  der  Annahme  B  «=  A  ausgeführt.  Diese 
Annahme  giebt  jedenfalls  eine   sehr  scharfe  Annäherung.      Zufolge 
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derselben  wird  r  konstant  gleich  Tq  und  die  2.  und  3.  der  Gleichungen 
(7)  geben  fiir  p  und  g  nach  einfacher  Transformation: 

-^  +  Ag  =  +  ()  I i? cos (2/—®)  —  d  cos (2/+  ®)—2 cos« cos®} 

^JL  ^  lp  =  ^  Q  {Äsin(2/-~®)+d8in(2/+0)+  2co8£sin®|, 

wobei 

A-=^^r„  Q^k^mSß-=^sinB.     (8) 

Nach  dem  Muster  der  Integration  der  Gleichungen  (2)  §  15 
S.  415  folgt  jetzt,  wenn  wir  die  rechten  Seiten  der  (7)  für  den  Augen- 
blick mit  ß  und  a  bezeichnen: 

p  =  fco8  Xi  —  o  sin  Xt 

^  =  /  sin  A  /  +  ^  ^^8  A/ ,  ^  ^ 

wobei  gesetzt  ist: 

/•  =   /  (ß  cos  Xt  +  a  sin  Xl)  dt 

^  =   /  (_  ^  sin  A/  +  a  cos  A/)  dl . 
Die  Substitution  der  Werte  von  a  und  ß  giebt: 
I = +5  /cos(2/—  &+Xt) di^djcos{2i+e—Xt)dt-^ 2cos£  /cos(® - Xi) dt 

^^='-sJsm{2l—e+Xt)dt—dCsm(2l'\-&--Xt^^^ 

Bei   Ausführung  der  Integration  ist  zu  beachten,    dals  zufolge  des 
Ausdruckes  (1)  /  die  Form  hat: 

ferner  ist  zu  beachten,  dafs  die  Steriizeit  ganz  entsprechend  die  Form  hat: 

®-®o  +  ^^  (10) 

worin   ®q  eine  Konstante   und  n  den    absoluten  Wert   der  Winkel- 
geschwindigkeit der  Erdrotation  bezeichnet.     Hiermit  folgt,  wenn  in 
/"  und  g   diejenigen  Glieder  von  f  bezw.  g  vereinigt  werden,  welche 
von  /  unabhängig  sind: 
f  _    r    1       Bin  {21^-9  +  U)         ,  sin  {11  +  9  -  Xt)       „  ^^^    8in(e~Af) 

-Q-'Q+'—^n-n+X-  +^-2fr+^=X~+^''''^'      n-X      ' 
Endlich  ergiebt  sich: 
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Die  Glieder  mit  f  und  g  entsprechen  der  in  den  §§  6  und  6  dieses 
Kapitels  betrachteten  Bewegung  der  Momentanaxe^  insbesondere  den 
Ausdrücken  (5)  S.  392. 

Mit  Rücksicht  auf  (6)  S.  392  und  (8)  S.  393  sowie  auf  die  Er- 
gebnisse  des  §  7  S.  399  ist  für  die  von  f  und  g  abhängigen  Glieder : 

^  p"  —  0,07"  cos  {Xt  —  70») 


09 


q"  =  0,07"  sin  {It  -  70«) , 


(12) 


i  von  1868,0  ab  gezählt  und  der  Meridian  von  Puikowa  als  rar- Ebene. 

Bezüglich  der  neu  hinzutretenden  Glieder,  welche  man  sich  so* 

wohl  für  den  Mond  als  auch  für  die  Sonne  hingesetzt  zu  denken  hat, 

ist  zu  bemerken,  dafs  für  A  die  1.  Gleichung  (8)  in  betracht  kommt; 

da  aber  r^  sehr  nahe  gleich  o  ist  und  o  gleiclL  —  n  wird,  indem 

vom  Nordpol  aus  gesehen  die  Erde  thatsächlich  der  Richtung  von  o 

(siehe  S.  392  Fig.  64)  entgegengesetzt,  d.  h.  entgegengesetzt  der  Be> 

wegung  des  Uhrzeigers,  rotiert,  so  hat  man: 

,              C-A  \ 

l ^  -n 

und  mit  Rücksicht  auf  S.  394  (12):  (13) 

n^X^^n=  1,003283«. 

Da  ferner  die  siderische  Umlaufszeit  des  Mondes  27,322  mittlere 
Tage  beträgt,  diejenige  der  Erde  um  ihre  Axe  aber  86164  :  86400 
=  0,99727  m.  Tage,  so  ist 


uud 

«-TtV;-»  0.03650« 
n  —  A  — 2«' =  0,93028« 

«  —  A  +  2«'  =  1,07628  n . 

Mit  £ 

=  23'' 27,5'  wird  also  für  den  Mond: 

2 cos«   _      [0,«6215]     _  1,8287 

n  —  Z  n  n 

1  +COB  s  ^     [0,31409]      ^  2,061 
n  —  X  —  2n'                  n  n 

_C08  B  ^  [8,886  --  10]  0,077 


(14) 
(15) 


^  (16) 

n  —  X  +  2n  n  ''^      n 

Der  Wert  (15)  gilt  auch  für  die  Sonne;  da  für  diese  die  Umiaufszeit 
(die  siderische  der  Erde)  365,256  mittlere  Tage  l^trl^,  so  ist  hier  ferner: 

^'  =  ~S^  -  f^'*3621  -  10]n  =  0,00273« 

1  +C08  fi_  [0,28365]  JL»921 

n  —  l  —  2»'  n  n 

1  —  cos  «     ^  [8,913  —  10]  ^  0,082   ^  ^    ^^ 

n  —  l-\-2n         .  n  n      * 
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Um  0  zu  ermitteln,  bringen  wir  es  auf  die  Form 

worin  M  die  Erdmasse  und  a,  der  Aquatorialhalbmesser  des  Erd- 
ellipsoids  ist.  k''M  :  a^  läfst  sich  aus  den  Pendelbeobacbtangen  ent- 
nehmen (rergi.  auch  im  nächsten  Kapitel  §  4).  Nach  §  15  des 
2.  Kapitels  Formel  (7)  S.  83  und  den  Zahlen  (1*)  bis  (5*)  des  §  16 
daselbst  ist,  bezogen  auf  die  mittlere  Zeitsekunde  als  Zeiteinheit: 

-^  =  9,7800  :  (l  —  0,001843  —  0,000005) 
'^  (19) 

=  9,7981.  ^ 

Hierzu  nehmen  wir  entsprechend  der  angenommenen  Abplattung  den 
Bessehchsn  Wert 

a,  =  6377397 . 

Endlich  wird  mit  s  =  23''27',5  und    ^'~^  =  0,003283: 


f>  =[1,17781- 10]  ^(^y 


ÜQ  :  r  ist  der  Sinus  der  Äquatorial-Horizontalparallaxe  p,  deren  Wert 
nebst  0i  :  M  bereits  8.  384  §  1  (8*)  für  Mond  und  Sonne  angegeben 
worden  ist*).     Damit  folgt: 

0  für  den  Mond  =  [3,92781  -  20] 

0  für  die  Sonne  =  [3,58960  -  20]  ,  ^^^^^ 

womit  sich  nun  die  in  den  (11)  vom  Monde  und  der  Sonne  her- 
rührenden Glieder  berechnen  lassen. 

Wir  berechnen  aber  nicht  p  und  q  selbst,  sondern  die  Werte 

cos  tt  =  g  =  -£-  ,  cos  b  —  12  =  --  •  (21) 

I  und  ri  sind  die  x-  und  ^-Koordinaten  des  Durchschnittspunktes  der 
Momen'tanaxe  mit  der  um  den  Erdschwerpunkt  gelegten  Kugel  vom 
Radius  1. 

Beachten  wir,  dafs  für  die  mittlere  Zeitsekunde,  indem  die  Erde 
in  23*56"»4'  um  ihre  Axe  rotiert, 

o  =  _  n  = ^^^  (22) 

86164  ^   ^ 


*)  Die  Mondparallaxe  ist  nicht  über  0,5"  unsicher.    (Siehe  aach  Kap.  6  §  5.) 

Die  Parallaxe  8,83''  der  Sonne  iet  eiue  Mittelbildung  aus  den  besten  Werten 
und  kaum  mehr  als  0,03"  irrig.  Yergl.  die  Zusammenstellung  in  S.  Newcomb, 
Populäre  Astronomie^  deutsche  Ausgabe  von  B.  Engelmann,  1881,  S.  225. 

Die  Mondmasäe  wird  zu  '/go  bis  1/91,5  angegeben.  Nach  Newcomb  ist  sie 
gleich  0,0123,  d.  i.  nahezu  Vgi,,. 

Über  die  Sonnenmasse  siehe  weiterhin. 

Helmert,  maihem.u.  phyaikal.  Theorieen  der  höh.  Geodäsie.  II.  28 
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ist,  80  wird  nun  mit  Weglassung  der  kleinen  von  (1  —  cos  e)  ab- 
hängigen Glieder  und  unter  Vereinigung  der  in  sin  @  bezw.  cos  O 
multiplizierten  Glieder  fQr  Mond  und  Sonne: 

1  =  4-  0,07  cos (70»  +  Z  -  A<)  +  0,008765  sin  & 
*"  ^*-  —  0,0068  sin  (®  -  2  /,)  -  0,0029  sin  (0  —  2  /,) 

(23> 

,, 0,07  sin (70»  +  X  -  AO  —  0,008765  cos® 

*■'  ^'^  +  0,0068  cos  (@  —  2/,)  +  0,0029  cos (@  -  2/,) . 

L  die  westl.  Länge  der  ««-Kbene  geg.  den  Meridian  v.  Pulkowa ;         <|  bedeutet  l  fQr  den  Mond  l  Pig*.  69 
t  von  1868,0  ab.  i,        „       l   ,,  die  Sonne  1  S.  429. 

Die  Anteile  des  Mondes  und  der  Sonne  am  Eoefficieuten  0,008765 
sind  bezw. 

0,0060074  und  0,0027573 . 

Mit  Rücksicht  auf  §  6  S.  394  erkennt  man,  dafs  |  die  Variation 
der  Polhöhe  eines  Ortes  ist,  wenn  man  die  positive  a:-Axe  in  den 
Meridian  desselben  legt,  was  angänglich  ist,  da  wir  wegen  A  =  B  die 
X'  und  y-Axe  in  der  Aquatorebene  beliebig  wählen  können.  S  ist 
alsdann  die  Sternzeit  des  betreffenden  Ortes  und  L  seine  westliehe 
Länge  gegen  Pulkowa.     Für  X  ist  (13)  S.  432  zu  beachten. 

Die  Teile  von  |  und  ij,  welche  mit  &  und  (0  —  2/),  also  in  tag- 
licher oder  nahezu  taglicher  Periode  variieren,  sind  so  klein,  dafs  sie 
sich  den  Beobachtungen  gänzlich  entziehen.  Auch  in  der  Rotations - 
dauer  entstehen  durch  §  und  r^  keine  merklichen  periodischen  Glieder, 
was  wir  hier  nicht  weiter  untersuchen  wollen,  da  ähnliche  Unter- 
suchungen schon  in  früheren  Paragraphen  geführt  worden  sind.  — 
An  diesen  Verhältnissen  ändert  endlich  auch  die  Berücksichtigung 
einer  geringen  Ungleichheit  von  A  und  B  nichts. 

§  20.  Notiz  Aber  die  Präzession  und  Natation.  Die  Aus- 
drücke für  p  und  g  bezw.  g  und  ij  gestatten  nun  auch  die  Bewegung 
der  Momentanaxe.  im  Räume  zu  verfolgen.  Man  mufs  zu  .diesem 
Zwecke  ein  festes  Axensystem  einführen  und  ermitteln,  wie  sich  gegen 
dasselbe  das  Hauptaxensystem  nach  Mafsgabe  von  p,  q  und  r  und 
mit  ihm  die  Momentanaxe  nach  Mafsgabe  von  g  und  tj  bewegen. 
Es  findet  sich,  dafs  die  Momentanaxe  abgesehen  von  kleinen^  perio- 
dischen Schwankungen  eine  Ereiskegelfläche  um  die  Normale  der 
Ekliptik  beschreibt,  wobei  sich  die  Durchschnittslinie  der  zur  Momen- 
tanaxe normalen  Aquatorebene  mit  der  Ekliptik  auf  dieser  entgegen- 
gesetzt der  Bewegung  der  Sonne  verschiebt.  Diese  Verschiebung 
heifst  lunisolare  Präzession,  jene  kleinen  periodischen  Schwankungen 
bezeichnet  man  als  Nulation. 

Wir  gehen  hier  auf  die  Aufstellung  der  allgemeinen  Ausdrücke 
für  Präzession  und  Nutation  nicht  ein   und  beschränken  uns  darauf, 
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§  20.    Notiz  über  die  PräzeeBioii  und  Nutation. 


435 


lediglich  für  das  Hauptglied  der  Präzession  anter  vereinfachenden 
Annahmen  einen  Näherungswert  abzuleiten.  Berücksichtigen  wir  in 
S  und  71  nur  das  in  sin  @  bezw.  cos  &  multiplizierte  Glied,  so  ist 


fc         0,008765    .     ^ 


V 


0,008766  ^  /,s 


Legen  wir  aber  in  irgend  einem  Zeitmoment  die  positive  a;-Axe  in 
den  Durchschnitt  von  Äquator  und  Ekliptik  nach  dem  Frühlings- 
punkte F  hin,  Fig.  69  S.  429,  so  wird  &  =  null  und 


S  =  o 


0,008766 
206265 


Der  Nordpol  M  der  Momentanaxe  liegt  somit  auf  dem  grofsten 


Kreis  VZ ,    wie  es  die  Fig.  70  andeutet,    wobei   CM=> 

Rotiert  nun  im  Zeitelement  dt  der 
£rdkörper   um   ndt^  so  wird  sich 
C  in  Fig.  70   etwa  nach   6?, 
schieben,  und  zwar  ist 


0,008765 
206265 


ist. 


ver- 


CC, 


0.008765 
206265 


ndi. 


In  Bezug  auf  die  neue  Lage  des 
Axensystems  (7,  X^  F,  hat  aber  der 
Pol  der  Momentanaxe  die  Ko- 
ordinaten ' 


JfirrdjiöL 

y 

Z,C 

— 1*^ 

Y, 

■"\ 

\ 

f. 

^^, 

XXg 


1  = 


0.008765 
206265 


ndt 


V  = 


Fig.  70. 
O,O0876r>' 
206265     ^ 


da  0  von  null  in  ndt  übergeht.     Bezeichnet  man  die  neue  Lage  des 
Pols  der  Momentanaxe  mit  M^,  so  ist  also 


lu  nM  0,008765        ,  ^ 

^^.  =^^ß.2fi.-^^'• 


206265 


(^) 


Es  ist  hiernach  MM^  gleich  grofs  und  parallel  mit  CC^y  d.  h.  der 
Pol  der  Momentanaxe  verschiebt  sich  in  jedem  Zeitelement  um  die 
für  MM^  angegebene  Gröfse  gegen  den  Frühlingspunkt  F, 

Bezeichnet   nun    in  Fig.  71   F  den  Frühlingspunkt,    d.  h.    den 


Darchschnittspunkt  zwischen  Eklip- 
tik und  Äquator  auf  der  Eiuheits- 
kugel,  für  die  Anfangslage,  F' 
aber  nach  Verlauf  der  Zeit  dty 
und  beachten  wir,  dafs  streng  ge- 
nommen die  Ebene  des  Äquators  W 
normal  zur  Momentanaxe  steht, 
80   ist  FF^  =  MMy^   und    F'F  =   /f/J/,  :  sin  € 


^ 


,?fSkUfitik 


S5 


P^iy^'^^" 


Aeqnaigp 


Sää 

■      Flg.  71. 

In  einem  tropischen 

28* 
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Jahre  von  365,24  mittleren  oder  366,24  Sterntagen  wird,  weil  «  in 
einem  Stern  tage  sehr  nahe  gleich  2it  ist: 

rr  «  -?!?5?!?^  .  366,24  .  2«  —  50,7 .  (3) 

in  Sek.  Bin«  »  '  W 

Die  Auteile  des  Mondes  und  der  Sonne  hieran  sind  einzeln  bezw. 
34,73  und  15,93. 

Die  Präzession  ist  durch  Beobachtungen  bestimmt  und  zwar  zu 
50,37";  da  sie  dem  Werte  ß :  (n  —  X)  und  somit  nach  (8)  und  (13) 
des  yorigen  Paragraphen  dem  Quotienten 

C 
proportional  ist,  so  gewährt  sie  ein  Mittel  zur  Berechnung  desselben, 
dessen  Wert  jedoch  durch  die  Unsicherheit  iu  der  Kenntnis  der  an- 
deren Elemente,  die  in  Q  auftreten,  etwas  beeinträchtigt  wird. 

Theodor  Ritter  v,  Oppolter  giebt  im  ersten  Bande  seines  Lehrbuchs  zur 
BahnbestimmiiDg  der  Planeten  und  Kometen,  2.  Aufl.,  1882,  auch  eine 
aasführliche  Entwicklung  der  Präzession  und  Nutation,  wie  sie  in  gleicher 
Ausführlichkeit  und  Strenge  noch  nicht  existiert.  S.  154  (25)  finden  sich 
die  Ausdrücke  für  {  und  tj,  die  auch  wir  entwickelt  haben,  im  weseot- 
lichen  mit  unseren  übereinstimmend.  Für  F'F  wird  S.  180  aus  den  Be- 
obachtungen der  Wert  50,37" 

abgeleitet.  Die  Nichtübereinstimmung  des  oben  berechneten  Wertes  mit 
diesem  liegt  aufser  an  Unsicherheiten  in  den  von  uns  benutzten  Werten  fär 
die  Mondmaese  und  (C  —  A) :  A  hauptsächlich  iu  der  Nichtberücksichti- 
gung der  Abweichung  des  Mondes  von  der  Ekliptik  und  der  nngleich- 
mäfsigen  Bewegung  des  Mondes  und  der  Sonne  in  l.  Infolge  dessen  murs 
nach  Oppolzer  zum  Anteil  der  Präzession  für  den  Mond  der  Faktor 

0,99258, 
für  die  Sonne  der  Faktor 

1,00042 

hinzutreten.    Die  Anteile  werden  dann 
34,47) 
15,1 

Die  noch  verbleibende  Differenz  ist  unerheblich. 

S.  179—182  ist  die  Bestimmung  von  (C  —  A)  :.C  behandelt  Hier  wird 
noch  der  Beobachtungswert  des  Hauptgliedes  der  Nutation  hinzugezogen, 
welcher  nur  vom  Monde  abhängt  und  unmittelbar  den  ersten  Wert  Q 
unter  (20)  S.  433  ergiebt 

Nun  läfst  sich  mit  diesem  Q,  welches  an  Stelle  des  ersten  Wertes  (dO) 
tritt,  der  Anteil  an  der  Präzession  berechnen,  welcher  vom  Mond  her- 
rührt Der  Rest  gehört  alsdann  der  Sonne  zu  und  gestattet  (C  ''A)iC 
zu  bestimmen.  Da  der  Anteil  an  F'F  für  den  Mond  sowie  die  Sonne 
durch  die  aus  Vorstehendem  leicht  abzuleitende  Formel 

-^1^  .  3  ir  cos  e  .  206265  .  866,24  -^^—  W 

n^r »  C 

dargestellt  wird,  je  nachdem  man  darin  0i  und  r  auf  Mond  oder  Sonne  be- 
zieht, so  ist  vorerst  noch  k^ßi :  r'  für  die  Sonne  anzugeben,  wenn  der  Wert 
des  Ausdruckes (4)  für  die  Sonne  dazu  dienen  soll,  um  {C-A):C  zu  ermitteln. 


M7» 

'     \  zusammen  —  50,41 
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T^fti-r'^  für  die  Sonne  ist  aber  die  Beschleunigung  der  Anziehung  der 
Sonne  auf  die  Erde,  welcher  die  Zentrifugalbeschleunigung  der  Erdbe- 
wegung, abgesehen  von  der  geringen  Beschleunigung  der  Anziehung  der 
Erde  auf  die  Sonne,  das  Gleichgewicht  hält.    Es  ist  also: 

r* 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Angabe  für  n  S.  432: 

-^^  =  [4,87242  -  10]  ,  (6) 

Mit  dem  von  uns  adoptierten  Werte  von 

-^—  =*  0,003272  (6) 

ergiebt  sich  nunmehr  als  Anteil  (4)  der  Sonne  an  der  Piäzession  wieder 
ebenso  wie  oben  15,93  und  nach  Anbringung  des  Faktors  1,00042  16,94. 
Nehmen  wir  aber  mit  Oppolzer  S.  182 

.^JZ.^  «  0,003261  ,  (6*) 

so  ergiebt  sich  15,89,  welcher  Wert  nach  seiner  Rechnung  S.  180  —  181 
aus  der  Präzesaion  und  Nutation  in  der  oben  angedeuteten  Weise  folgt*). 
Obgleich  dieser  Wert  den  in  §  7  dieses  Kapitels  S.  399  erwähnten  Be- 
obachtungen über  die  zehn  monatliche  Rotationsdauer  der  Momentanaxe  im 
Erdkörper  gut  entspricht,  kann  er  dennoch  vom  wahren  Wert  um  mehrere 
Einheiten  der  fünften  Decimalstelle  abweichen,  sowohl  wegen  der  Un- 
sicherheit der  angewandten  Werte  für  die  Präzessions-  und  Nutations- 
konstante  als  auch  wegen  der  zweifelhaften  Güte  der  eben  angegebenen 
Eontrolle.  Es  ist  daher  ziemlich  gleichgültig,  ob  man  {C  —  A)  :  G  nach 
(6)  oder  (6*)  annimmt**). 


*)  Denkt  man  sich  die  Ausdrücke  (4)  für  Mond  und  Sonne  angeschrieben, 
so  ersieht  man,  dafs  durch  Division  beider  Präzessionsanteile,  d.  h.  durch  Kombi- 
nation von  Präzession  und  Nutation,  ein  Mittel  zur  Bestimmung  des  Verhält- 
nisses von  Mond  und  Sonnenmasse  erhalten  wird.  Jedoch  ist  diese  Bestimmung 
der  Mondmasse  sehr  unsicher.    Vergl.  Oppolzer  S.  182. 

Aus  der  Verbindung  der  Ausdrücke  (19)  S.  433  und  (5)  oben  ergiebt  sich 
ferner  ein  Mittel  um  das  Verhältnis  der  Erd-  und  Sonnenmasse  zu  berechnen. 
Division  beider  Ausdrücke  giebt:  « 

■^  =  [3,88128  —  10]  -^^^  =  [3,88128  —  10]    ^?'f    , 

worin  p  wieder  die  Horizontalparallaxe  der  Sonne  ist.  Mit  p  «=.  8,88",  a^  «-  6377397 
und  n  =»  2»  :  86164  folgt  für  die  Sonnenmasse : 

M 

welchen  Wert  wir  adoptiert  haben,  um  bei  Anwendung  verschiedener  Relationen 
für  k'  übereinstimmende  Präzessionswerte  zu  erhalten.  Nach  Oppolzer  S.  182 
entspricht  330000  den  letzten  Leverrier sehen  Bestimmungen,  während  Newcomh 
324000  angiebt. 

**)  Zu  dem  Werte  (6)  gelangte  Hansen  in  den  Abhandl.  der  math.-phys. 
Cl.  der  Ges.  der  Wissenschaften  zu  Leipzig  1864  S.  471  mit  der  Präzessionskon- 
stante 50,356  durch  eine  etwas  andere  Berechnung  als  oben.   Zu  wesentlich  dem- 
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Die  erste  Untersuchung  über  die  Bewegung  der  Erdaze  durch  die  An- 
ziehung des  Mondes  und  der  Sonne  stellte  d'Älemberi  1749  an.  In  der 
Mdc.  cel,  von  Lapktce  befinden  sich  die  betrefifenden  Fragen  t.  II,  L  V, 
p.  299—355  und  t.  Y,  1.  XIY,  p.  245-278  behandelt.  Eiogehendere  Ent- 
wicklungen gaben  1868  Foisson  in  der  Connaissance  des  temps  und  Serret 
1859  in  den  Ännales  de  l'Observataire  de  Paris  t.  V.  Vergl.  auch  Cayley 
in  den  MontMy  Notices  of  the  Eoyal  Astr,  Soc.  Bd.  35  (1875). 

G,  i/.  Darwin  untersucht  in  der  S.  408  angegebenen  Abhandlung  auch 
den  Einflufs  von  Massenbewegungen  in  der  Erdkruste  auf  die  Bewegung 
der  Erdaxe  unter  dem  Einflufs  des  Mondes  und  der  Sonne.  Er  prüft 
namentlich  den  Einflufs  auf  die  Schiefe  der  Ekliptik  und  findet  ihn  ohne 
Bedeutung. 

Hopkins  hat  in  den  Phü.  Transact  1839  S.  381,  1840  S.  193  und  1842 
S.  43—55  die  Untersuchung  der  Bewegung  der  Erdaxe  auch  für  den  Fall 
durchgeführt,  dafn  die  Erde  aus  einer  festen  Kruste  und  flüssigem 
Inneren  bestehe,  und  er  gelangt  zu  der  Ansicht,  dafö  die  Erde  eine,  min- 
destens V4  ^^8  Vs  ihres  Radius  dicke  Binde  haben  müsse,  wenn  den  Er- 
scheinungen genagt  werden  soll.  W.  Thomson  und  G.  H,  Darwin  haben 
diese  Frage  eingehender  studiert  und  sind  sogar  zu  der  Ansicht  gelangt, 
dafB  die  Erde  durchaus  einen  überaus  hohen  Grad  von  Festigkeit  besitzen 
müsse.    Vergl.  weiterhin  Kap.  6  §  12. 

Man  vergleiche  femer  in  den  Astronom.  Nachr.  1883  Bd.  106  S.  337 
Nr.  2542-2544  sowie  1884  Bd.  109  Nr.  2595  Mitteilungen  von  L.  de  Bail 
über  die  Entstehung  einer  täglichen  Nutation  durch  die  Ungleichheit  der 
Uauptträgheitsmomente  A  und  B, 

§  21.  Die  Formänderung  der  NiTeauflächen  durch  die  Be- 
wegung der  Momentanaxe  und  die  Änderung  der  Rotations- 
geschwindigkeit. 

Nachdem  in  §  1  dieses  Kapitels  die  Wirkung  des  Mondes 
und  der  Sonne  auf  die  Form  der  Niveauäächeu  bei  Annahme  einer 
Rotation  mit  konstanter  Geschwindigkeit  um  eine  Axe  von  unverän- 
derter Richtung  untersucht  worden  ist,  hat  sich  in  den  folgenden 
Paragraphen  gezeigt,  da&  die  Erdaxe  Drehbewegungen  um  den  Erd- 
schwerpunkt ausführt^  sowohl  unter  dem  Einflufs  der  Anziehung  der 
genannten  Himmelskörper,  als  auch  infolge  geologischer  und  meteo- 
rologischer Massenverschi^bungen,  welche  letztere  auch  Änderuugen 
der  Rotationsgeschwindigkeit  erzeugen  können. 

Mit  allen  diesen  Bewegungen  sind  notwendig  Änderungen  der 
Form  der  Niveauflächen  verknüpft,  denn  sie  beeinflussen  wenigstens 
der  Theorie  nach  die  Komponenten  der  Schwerkraft.  Nach  dem 
1.  Kap.  §  5  (1)  S.  6  sind  die  letzteren  in  Bezug  auf  drei  konstant 
gerichtete,  zu  einander  rechtwinkelige  Koordinatenaxen  durch  den 
Schwerpunkt«  bezw.  gleich 


selben  Werte  gelangten  auch  Leverrier  und  Serret  durch  sorgfältige  Untersuchunji^ 
der  Präzession  und  Nutation  in  den  Annales  de  VObservatoire  de  Paris  t  V, 
1869,  p.  324.  Sie  fanden  V;o5  bis  %06  d-  b.  0,003278  bis  0,008268.  [Wir  haben 
die  Originalmitteilung  nicht  in  Händen  gehabt;  Thomson  und  Tait,  Handbuch^ 
giebt  S.  401  nach  Leverrier  und  Serret  ü,00327  an]. 
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r  — 


dt^ 


Z  — 


dt^    ' 


(1) 


wenn  JC,  F,  Z  die  Komponenten  der  wirkenden  Kräfte  in  dem  in 
betracht  gezogeneu  Punkte  {xyz)  sind.  Änderungen  finden  nun  so- 
wohl in  Xj  Y  und  Z,  wie  in  den  zweiten  Diflferentialquotienten  von 
o:^  ^  und  2:  nach  /  statt. 

Insoweit  Xy  Y  und  Z  und  infolge  dessen  die  Gestalt  der  Niveau- 
flächen durch  die  Anziehung  von  Mond  und  Sonne  beeinflufst  werden, 
ist  bereits  in  §  1  dieses  Kapitels  das  Nötige  bemerkt  worden.  §  17 
zeigte  ferner  die  Unerheblichkeit  des  Einflusses  von  Flut  und  Ebbe. 
Zu  untersuchen  ist  nun  noch  der  Einflufs  von  Massenbewegungen 
im  Erdkorper  auf  X^  Y  und  Zy  sowie  der  Einflufs  von  Drehbe- 
wegungen der  Momentanaxe  und  von  Änderungen  der  Rotationsge- 
schwindigkeit auf  die  zweiten  Differentialquotienten  der  Koordinaten. 

Um  Ausdrücke  für  die  zweiten  Differentialquotienten  der  Koordi- 
naten zu  erhalten;  nehmen  wir  wie  in  §  13  8.  410  zur  Zeit  t  die  augen- 
blickliche Lage  der  Hauptaxen  als  festes  Koordinatenaxensystem  und 
denken  uns,  dafs  im  aligemeinen  der  Erdkörper  sich  mit  den  Winkel- 
geschwindigkeiten C7,;  (Dj  und  0)3;  die  im  Anfang  des  genannten 
Paragraphen  noch  mit  p  —  a,  q  —  ß  und  r  —  y  bezeichnet  sind, 
gegen  die  festen  Axen  verdrehe.  Indem  wir  nun  von  den  besonderen 
Bewegungen  einzelner  Teile  des  Erdkörpers  absehen^  wird  nach  den 
(1)  S.  411: 


dx 

~dr 

dy 
dt 

dz 
dt 


(0,^X  —  (*)^Z 


(Q^y  —  Oj^ 


(1) 


Differenzieren  wir  zunächst  die  erste  dieser  Gleichungen  nach  /, 
so  folgt 


d\x 
dt* 


dB 


€3. 


dy 


3  d 


f  +  - 


d(Of 
~~dt~ 


^     dt 


und    hieraus   mittelst   der   (1)   und   mit  Rücksicht   auf  die  Relation 


d^x 


da)f 


da>. 


dt*  —  ~  ^^'  +  (^^i+i/^i+  ^^s)  »I  +  ^  at'  ^y  dt 
In  gleicher  Weise  findet  sich 

d*B  •)    I     /  I  I  \  i         dfo*  d  com 

Hierzu  treten  die  Relationen 


(2) 
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CO,  =  0)  cosa  =  ©  sine  cosjr 

(o^s=  o  cosk  =  o  sinf  sin^  (3) 

Olj  «»  (D  cosc  , 

worin  a,  b,  C  die  Stellungswinkel  der  Momentanaxe  gegen  die  drei 
Hauptaxen  bezeichnen,  Fig.  64  S.  392. 

Wenn  wir  die  Schwerkraft  zu  einer  Zeit  betrachten,  wo  keine 
Verschiebungen  der  Hauptaxen  stattfinden,  so  haben  <»,,  o^  und  a^ 
bezw.  die  Werte  j»,  q  und  r.  Für  p  und  q  kommen  dabei  die  Aus- 
drücke (23)  S.  434  in  betracht;  mittelst  (21)  S.  433  ist  der  Übergang 
von  §  und  ij  auf  p  und  q  herzustellen. 

Nehmen  wir  in  (23)  S.  434  anstatt  0,07"  den  grofsen  Betrag 
von  1",  schreiben  für  70^  -\-  L  allgemeiner  —  x»  "^d  beachten^  dafs 
mit  Rücksicht  auf  (10)  S.  431  und  (13)  S.  432 

Xt  =  0,003283  mt    und     e  =  e^  —  al 

ist,  sowie  endlich  hinreichend  genau 

cosc  «=  1  —  -    sin^c 

gesetzt  werden  kann^  so  folgt  unter  Beschränkung  auf  die  ersten 
beiden  Glieder  von  (23)  S.  434: 


206265 


(cos(0,003283ör+;Co)  ~0,009sin(ö/-  ©o)) 


"^^  ^  ~2Ö^  (sin(0,003283ior+;Co)-0,Of)9cos(o/^  ©o)  j    (4) 

^          ,,  /  1          1— 0,018Bin(l,003a>t  +  a;o-6^o)  ) 
€Oz  =  €0[l 2  .  (206265)' 1   ' 

Nehmen  wir  zunächst  (d  konstant  au  (die  Bewegungen  der  Mo- 
mentanaxe, welche  durch  die  (23)  S.  434  charakterisiert  werden, 
geben  keine  merklichen  Variationen  in  o),  so  zeigen  diese  Ausdrücke, 
dafs  man  die  Differentialquotienten  der  drei  Komponenten  von  o  nach  / 
vernachlässigen  kann.  Am  grofsten  sind  noch  die  Beschleunigungen 
dca^  :  dt  und  d<02  :  di^  nämlich  im  Maximum  angenähert  gleich 

ai2  :  20  000  000  . 

Das   Produkt  eines   dieser   Differentialquotienten   in  eine   Koordinate 
ist  also  im  Maximum  etwa  gleich 

00)2:20  000  000, 

wenn  a   einen    äquatorialen   Radiusvektor  bezeichnet;    da   aber  ao* 
rund  gleich  G  :  300  ist,  so  wird  dies 

G  :  6000  000  000  ,  (5) 

was  auf  keine  Art  etwas  geben  kann. 


Digitized  by 


Google 


§  21.    Die  FormändeniDg  der  Niveauflächen.  441 

Ist  o  veränderlich;  so  wird  dieser  Umstand  hauptsächlich  nur 
G>3  beeinflussen.     Wir  setzen  in  den  (2)  demgemäfs: 

~dr  ^^  d~r '       Tt         "dT  '  ^^^ 

Gelegentlich  der  Einführung  dieser  Werte  vernachlässigen  wir 
in  den  (2)  noch  mehrere  offenbar  ganz  unerhebliche  Glieder  und  er- 
halten folgende,  selbst  für  die  feinsten  Untersuchungen  ausreichenden 
Ausdrücke : 


d*x  «    ,         9    •    ^  den 

-^^i    c=  —  XCd2  +  zfD'^  sine  COSjr  —  y  ~- 


-^  =  _  y  «2  +  za^  sine  sin  x+x^J^  (7) 

-^  =  +  (^  cos^r  +  y  sinx)  G>^  sinc  . 

Die  Glieder  der  rechten  Seiten,  welche  in  sine  multipliziert 
sind,  geben  für  t  =  1"  höchstens  G  :  60000  000;  für  den  gegenwär- 
tigen Zustand  mit  c  =  0,07"  aber  nur  etwa 

(?  :  800  000  000  ,  (8) 

was  in  keiner  Weise  etwas  Merkliches  ausmachen  kann. 

Die  (7)  berücksichtigen  zufolge  ihrer  Entwicklung  noch  nicht 
den  Einflufs  von  Verschiebungen  der  Hauptaxen  im  Erdkörper  auf 
die  Differentialquotienten  von  (o^,  o,  ^^^  ^z  nach  i.  Wenn  solche 
stattfinden,  kommen  für  o,  und  Oj  noch  Glieder  in  betracht,  die  sich 
aus  den  Ausdrücken  für  g'  und  17'  des  §  15  ergeben,  wobei  für  |'  und  ij' 
einfach  |  und  17  gesetzt  werden  können.  Säkulare  Verschiebungen  sind 
jedenfalls  wirkungslos,  wie  leicht  einzusehen  ist.  Plötzliche  Verschie- 
bungen können  zwar  merklich  werden,  aber  nur  rasch  vorübergehend ; 
sie  sind  somit  auch  ohne  Bedeutung.  Endlich  erlangen  die  durch  meteo- 
rologische Prozesse  erzeugten  periodischen  Verschiebungen  (S.  418) 
wenigstens  nicht  mehr  Einflufs  als  von  der  Ordnung  des  Ausdrucks 
(5).  Denn  nach  (5*)  S.  416,  welches  Formelsystem  für  eine  kurze 
Zeit  Anwendung  finden  kann,  sind  dca^  :  dt  und  äo^  '  dt  von  der- 
selben Ordnung  wie  die  Geschwindigkeiten  ß  und  a,  mit  welchen  sich 
die  Hauptaxen  im  Erdkörper  verschieben.  Dieselben  dürften  aber 
bei  diesen  Prozessen  nicht  gröfser  sein,  als  die  aus  der  zehnmonat- 
lichen Drehbewegung  der  Momentanaxe  bei  l"  Winkelabstand  von 
der  Hauptaxe  C  resultierenden  Werte  dieser  Differentialquotienten. 

Unter  der  Voraussetzung,  dafs  die  Rotation  um  die  Momentan- 
axe mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  erfolgt,  fallen  in  den  (7) 
jedenfalls  die  Glieder  mit  do  :  di  weg,  und  wir  erhalten  als  Potential 
der  Schwerkraft  den  Ausdruck 

fF  =  ^  +  Y  (^"  +  y^)  ®'  —  (^^  cosz  +  ^y  si^z)  ^^  ^^^^  '     (9) 
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Sind  ^,  ^;  QT  die  augenblicklichen  Trägheitsmomente,  so  hat  man 
für  V  nach  S.  428  (4)  den  Ausdruck: 

(Ä  +  «  -  231)  x^-^ 
+  {(l  +  %-.2ii)y^        +r,       (10) 

L+(:a  +  Ä~2ö[;)z2j 

worin  T  wesentlich  die  lokalen  und  kontinentalen  Uuregelmärsigkeiteu 
von  V  vorstellt. 

Das  Potential  fV  unterliegt,  wenn  auch  der  Erdkörper  keine  Ver- 
änderungen erleidet,  zeitlichen  Veränderungen  wegen  des  in  sinr 
multiplizierten  Gliedes.  Diesen  Veränderungen  entsprechen  Verände- 
rungen in  den  Höhenlagen  der  Niveauflächen  bestimmten  Potential- 
wertes, die  in  Bezug  auf  die  Variable  %  im  Maximum  durch 

acj^  sine a^^  (*0 

gegeben  sind,  a  ein  äquatorialer  Radius.  Da  aa'^  :  G  etwa  Vaoo  ^^ 
und  z  l/x^  -f-  y'^  im  Maximum  etwa  «^  :  2 ,  so  giebt  (11)  selbst  für 
t=  r  nur 

^ oder  rund  50""'*  .  (121 

120  000  000  ^    ^ 

Gegenwärtig  ist  der  Betrag  nur  etwa  4""'*.  Die  Oberfläche  des 
Meeres  wird  infolge  dessen  eine  zehnmonatliche  Flut  vnd  Ebbe 
zeigen,  die  besonders  in  mittleren  Breiten  hervortreten  wird  (falls 
einige  Millimeter  überhaupt  bemerkbar  sind). 

§  22.     FortsetzuBg:     Veränderliehe  Rotationsdauer.     Das 

Vorhergehende  zeigt,  dafs  man  zu  Zeiten,  wo  die  Rotationsgeschwin- 
digkeit der  Erde  konstant  und  C  <  1  '  ist,  für  das  Potential  der 
Schwerkraft,  bezogen  auf  die  (ohne  Rücksicht  auf  Flut  und  Ebbe 
bestimmten)  Hauptaxen,  setzen  kann : 

fF=F  +  -i(^^  +  yOa)'  (1) 

mit  V  nach  (10)  des  vorigen  Paragraphen.  Das  ist  also  derselbe 
Ausdruck  wie  im  zweiten  und  dritten  Kapitel,  nur  ist  jetzt  die  Ro- 
tationsaxe  allgemeiner  als  eine  im  Erdkörper  und  im  Räume  bewegte 
Axe  gedacht.  Die  mit  der  Bewegung  der  Rotatiousaxe  verbundene 
Veränderlichkeit  von  q  ist,  wie  schon  bemerkt,  unerheblich.  Aber  es 
kann  o  sich  selbständig  verändern. 

Wenn  o  zu  zwei  verschiedenen  Zeiten  zwei  um  d(o  verschiedene 
Werte  hat,  so  giebt  dies  in  W  eine  Änderung  von 

{x^  +  y^)(oSG}.  (2) 

Dies  ist  ein  Maximum  für  Äquatorpunkte.  Setzen  wir  hier  a:^  +  y^  =  «' 
und  formen  um,  so  folgt  aus  (2): 
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aa^  .  a : 

m    ' 

dazu  gehört  eine  ÄnderuDg  der  Höhenlage  der  Niveauüachen  beHÜmm- 
ten  Potentialwertes  gleich 

Cr  Ol     ' 

d.  i.  für  eine  Änderung  der  Jahreslänge  um    \*,   d.  h.  für   da  :  cj 
=  1  :  32  000  000  : 

0,1^.*)  (3) 

Der  Übergang  von  einem  Werte  von  o  in  eiuen  anderen  erfordert, 
dafs  eine  Zeit  lang  äca  :  dt  von  null  verschieden  ist.  Alsdann 
kommen  in  den  beiden  ersten  Gleichungen  (7)  des  vorigen  Para- 
graphen die  letzten  Glieder  zur  Geltung.  Allein  der  Wert  dieser  Glieder 
ist  selbst  für  Annahmen^  welche  die  wahrscheinlichen  Grenzen  der 
Veränderlichkeit  bedeutend  überschreiten,  ganz  unerheblich.  Nehmen 
wir  z.  ß.  an,  dafs  die  Änderung  dö  =  o  :  32(XX)000  in  der  Zeit  dt 
mit  konstanter  Geschwindigkeit  da  :  dt  erfolgt,  so  ist 

dto     .   _^ «  ,  .V 

dt     ^^^   32  000000  •  W 


Hiermit  ergiebt  sich  für  das  Produkt  a  da  :  dt,  d.  h.  für  den  Maxi- 
malwert der  betreiFenden  Glieder  in  (7)  des  vorigen  Paragraphen,  nach 
naheliegenden  Umformungen : 

da  aa>*  G  .-s 

^  ~dt     '^  32  00Ö  6Ö0  .  Ol  .  Jt    ^  ~9ÖÖÖ~ÖÖÖÖ00~."^.  Jt   '  ^^ 

Eine  Änderung  da  von  so  bedeutender  Gröfse  wird  wohl  kaum 
in  einem  Tage  erfolgen  (vergl.  §  15  S.  419  und  §  16  S.  423) ;  nehmen 
wir  dies  aber  an,  so  wird  a  .  z^/  <=  2;r  ,  der  Wert  (5)  somit  immer 
noch  so  klein^  dafs  er  auf  keine  Art  etwas  ausmachen  kann. 

Der  UmataDd,  dafs  man  in  den  (2)  bezw.  (7)  des  vorigen  Paragraphen 
die  Glieder  yemachläsBigen  kann,  welche  die  Änderungsgeschwindigkeit 
von  CO  mit  der  Zeit  enthalten,  ist  sehr  günstig.  Denn  für  diese  allge- 
meinen Au8drucke  hat  die  Schwerkraft  kein  Potential,  d.  h.  es  existiert 
keibe  Funktion,  deren  partielle  Differentialquotienten  nach  den  Koordi- 
naten die  Komponenten  der  Schwerkraft  geben.  Setzt  man  z.  B.  im  An- 
schlufs  an  (7)  den  von  doatdt  abhängigen  Teil  von  W  gleich  TTi ,  so 
müfste  gleichzeitig 


sein,  und  mithin 


dx  ^^^  dt  '       '^  dy     ^      ^   dt 


*)  Ändert  sich  dagegen  die  Tageslänge  um  l'  ,  so  wird  der  Betrag  da« 
365-fache,  also  \i^\  Fogler  findet  S.  30  seiner  „Ziele  und  Hilfsmittd  geometr. 
Präeisionsnivellements*'  1873  das  Dreifache,  nämlich 'Z**"-  Er  geht  von  CtetVairfs 
Theorem  aus,  berücksichtigt  aber  nicht  die  Änderung  der  Schwerkraft  mit  der 
Höhe. 
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TT,  =»  xy  -^  +  Funkt  (y)  sowie  gleich  —  xy  -tt-  +  Funkt  (x) 

werden,  was  unmöglich  ist. 

Der  physikalische  Grund  der  Nichtexistenz  des  Potentials  ist  der,  dals 
hei  veränderlicher  Rotation  keine  Niveauflächen  existieren  können.  Die 
Geringfügigkeit 'der  Veränderlichkeit  überheht  uns  nun  auch  der  Erörte- 
rung der  Frage,  in  welcher  Weise  diese  Veränderlichkeit  die  Angaben 
der  Libellen  beeinflufst,  insofern  nur  bei  verschwindenden  Werten  von 
d(ß  :  dt  u.  s.  w.  (wie  überhaupt  nur  bei  ganz  langsam  veränderlicher 
Schwerkraft)  anzunehmen  ist,  dafs  die  Angaben  der  Libellen  der  Richtung' 
der  augenblicklichen  Schwerkraft  entsprechen. 

§  23.  Fortsetzung:  Bedeutendere  Yeränderungen  als  durch 
die  RotatioDSgesch windigkeit  (d  entstehen  im  Potentialausdruck  (1)  des 
vorigen  Paragraphen  dadurch,  dafs  die  mit  Massenbewegungen  ver- 
bundene Verschiebung  der  Hauptaxen  die  Koordinaten  xyz  eines 
Punktes  ändert,  sowie  dadurch  ^  dafs  die  Massenbewegungen  das  Po- 
tential der  Anziehung  F  beeinflussen. 

Nehmen  wir  eine  Drehung  der  Hauptaxe  C,  also  der  z-Axe, 
um  1"  an,  so  kann  sich  j/x'^  +  y'^  im  Maximum  um  z  :  206265  än- 
dern, somit  das  zweite  Glied  im  Ausdruck  (1)  für  ^  §  22  8.  442  um 

206265  ^^ 

Dies  ist  im  Maximum  etwa 

a  ^  a 


a(o* 


2  .  206265  1 20  000  000 

Die  entsprechende  Änderung  der  Höhenlage  der  Niveaufläche 
bestimmten  Potential  wertes  beträgt 

oder  rund  50  *~".  (2) 

120  000  000  ^    ^ 

Die  indirekte  Beeinflussung  der  Gestalt  der  Niveauflächen  durch  die 
mit  Massenbewegungen  verbundenen  Drehung  der  Hauptaxe  C  ist 
also  nicht  ganz  unerheblich^  wenn  die  Drehung  V  beträgt  Dagegen 
ist  die  mit  Massenbewegungen  gleicher  Ordnung  verbundene  Parallel- 
verschiebung der  Koordinatenaxen  als  Folge  relativer  Bewegung  des 
Erdschwerpunkts  zum  Erdkörper  von  geringem  Einflufs,  weshalb  wir 
dieses  nicht  weiter  erörtern. 

Die  gröfste  Beeinflussung  erfahrt  im  allgemeinen  das  Potential  IV 
und  die  Lage  der  Niveauflächen  durch  die  Änderungen  von  F.  Denken 
wir  uns  beispielsweise  eine  anfangs  auf  Südamerika  lagernde  Masse, 
welche  gleich  grofs  ist  mit  einer  die  ganze  Erdoberfläche  in  der  Höhe 
h  c=  Yg^»»  bedeckenden  Masse  von  der  Dichtigkeit  1,  sich  nach  Nord- 
amerika verschieben,  so  giebt  dies  nach  (9*)  S.  422  etwa  0,1"  Ver- 
schiebung der  Hauptaxe  C  und  somit  nach  (2)  im  Maximum  etwa  5  "^ 
maximale  Änderung  des  Meeresniveaus ;  dagegen  ist  nach  dem  vierten 
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Kapitel  die  direkte  Wirkung  auf  die  Lage  des  Meeresniveaus  unterhalb 
des  Kontinents  etwa  das  Sechsfache  jener  indirekten  Wirkung. 

Mit  der  Änderung  von  V,  ja  auch  bereits  mit  der  Verschiebung 
der  Hauptaxe  C  ist  noch  eine  Änderung  der  Normalform  der  Niveau- 
flachen  yerbunden,  wie  dies  die  Betrachtung  des  entsprechenden  ersten 
Teiles  des  Ausdruckes  (10)  S.  442  zeigt.  Auf  diese  Änderungen  gehen 
wir  aber  nicht  näher  ein^  da  sie  praktisch  bedeutungslos  bleiben. 

§  24.  Wahrnehmungen  fiber  die  Teränderlichkeit  des  Erd- 
körpers. 

Dieser  Wahrnehmungen  giebt  es  verschiedene,  indessen  sind  es 
fast  ausschliefslich  wegen  ihrer  Geringfügigkeit  oder  schwierigen  Be- 
obachtbarkeit mehr  vermutete  als  festgestellte. 

In  erster  Linie  ist  die  säkulare  Veränderurtg  der  Polhöhe  zu  er- 
wähnen,  die  für  einige  Orte  angedeutet  ist. 

Für  Pulkowa  fand  Nyren  in  der  in  §  7  erwähnten  Schrift  die 
Polhohe  aus  den  Reihen  von 


vahrsch. 

Epoche 

GrOfste 

Anzahl    w.  F. 

Fehler 

Fehler 

d.  B«oi>.  einerBeob. 

Peters: 

59<»46' 18,727" 

+0,013" 

1843 

+0,60"- 0,75" 

371    +0,16" 

Gylden; 

18,654 

+0,014 

1866 

+0,95  -0,66 

236    +0,18 

Nyren : 

18,501 

+0,014 

1872,5 

+0,70  —0,59 

155    +0,13 

Hyrin  führt  nach  rerschiedenen  Quellen  noch  folgende  Zahlen 
ftlr  die  Polhöhen  einiger  Orte  an,  die  allerdings  nicht  die  Sicherheit 
derjenigen  für  Pulkowa  haben: 

Greemoich      1755  51«  28'  39,56" 

1825—26  38,95 

1836-41  38,43 

1842-48  38,17 

1851-60  37,92 

Rom              1807—12  41«' 53' 54,26" 

1866  54,09 

Königsberg     1820  54»  42'  50,71" 

1843  50,56 

Washington     1845-46  38"  53' 39,25" 

1861-64  38,78 

Paris              vor  1825  48»  50-  13     " 

1851—54  11,2 

Mailand         1811  45"  27'  60,7  " 

1871  59,19 

Neapel            1820  40»  51' 46,63" 

1871  45,41 
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Diese  Zahlen  zeigen  dem  Sinne  nach  dieselbe  säkulare  Variation 
der  Polhohe  für  alle  vorkommenden  Orte.  Es  ist  nicht  wahrschein- 
lich; dafs  dieses  zufallig  ist.  Man  kann  auch  die  Ursache  nicht  wohl 
darin  suchen ,  dafs  bei  den  sämtlichen  älteren  Bestimmungen  die 
grofseren  Werte  durch  die  angewandten  Stemörter  erzeugt  sind,  son- 
dern wird  wirkliche  Änderungen   der  Polhöhen  annehmen  müssen.*) 

Dieselben  sind  wahrscheinlich  durch  eine  säkulare  Bewegung 
der  Hauptaxe  C  entstanden,  welche  wieder  in  säkularen  Massenver- 
schiebungen ihren  Grund  hat. 

Auf  solche  weisen  auch  die  säkularen  Hebungen  und  Senkungen  der 
Meeresküsten  hin**).  Dieselben  betragen  zwar  im  Jahrhundert  kaum 
einen  vollen  Meter,  aber  dies  reicht  zur  Erklärung  von  Bewegungen 
der  Hauptaxe  C  im  Betrage  von  etwa  eben  soviel  Sekunden  aus,  ob- 
gleich es  zur  Zeit  schwierig  erseheint,  die  beobachteten  Hebungswerte 
an  den  Küsten  rechnungsmäfsig  mit  den  Änderungen  der  Polhohen 
zu  verbinden.  Eine  Veränderung  der  Lotrichtung  durch  dergleichen 
Massenbewegungen  kann  nicht  als  Erklärungsgrund  dienen,  da  Schei- 
ben von  l'"  Hohe  selbst  bei  kontinentaler  Ausdehnung  wenig  An- 
ziehung geben.  Auch  ist  es  nicht  plausibel  anzunehmen,  dafs  die 
betreffenden  Ländermassen  eine  südliche  Bewegung  erleiden,  da  die- 
selbe im  Jahrhundert  vielleicht  20"'  und  mehr  betragen  müfste. 

Mit  ziemlicher  Sicherheit  läfst  sich  nun  behaupten,  dafs  an  den 
Hebungen  und  Senkungen  der  Meeresküsten  die  Niveauveränderungen 
des  Meeres  infolge  veränderlicher  Vergletscherung  der  arktischen  und 
antarktischen  Landmassen  einen  hervorragenden  Anteil  haben.  Denn  es 
genügt  allein  die  ganz  plausible  Annahme,  dafs  Grönlands  Eisbedeckung 
in  letzter  Zeit  eine  säkulare  Zunahme  von  50"»  Dicke  erfahren  hat,  zur 
Erklärung  der  Veränderungen  der  oben  angeführten  Polhöhen  infolge 
einer  damit  verbundenen  Verschiebung  der  Hauptaxe  ^***). 

•)  Anderereeits  zeigt  eine  neue  Publikation  von  E.  Fergola  die  teilweise 
Unsicherheit  obiger  Zahlen.  Darnach  fanden  sich  für  Neapel  durch  Neureduktion 
der  Beobachtungen  von  1820  und  1871  die  Sek.  der  Breite  gleich  45,70  +  0,57  w.  F. 
bezw.  45,86  +  0,04.    Eine  Nenbestimmung  1883  gab  45,445  ±  0,085. 

**)  In  sicherer  Weise  ist  die  Veränderung  konstatiert  durch  Ufermarken  in 
Schweden,  die  auf  Celsius'  und  Linnes  Rat  angebracht  wurden.  Die  nördliche 
Küste  des  baltischen  Meeres  hebt  sich  im  Jahrhundert  um  ca.  zwei  Fufs  nach 
der  kritischen  Untersuchung  von  O.  v.  Helmersen  in  dem  Bidletin  de  la  Glosse 
physicomaihim.  de  VAc.  imp.  de  St.  Pä.  1856  Bd.  14  S.  193  u.  ß.  Die  Südspitze 
von  Schweden  sinkt  dagegen,  und  nur  für  das  Mittelwasser  der  Ostsee  bei 
Swinemünde  ist  nach  Seibts  Untersuchung  der  Pegelbeobachtungen  daselbst  (Publ. 
des  königl.  preufs.  geodät.  Instituts,  1881)  von  1826  bis  1879  eine  Veränderung 
der  Höhenlage  zur  Küste  nicht  hervorgetreten. 

Einen  guten  Überblick  gewährt  die  Schrift  von  F.  G,  Hdkn^  das  Aufsteigen 
und  Sinken  der  Küsten,  Leipzig  1879,  sowie  die  Karte  5  des  Andreeechen  Hand- 
atlasses von  1880. 

•**)  Über  den  Einflufs  der  Vergletscherungen  siehe  Penk,  Schwankungen  des 
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Beachtenswert  ist  bei  den  Pulkowaer  Beobachtungen  die  grofse 
Übereinstimmung.  Allem  Anschein  nach  sind  die  Abweichungen 
nur  Beobachtungsfehler  und  Refraktionsfehler  {Nyren  S.  34  —  35), 
aber  nicht  etwa  kleine  Schwankungen  in  der  Richtung  des  Lotes,  die 
innerhalb  eines  Tages  oder  Jahres  stattfinden.  Gegen  solche  Schwan- 
kungen spricht  auch  die  vielfach  treffliche  Übereinstimmung  der 
Breitenbeobachtungen  im  ersten  Vertikale.  Dieselben  zeigten  u.  a.  bei 
Siruve  nur  einen  wahrscheinlichen  Fehler  von  +  0,117",  in  Washington 
1862 — 67  einen  solchen  von  +0,141"  (aufser  einem  systematischen 
Fehler).  Wenn  andere  Beobachtungsreihen  eine  geringere  Überein- 
stimmung besitzen,  wie  z.  B.  die  Greenwicher  Beobachtungen  des  nahe 
dem  Zenith  kulminierenden  Sternes  y  Draconis  mit  dem  Zenithsektor, 
deren  w.  F.  etwa  +  0,5"  ist,  so  liegt  dies  wohl  an  Beobachtungs- 
fehlern und  nicht  an  Lotschwankungen '^). 

Merkliche  Lotschwankungen  von  täglicher  oder  jährlicher,  oder 
überhaupt  kurzer  Periode  sind  jedenfalls  wenig  plausibel;  nach  Mafs- 
gabe  von  Kap.  4  würden  schon  die  zu  wenigen  Zehntelsekunden  er- 
forderlichen Massen verschiehyngen  sehr  bedeutende  Massen  betreffen 
müssen,  da  diese  Massenverschiebungen  jedenfalls  nicht  in  der  Nähe 
der  Erdoberfläche  stattfinden.  Man  müfste  etwa  starke  Strömungen 
in  gröfserer  Tiefe  oder  im  Erdinnern  annehmen,  die  aber  wenig 
wahrscheinlich  sind,  weil  der  Grund  zu  solchen,  ungleiche  Abkühlung, 
infolge  des  schlechten  Wärmeleitungs Vermögens  der  Erdrinde  fehlt. 
Lotschwankungen  infolge  einer  solchen  Ursache  würden  sich  übrigens 
in  systematischer  Weise  über  einen  gröfseren  Teil  der  Erdoberfläche 
verbreiten. 

Die  Beobachtungen,  auf  grund  deren  d'Ahhadie  1852  Verände- 
rungen der  Lotrichtung  glaubte  annehmen  zu  müssen,  sind  weder  in 
der  ursprünglichen,  noch  in  der  später  von  demselben  Gelehrten  ange- 
wandten Form  geeignet,  Lotschwankungen  zu  konstatieren,  da  sie  ledig- 
lich die  relative  Lage  der  Lotrichtung  zum  Terrain  untersuchen  ohne 
Zuhilfenahme  astronomischer  Beobachtungen*'*').  Während  aber  Lot- 
schwankungen wenig  wahrscheinlich  sind,  lassen  sich  genug  Gründe 
dafär  angeben,  dafs  das  Terrain  keine  unveränderte  Lage  hat,  sondern 
vielmehr  kleine  Bewegungen  ausführt.  Philipp  Plantamour  und  C,  v,  Orff 

Meeresspiegels,  München  1882.  Hier  sind  aach  die  betreffenden  Arbeiten  von 
Adh4mar  und  Crdll  beleuchtet.  Man  yergleiche  ferner  auch  die  neuere  Arbeit 
von  Groll  im  Phil.  Magazine  vol.  16,  1883,  p.  361:  The  Ice  of  Greenland  etc. 

Änderungen  der  Eisbedeckung  Grönlands  im  angegebenen  Betrage  müssen 
übrigens  mit  entgegengesetzten  Änderungen  am  Südpol  (die  auch  die  Lage  der 
C-Axe  beeinflussen  können)  verbunden  sein,  weil  sie  andernfalls  die  Botations- 
dauer  der  Erde  merklich  verkürzen  würden. 

*)  Diese  w.  F.-Angaben  sind  entnommen  der  Notiz  von  Hall  in  den  Astro- 
nom. Nachrichten  1882  Bd.  102  S.  143  Nr.  2433. 

**)  Comptes  rendus  1852  t.  34  p.  712. 
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welche  Beobachtungen  derselben  Art  wie  d'Abhadie  anstellten,  bezeich- 
nen daher  die  hervortretenden  Schwankungen  als  Bodehbewegungen. 
Der  Betrag  dieser  Schwankungen  hält  sich  auch  nicht  innerhalb 
Zehntelsekunden  oder  einzelner  Sekunden,  sondern  erhebt  sich  bis 
zu  einer  Minute  und  mehr*). 

Zu  einem  grofsen  Teile  darf  man  die  Bewegungen  des  Bodens 
der  ungleichen  Ausdehnung  desselben  bei  wechselnder  Temperatur  zu- 
schreiben.    Es  mögen  aber  auch  noch  andere  Ursachen  mitwirken. 

Mit  den  Neigungsänderungen  sind  jedenfalls  auch  wirkliche 
Verschiebungen  und  Hebungen  verbunden.  Dafs  dieselben  in  hori- 
zontaler Richtung  durch  Temperatureinwirkung  erheblich  werden  and 
in  den  Winkeln  geodätischer  Dreiecke  oder  in  längeren  Grundlinien 
bemerkbar  seien,  ist  uns  vorläufig  im  allgemeinen  nicht  recht  glaub- 
haft, weil  die  obere  Erdrinde  meist  zu  sehr  zerklüftet  ist.  Wenn  in 
den  Winkeln  von  Dreiecken  Änderungen  hervortreten  sollten  (was 
zur  Zeit  wohl  noch  in  keinem  Falle  ganz  zweifellos  konstatiert,  aber 
sehr  möglich  ist),  so  wird  man  zunächst  an  kleine  Verschiebungen  aus 
anderen  Ursachen,  insbesondere  durch  Erdbeben,  zu  denken  haben**). 
Die  auf  einigen  Sternwarten  bemerkten  periodischen  azimutalen  Dre- 
hungen erstrecken  sich  jedenfalls  nur  auf  geringe  Entfernungen. 

Erdbeben  wie  vulkanische  Prozesse  können  auch  Ursache  kleiner 
lokaler  Lotrichtungsänderungen  werden,  wenn  die  bewegten  Massen 
nicht  flächenförmig  verteilt,  sondern  kompakt  sind.  In  diesem  Falle 
können  sogar  durch  die  Kultur  angehäufte  oder  entfernte  Massen  von 
Einfiufs  sein. 

Hier  mag  auch  der  Aenderung  der  Niveauflächen  Erwähnung  ge- 
schehen, welche  dadurch  entstehen,  dafs  die  Wasserläufe  Erdmasseti 
transportieren  und  im  Meere  vor  ihrer  Mündung  ablagern***). 


*)  Th,  Plantamottr  und  C.  v.  Orff  wandten  feste  Libellen  in  Kellerr&umen 
nach  d'Abbadiei  Vorgang  an.  Solche  Libellen  geben  aber,  wie  anch  diese  Ge- 
lehrten hervorheben,  keine  untrüglichen  Beobachtungen ,  da  sie  selbst  sich  vei^ 
ziehen.  In  der  That  zeigten  parallele  Libellen  nahe  bei  einander  sehr  verschiedene 
Bewegungen.  Der  Ersatz  der  Libellen  durch  Axen  ist  nach  Orff  nicht  thunlich 
wegen  der  Oxydation  in  Kellerräumen.  Neuerdings  bediente  sich  d' Abbadie 
eines  Apparates  mit  künstlichem  Horizont.  Man  vergleiche  die  Artikel  von 
Ph.  Plantamour  und  v.  Orff  in  den  Archives  des  Sciences  phys,  et  naiwreUes 
(Genh)e)  Die.  1879—82,  sowie  d'AlibadieA  neuere  (von  uns  nicht  nachgesehene) 
Abhandlung  Recherches  sur  la  verticdle  in  den  Annales  de  la  Soc.  sdentif,  de 
Bruxelles  1881  p.  37. 

••)  Man  vergleiche  verschiedene  interessante  Angaben  in  den  ,, Verhand- 
lungen der  europäischen  Gradmessung  1878  in  Hamburg"  Berlin  1879  S.  19—21. 
Ferner  den  Aufsatz  von  C.  Bohn^  Über  einen  Temperatureinflufs  bei  Längen- 
messungen, Zeitschrift  für  Vermeseungswesen  1882  Bd.  11  S.  614. 

***)  Yergl.  Zöpprite,  Über  Schwankungen  des  Meeresspiegels  infolge  geo- 
logischer Veränderungen.     Wiedem.  Ann,   Bd.  11,  S.  1016. 
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Zum  Schlufs  müssen  wir  noch  der  Untersuchungen  von  S.  New- 
comb  in  betreff  einer  Veränäerlichkeii  der  Rotationsdauer  der  Erde  ge- 
denken. In  seinen  Researches  onthe Motion  oftheMoon  konstatierte  dieser 
astronomische  Forscher  Ungleichheiten  in  der  Mondbewegung,  die  er 
geneigt  war,  einer  ungleichmäfsigen  Rotation  der  Erde  zuzuschreiben. 
Fig.  72  zeigt  die  Fehler  der  astronomischen  Zeitbestimmung  nach 
dieser  Hypothese,  wenn  für   1750  und  1850  die  Fehler  null  gesetzt 

*Vv  Fehler  der  asironjom/»  ZcUbesttnununq. 


Fig.  7«. 

werden,  also  die  Zeit  zwischen  beiden  Epochen  .als  Mafsstab  dient. 
Die  Hypothese  ist  inzwischen  durch  die  Untersuchung  der  Merkur- 
vorüber^nge  vor  der  Sonnenscheibe  von  1677 — 1881  nicht  bestätigt 
worden*);  vielmehr  nimmt  S.  Newcomh  gegenwärtig  (1882)  an,  dafs 
die  mittlere  Bewegung  des  Mondes  zwischen  1800  und  1875  wirklich 
geringer  als  zwischen  1720  und  1800  war.  Es  mag  übrigens  doch 
erwähnt  werden,  dafs  sich  zunächst  (1874)  wenigstens  für  die  Unregel- 
mäfsigkeiten  zwischen  1848  und  1873  eine  Bestätigung,  wenn  auch 
von  geringem  Gewicht,  durch  die  Untersuchung  der  Verfinsterungen 
des  ersten  Jupitersatelliten  seitens  des  Pulkowaer  Astronomen  Glasenapp 
gefunden  zu  haben  schien**).  Dies  war  dadurch  interessant,  dafs 
nach  den  Researches  gerade  in  diese  Zeit  eine  starke  Unregelmäfsig- 
keit  fallt,  zufolge  welcher  die  Jahreslängen  vor  und  nach  1862  sich 
um  etwa  2*  unterschieden  haben  würden. 

Wir  gedenken  hier  endlich  noch  der  Veränderung  in  der  Ro- 
tationsdauer   der   Erde    durch   Flutreibung  ^    auffallende  Meteore   und 


•)  Astronomicäl  Papers  pr epared  for  the  use  of  the  American  Ephemeris 
and  Nautical  Almanac.  Vol.  I  P.  6.  Washington  1882.  Die  Fig.  72  ist  nach 
den  Zahlen  dieser  Quelle  S.  449  konstruiert.  Man  vergleiche  auch  besonders 
S.  465. 

**)  Vergleiche   die  Mitteilung  von  S.  Newcomh    im   American  Journal  of 
Science  and  Arts  1874  Bd.  8  S.  161—170. 
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säkulare  Abkühlung  der  Erde.  Erstere  bewirkt  eine  stetige  Verlang- 
samung  der  Rotation,  so  dafs  nach  Adams'  Rechnung  in  einem  Jahr- 
hundert die  astronomisch  bestimmte  Zeit  gegen  die  durch  die  An- 
fangsgeschwindigkeit gegebene  Zeit  um  22'  zurückbleibt  und  die 
Änderung  der  Jahreslänge  somit  im  Jahrhundert  0,44*  beträgt*). 
Der  Einflufs  der  Meteore  und  der  Abkühlung  ist  der  Schätzung 
schwer  zugänglich  und  mit  einiger  Sicherheit  noch  nicht  bekannt^. 


Sechstes  Kapitel. 

Yerwertnng  astronomischer  Angahen  für  die  Erkenntnis  der 

Erdgestalt  nnd  des  Erdinnern. 

§  1.  Allgemeine  Bemerkungen.  Die  -astronomischen  An- 
gaben, von  denen  die  Überschrift  dieses  Kapitels  redet,  sind  solche, 
welche  allein  für  sich  geeignet  sind,  Kenntnisse  von  der  Erde  zu  ge- 
währen. Es  soll  demnach  hier  nicht  die  Rede  sein  von  denjenigen 
astronomischen  Angaben,  die  für  Gradmessungszwecke  oder  auch  nur 
für  rohe  Krümmungsmessungen  durch  Bereisung  der  Erdoberfläche 
(Bd.  1  S.  619)  erforderlich  sind,  ebensowenig  wie  von  denen  für  Aus- 
führung und  Verwertung  der  Pendel beobachtuugen.  Hierher  gehört 
vielmehr  die  Beobachtung  über  die  Form  des  Erdschattens  bei  Mond- 
finsternissen, die  Beobachtung  der  Parallaxe  des  Mondes  und  anderer 
Himmelskörper,  der  Einflufs  der  Massenanordnung  der  Erde  auf  die 
Mondbewegung  und  endlich  derselbe  Einflufs  auf  die  Drehbewegung 
der  Erdaxe. 

Der  erste  und  der  letzte  dieser  Punkte  sollen  hier  keine  weitere 
Besprechung  finden.  Der  letzte,  weil  das  vorige  Kapitel  schon  aus- 
reichende Mitteilung  darüber  giebt;  der  erste,  weil  er  gegenwärtig 
von  geringem  Werte  ist.  Mehr  wie  die  Erkenntnis  der  nahezu  kugel- 
förmigen Erdgestalt  kann  die  Beobachtung  des  nicht  scharf  begrenz- 


*j  Vergleiche  Thomson  und  Tait^  üandbuch  der  theoretischen  Physik, 
Bd.  1.  T.  2,    S.  402—403. 

**)  Vergleiche  im  allgemeinen  auch  Vogler^  Ziele  und  Hilfsmittel  geometri- 
scher Prazisionsnivellements,  München  1873,   S.  31  —  32. 

Vogler  weist  hier  darauf  hin,  dafs  solche  Nivellements  (sowie  Pegelbeob- 
achtungen), indem  sie  die  zeitlichen  Verschiebungen  der  Niveauflächen  in  Höhe 
markieren,  geeignet  sind,  sehr  kleine  Beträge  von  Änderungen  der  Lotrichtungen 
zu  erkennen,  wenn  solche  Änderungen  über  weite  Strecken  in  demselben  Sinne 
erfolgen.  JedenfaUs  bilden  von  Zeit  zu  Zeit  wiederholte  Nivellements  (und 
Pegelbeobachtungen)  beim  Studium  der  säkularen  Veränderungen  des  Erdkörpers 
eine  notwendige  Ergänzung  der  Untersuchung  durch  wiederholte  Bestimmung 
der  geographischen  Breite  und  Länge. 
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ten  £rdschatteDs  am  Monde  wohl  kaum  geb%Q.  Diese  erste  (für  die 
Anwendung  der  Potentialtheorie  [1.  Kap.  S.  17;  2.  Kap.  S.  72;  3.  Kap. 
S.  149]  wichtige)  Annäherung  gewährt  uns  gegenwärtig  aber  auch 
die  Summe  der  zahllosen  Bereisungen  des  gröfsten  Teiles  der  Erd- 
oberfläche, 1.  Bd.  8.  613.  Es  hat  daher  die  Beobachtung  des  Erd- 
schattens nur  mehr  den  Wert  einer  augenfälligen  Demonstration  der 
kugeligen  Erdform.*) 

Was  die  Beobachtung  der  Parallaxen  anbetrifft,  so  hat  nur  die- 
jenige des  Mondes  Bedeutung,  weil  sie  allein  so  erheblich  werden  kann^ 
dafs  ihre  Kenntnis  bei  genügender  Schärfe  der  Messung  einen  Schlafs 
auf  die  Erdgestalt  zu  geben  verspricht.  Selbst  bei  den  Beobachtungen 
von  Mars  und  Venus  in  ihrer  gröfsten  Annäherung  an  die  Erde  wird 
sich  die  Abweichung  der  Figur  der  letzteren  von  der  Gestalt  der 
Kugel  nicht  in  solchem  Betrage  äufsern,  dafs  sie  daraus  ermittelt 
werden  könnte;  man  wird  eben  nur  die  ellipsoidische  Gestalt  nach 
anderweiten  Ermittelungen  zur  Reduktion  dieser  Beobachtungen  be- 
nutzen können. 

Aber  auch  beim  Monde  ist  es  fraglich,  ob  sich  aus  den  Beob- 
achtungen mehr  als  eine  allgemeine  Bestätigung  der  auf  anderem 
Wege  ermittelten  speziellen  Angaben  für  die  Erdgestalt  entnehmen 
lassen  wird,  und  ob  es  insbesondere  möglich  sein  wird,  aus  den  Mond- 
parallaxenbeobachtungen Abweichungen  von  der  Gestalt  eines  zum 
Erdschwerpunkt  konzentrischen  und  zur  Erdaxe  koaxialen  Rotations- 
ellipsoids zu  erkennen. 

Dagegen  giebt  jedenfalls  die  Mondbewegung  einen  Wert  fiir  die 
Differenz  der  Trägheitsmomente  des  Erdkörpers  und  daraus  einen 
Wert  seiner  Abplattung,  der  neben  den  auf  anderen  Wegen  dafür 
ermittelten  Werten  in  betracht  kommt.  Aufserdem  gewähren  die 
verschiedenartigen  Mondbeobachtungen  (Finsternisse,  Monddistauzen) 
erwünschte  Sicherheit  für  die  Zulässigkeit  der  bei  den  Entwicklungen 
des  zweiten  Kapitels  erforderlichen  Voraussetzung,  dafs  der  Erd- 
schwerpunkt nahezu  Mittelpunkt  der  Figur  sei,  wenn  man  deren  Be- 
siätigung  nicht  in  der  im  1.  Kap.  §  14  S.  17  u.  erwähnten  Thatsache 
finden  will. 

§  2.  Bestimmung  der  geozentrischen  Koordinaten  eines 
Punktes  der  Erdoberfläche  aus  Beobachtungen  der  Mondparal- 
laxe. Wir  nehmen  zur  Vereinfachung  an,  dafs  der  Mondmittelpunkt 
ffi  beobachtet  werde.    Wäre  nun  die  Erde  eine  Kugel,  oder  genauer: 

*)  Bohnenberger  sagt  in  seiner  Astronomie,  Tübingen  1811,  S.  119  und  690, 
dafs  die  Astronomen  auf  die  kugelförmige  Gestalt  der  Erde  aus  der  Begrenzung 
des  Erdschattens  geschlossen  haben,  weil  diese  Begrenzung  bei  allen  Lagen  des 
Mondes  gegen  den  Horizont  beständig  dieselbe  kreisförmige  Figur  behält.  B. 
sagt  aber  nicht,  ob  jemand  den  Gegenstand  an  der  Hand  von  Beobachtungs- 
material untersucht  hat. 

29* 
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führten  alle  Lotrichtuflgen  durch  den  Erdschwerpunkt  C^  so  würden 
wie  in  Fig.  73  die  beiden  von  C  und  von  einem  Punkt  P  der  physi- 
schen Erdoberfläche  nach  fH  führenden  Richtungen  mit  ^^t  Lotrich- 
tung ZPC  in  einer  Ebene,  in  einer  Vertikal- 
ebene von  /\  liegen.  Es  würde  also  der 
Richtungsunterschied  von  CfH  und  P0i  nur 
in  Zenithdistanz  als  Differenz  z  —  z  sich 
äu&em,  und  es  würde  somit  nur  von  Höhen- 
parallaxe die  Rede  sein. 

Die  Lotrichtung  eines  Punktes  P  geht 
aber  im  allgemeinen  nicht  durch  den  Erd- 
schwerpunkt, ja  nicht  einmal  durch  die  ßrd- 
axe;  infolge  dessen  entsteht  auch  eine  Azima- 
talparallaxe.  Wir  gehen  dazu  über,  die  Aus- 
drücke für  die  Parallaxe  in  Zenithdistanz  und  Azimut  aufzustellen, 
ohne  eine  bestimmte  Voraussetzung  für  die  Erdgestalt.*) 

Nehmen  wir  P  als  Eoordinatenanfang,  legen  die  x-kxQ  nach 
Süden,  die  y-Axe  nach  Westen,  die  z-Axe  nach  dem  Zenith,  so  sind 
die  Koordinaten  des  Mondmittelpunktes  jÜl,  wenn  e',  z  und  a  bezw. 
Entfernung,  Zenithdistanz  und  südwestliches  Azimut  sind: 

X  «=  e'  sinz'  cosa 

y  SS  e'  sinz'  sina  (1) 

z's*  e  cosz'. 

Nehmen  wir  dagegen  C  als  Eoordinatenanfang  für  ein  System  von 
Axen,  die  bezw.  zu  den  vorigen  parallel  sind  und  bezeichnen  mit 
Cy  z  und  a  geozentrische  Entfernung,  Zenithdistanz  und  Azimut,  so 
werden  die  Koordinaten  von  fiH*. 

^«sesinz  cosa 

j^  n>  ^sinzsina  (2) 

z  =  ö  cosz  . 

Bezogen  auf  dasselbe  System  von  Axen  erhalten  wir  die  Koordinaten 
von  P^  A.h,x  —  x\  y  —  y  und  z  —  z',  wenn  wir  den  Radiusvektor, 
CPf  seine  Zenithdistanz  und  sein  Azimut  bezw.  mit  r,  %  und  a  be- 
zeichnen, gleich 

x  —  a;'  =a  r  sinf  cosa 

y  —  y  '^»r  sin{  sin«  (3) 

z  —  z'  M^r  co8{. 

Aus  der  Verbindung  von  (1),  (2)  und  (3)  folgt: 


*)  Mit  teilweiser  Benutzung  einer  Entwicklung  von  Encke  in  BrünnoWn 
Sphärische  Astronomie,  2.  Ausgabe  1862,  S.  155. 
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e  sin/  cosa'  »»  e  sinz  cosa  —  r  sing  cosa 

e  sinz'  sin  d  =  «  sinz  sin  «  —  r  sin  f  sin  a  (4) 

«'  cosz'  =■  e  cosz  —  r  cosf  . 

Hieraus  sind  nun  zunächst  noch  (  und  a  durch  Einführung  gebräuch- 
licher Gröfsen  zu  eliminieren. 

Wir  denken  uns  zu  dem  Zwecke 
wieder  eine  Einheitskugel  um  den 
Erdschwerpunkt  C  gelegt.  Auf  dieser 
Eugel  bezeichne  Z  den  Durchschnitt 
der  z-Aze,  P  den  Durchschnitt  des 
Radiusvektors  CP^  N  den  Nordpol 
der  Erdaxe.  Zum  weiteren  Ver- 
ständnis der  Fig.  74  erwähnen  wir,  ff^st 
dafs  geographische  Breite  u.  Länge 
des  Punktes  P  mit  B'  und  Z',  da- 
gegen geozentrische  Breite  und 
Länge  mit  9  und  L  bezeichnet  sind. 
Das  sphärische  Dreieck  zwischen  N,  Z  und  P  giebt  nun  nach  be- 
kannten Regeln: 

cosg  =  sin  9)  sinB'  +  cosg)  cos^  cos(Z  —  Z') 

—  sinf  cos«  «=  sing)  cos^'  —  cos 9)  sin 5'  cos(Z  —  Z')  (5) 

sing  sin«  =  coB<p  sin(Z  —  L')  . 

Zur  Vereinfachung  setzen  wir  in  den  beiden  ersten  Gleichungen 

cos(Z  -  Z')  —  1  —  28in2  ^""^^ 
und  erhalten  damit« 


Flg.  74. 


cosg  =  co&(B'  —  (p)  —  2  cos  9  co&B'  sin^ 

sing  cos«  =  sin  (^  —  9)  —  2  cos 9)  sin^  sin^ 


L  —  r 
2 


(6) 


Diese  beiden  und  die  dritte  Gleichung  (5)  geben  in  (4)  eingeführt: 

e  sinz'  cosö'  =  e  sinz  cosa  —  5  -j-  g  sin^ 
e  sinz'  sin«'  «=  ^  sin  z  sin  a  -{-  Q  (7) 

tf'  cosz'  a=s  tf  cosz  —  ^  +  ö'  cosÄ' , 

worin  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

r  sin  (i9'  —  q>)  =  S 
r  cos(^  —  9))  =  C 
•   r  COS9)  sin  (Z'  —  L)  '^  Q  (^) 

2r  cos  9)  sin' ^^^ —  =  q  . 
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Wir  multiplizieren  nun  die  erste  von  (7)  mit  sinö',  die  zweite 
mit  cosa'  und  finden  durch  Subtraktion: 

0  =a  d  siuz  8in(a  —  a)  -\-  S  siua   +  Q  cos«'  —  ^  sin^  sina';    (9) 

dagegen  giebt  die  Multiplikation  mit  cos  £i'  bezw.  sina   und  Additiou: 

e  sinz'  =  e  sinz  C08(a — a)  —  Scoaa  +  ösina'  +  Q sin ß' cos«'  . 

Multiplizieren   wir  noch   die  vorige  Gleichung   mit  sin  — ^  -  ,    die 
letzte  mit  cos  — ^ —  und  addieren,  so  folgt: 

e  smz  cos  — r —  «=  e  smz  cos  — ^ S  cos  — '— 

+  ö  Sin  — ^ 1-  g  sin  ^  cos  — ^ —  • 

Diese   Gleichung  giebt  mit  der  Gleichung  (9)    und   der  dritten 
Gleichung  (7)  nachstehende  Zusammenstellung: 

e  sinz  sm{a  —  ö)  =  5  sin«'  +  (^  cosa'  —  g  sin^  sin«' 

a  +  a  .     a4-a  a  +  a 

cos — ): —  sin — !- — -  cos    -4 — 

^' sinz' =  ^siriz  —  5 — 1-(>       ? — f-^sin^' 7-    flO) 

a—a       '*^  a  —  a       '^  a~a        K'-^J 

cos — - —  cos — - —  cos — - — 

e  cosz'  =  e  cosz  —-  C  ~\-  q  cos^  , 

woraus  man  durch  Kombination  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  in 

ähnlicher  Behandlungsweise  wie  oben  für  die  ersten  beiden  (7)  leicht 

ableitet:  .     /  ,  •   x>'  •     ' 

.    r  0          N         o  sma       ,     ^    cosa            q«mB  sma  /ii\ 

sm(a  —  a)  =  S — ~r  +  0 — —  -   -■ -  (H) 

cos — -^ —  ,     sm- 


t  »  wo ^  ,  DIU  — 

.     ,  ,  V         ^  smir  ^  coBJS  2  ,    ^  cos«  2 

sinfz  — z)  =  C S ; y  Q 

^  '  e  e  a  ^a      ^    ^       €  a—a 

cos — - —  cos — - — 

.^  02) 

a  +a  ' 

•      -TV  »        C08 _,     .       , 

,        Binj0  C082                  2                   cosf  sinir 
+  «       —e i^-cT-^ e 

COS       — 

a'  +  ö  ,     a+a 

.     /  COS — Jr—  '     0  sm ■ — 

L^cos(z'-g)-C^-^~S^^ A +Q^^ ,?-_ 

e  ^  ^  e  e  a  —a      '    "^     c  a  —a 

COS COS — - — 

a+a  '      (13) 

.     T»/     .       /      COS ^, 

,  %\nB  sin;  2  ,         cosf  cos« 

+  ^ T ä-::ra-+  ^ ^ 

COS---- 

Diese  Formeln  sind  noch  einer  erheblichen  Vereinfachung  fähig. 
Um  dieselbe  zu  finden,  ist  zunächst  der  maximale  Betrag  von  Sj  C,  Q 
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und  q  festzustellen.     Nehmen  wir  als  Einheit  der  linearen   Längen 
den  äquatorialen  Radius  des  Erdellipsoids,  so  ist 

—  der  Sinus  der  Horizontal-Äquatorial-Parallaxe , 

welche  in   Sekunden   rund  gleich  3422  ist.     Da  femer  ff  —  9)  im 
Maximum  etwa  11'  beträgt  (Bd.  1   S.  60),    so  sind  die  Werte   von 

q' —  und  q" —  mit  Rücksicht  auf  (8)  im  Maximum  etwa  gleich  11" 

und  3422". 

Setzen  wir  ferner  als  maximale  Lotabweichung  1^5  Minuten  fest, 
so  wird  1!  —  Z,  da  es  nach  Bd.  1  S.  518  mit  sec^'  wächst,  für  80^* 
geographischer  Breite  rund  9'  betragen  können,  welcher  Betrag  in 
praktischen  Fällen  etwa  das  Maximum  angiebt.     Das  Maximum  von 

q"  -^  ist  mit  Rücksicht  auf  (8),  weil  9  und  B'  wenig  verschieden  sind, 

indessen  nur  1,5'  oder  90",   das  Maximum  von  p"—  nur  0,12".     Die 

entsprechenden  Maxima  von  q"^  und  q"  —  betragen  endlich  nur  1,5" 
und  0,002". 

Mit  Rücksicht  hierauf  setzen  wir  näherungsweise: 

^,  -/  =  9    [C  --  -  S-^  cosa  +  Q  -  -  8ina  +-C^  (--  -)  j    (14) 


in  Sek. 

a  — a=Q    {S — r \-  Q—.--\  (15) 

—  «s  cos(z  —  z)  —  C S cosa  .  (16) 

Die  Gleichung  (14)  hat  wegen  Vernachlässigung  der  Glieder  mit  q 
und  der  höheren  Glieder  der  Reihenentwicklung  einen  Fehler  von 
einigen  Tausendelsekunden.     Äufserdem   ist  in  den   Gliedern   mit  S 

und  0  bezw.  gesetzt 

a  4-a  .     a  +a 

cos- — ^ —  Bin  — :z — 

cosfl'  für    j und    sina'   für 


„  a  —a 

cos — - —  cos 


hierdurch  entsteht  indessen  nur  bei  Beobachtungen  in  nächster  Nähe 
des  Zeniths  aufserhalb  des  Meridians  ein  merklicher  Fehler,  nämlich 
für  z  =  2®  im  Maximum  knapp  0,01"  und  bei  weiterer  Annäherung 
umgekehrt  proportional  z  wachsend.  Die  nächste  Nähe  des  Zeniths 
wird  man  aber  ohnehin  wegen  des  stärkeren  Einflusses  gewisser  In- 
strumentalfehler gern  vermeiden. 

Die  Gleichung  (15)  vernachlässigt  namentlich,  ein  in  q  multipU- 
ziertes  Glied,  dessen  Einflufs  auf  a — a  mit  abnehmendem  z  wächst  und 
bei  z  =  2^  im  Maximum  bereits  0,06"  erreicht,  welches  aber  doch  für 
unsere  Absichten  der  Berechnung  von  S  und  Q  wegbleiben  kann,  da 
sein  Einflufs  auf  das  Aggregat  (ß  sin  a  -}-  Q  cos  a')  :  e  im  Maximum 
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nur  0,002"  für  jede  Zenithdistanz  beträgt.  Die  in  (15)  yernachlässigten 
höheren  Glieder  der  Reihenentwicklung  werden  erst  für  Werte  von  z 
wesentlich  <  2^  merklich. 

Was  endlich  Gleichung  (16)  anbetrifft,  so  genügt  zur  Begründung 
der  im  Vergleiche  zu  (13)  stattgefundenen  Vernachlässigung  die  Be- 
merkung;  dafs  e  nur  gebraucht  wird,  um  vom  beobachteten  Mond- 
rand aufs  Mondzentrum  zu  reduzieren. 

§  3.  Fortsetzung:  Die  praktische  Losung  der  Aufgabe  bietet 
viele  Schwierigkeiten.  Als  Unbekannte  treten  zunächst  C^  S  und  Q  auf, 
welche  nach  (8)  ausreichen,  um  r,  B'  —  9?  und  Z'  —  L  zu  eraiittela. 
Zu  diesen  drei  Unbekannten  treten  aber  noch  als  Unbekannte  hinzu 

die  Fehler  der  Moudtafeln.  Mau  wird  aus 
den  letzteren  jedenfalls  nur  die  Mondbeweg- 
Kordpol  ung  für  einen  kurzen  Zeitraum,  etwa  einen 
halben  Tag,  korrekt  entnehmen  können. 
Berechnen    wir   nun   die   geozentrischen 
Werte  z  und  a  aus  den  in   den  Mond- 
-b'       tafeln  gegebenen  Werten  der  Rektascen- 
sion  a    und    Deklination   d    des   Mond- 
mittelpunktes^  so  werden  z  und  a  wegen 
der  in  a  und  d  enthalteuen  Fehler  un- 
richtig.    In   welcher  Weise,    entnehmen 
wir  leicht  aus  Fig.  75,  welche  auf  einer 
den  Erdschwerpunkt  umgebenden  Kugel 
Fig.  7».  vom  Radius  1  gedacht  ist. 

Ist  d  um  dd  irrig,  wird  also  der  Mondmittelpunkt  nach  fiH'  ver- 
legt, so  wird  nach  Mafsgabe  des  in  jUt"  rechtwinkeligen  Differential- 
dreiecks  0100' '. 


dz  '^^  ^  dd  cosp     da  =  -^ 


Binp 
sinj; 


(1) 


Nordpol  Ist  dagegen  tum  dt  irrig,  so  fallt  der  Mond- 
mittelpunkt bei  unveränderter  Deklination  d 
nach  fiH'j  Fig.  76,  und  das  Differentialdreieck 
MM'M"  giebt,  da  fiHfiH'  =  dt  cos»  ist: 

d0=+dtcosdsmp    rfö=-f  rf/cosd^??|.  (2) 

Der  Fehler   in    dem  Stundenwinkel  t  setzt 
sich  zusammen  aus  den  Fehlern  in  der  Stern- 
zeit @  und  in  der  Rektascension  a;  denn  man 
hat  t  =^  ®  —  a ,  Fig.  75,  und  somit 
Mg.  76.  dt  =  de  —  da .  (3) 

Bezeichnen  wir  nun  die  aus  den  Tafelwerten  berechneten  geo- 
zentrischen Werte  a  und  z  mit  a^  und  z^,  so  geben  (14)  und  (15) 
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des  vorigen  Paragraphen^  indem  wir  die  Verbesserungen  von  a  und  S 
als  Differentiale  ansehen  und  dieselben  in  Bogensekunden  verstehen, 
die  Gleichungen: 

—  dd  coap  +  d(  coeS  ainp 

a'-a"^  q"  \S-^^  +  ö--'-|  +  dd'4^  +  dt  cos*???^  •  (5) 
in  Sek.  ^      c  Sin«     '    *^   esin;8J     '  sm  £f    '  Bin «     ^   ^ 

Wenn  man  diese  Gleichungen  betrachtet,  so  scheint  auf  den  ersten 
Blick  für  nicht  zu  hohe  Breiten  eine  vollständige  Bestimmung  der 
fünf  Unbekannten  C,  S,  Q,  dS  und  dt  nicht  unmöglich,  falls  bei  ge- 
eigneten Werten  der  Mouddeklination  Beobachtungen  im  Meridian 
mit  solchen  in  gröfserem  Abstand  vom  Meridian,  insbesondere  dem 
Ost-  und  Westvertikal  kombiniert  werden.  Durch  Beobachtung  ent- 
gegengesetzter Teile  des  Mondrandes,  wenn  auch  zu  verschiedenen 
Zeiten,  würde  sich  die  Unsicherheit  in  der  Kenntnis  des  Mondradius 
und  in  der  Auffassung  des  Moudraudes  eliminieren  lassen,  und  eine 
etwaige   Uugenauigkeit   in  dem   aus    den   Mondtafeln    entnommenen 

Werte  von  —  würde  unschädlich  werden,  indem  annähernd  gleich- 
zeitige Bestimmungen  an  verschiedenen  Beobachtungsstationen  mit 
einander  verglichen  würden.*) 

Allein  bei  näherer  Betrachtung  zeigt  sich  der  Übelstand,  dafs  man 
d8  aus  den  Beobachtungen  einer  Station  nicht  eliminieren  kann,  sO- 
dafs  die  Möglichkeit  der  Bestimmung  von  r  im  allgemeinen  verloren 
geht.  Hierauf  wird  man  aufmerksam  bei  der  Aufstellung  der  Paral- 
laxenformeln für  Deklination  8  und  Stunden winkel  /.**)  Wir  können 
es  aber  direkt  an  (4)  und  (5)  zeigen,  wenn  wir  anstatt  C  und  S  an- 
dere Unbekannte  einführen.    Es  war 

(7  =  r  cos(^  —  g))        Ä  «=  r  sin (-^  —  9)  . 

•)  Hierbei  würde  es  sich  mehr  um  einen  konstanten  Fehler  der  in  den 
Tafeln  gegebenen  Horizontalparallaxe  handeln,    als   um  veränderliche  Fehler. 

Wenigstens  sind  Fehler  in  —  von  gleicher  Ordnung  mit  denen  ^  welche  in  Rekt- 

aszension  und  Deklination  des  Mondes  bei  Hansens  Mondtafeln  (als  Arcus 
genommen)  hervortreten,  noch  von  ziemlich  unerheblichem  Einflufs. 

••)  Um  die  Parallaxenformeln  für  Deklination  und  Stundenwinkel  zu  erhalten, 
legt  man  die  ;?-Axe  nach  dem  Nordpol,  die  iC-Axe  in  die  Meridianebene  nach 
Süden^  die  ^-Axe  nach  Westen.    Die  Grundformeln  werden: 

e  cosd'  cos*'  «=  e  cos  J  cos*  —  r  cos 9  cos(2/'  —  L) 
e  cos  ö'  sin  *'  =■  e  cos  d  sin  *  •\-  r  cosq?  sin  (L*  —  L) 
e  sind'  =a  c  sin  d  —  r  sin 9. 

Hieraus  folgt  ganz  in  derselben  Weise  wie  im  vorigen  Paragraphen: 
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Bilden  wir  nun  mit  RQcksicht  auf  (4)  und  (5)  die  Identitäten 

C  sinz'  —  S  toHz  cosrt'  =  r  cosgp  (cos^'  sinz'  —  sin^'  cosz'  cosa) 

+  r  sin  9  (sin  ff  sinz  +  cos^  cosz'  cosfl') 
und 

5  sin«'  =  r  cos 9  .  siu^'  sin«'  —  r  sin^)  .  cos^  sina' , 

und  beachten  die  folgenden  Relationen^  welche 
sich  aus  Fig.  77  ergeben,  die  auf  einer  den  Paukt 
Aordfjol   p  umschliefsenden  Einheitskugel  liegt: 

sin-^  cosz'  —  cos^'  sinz'  cosö'  s=  sind' 
9  ß»  Bxnff  sin  z  -(-  cos-^'  cosz'  cosa'  =  cosd'  cos/ 

cos-^'  sinö'  =  cosd'  sin/ , 

aus  deren  erster  man  durch  Multiplikation  mit 
cosa'  und  einigen  weiteren  Transformationeo 
leicht  ableitet: 

cos^'  sinz'  —  sin^'  cosz'  cosa  =  sinp  mit' 
pjg  „  —  cosp  cos/'  sin^, 

so  gehen  (4)  und  (5)  über  in: 

-^(sinpsinl  — cosp  cos/ sino  )-| ^coso  cos/) 

+  —cosz  smö  +  -^  --Z  sin^z 

—  dd  cosp  +  ^'  cosd  sinp 


in  Sek. 


(6) 


in  Sek. 


,,  frcosqp    sinJS'ßina'  rsinqp    cos d' sin p'   j^  Q    cosa  1 

l       e  siiijj  e  viuz  '      c"     sin^  J  /« 


SlIlJ? 

sinp 


+  dd  ""^  +  dt  cosd  """^ 

'  BlUXr       I  810  fr 


(7) 


t'+t  .   f+t 

sin^d— d)  — ^,— tSW^  —  ^  -    -T? — -Bind cosd 

e        t  —  t  e        t  —  t  e 

cos     —  cos       - 


e    costf        e    cosa 


t'+t  .    t'+t 

T>  cos      ^1^  -,   Bin  -    ;-  n 

—  s=  COS (d  —o) ,       cos d  +  '     -  -  -r      cos d 8ino , 

€  €  t  —  *  €  t  —  t  € 

cos  — —  cos  — -— 


wobei  gesetzt  ist: 


Ji  s  r  cosip  co8(L'— L) 
Q  =s  r  cosqp  sin  {V — L) 
P  =  r  sin  9  . 
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Abgesehen  von  dem  kleinen  Unterschied  zwischen  p  und  p'  in- 
folge Parallaxenwirkung  haben  hiernach 

-?^^^^cos*'    und    dd 
e 

in  beiden  Gleichungen  denselben  Faktor,  so  dafs  die  Unkenntnis  von 
dd  die  Bestimmung  von  r  sin  q)  verhindert. 

Im  allgemeinen  ergeben  sich  daher  aus  den  Beobachtungen  eines 
Tages  nur  die  Werte  von 

^-,  (l^co8<J'-dd),  f      und    dt.     (8) 

Mit  Rücksicht  auf  die  Relationen  (8)  S.  453  und  infolge  des  geringen 
Betrages  von  (Z'  —  Z)  läfst  sich  daher  zwar  {L'  —  L)  für  jede  irgend- 
wie gelegene  Station  finden  —  gewifs  auch  ein  wertvolles  Resultat*)  — , 
nicht  aber  r  und  97.  r  kann  nur  für  äquatoriale  Stationen  ermittelt 
werden,  etwa  innerhalb  der  Breitenzone  von  —  10®  bis  +  10®>  9 
dagegen  läfst  sich  überhaupt  nicht  ohne  weiteres  finden. 

Was  die  Bestimmung  von  r  für  äquatoriale  Stationen  anlangt, 
so  ist  zu  bemerken,  dafs  man  zwei  Wege  einschlagen  kann.  Man 
kann  nämlich  entweder  d8  als  null  ansehen,  oder  man  kann  sin 9 
aus  der  geogr.  Breite  nach  der  ellipsoidischen  Hypothese  berechnen. 
Beide  Wege  dürften,  wie  man  leicht  sieht,  ausreichen,  um  r  aus 
r  cos  9  und  r  sin  9)  innerhalb  der  genannten  Zone  auf  mindestens 
Väoooo^^^^®^  Wertes  genau  berechnen  zu  lassen,  was  mit  Rücksicht 
auf  die  überhaupt  erreichbare  Genauigkeit  genügt. 

Wenn  man  aus  den  Beobachtungen  auf  einer  einzigen  Station 
(p  bestimmen  will  (womit  sich  dann  auch  r  findet)  so  kann  dies  in 
möglichster  Strenge  wohl  nur  durch  das  sehr  komplizierte  Verfahren 
gleichzeitiger  Bestimmung  neuer  Mondtafeln  aus  den  betreffenden 
Beobachtungen  geschehen,  indem  in  eine  solche  Bestimmung  r  sin  9) 
mit  als  Unbekannte  aufgenommen  wird. 

Es  giebt  allerdings  noch  einen  anderen,  minder  schwierigen  Weg, 
der  aber  nicht  ganz  hjpothesenfrei  ist.  Man  denke  sich  für  eine  Anzahl 
Orte  von  nicht  zu  verschiedener  Breite  annähernd  gleichzeitige  Bestim- 
mungen ausgeführt  und  die  Unbekannten  (8)  berechnet.  Bildet  man 
nun  die  Werte 

rsiny-^^rosinyo.  ^^^  S' ^  dS ,  '  (9) 

worin  die  r^  sin  ip^  nach  der  ellipsoidischen  Hypothese  ermittelt  sind, 
so  wird  das  Mittel  aller  Werte  (9)  für  diese  Gruppe  von  Stationen 
einen  Näherungswert  für  —  dd  allein  geben.  In  ähnlicher  doch  um- 
ständlicherer Weise  kann  man  d8  überhaupt  aus  Beobachtungen  an 

*)  Allerdings  gehören  sehr  viele  Beobachtongstage  dazu,  um  {L'  —  L)  mit 
einiger  Sicherheit  zu  gewinnen. 
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einer  gröfseren  Anzahl  Stationen  beliebiger  Breite  bestimmen,  wobei 
als  leitendes  Prinzip  zu  gelten  hat:  die  Abweichungen  in  r  und  q) 
von  der  ellipsoidischen  Hypothese  als  zufallige  anzusehen. 

Den  Gedanken,  aus  Moudbeobachtungen  die  Figpir  der  Erde  zn  be- 
stimmen, fafste  nach  Todhtmter,  History  ofAttraction,  Bd.  1  S.  447  schon 
Euler  und  setzte  ihn  in  der  Abhandlung  „Versiuh  die  Figur  der  Erde 
durch  Beobachtung  den  Mondes  zu  bestimmen"  auseinander  (in  den  Ab- 
handlungen der  bayer,  Akademie  der  Wissenschaften  Bd.  5,  1768).  Euler 
scheint  sich  auf  die  Diskussion  von  MeridianbeobachtuDgen  beschränkt  zu 
haben  und  gelangte  damit  zu  keiner  genügenden,  ihn  selbst  befriedigenden 
Methode. 

Laplace  erwähnt  in  der  Mec.  cel,  t.  II,  1.  III,  p.  97  nur  mehr  beiläufig, 
dars  die  Verschiedenheit  des  Uadiusvektors  für  verschiedene  Punkte  der 
Erdoberfläche  die  Horizontalparallaxe  des  Mondes  beeinflusse.  Die  Me- 
thode, aus  dieser  auf  den  Radiusvektor  zu  schliefsen,  erörtert  er  nicht. 
Dagegen  widmet  H.  Bruns  der  Methode  in  seiner  „Figur  der  Erde**  einige 
Worte.  Er  sagt  aber,  dafs  zur  Zeit  wegen  der  üngenauigkeit  der  Be- 
obachtung und  der  Theorie  der  Bewegung  des  Mondes  an  eine  Benutzung 
der  Methode  nicht  zu  denken  sei,  dafs  aber  jedenfalls  aus  der  Überein- 
stimmung zwischen  Beobachtung  und  Rechnung  bei  den  Sonnenfinster- 
nissen und  Bedeckungen  von  Fixsternen  durch  den  Mond  gefolgert  werden 
könne,  dafs  die  radialen  Anomalieen  des  Geoids  einige  Kilometer  nicht 
überschreiten. 

§  4.  Bestimmung  des  Aqnatorialhalbmessers  des  Erd- 
ellipsoids  aus  der  Mondparallaxe  in  Yerbiadung  mit  der  Inten- 
sität der  Schwere  an  der  Erdoberfläche.  Wäre  die  Meeresfläche 
eine  zum  Erd Schwerpunkt  konzeutrische  Kugelfläche  vom  Radius  B, 
so  hätten  wir  für  die  Beschleunigung  g  der  Schwerkraft  im  Meeres- 
niveau die  einfache  Formel 

Mk*  ,.v 

-Bä-  =  ^;  (1) 

worin  M  die  Erdmasse  und  k^  die  Beschleunigung  ist,  welche  die  Masse  1 
der  in  der  Entfernung  1  befindlichen  Masse  1  erteilt. 

Wäre  ferner  die  Mondbahn  eine  Kreisbahn  vom  Radius  H,  so 
würde  diese  Bahn  nur  bestehen  können;  wenn  die  der  Kreisbewegung 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  n  entsprechende  Zentrifugalbeschleu- 
nigung 

durch   die  gegenseitige  Anziehung  von  Mond  und  Erde  aufgehoben 
würde.     Die  Erde  erteilt  aber  dem  Mond  die  Beschleunigung 

Mk* 

dagegen  der  Mond  mit  der  Masse  fiH  der  Erde  die  Beschleunigung 
folglich  ist  (M  +  m)k*  _  ll„2  ^2) 
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Die  Vergleichung  von  (])  und  (2)  giebt  unter  Elimination  von  k^: 

^  =  ^(1  +  *)^.  C3) 

worin  der  Quotient  R :  H,  der  Sinus  der  Horizontalparallaxe  des 
Mondes,  mit  sinp  bezeichnet  ist: 

22 

sin  p  =  -g- .  .       (3*) 

Ganz  so  einfach  ist  die  Bestimmung  des  Erdradius  nun  aller- 
dings nicht. 

Was  zunächst  die  Formel  (1)  anlangt,  so  ist  sie  durch  die  ge- 
nauere Formel  (7)  §  15  8.  83  im  2.  Kapitel  zu  ersetzen ,  wobei  der 
Meeresfläche  ein  Normalsphäroid,  also  jedmifalls  sehr  nahe  ein  Rota- 
tionsellipsoid^ substituiert  ist.  Dies  ist  zwarmoch  nicht  streng,  aber 
die  einzige  zur  Zeit  erreichbare  Annäherung.  Indem  wir  für  g  die 
Formel  annehmen: 

^  =  ^a(l  +  b8in^i?)  (4) 

und  mit  t  das  Verhältnis  der  Zentrifugalkraft  zur  Schwerkraft  am 
Äquator  bezeichnen,  wird  damit  in  völlig  ausreichender  Annäherung: 

ao«  1  -  ll  + 1  '  ^^> 

ÜQ  Aquatorialhalbmesser.  Für  die  Anwendung  ist  es  vorteilhaft^  nicht 
den  von  b  abhängigen  Wert  Qaj  sondern  den  Mittelwert  der  ^- Werte 
im  Sinne  der  Eugelfuuktionen: 

ö  =  i^a(l+|),  (4*) 

einzuführen.    Es  geht  damit  (5)  über  in: 

Jtffe«       G 

"•■"('  +  t)('-'+')' 

woraus  wir  b  mittelst  des  Clairautschen  Theorems 

eliminieren  und  die  hier  ausreichende  Näherungsformel  erhalten: 

Mk*  G 


1  +  2^« 


(6) 


Bezüglich  der  Formel  (2)  ist  zu  bemerken,  dafs  sie  auch  noch 
für  die  elliptische  Mondbewegung  richtig  bleibt,  wenn  H  die  halbe 
grofse  Axe  der  Mondbahn  und  n  die  mittlere  Winkelgeschwindigkeit 
(Geschwindigkeit  der  mittleren  Anomalie)  bezeichnet.  Allein  man 
mufs  nun  noch  dem  Umstände  Rechnung  tragen,  dafs  auch  die  Sonne 
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die  Mondbewegung  beeinflufst  uud  zwar  aufser  periodiscben  Ände- 
rungen gewissermarsen  eine  Verminderung  der  gegenseitigen  An- 
ziehung von  Mond  und  Erde  um  Vg^g  erzeugt*). 

Denken    wir    uns,    um   letztgenannte    Verminderung   abzuleiten, 

im  Anschlufs  an  Fig.  78  die  als 
kreisförmig  betrachtete  Mondbahn 
in  der  Ekliptik  liegend,  so  erteilt 
die  Anziehung  der  Sonne  S  der 
Erde  E  die  Beschleunigung 

Fi«.  78.  Ä-^A  (7) 

in  Richtung  ES,  dagegen  dem  Monde  M  die  Beschleunigung 

fc'^  (8) 

in  Richtung  ^S.  Denken  wir  uns  ferner  die  Erde  festgehalten,  da  es  auf 
die  zur  Erde  relative  Mondbewegung  ankommt,  so  ist  die  Beschleuni- 
gung (7)  dem  Monde  in  entgegengesetzter  Richtung,  also  parallel  SE 
wirkend,  zu  erteilen.  Wir  zerlegen  diese  Beschleunigung  sowie  (8) 
radial  und  tangential  und  erhalten  als  radial  nach  aufsen,  in  Rich- 
tung ^^t,  wirkende  Komponente: 

Ar»  [-^-  cos  (g)  +  ^)  —  -^,   cos  9}, 
oder  t&r  r  coa  ^  =  r^  —  H  cos  9 : 

^,    S^jcos'*c^B(.p  +  y,)   _^^^^j  (9) 

Indem  wir  die  2.  Potenz  von  —  vernachlässigen,   setzen  wir  hierin 

sm  V  =  —  sm  (p  ,      cos  ^  =  1 

und  gelangen  für  die  in  Rede  stehende  Komponente  zu  dem  Ausdruck : 

k^S  ~  cos>  (2  —  tan^^)) . 

Hiervon  haben  wir  den  Durchschnittswert  für  alle  Werte  von  9= null 
bis  2jt  zvL  bilden,  also  unter  einfacher  Transformation  des  letzten 
Ausdruckes  den  Wert: 

2/r  a^ 


k^S  ^  jiß  co8^(p  —  l)d<p:jd(p, 


*)  Nachstehende  Entwicklung  ist  mit  teilweiser  Benutzung  von  Bohnenberger, 
Ästrofiomie,  Tübingen  1811,  §  308  S.  545  gegeben.  Übrigens  kannte  schon  Newton 
den  betr.  Einflufs  der  Sonne. 
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Derselbe  ist  gleich  ^^^^'  (^^) 

Nun  ist  aber,  abgesehen  von  dem  geringen  Einflufs  der  Erdmasse, 
k^Sir^^  =  n^r^,  wenn  n  die  Winkelgeschwindigkeit  bei  der  Erdbewe- 
gung um  die  Sonne  ist;  damit  geht  (10)  über  in 

I  Än^  .  (10*) 

Dieses  ist  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (2)  hinzuzufügen,  wo- 
mit diese  in 

-(^-+/)*-  =  11(1.^+1«^)  (11) 

übergeht.    Die  tangentiale  Komponente  der  Beschleunigungen  giebt  im 
Mittel  für  9  =  null  bis  2n  den  Wert  null.     Sie  ist  somit  einflufslos. 
Aus  (11)  und  (6)  folgt  jetzt  unter  Elimination  von  k^  als  Ersatz 
der  Gleichung  (3): 

mit  dem  Sinus  .der  Äquatorialhorizontalparallaxe  des  Mondes: 

smp  =  ^'  (12*) 

Die  Formel  (12)  ist  auch  noch  nicht  völlig  streng,  weil  die  zu 
gründe  gelegte  Formel  (11)  einer  nur  rohen  Theorie  der  Mondbewe- 
gung entnommen  ist.  Aber  sie  gewährt  mit  Rücksicht  auf  die  Genauig- 
keit der  Bestimmung  von  p  aus  Beobachtungen  eine  völlig  genügende 
Schärfe. 

§  5.  Fortsetzung:  Zahlwerte.  Aus  den  im  2.  Kap.  S.  85 
und  83  angegebenen  Formeln  für  die  Schwerebeschleunigung: 

g  =  9,7800  (1  +  0,00531  sin'^)  mit  ü  =  7^99126 
^^^  g  =  9,7806  (1  +  0,0052    sin^B)  mit  ü  =  V289776 

folgt  bezw.  der  Mittelwert: 

G  =  9,7800  (1  +  -?^?^-)  =  9,7973  '     (1) 

und 

G  =  9,7806  (1  +  -^'?^-^)  =  9,7975  .  (1*) 

Ferner  hat  man  (vergl.  5.  Kap.  S.  384  und  433)  für  das  Ver- 
hältnis der  Mondmasse  zur  Erdmasse 

M  81,26 

und  also 

log  (1  +  ^)  =  log  11%  =  0,005313 .  (2) 
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Für  die  Horizontal-Äquatorial-Parallaxe  p  liegen  mehrere  Be- 
stimmungen vor.  Nach  Olufsem  Berechnung  der  1751 — 53  auf  dem 
Kap  der  guten  Hoffnung  und  mehreren  europäischen  Sternwarten  an- 
gestellten 59  korrespondierenden  Mondbeobachtungeu  (Meridianzenith- 
distanzen)  ist 

arc  p  =  0,01651233  +  0,02449201  a  ,  (3) 

und  zwar  nach  Hansen  mit  einem  mittleren  Fehler  in  p  von  +  0,52"*). 
Die  von  Olufsen  willkürlich  gelassene  Abplattung  a  setzen  wir  nach 
Bessel  sowie  nach  dem  2.  Kap.  S.  84  (5)  an  und  erhalten  bezw.   fiir 

a=V«.m  P  =  3422,80" 

« =  V28.,7«  P  =  3423,35**).  ^^  ^ 

Nach  den  neueren  Berechnungen  von  Breen  und  von  Sione  ist  nahezu 
übereinstimmend 

p  =  3422,82", 

log  sin  p  =  8,219939  -  10 .  ^^^ 

Die  hierbei  angewandte  Abplattung  ist  uns  unbekannt,  wahrscheinlich 
ist  aber  die  Besselsche  oder  eine  nur  wenig  gröfsere  angewandt.  Infolge 
der  Übereinstimmung  der  Beobachtungsstationen  mit  denen  der  älteren 
Berechnung  läfst  sich  eventuell  der  Einfluls  des  für  H  eingeführten 
Wertes  auf  (4)  nach  den  unter  (3*)  gegebenen  Zahlen  beurteilen***). 
Für  die  Winkelgeschwindigkeit  n  der  Bewegung  des  Mondes  um 
die  Erde  haben  wir,  da  die  siderische  Umlaufszeit  des  Mondes  27,321661 
mittlere  Tage  oder  2360592  Sekunden  mittlerer  Zeit  beträgt,  den  Wert 

«-toW'    log  1  =  5.574841.  (5) 

Für  das  Verhältnis  der  Winkelgeschwindigkeit  n  der  Bewegung 
der  Erde  um  die  Sonne  zu  Q  haben  wir  den   Wert 

Jl  27,32166        ,        j^  t 

n  "^    365,256  211«  "^  357,45 

und 


log  (l  +  ^)=  0,001213.  (6) 


*>  Olufsem  Abhandlung  findet  sich  in  Bd.  14  (1837)  der  Af^ronom,  Nachr. 
Nf.  326^  S.  209—226,  vergl.  insbesondere  S.  226.  Hansens  Angabe  findet  sich 
in  Bd.  17  (1840)  Nr.  403  S.  299.  Nach  Hansen  entspricht  der  aus  (8)  folgende 
Wert  dem  konstanten  Teil  (d.  i.  Mittelwert)  des  Sinus  der  Parallaxe;  zum  Über- 
gang auf  den  konstanten  Teil  von  p  selbst  ist  (vergl.  nachstehende  Abhandlung 
von  Newcanib  S.  80),  +  0,16"  hinzuzufügen. 

**)  Strenggenommen  ist  also  diesen  Zahlen  noch  +  0,16''  hinzuzufügen. 

•••)  Wir  entnahmen  den  Zahl  wert  (4)  von  S.  79  des  Bds.  1  der  Ästronomical 
papers  prepared  for  the  use  of  the  American  Ephemeris  and  Nautical  Almaneu: 
under  the  direction  of  Simon  Newcomh.     Washington  1882. 

Die  Abhandlungen  von  Breen  und  Stone  sind  in  den  Mem<nrs  of  the  Royal 
Astronom,  Society  Bd.  32  und  34  (etwa  1864)  erschienen,  konnten  aber  nicht 
nachgesehen  werden. 
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Endlich  ist,  vergl.  2.  Kap.  S.  84  (2*),  für 
t=V288Mi- 0,0034672 
a-V29o„6  =  0,0033428 

log  (l  +  1  [tt  _  t])  =  9,999964  ^  10  ,  (7) 

dagegen  für 

Ä=V289>76  =  0,0034511 

log  (l  + 1  [Ä  - 1])  =  9,999995  -  10,  (7*) 

Mit  den  Werten  (1),  (2),  (4),  (5),  (6)  und  (7)  giebt  die  Formel 
(12)  des  vorigen  Paragraphen: 

log  fl,  =  6,804741  «0  =  6378830 ,  (8) 

dagegen  mit  den  Werten  (1*),  (2),  (3*)  2.  Zeile,  (5),  (6)  und  (7*): 
log  a,  =  6,804920"  «0  =  6381460 .  (8*) 

Bessel  fand  a^  =  6377397  mit  fl  =  V299M5>  vergleichbar  mit  (8); 
Klein  fand*)  a^  =  6378740  für   ü  =  Vjgg    ,  vergleichbar  mit  (8*). 

r  Vorstehende  Berechnung  weist  also,  wenn  man  den  Unterschied 
der  vergleichbaren  Werte  von  a^  immer  nur  in  einer  Ursache  allein 
suchen  wollte,  entweder  auf  eine  Vergröfserung  von  a^  hin,  wie  es 
die  Gradmessungen  geben,  um  ca.  Vsooo  ^^^^^^  Betrages  gleich  rund  2^, 
oder  auf  eine  Verminderung  der  Äqualorial-Horizonial-Parallaxe  des 
Mondes,  wie  ihn  die  korrespondierenden  Beobachtungen  nach  (3*) 
bezw.  (4)  geben,  um  ca.  Vqooo  ^^^^^  Betrages  gleich  rund  ^/.^\  Letzteres 
ist  n^t  Rücksicht  auf  nachfolgende  Anmerkung  nicht  unwahr- 
scheinlich. 

Wollte  man  die  Werte  a^  in  (8)  und  (8*)  durch  Änderung  der 
Mondmasse  verkleinern,  so  müfste  jOt :  M  etwa  gleich  Vss  gesetzt 
werden,  welcher  Wert  aber  wenig  wahrscheinlich  ist. 

Es  ist  hier  noch  zn  erwähnen,  dafs  nach  Hansefn^  Ermittelungen  von  1856 
der  Mondschwerpunkt  um  0,0001644  weiter  entfernt  ist,  als  der  Mittel- 
punkt der  Figur.  (Wir  citieren  hier  nach  Wolff,  Handbuch  der  McUh.j 
Physikj  Geodäsie  und  Astronomie^  2.  Bd.,  1872  S.  200,  da  uns  die  Original- 
abhandlung in  den  Memoirs  of  the  BoycU  Astronom.  Soc.  Bd.  24  1866  nicht 
zur  Hand  ist.  Nur  die  Zahl  0,0001544  haben  wir  der  im  nächsten  Para- 
graphen zu  erwähnenden  Abhandlung  Hansens  von  1864  S.  175  entlehnt.) 
Der  aus  den  Mondbeobachtungen  ermittelte  Wert  von  p,  welcher  sich 
auf  den  Mittelpunkt  bezieht,  ist  demgemäfs  um  0,52"  zu  yerkleinem,  ehe 
er  zur  Berechnung  von  Oq  verwandt  werden  darf.  Bei  Olufsena  Werten 
(3*)  ist  diese  Korrektion  sicher  nicht  angebracht,  vielleicht  aber  bei  dem 
Werte  (4).  Nach  Anbringung  dieser  wohl  noch  nicht  ganz  sicher  kon- 
statierten Korrektion  und  der  in  der  Anm.  zu  (3)  erwähnten,  entgegen- 
gesetzt fallenden  Korrektion  von  +  0,16"  wird  ao  in  (8)  etwa  600"*  kleiner 


•)  Bd.  1  S.  18. 
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Digitized  by 


Google 


466  ^-  Kapitel.    Verwertung  astronomiBcher  Angaben. 

als  Besseh  ao,   während  ao  in  (8*)  dann  Kleina  Oq  um  einen  nur  wenig 
gröfseren  Betrag  überBchreitet.  * 

Die  Beziehung  zwischen  der  Bewegung  des  Mondes  um  die  Erde  und 
der  Schwerkraft  an  der  Erdoberfläche  gab  bekanntlich  Newton  in  der 
2.  Hälfte  des  17.  Jahrhunderts  das  Fundament  für  sein  Grayitationsgesets. 
Etwa  100  Jahre  später  hatte  Lambert  die  Idee,  mittelst  derselben  Be- 
ziehung unter  Voraussetzung  der  Gültigkeit  des  inzwischen  anderweit  ge- 
prüften NewtonBchen  Gesetzes  aus  den  Dimensionen  der  Erde  und  der 
Schwerkraft  an  ihrer  Oberfläche  auf  die  Mondparallaze  zu  schliefsen 
(nach  Seideh  Angabe  1859  im  50.  Bde.  der  Astronom.  Nadir.  !No.  1193 
S.  264);  doch  hat  er  anscheinend  darüber  nichts  publiziert.  Laplctce  be- 
rechnet aber  in  der  That  auf  diese  Weise  1799  die  Mondparallaxe  in  der 
M^,  eil,  t.  I  p.  118—120,  auf  grund  eingehenderer  Behandlung  der  Mond- 
bewegung aber  1802  t.  III  p.  247—248. 

Auch  Hamsen  leitet  die  Mondparallaxe  in  derselben  Weise  1840  ab  in 
den  Astronom.  Nachr.  Bd.  17  No.  403  S.  297—299  (oder  Abhandlungen  der 
maih.  phys.  Ol.  der  kön,  sächs.  Ges.  der  Wiss.  su  Leipgig  1864  6.  B.,  S.  415), 
ebenso  Adams  in  den  MontMy  Notices  ofthe  Boyal  Astronom,  Soc,  Vol.  13 
und  im  British  Nautical  Almanac  for  1856.  Beide  wenden  Oo  nach  Bessel, 
aber  etwas  verschiedene  Werte  für  G  und  0,  an  und  finden  nach  der 
Reduktion  von  Newconib  auf  gleiche  Daten  mit  HoMsen  (a.  oben  a.  0.  S.79) 
nahezu  übereinstimmend  3422,27".  Mit  denselben  Daten  giebt  Formel  (12) 
des  vorigen  Paragraphen  3422,31 ;  die  unwesentliche  Differenz  beruht  fast 
ausschliefslich  auf  der  genaueren  Berücksichtigung  der  Mondbewegung 
bei  Hansen 'Adams.  Mit  unseren  Daten  vergröfsem  sich  vorstehende 
Werte  der  Parallaxe  um  +  0,19",  also  auf  rund  3422,5'\ 

[Eine  sehr  merkwürdige  Abhandlung  von  Fr.  ünferdinger  enthält,  wie 
bei  dieser  Gelegenheit  erwähnt  sei,  Grwnerts  Archiv  der  Mathematik 
1869  Bd.  49,  S.  309— 331,  im  Anschlufs  an  Abhandlungen  desselben  Ver- 
fassers in  den  Sitzungsberichten  der  Wiener  Akademie  der  Wiss.  von 
1863/64.  Verf.  will  hier  aus  der  Formel  für  die  Länge  des  Sekunden- 
pendels im  Meeresniveau  allein  (also  nicht  etwa  unter  Zuziehung  der 
Mondparallaxe)  die  Gröfse  der  Erde  bestimmen.  Dieses  unmögliche  Vor- 
haben gelingt  auch  durch  Trugschlüsse  und  Zirkelrechnungen«] 

§  6.  Bestimmung  der  Differenz  M^  der  Hauptträgheits- 
momente der  Erde  sowie  der  Abplattung  der  Erde  aus  der 
Sondbewegung.  Im  2.  Kap.  §  lö  S.  83  (6)  sind  wir  zu  der  bis  zu 
Gliedern  der  Ordnung  ü^  einschlielBlich  genauen  Formel  gelangt 

«■=w(i  +  «)  +  t(i-t^)-t»''  (1) 

worin  MK  die  DiflFerenz  der  Trägheitsmomente  C  —  y  (-^  +  -*)/  ^ 

die  Erdmasse;    a^  den  Äquatorialhalbmesser  und  ü   die  Abplattung 
eines  dem  Geoid  angepafsten  Normalsphäroids,  endlich  t  das  Ver- 
hältnis der  Zentrifugalkraft  zur  Schwerkraft  am  Äquator  bezeichnet. 
Nach  §  16  S.  84  ist  jedenfalls  ausreichend  genau 

t  =  0,0034672  .  (2) 

Was  h  anlangt;  so  nehmen  wir  dasselbe  nach  S.  91  (3*)  so  an,  dafs 
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das  Normalsphäroid  bis  auf  Bruchteile  des  Radiusvektors  you  der  Ord- 
nung it^  einschlielslich  genau  ein  Rotationsellipsoid  (das  Erdellipsoid) 

ist,  nehmen  also ,  indem  hierbei  1^  =  — -  a  gesetzt  werden  kann : 

>  =  a'  .  (3) 

Die  Formel  (1),  in  welcher  nunmehr  nur  2  Unbekannte,  ü  und  Ä", 
auftreten,  gestattet  ü  zu  berechnen,  wenn  ü"  anderweit  ermittelt  ist. 
Zu  diesem  Zweck  hat  zuerst  Laplace  diese  Formel  in  der  Abkürzung 


^K 


J  +  T  W 


oder 

^=tV(«-|)  (5) 

aufgestellt.  Er  zeigte  zugleich,  dafs  man  K  aus  der  Mondbewegung 
ermitteln  könne.  Derselbe  Umstand  nämlich,  welcher  die  Präzession 
und  Nutation  erzeugt,  also  i^ch  den  §§18  bis  20  in  dem  5.  Kap.  die  Un- 
gleichheit von  C  und  — -  (^  -j-  B),  infolge  welcher   die  Richtung  der 

Resultante  der  gegenseitigen  Anziehung  von  Mond  und  Erde  zum 
Erdschwerpunkt  exzentrisch  ist,  bewirkt  auch  kleine  Stönmgen  in 
der  Mondbewegung,  welche  somit  von  K  abhängen. 

Von  den  betreflFenden  Störungsgliedern  sind  nur  zwei  grofs  genug, 
um  mit  einiger  Sicherheit  auf  K  einen  Schlufs  zu  gestatten.  In  der 
Länge  des  Mondes  bemerkte  bereits  Toh.  Mayer  y  welcher  1767  eine 
Theorie  der  Mondbewegung  ohne  Rücksicht  auf  die  elliptische  Erd- 
gestalt aufgestellt  hatte,  empirisch  ein  periodisches  Glied,  welches  er 
theoretisch  nicht  zu  erklären  vermochte.  Nachdem  der  Eoefficient 
inzwischen  genauer  ermittelt  worden  war,  gelang  es  dem  Verfasser 
der  M^c.  ceL  dieses  Störungsglied  aus  der  elliptischen  Gestalt  der 
Erde  zu  erklären  und  zugleich  ein  anderes  Störungsglied  derselben 
Art  in  der  Mondbreit«  anzuzeigen.  Mit  Hilfe  der  von  Bürg  aus 
Greenwicher  Beobachtungen  gefundenen  Werte  der  Eoefficienten 
dieser  Glieder  leitete  Laplace  1802  in  der  Mec.  ceL  t.  III  p.  282  und 
285  die  Abplattung  der  Erde  zu 

/804>6    ^^^     7305^05 

aus  der  Breiten-  bezw.  Längenstörung  ab*). 

Nachdem  Laplace  später  in  einer  Abhandlung  einen  etwas  gröfseren 
Wert  und  Bürg  (um  1833)  in  den  Asiroriom,  Nachr.  Nr.  73  aus  der 
Breitenstörung  und  der  Längenstörung  die  Abplattung  bezw.  zu 

V296  und  72^4 

•)  Man  vergl.  auch  Mic.  eil.  t  III  p.  173—174  oder  Bolmenberger,  Astronomie^ 
Tübingen  1811,  S.  589—691. 

30  • 
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berechnet  hatten ,  gelangte  um  die  Mitte  dieses  Jahrhunderts  Bansen 
an  der  Hand  seiner  neuen  grofsartigen  Theorie  der  Mondbewegung 
auch  zu  einer  Neubestimmung  der  Abplattung.*)  Auch  Hansen  be- 
stimmt die  Koefficienten  der  beiden  Storungsglieder  empirisch,  scheint 
aber  den  Koefficienten  der  Breitenstorung  für  sicherer  ssn  halten, 
denn  er  leitet  nur  aus  ihm  n  ab  zu 

Ase  • 
Da  es  unmöglich  angeht,  hier  eine  Darstellung  der  Theorie  zu 
geben  y  begnügen  wir  uns  die  Resultate  mitzuteilen.  Nach  Laplace^ 
Mec.  cel.  t.  III.  p.  251  u.,  p.  255  u.  und  254  u.  (hier  bedarf  es  erst 
noch  einer  Integration)  lauten  die  betreffenden  Störungsglieder  in 
Laplace'  Bezeichnungen,  wobei  wir  nur  £  für  A  geschrieben  haben  und 
zur  Abkürzung  mit  Benutzung  des  Ifansenschen  Symbols  A,    setzen: 

A,  = j—^ -^  sm  £  cos  a  ,  (6) 

in  Breite :  Aj  sin  fv  (7) 

19 
in  Länge:  —  yA,  sin  (gv  —  /"i/  —  0)  (8) 

in  Lange  in  der  Bahn:  10 yA,  sin  (gv  —  fv  —  &)  ^  (9) 

und  zwar  ist 

aQ  die  Abplattung  It; 

ag)  die  Konstante  t  der  Zentrifugalkraft, 

D  der  Äquatorialradius  a^, 

a  die  halbe  grofse  Aze  der  Mondbahn^ 

s  die  Schiefe  der  Ekliptik^ 

y  die  Neigung  der  Mondbahn  zur  Ekliptik, 

fv  die  Länge  des  Mondes, 

0  —  gv -\' fv    die    Länge    des    aufsteigenden   Knotens    der 

Mondbahn ; 
(ß  —  \)v  die  retrograde  Knotenbewegung  in  der  Zeit,   wo 

der  auf  die  Ekliptik   projizierte  Radiusvektor  Erde-Mond 

den  Winkel  v  durchläuft. 

Die  Längen  sind  hierbei  von  dem  Frühlingspunkt  aus  wie  ge- 
wöhnlich in  der  Ekliptik  gezählt  und  unter  Länge  in  der  Bahn,  für 
welche  wir  die  Störung  behufs  Vergleichung  mit  Hansen  aufgenommen 


*)  Über  diese  Theorie  sind  zn  yergleichen  die  Mondtafeln  mit  Einleitung, 
die  ytix.  leider  nicht  zur  Hand  hatten  und  zwei  Abhandlungen  in  den  Ahh,  der 
mathem.'physischen  Gl.  der  kön.  sächs,  Ges,  der  Wiss,  eu  Leipzig  1864  n.  1S65, 
betitelt:  Darlegung  der  theoretischen  Bereclmung  der  in  den  Mandtafeln  an- 
gewandten Störungen  von  P,  A.  Hansen. 
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haben,  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  vermehrt  am  den  in  der 
Bahn  des  Mondes  gemessenen  Winkel  vom  Knoten  bis  zum  Mond 
yerstanden.  *) 

Für  HanseriB  Theorie  ist  im  allgemeinen  zu  vergleichen  die  Ein- 
leitung zu  seiner  1.  Abh.  (1864)  S.  93 — 101 ,  sowie  für  die  in  Rede 
stehenden  Störungen  ebenda  §  11  S.  459—474.  Die  Formel  für  5 
S.  465;  Schlufs  vom  Abschn.  154^  giebt  die  Breitenstoruug,  diejenige 
für  ndz  S.  468  die  Störung  der  Länge  in  der  Bahn  (vergl.  auch 
8.  102).     Darnach  ist,  wenn  gesetzt  wird 

A,  =  -  .^^  sin.  cos«  (1  _4  8m^4./)  ^  +  (^+v-P)       (iq) 

das  gröfste  Glied  der  Störung 

in  Breite:  Aj  sin  (/*  +  o  —  0)  (11) 

in  Längein  der  Bahn:  20sin  ^  (l  +  |  sin^  :f )(l  —  f!^+|ll£)  A^sin®,  (12) 
worin  bezeichnen: 

ä:  den  Quotienten  (c  —  '^'^^)  :  ^, 

a  die  halbe  grofse  Axe  der  Mondbahn, 
£  die  Schiefe  der  Ekliptik, 
/  die  Neigung  der  Mondbahn  zur  Ekliptik, 
/■  -f-  o  —  0  die  Länge  des  Mondes  in  seiner  Bahn, 
S  das  Supplement  der  Länge  des  aufsteigenden  Mondknotens, 
a  -\-  71  —  p  das  Laplacesche  Symbol  ^  —  1,    nur  ist  dieses 
ohne   Rücksicht   auf  die  Präzession  des  Frühlingspunktes 
(siderisch),  jenes  mit  Rücksicht  darauf  (tropisch),  verstanden. 

In  der  Abhandlung  von  1864  §  14  S.  481 — 497  insbesondere 
S.  494  (vergl.  auch  S.  120  Abschn.  15)  zeigt  Hansen ,  dafs  auch  die 
Einwirkung  der  Planeten  (namentlich  durch  Änderung  der  Schiefe 
der  Ekliptik)  Störungsglieder  erzeugt,  die  für  Breite  und  Länge  bezw. 
von  den  Argumenten  /"+  «0  —  &  und  S  abhängen.  Der  Betrag  der 
Koefficienten  dieser  Glieder  wird  theoretisch  abgeleitet;  die  Glieder 
lauten  danach: 

in  Breite:  —  0,240"  sin  (/  +  co  —  0)  (13) 
in  Länge  in  der  Bahn:  —  0,061"  sin  S  .                    (14) 

^)  Die  AbleituDg  der  LaplaceBchen  Formeln  ist  nicht  gerade  schwierig,  er- 
fordert aber  immerhin  einen  gröfseren  Baum.  Zunächst  sind  die  drei  Grund- 
formeln (L)  in  der  Mec.  eil.  t.  III  p.  181  herzuleiten;  dann  kann  man  die  Ent- 
wicklungen p.  260 — 257  ziemlich  rasch  erhalten,  wenn  man,  von  einer  genaueren 
Theorie  im  allgemeinen  absehend,  die  Mondbewegung  als  in  einer  mobilen  Kreis- 
bahn verlaufend  annimmt.  Freilich  zeigt  die  Hansensche  Theorie,  dafs  die 
Formeln  (7)  bis  (9)  nicht  genügen,  hauptsächlich  wegen  vernachlässigter  Glieder 
höherer  Ordnung  und  Planetenstörungen. 
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Werden  nun  empirisch  die  KoefScienten  von  sin  (/"  -|-  o  —  S) 
und  sin  S  bestimmt ,  so  mufs  —  0,240  bezw.  —  0,061  zunächst  ab- 
gezogen werden,  ehe  man  dieselben  der  Einwirkung  der  Erdabplatiung 
zuschreiben  kann.  Laplace  kannte  diese  kleinen  Glieder  noch  nicht, 
ebenso  wenig  die  Einflüsse  höherer  Ordnung,  die  Hansen  186Ö  darlegte. 

§  7.  Fortsetzung:  Zahlwerte  und  Hansens  Angaben  von 
1865.    Wir  haben  folgende  Zahlwerte: 

/=    5«    8' 48"  Abh.  1864  8.  173, 
6  =  23^27' 55"      „     1865  S.  275, 
fl  =  öo  esc  57'        „     1864  S.  471  und  473 , 
a  +  ri-P  =  0,0040531        „     1865  8.  282 . 

Da  a  +  iy  nach  Abh.  1864  S.  348  jährlich  69677",  p  aber,  welches 
von  der  allgemeinen  Präzession  abhängt,  jährlich  nur  50,2"  giebt^  so 
hat  für  den  vorliegenden  Zweck  «  -j-  ly  —  p  denselben  Wert,  wie 
a  -\-  ri  oder  g  —  1  nach  Laplace. 

Wenn  man  femer  beachtet,  dais  ap  —  Y  ^^    ^^   Laplace    mit 

a  —  Y  identisch  ist  und  somit  nach  (5)  des  vorigen  Paragraphen  sehr 

o 

nahe  mit  —  K  \  a^  übereinstimmt,   so  erkennt  man  leicht,  dals  die 

analytischen  Ausdrücke  der  Koefficienten  in  den  Formeln  (6)  bis  (9) 
von  Laplace  mit  den  entsprechenden  der  Formeln  (10)  bis  (12)  von 
Hamen  immerhin  bis  auf  weniger  als  1  Prozent  übereinstimmen. 

Wichtiger  als  die  Verbesserung  der  Formeln  durch  Hansen  ist  der 
von  ihm  erzielte  Nachweis  der  Planetenstorungen  gleichen  Arguments 
(s.  o.)  und  die  Berechnung  des  Einflusses  der  Glieder  höherer  Ordnung 
in  der  Abhandlung  von  1865  §  21  S.  273-322.  Dieser  Einflufs  wird 
nicht  analytisch,  sondern  numerisch  entwickelt. 

Hansen  geht  hierbei  von  dem  Näherungswert  für  K :  a^'^  aus,  den 
die  Gleichung  (10)  des  vorigen  Paragraphen  liefert.  Aus  den  Be- 
obachtuDgen  hatte  Hansen  gefunden: 

A,  =  ~  8,382;  Abh.  1864  S.  470. 

In  Sek. 

Wendet  man  nun  obenstehende  Zahlwerte  an,  so  folgt  hiermit: 

<>"-^  =  0,06238". 

Dies  ist  unerheblich  verschieden  von  0^0624  und  Hansen  berechnet 
daher  nun  die  Störungen,  die  alle  dem  Wert  Ki  a^  proportional  sind, 
genauer  mit  Rücksicht  auf  höhere  Glieder  unter  Anwendung  von 

p";J- 0,0624(1  +  1»),  (1) 

wobei  /x  einen  Korrektionsfaktor  bezeichnet. 

Digitized  by  VjOOQIC 


§  7.    AbpUttang  ans  der  Mondbevegang.  471 

Es  findet  sich  nunmehr  das  Störnngsglied  in  Breite  nach  Abh. 
1865  S.  285  gleich  , 

-  8,618"  (1  +  p)  sin  (r  +  «  -  0) ,  (2) 

wogegen  die  Beobachtungen  ergeben  haben  nach  Abh.  1864  8.  470 

—  8,382"  sin  (/•  +  CO  —  Ö) ;  (3) 


l  +  *»-S-»    ** 0,02738 


folglich  wird 

1  _i_  « 

8,618  ' 

und  somit,  vergl.  auch  1865  S.  290: 

q''  ^  ==  0,06069" ,        ^  —  0,001070 .  (4) 

Nach  Mafsgabe  des  Ausdrucks  (12)  des  yorigen  Paragraphen 
hatte  Hansen  1864  S.  469—470  mit  Aj  =  -  8,382"  als  Störung  der 
Länge  in  der  Bahn  abgeleitet 

-7,533"  sin  Ö, 

was  man  leicht  verifizieren  kann.  Die  Beobachtungen  dagegen 
gaben  ihm 

—  7,624"  sin  & .  (5) 

Durch  die  genauere  Rechnung  Ton  1865  gestaltet  sich  der  Wider- 
spruch etwas  anders.  Nach  S.  290  und  297  wird  unter  Anwendung 
des  Wertes  (4)  für  q'E  :  öq'  das  Storungsglied 

—  7,400"  sin®.  (6) 

Um  diesen  Wert  mit  dem  beobachteten  Eoefficientenwert  in  Über- 
einstimmung zu  bringen,  ist  zu  setzen 

^  =  0,001070  .  4^  =  0,001103 .  (7) 

Bansen  benutzt  nur  den  Wert  (4),  wahrscheinlich  weil  er  diesen 
Wert  für  wesentlich  genauer  hält.  In  der  That  hat  auch  das  Glied 
(3)  eine  weit  kleinere  Periode  als  (5),  nämlich  eine  etwa  27-tägige, 
dieses  eine  etwa  19 -jährige. 

Man  kann  daher  den  ersten  KoefGcienten  aus  einer  gegebenen 
Beobachtungsreihe  öfter  als  den  zweiten  bestimmen.  Zwar  wird 
dies  YÖllig  ausgeglichen  durch  die  grofsere  Anzahl  der  Beobachtungen 
für  eine  Bestimmung  im  zweiten  Falle,  wie  die  Ausgleichungsrech- 
nung lehrt.  Immerhin  aber  bleibt  der  Übelstand,  dafs  ein  Eoefficient 
eines  Gliedes  von  langer  Periode  sich  leichter  mit  Eoefficienten  Ton 
Gliedern  ähnlicher  Periode  mischt,  falls  der  Zeitraum  des  yorliegenden 
Beobachtungsmaterials  nicht  sehr  vielmal  die  Zeitdauer  der  Periode 
überschreitet  Für  die  Längeustorung  wird  in  der  That  die  Periode 
Yon  19  Jahren  nur  wenige  Male  von  dem  Zeitraum  der  brauchbaren 
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Beobachtungen  omfa&t.  Hansen  wird  vielleicht  diesen  Grund  gehabt 
haben,  den  Wert  (4)  vorzuziehen.  Wir  wollen  indessen  auch  (7)  bei- 
behalten und  das  Mittel  nehmen. 

Mit  Rücksicht  auf  (1),  (2)  und  (3)  des  §  6  wird 

«  =  IJ  (1  +  «)  -  f  +  0,0017246 .  (8) 


Für 


4  =  0,001070  folgt  «  -=  0,0033333  =  Vjo«,« 

1*0 

4  =  0,001 103     „     «  =  0,0033830  =  Vj»« . 


(9) 


im  Mittel  fSr 

%  =  0,0010865  folgt  «  -=  0,0033582  =  7297,8  •  (W) 

Uiernach  ist  es  wenig  wahrscheinlich ,  dals  (2.  Kap.  S.  84)  a 
*»  7289)76  ^^^*     Denn  dazu  würde  gehören 

^  =  0,0011484,  (10*) 

**0 

und  die  Koefficienten  der  Störungsglieder  in  Breite  und  Länge  in  der 
Bahn  würden  werden  (insoweit  sie  von  der  Erde  herrühren): 

—  9,C)0"    bezw.     —7,94",  (11) 

während  sie  nach  Hansen  betragen: 

—  8,38    bezw.     -7,62.  (12) 

Laplace  nahm  in  der  Mec,  ceL  nach  Bürgs  erster  Bestimmung 
für  Breite  und  Länge  bezw.  —  8,(X)  und  — 6,80  an;  wenn  wir  hieran 
noch  den  Einflufs  der  entsprechenden  Störungen  durch  die  Planeten 
anbringen  und  den  Koefficienten  6,80  für  die  Länge  durch  Multipli- 
kation mit  20: 19  auf  die  Länge  in  der  Bahn  reduzieren,  so  ergiebt  sich 

—  7,76"    bezw.    -7,10".  (13) 

Dies  weicht  allerdings  noch  stark  Ton  Bansens  Werten  ab,  aber  schon 
die  zweite  Bestimmung  der  Koefficienten  durch  Bürgr  palst  gut  mit 
Bansen,  Die  Koefficienten  werden  (nach  den  Näherungsformeln  (5)8.467 
und  (6)  bis  (8)  S.468  rückwärts  aus  den  Abplattungswerten  berechnet, 
da  uns  der  betr.  Bd.  der  Astronom. Nachr.  nicht  zur  Hand  ist)  —8,5  und 
—  7,7  oder  mit  Rücksicht  auf  die  von  Bürff  jedenfalls  noch  nicht 
berücksichtigten  Anteile  der  Planetenwirkung: 

—  8,2"    bezw.    —7,6".  (14) 

Man  erkennt  hieraus,  dafs  Bürg  den  Z^^n^n sehen  Werten  (12) 
der  Koefficienten  schon  sehr  nahe  gekommen  ist.  Wenn  letztere  sich 
durch  genauere  Bestimmung  nun   auch  noch  ändern  können,  so  ist 
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es  doch  höchst  unwahrscheinlich,  dafs  der  Eoefficient  der  Breiten- 
störung, anstatt  8,38  nach  (12),  gleich  9,00  nach  (11)  sei.  Wir 
möchten  vielmehr  die  Unsicherheit  des  Koefficienten  8,38  nur  auf 
höchstens  0,2"  taxieren  und  den  entsprechenden  Fehler  in  n  =  V300 
nach  der  ersten  Angabe  (9)  auf  höchstens  4  Einheiten  des  Nenners. 
Nehmen  wir  nach  bekannten  Regeln  aus  der  Differenz  der  beiden 
Werte  (9)  den  mittleren  Fehler  für  den  Wert  (10)  an,  setzen  also 
die  Abplattung  des  Erdellipsoids 

^  "^  2d7,S±2j  '  ^^^) 

so  dürfte  dieser  mittlere  Fehler  nach  unserer  Ansicht  eher  etwas  zu 
grofs  als  zu  klein  geschätzt  sein. 

§  8.  Die  Trägheitsmomente  der  £rde  und  die  Zunahme 
der  Dichtigkeit  nach  dem  Erdinnern.  Halten  wir  an  dem  Re- 
sultat (10)  des  vorigen  Paragraphen  fest  und  sehen  von  der  Un- 
gleichheit der  Uauptträgheitsmomente  A  und  J?  ab,  so  folgt  aus  der 
Mondbewegung : 

C  -  ^  =  0,0010865  V^>  (1) 

Ai  Erdmasse,  Oq  Aquatorialradius  des  Erdellipsoids.  Nach  dem  5.  Kap. 
S.  437  (6)  ist  ferner  aus  der  Präzession  und  Nutation  bezw.  aus  der 
zehnmonatlichen  Bewegung  der  Erdaxe  im  Erdkörper: 

-^:=^  =  0,003272.  (2) 

Aus  diesen  Ergebnissen  findet  sich  durch  Division: 

und  hiermit  aus  (1):  (3) 

A  =  0,3310  ÜQ^M. 

Was  die  Gleichung  (1)  anbetrifft,  so  ist  schon  im  2.  Kap.  S.  127 
mit  Benutzung  der  entsprechenden  Ergebnisse  der  Pendelbeobach- 
tungen darauf  hingewiesen  wordeu,  dafs  sie  einem  homogenen  EUip- 
soid  von  gleicher  Masse  M  und  von  gleichem  Äquatorialradius  Aq 
nicht  entspricht,  dafs  sie  vielmehr  eine  allmähliche  Zunahme  der 
Dichtigkeit  nach  dem  Erdinnern  wahrscheinlich  macht.  Die  Wahr- 
scheinlichkeit dafür,  dafs  diese  Ansicht  richtig  ist,  verstärkt  sich 
durch  die  Gleichung  (2),  welche  mit  (1)  zu  den  (3)  führt.  Für  ein 
homogenes  EUipsoid  wäre  nach  S.  126  (3)  C  =  0,4  «Q^Jf.*) 

Man  kann  nun  versuchen  die  Erddichtigkeit  als  Funktion  des 
Abstandes  vom  Erdschwerpunkt,  die  Erde  als  homogen  geschichtete 
Kugel  betrachtet,  darzustellen.    Gegeben  sind  zur  Lösung  dieses  Prob- 

*)  Dergleichen  Betrachtungen  stellt  Hansen  an  S.  472—474  der  Abhandlung 
von  1864. 
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lems  die  Dichtigkeit  &q  des  festen  Teiles  der  Erdoberäächey  die  mitt- 
lere Dichtigkeit  &m  des  Erdkörpers  und  die  in  eine  Relation  zu- 
sammenzufassenden Gleichungen  (3)  fOr  das  Trägheitsmoment  des 
Erdkörpers : 

6?  =  0,332  öo'^-  (4) 

Im  Abstände  a  vom  Zentrum  sei  die  Dichtigkeit  0,  für  welche 
wir  ansetzen: 

e==s.{i  +  ä,0^ä,(^'}.  (5) 

Diese  Formel,  in  welcher  @e  offenbar  die  Bedeutung  als  Dichtigkeit 
im  Zentrum  hat,  trägt  dem  Umstände  Kechnung,  dafs  d0ida  für 
a  =  null  verschwinden  mufs.  Um  nun  von  Gleichung  (4)  Nutzen 
ziehen  zu  können,  sind  filr  eine  homogen  geschichtete  Kugel  auf 
grund  der  Relation  (5)  M  und  C  zu  berechnen. 

Für  die  Eugelscbale  mit  den  Grenzradien  a  und  a  -{-  da  sowie 
der  Dichtigkeit  0  ist  die  Masse 

dJli  =  ^n®a^da] 

mithin  ist  die  Masse  der  Kugel  vom  Radius  a^  gleich 

0 

woraus  durch  Einführung  des  Ausdruckes  (5)  folgt: 

Da   ferner   das  Trägheitsmoment   einer  homogenen  Kugel  vom 
Radius  a  und  der  Dichtigkeit  0  nach  S.  126  (3)  gleich  ist 

so  ist  das  Trägheitsmoment  einer  Kugelschale  mit  den  Grenzradien  a 
und  a  -\-  da  sowie  der  Dichtigkeit  0  gleich 

dC'=^^jc0a^da'y 

mithin  ist  das  TriLgheitsmoment  der  geschichteten  Kugel  vom  Radius  a^ 
gleich 

C^^TC  f0a*da, 

woraus  mit  Beachtung  von  (5)  folgt: 

C  =  ^  «©.a.»  (l  +  -^^  +  -^-)  •  (7) 
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(9) 


Ehe  wir  diese  Ergebnisse  in  (4)  einführen ,  erwähnen  wir  noch 
die  Relation: 

M^l7ce„,a,K  (8) 

Es  folgt  nun  aus  (4),  (7)  und  (8): 

®c(l  +  ^  +  ^)=0,830@^/ 
femer  aus  (6)  und  (8): 

und  aus  (5)  im  Falle  a  =  a^: 

Durch  paarweise  Subtraktion  geben  diese  Gleichungen 

®.(t«*i  +  I  «'j)  =  ®o  -  0.830  ®„, 
und  hieraus  folgt: 

0«rf,  =  ~  (32,9  €>„  -  140  ®„) 

®«     =^  (18,13  ©„+    30  ®„). 

Mit  @n  =>  5,6  und  0^  =  2,8  ergiebt  sich: 

0,di  =  —  12,985  d, 1,12 

@,djj  =  +    4,189  dj-=4-0,36 

^  @,     =  4-  11,595, 

es  wird  also: 

0  =  11,6  |l-l,12(-y'+ 0.36  (y*).  (11) 

Setzen  wir  aber  &„  =  5,6  und  &„  =  2,6,  so  folgt: 
@„d,  =  —  1 1,235  d,  =  —  1,00 

0,^3  =  +    2,614  d,  =  -j-0,23 

0,     =  +  11^  , 
und  es  wird: 

«="'2{l-(^)^+0.23(^y).  (12) 
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Die  Vergleichung  von  (11)  und  (12)   zeigt  den  grofsen  Eijiflufs 
einer  Änderung  des  Wertes  Ton   S^  auf 
die  Formel.    Derselbe  läfst  sich  aber  bei 
dem  hier  gewählten  Vorgange  nicht  besei- 
tigen, obgleich  dies  wünschenswert  wäre, 
da  gerade   die   Ermittelung    von   0^  aü 
grofser   Unsicherheit  leidet*).     Übrigens 
ist   der  Verlauf  von   S  nach    (11)  und 
(12)    wesentlich    derselbe,    wie    Fig.  79 
^         !^         S      «?         f     zeigt.      Derselbe  scheint  auch  den  wirk- 
^         S^f         ^^         ^'         ^'     liehen  Verhältnissen,  über  die  man  aller- 
f         i         i         i         ^     dings  nur  Vermutungen  anstellen  kann, 
*'*«•  ''^-  ganz   gut  zu  entsprechen. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dafs  man  zu  weniger  plausibeln  Formeln 
gelangt,  wenn  man 

C  =  0,351  OtfM  (13) 

setzt,  welcher  Wert  nach  S.  472  (IG*)  der  Abplattung  ^'tM»76  zukommt    Als- 
dann findet  man  z.  B.  für  S^  »  2,8: 

»-8.45(l-0,30(-«^)'-0,37(-y^);  ^        (13») 

man  erhält  also  keine  Reihe,  welche  den  Aftfang  einer  stark  konvergenten 
unendlichen  lieihe  zu  bilden  scheint,  wie  im  oben  betrachteten  Falle. 

§  9.    ]>ie  mittlere  Dichtigkeit  der  Erdtnasse  in  der  Nähe 
der  Erdoberfläche  und  die  mittlere  Dichtiglieit  des  Erdkorpers. 

Im  Anschlufs  an  vorstehende  Rechnung  bemerken  wir  zunächst  in 
Bezug  auf  die  mittlere  Dichtigkeit  ®q  der  äufseren  Erdschichten,  dafs 
jeder  Versuch,  dieselbe  aus  den  Dichtigkeiten  der  Gesteine  abzuIeitoD, 
nur  zu  einem  sehr  unsicheren  Werte  führen  kann.  Da  man  annehmen 
darf,  dafs  die  sedimentären  Gesteine  nur  eine  sehr  diinne  Schicht 
bilden,  so  wird  man  zur  Bildung  eines  Wertes  von  S^j  wenigstens 
für  den  vorliegenden  Zweck  eines  Schlusses  auf  das  Erdinnere,  Hleii 
spezifischen  Gewichten  der  krystallinischeu  Massengesteine  das 
Hauptgewicht  beizulegen  haben.  Aber  auch  für  diese  Gesteine  sind 
die  spezifischen  Gewichte  sehr  verschieden,  und  es  finden  sogar  inoer- 
halb  derselben  Art  bedeutende  Abweichungen  statt.  Einige  Mittel- 
werte sind: 

Granit         2,7 

Syenit         2,7 

Grünsteiu    2,85 

Porphyr      2,65 

Basalt         3,05 

Elingstein  2,55. 

*)  Vergl.  weiterhin  die  Anm.  zu  §  12. 


Digitized  by 


Google 


§  9.    Dichtigkeit  der  Erdkruste  und  des  Erdkörpers.  477 

Hiernach  wird  0^  =  2,6  bis  3,0  anzunehmen  sein.  Wir  haben 
oben  zunächst  0^  =  2,8  gesetzt,  aufserdem  aber  auch  Sq  =  2,6  an- 
genommen, eine  Annahme  die  einigermafsen  die  leichteren  Bestand- 
teile der  äufsersten  Schichten  des  Erdkörpers  berücksichtigt. 

Weit  genauer  als  @q  läfst  sich  die  mittlere  Dichtigkeit  Gm  des 
ganzen  Erdkörpers  angeben.  Man  hat  dieselbe  mittelst  der  Drehwage 
und  durch  Wägungen  auf  der  Wage  bestimmt,  ferner  durch  Lot- 
ablenkungen von  Gebirgsmassen  und  durch  Pendelbeobachtungen  auf 
Bergkuppen  sowie  in  tiefen  Schächten.  Die  ersteren  beiden  Methoden, 
Methoden  des  rein  physikalischen  Experiments  unter  genau  bekannten 
Bedingungen,  sind  die  besten,  während  die  letzten  beiden  dadurch  an 
Wert  Terlieren,  dafs  es  unmöglich  ist,  die  lokalen  Massenverhältnisse 
der  Rechnung  hinreichend  genau  zu  unterwerfen.*) 

Mit  der  Drehwage  fand  Cavendish  aus  Versuchen  in  den  Jahren 
1797—98  Gm  =  5,48  {Phil.  Transaci.  1798,  Ausgabe  vom  1809  Bd.  18 
S.  388— 406),  ffuttons  Revisionsrechnung  gab  {Phil  Transaci.  1821 
p.  276—292) : 

5,32; 

Reich  fand  bei  seinen  ersten  Versuchen  im  Jahre  1837  (publ.  1838) 
€^m  e=  5,44,  oder  5,49  nach  der  Berechnung  Ton  1852;  als  Ergebnis 
seiner  1847—50  fortgesetzten  Versuche  ist  aber  zu  nehmen  {Ahh.der 
kön.  Sachs.  Ges.  der  Wiss.  zu  Leipzig  1852  Bd.  1  S.  383-431): 

5,58; 

Baily  fand  1842  aus  einer  grofsen  Versuchsreihe  {Mem,  of  the  Royal 
Astronom.  Soc.  1843  Bd.  14): 

5,67; 

jedoch  ist  dieser  Wert  nach  Reich  sowie  nach  Comu  und  Baille  jeden- 
falls wegen  konstanter  Fehlerursachen  bis  zu  0,10  zu  grofs. 

A.  Comu  und  J.  Baille  erhielten  endlich  aus  sehr  scharfen  Messungen 
1872—78  {Compies  rendus  1873  Bd.  76  S.  954  und  1878  Bd.  86  S,  699) 
den  Wert 

5,56. 

Durch  Wägungen  fand  Ph.  v.  Jolly  1879—80  (vergl.  4.  Kap. 
§  43  S.382): 

5,69. 


*)  Über  die  Messungen  bezw.  Ergebnisse  für  B^  findet  sich  in  vielen  Werken 
berichtet.    Vergl.  u.  a. 

Todlhunter,  History  of  Attraction  etc.;   Bd.  1  giebt  8.468—470  eine 
^    vollständige  Übersicht  aller  diese  Materie  betreffenden  Abhandlangen 
bis  1869.  . 
Vergl.  femer 

Ph.  Fischer j  Untersuchungen  über  die  Gestalt  der  Brde^  S.  68  und 
Wüllner,  Lehrbuch  der  Eocperimentaljpfiysik,  Bd.  1,  1882. 
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Die  Tier  letzten  Werte^  denen  eine  erhebliche  Sicherheit  zukommt, 
geben  5,62  als  Mittel,  alle  fünf  Werte  ö;56.    Darnach  dOrfte 

0m  =  5,6 
eine  sehr  wahrscheinliche  Annahme  sein.     Sie  erteilt  dem  ersten  der 
5  Werte  nur  -/j  des  Gewichtes  der  anderen.    Der  mittlere  Fehler  wird 
damit  aus  der  Übereinstimmung  +  0,05. 

Über  die  Bestimmung  von  0^  aus  Lotablenkungen  vergl.  im 
4.  Kap.  §  42  S.  380,  über  die  Bestimmung  aus  Pendelbeobachtungen 
im  6.  Kap.  §  16. 

§  10.  Die  Abplattung  der  inneren  Erdschichten  gleicher 
Dichtigkeit. 

Wenn  wir  die  nicht  unwahrscheinliche  Annahme  machen ,  dafs 
im  Erdinnern  sich  die  Massen  gleicher  Dichtigkeit  annähernd  so 
gruppieren  wie  für  einen  flüssigen  Zustand,  d.  h.  nach  Niveauflächen, 
so  läfst  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Resultate  (1)  bis  (3)  §  8  S.  473 
die  Änderung  der  Abplattung  nach  innen  bestimmen.  Zugleich  findet 
sich  eine  neue  Gelegenheit ,  die  Koefflcienten  der  in  §  8  für  die 
Dichtigkeit  angesetzten  Reihe  zu  ermitteln. 

Aus  den  Untersuchungen  am  Schlüsse  des  2.  Kapitels  ergiebt 
sich  aber;  dafs  die  Niveauflächen  von  Rotationsellipsoiden  im  Radius- 
vektor nicht  mehr  als  um  Glieder  des  Quadrates  der  Abplattung  ab- 
weichen werden.*)  Vernachlässigen  wir  nun  das  Quadrat  der  Ab- 
plattung, so  können  wir  als  Polargleichung  für  die  Meridiankurve  einer 
Niveaufläche  ansetzen: 

r  =  ö (1  —  a  sin^q))  ,  (1) 

worin  r  der  vom  Erdschwerpunkt  ausgehende  Radiusvektor  und  tp  die 
geozentrische  Breite  desselben  ist. 

Diese  Gleichung  ist  aber  bis  auf  Bruchteile  von  r  von  der  Ord- 
nung ü^  mit  derjenigen  einer  Ellipse  übereinstimmend.  Um  nun  zu- 
nächst für  das  Potential  eines  homogenen  Korpers,  der  von  einer 
Niveaufläche  (1)  begrenzt  ist,  einen  brauchbaren  Näherungswert  zu 
erhalten,  können  wir  die  im  2.  Kapitel  für  das  Rotationsellipsoid  ab- 
geleiteten Ausdrücke  benutzen. 

Nach  S.  125  (8)  ist  das  Potential  für  einen  Punkt  mit  den  Polar- 
koordinaten r  und  9)'  aufserhalb  des  Ellipsoids^  wenn  für  e^  gesetzt 
wird   2a   nnd   für   die  Masse  M  bei  der  Dichtigkeit   0   der  Wert 

—-  Ä0a*  (1  —  a),  mit  Vernachlässigung  von  a^: 

.»^jrÄ'^jl-a  +  ^la-SBin»,,'))..  (2) 

ftufierhalb    ö  r        l  or  j 

*)  Über  ausführliche  Nachweiae  vergl.  Laphice  oder  Lipschite  an  den  S.  136 
bezw.  489  angegebenen  Orten. 
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Dagegen  ist  für  einen  innerheSb  des  Ellipsoids  gelegenen  Punkt  nach 
S.130  (12),  wobei  mit  Vernachlässigung  von  t^  für  e^  zu  setzen  ist  2a: 

IT  ^"*'®  («'  (l  -  ¥)  -  ^  +  ^  «  (1  -  3  Bi->'))  •     (3) 


innerhalb 


Denken  wir  uns  ti  als  Funktion  von  a  bekannt,  so  giebt  die 
Differentiation  der  Ausdrücke  (2)  und  (3)  nach  a  die  Potentiale  un- 
endlich dünner,  homogener  Schichten  auf  einen  Punkt  aufserhalb  und 
innerhalb.    Es  wird 


.rh^ih     3  ♦•    l  da      ^  5r«  da     ] 


und 


anfsairhAlb 


(4) 


dv  -  2^;t^©  \2a  -  I  -^1^-^*)  +  (1  -  3  sin>')  -?V  1^1 '    (&) 

innerhalb  l  3         da       ^   ^  '^^^     16      daj         ^    ^ 

Integrieren  wir  nun  den  Ausdruck  (4)  wieder  von  a  gleich  null 
bis  a\  wobei  wir  aber  G  als  Funktion  von  a  voraussetzen,  so  folgt 
als  Potential  eines  geschichteten  ßotationssphäroids  vom  äufseren 
Äquatorialradius  a   auf  einen  Punkt  aufserhalb 


anikerhalb 


!•*' 


1  — 3  8in*qp' 


dpa^) 
da 


(6) 


Damit  aber    der  Punkt  (r ,  9')  aufserhalb    oder   höchstens    auf    der 
Oberflache  liegt,  mufs  mit  Rücksicht  auf  (1)  sein: 

'•'^«'(l-Ä'sin^g)'), 

wenn  ü'  die  zu  a   gehörende  Abplattung  ist. 

Nehmen  wir  an,  dafs  der  Punkt  (r,  9')  gerade  auf  der  Ober- 
fläche liegt,  also  r  «=  «'  (1  —  0'  sin^q)')  ist,  so  wird  aus  (6)  als  Po- 
tentialfunktion des  geschichteten  ßotationssphäroids,  auf  dessen  Ober- 
fläche der  Punkt  (9')  liegt,  erhalten: 

^('+i)/p«'--j.-]»^" 


aufserhalb 


T«*^ 


(7) 


Hierbei  sind  Glieder  vernachlässigt,  die  als  Faktor  entweder  a'^  selbst 
oder  eine  Gröfse  gleicher  Ordnung  enthalten,  z.  B. 


./ 


d(tta'') 


da 


'da 
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Integrieren  wir  ferner  den  Ausdruck  (5)  von  a^=  a  bis  a^ , 
wobei  wir  S  ebenfalls  als  Funktion  von  a  betrachten  und  yorläafig 
allgemein 

r'£a  {l~ü  BUL^tp') 

setzen,  so  folgt  als  Potential  eines  geschichteten,  hohlen  Rotations- 
sphäroids  vom  inneren  Äquatorial radius  a  und  äufseren  Äquatorial- 
radius ÜQ  auf  einen  Punkt  innerhalb: 


innerhalb 


Nehmen  wir  an,  dafs  der  Punkt  (r,  9')  auf  der  inneren  Be- 
grenzungsfläche liegt,  also  r  =  0'  (1  —  ü'  sin  9')  ist,  so  folgt  unter 
Vernachlässigung  von  Gliedern  der  Ordnung  ü'^  als  Potentialfunktion 
des  geschichteten  Rotationshohlsphäroids ,  auf  dessen  innerer  Be- 
grenzungsfläche der  Punkt  (9')  liegt: 


V 

innerhalb 


r.'^^I.A"  -  T-^]® '^^  +  1?  (l-3sinV)  Aj «  äa].i9) 


Bilden  wir  endlich  mittelst  (7)  und  (9)  den  Ausdruck 

v=      V'    +    v'      ,  (10) 

aufierhalb    innerhalb 

so  erhalten  wir  das  Potential  eines  geschichteten  Rotationssphäroids 
auf  einen  innerhalb  liegenden  Punkt.  Dieser  Potentialausdruck  ver- 
mehrt um  das  Potential  der  Zentrifugalkraft,  also  der  Ausdruck 


^  +  "T  ^^^'^  cos^q>' , 


oder  mit  Rücksicht  auf  (10)  und  mit  der  zulässigen  Substitution  von 
a   für  r  im  2.  Gliede: 

V       +      r'      +lc|2a'2^    1    (1  _3  8Üj2y')c,2^'2^  (11) 

aufserhalb    innerhalb        ^  ^ 

mufs  aber  konstant  sein  für  alle  Punkte  derselben  Niveaufläche  mit 
dem  Äquatorialradius  a  und  der  Abplattung  a'.  Daher  mufs  in  der 
Summe  (11)  der  Faktor  der  veränderlichen  Gröfse  (1  —  3  sin' 9?') 
verschwinden.  Auf  diese  Weise  gelangen  wir  zu  der  Bedingungs- 
gleichung: 


3  J   Loa  ^       da  a    j 


0,  (12) 
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welche  BedinguDgsgleichung  die  Abplattung  ii  einer  Niyeaufläche 
mit  ihrem  Äquatorialradius  d  in  Verbindung  setzt  nach  Mafsgabe  der 
Annahme  über  die  veränderliche  Dichtigkeit  ®.*) 

Als  gegebene  Gröfsen  treten  bei  der  weiteren  Behandlung  des 
Problems  auf:  die  Abplattung  Oq  des  Erdellipsoids,  das  Verhältnis 
der  Zentrifugalkraft  zur  Schwerkraft  am  Äquator  des  Erdellipsoids 
und  die  Variation  der  Schwerkraft  mit  der  geographischen  Breite, 
femer  die  Dichtigkeit  0^  ^^  ^^^  Erdoberfläche  und  die  mittlere 
Dichtigkeit  ©„  =  5,6,  endlich  (7  —  ^  nach  (1)  und  {C  —  Ä)  :  C 
nach  (2)  §  8  S.  473.  Jedoch  sind  diese  Gröfsen  nicht  sämtlich  un- 
abhängig von  einander: 

Die  beiden  ersten  Gröfsen  bestimmen  nach  dem  Clairaui^chen 
Theorem,  welches  auch  bei  der  jetzt  vorausgesetzten  Massenanordnung 
gilt  (ohne  yon  ihr  abhängig  zu  sein),  die  Veränderung  der  Schwer- 
kraft auf  der  Oberfläche  des  Erdellipsoids,  welche  daher  eine  be- 
sondere Gleichung  zur  Bestimmung  der  Eoefficienten  der  für  n  und 
S  einzuführenden  Funktionen  von  a  anzusetzen  nicht  gestattet,  denn 
sie  würde  von  den  anderen  nicht  unabhängig  sein.  Ferner  hängen 
00  und  C  —  A  durch  die  Gleichung  von  Laplace  (5)  §  6  S.  467  zu- 
sammen, welche  Gleichung  ebenfalls  bei  der  jetzt  vorausgesetzten 
Massen anordnung  gilt.  Man  wird  daher  nur  aus  der  Kenntnis  einer 
dieser  Gröfsen  eine  Gleichung  entnehmen  können.    Wir  wählen  C  —  A. 

Die  drei  letzten  der  gegebenen  Gröfsen,  auf  die  es  nunmehr 
besonders  ankommt,  führen  zur  Kenntnis  bestimmter  Integrale  zwi- 
schen den  Grenzen  a  =»  null  und  a  =  Oq.  Aus  denselben  kann  man 
nur  dann  einen  Nutzen  ziehen,  wenn  <9  und  tt  als  Funktionen  von  a 
versuchsweise  angenommen  werden.     Wir  setzen  daher: 


(18) 


*)  Die  BedinguDgsgleichung  (12),  welche  Abplattung  und  Dichtigkeit  mit 
einander  verbindet,  stellte  schon  Clairaut  1743  in  seiner  Figure  de  la  Terre 
p.  273  auf.  Er  formt  dieselbe  in  eine  Differentialgleichung  2.  Ordnung  um, 
deren  Integration  n  als  Funktion  von  a  giebt,  wenn  das  Dichtigkeitsgesetz  be- 
kannt ist.  Zur  Ableitung  dieser  Differentialgleichung  genügt  es,  (12)  nach  vorher- 
gegangener Multiplikation  mit  5a'  zu  differenzieren,  das  Besultat  mit  a*  zu 
dividieren  und  abermals  zu  differenzieren.    Es  folgt  dann,  wenn  zur  Abkürzung 


/' 


Ol 


einer  Funktion  von  a ,  gesetzt  wird,  mit  Weglassung  der  Striche  an  O ,  It  und  a : 

d^Vi    ,    2^a«    dft 
da 

Helmert,  mathexn.  d.  phyiikal.  Theorioen  der  höh.  Oeodäsic.  II.  31 


:  +  T,l:+(-T-i)-»-         <-) 

Google 


Digitized  by  ^ 


482 


6.  Kapitel.    Verwertang  astronomischer  Angaben. 


und  werden  schliefslich  finden,  dafs  diese  Reihen  Yon  a  =  nnil  bis  a^ 
eine  hinreichend  starke  Konvergenz  zeigen,  um  sie  mit  grofser  An- 
näherung als  den  Ausdruck  des  funktionalen  Zusammenhanges  Yon 
S  und  a  bezw.  ü  und  a  ansehen  zu  dürfen.  Wie  wir  übrigens  so- 
gleich sehen  werden,  läfst  sich  ohne  starke  Konvergenz  der  Reihen 
(13)  die  weitere  Rechnung  gar  nicht  durchführen. 

§  11.    Fortsetzung:  Entwicklung  der   Gleichungen.     Wir 

führen  nun  zunächst  die  Annahmen  (13)  in  die  Bedingung  (12)  ein. 
Zu  dem  Zwecke  bilden  wir  vorerst  nachstehende  Ausdrücke,  wobei 
wir  in  allen  Fällen  der  Multiplikation  beider  Reihen  (13)  Produkte 
vernachlässigen,  welche  der  Ordnung  der  bereits  vernachlässigten 
Glieder  dieser  Reihen  entsprechen.    Wir.  erhalten  successive: 


da 


e  —  öcHcö* 


aa 


femer: 


5  +  [7c,  +  5d,l  (y  +  [9c,  +  1c,d,  +  bd,][^' 
+  [11c,  +  9c,«.  +  7c.rf,  +  5rf,]  (J-)' 


a 


a'\* 


0) 


U2) 


endlich : 


/ 


du 
da 


du 
da 


©  da  «=  9ctie 


5«c 


^1  +  ^2  +  T  ^i ^1  +  ^3  +  T  ^»^1  +T^i^i 


Hiennit  geht  die  Bedingangsgleichung  (12)  in  nachstehende  Fonn  flber: 
[ct  +  CJ  +  Ci  +  lc^d^-[-J  c^d^  +  j  c,d, j 

-(l'.+f''.l©'-{l«.+jl«.^.+S^l($' 

-  {1^3+81^2^1  +  £  ^1^2+  ä  ^3)  (£ 


.(3) 


a'\« 


1  __         5»» 
3  8jr*«e,Ä, 


Diese  Gleichung  mufs  aber  erfüllt  sein  für  jeden  Wert  von  a 
zwischen  null  und  a^,  folglich  müssen  die  Koefficienten  der  Potenzen 


(4) 
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von  a :  a^  einzeln  verschwinden.  Hierdurch  ergiebt  sich  die  Möglich- 
keity  die  Koefficienten  c  durch  die  d  auszudrücken.    Es  wird: 

^•^ S  ^1^^«  ~  |[  ^2  =  +  iä  ^i'  —  j^  ^2  (5) 

28        ,  *^      ^  2    ,   _  ^2     ,  3    ,     734    ,    ,  2    , 

^3  ""^  55  ^2«!  ~  77  ^1^2  —  33  «3  —  —  1375  ö,    -f-  g^^g^-  «J  «2  —  33  «3  • 

Aufserdem  ist 

Ci+c,  +  c,  +  ^c,d,  +  ^c,d,  +  ^c,d,  =  ^--^^^  .  (6) 

Bezeichnen  wir  das  Verhältnis  der  Zentrifugalkraft  zur  Schwer- 
kraft am  Äquator  des  Erdellipsoids  mit  t,  so  haben  wir,  indem  wir 
hierbei  in  ausreichender  Annäherung  die  Erde  als  geschichtete  Kugel 
behandeln: 

_  ?*«o ^ 

oder  vereinfacht: 

i^r-lte..  (7) 

Die  Dichtigkeit  @q  der  Oberfläche  führt  mittelst  der  1.  Gleichung 
(13)  zu  der  Bedingung 

0.(1  +  d, +  rf, +  (/,)- 00 ;  (8) 

dagegen  führt  die  mittlere  Dichtigkeit  des  Erdkorpers  @my  indem 
unter  der  hinreichenden  Annahme  der  Kugelgestalt  die  Erdmasse  M 
in  doppelter  Aufstellung  ergiebt 

4ä  r©fl2  eiö  ==.  if  «:  1  7t®mffQ^  ,  (9) 

0 
zu  der  Bedingung: 

®«(l  +  |rf.  +  Y<?.  +  |'*3)  =  ®m.  (10) 

Um  endlich  noch  die  den  beiden  letzten  Beobachtuogsgroisen, 
C — A  und  {€  —  Ä):C  oder  bequemer  C—  A  und  C,  entsprechenden 
Bedingungsgleichungen  aufzustellen,  entnehmen  wir  dem  2.  Kap.  §  32 
(3)  S.  126  die  Trägheitsmomente  C  und  Ä  eines  homogenen  Ro- 
tationsellipsoids mit  den  Halbaxen  a  und  b  und  der  Dichtigkeit  &. 
Es  ist 

C  =  4^itSa^b, 
10 


C  —  Ä  =  ~ite  a'b  (rt»  —  V*) . 

31» 
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Diese  Ausdrücke  können  wir^  insofern  wir  das  Quadrat  der  Ab- 
plattung yemachlässigen;  auch  anwenden  auf  die  Trägheitsmomente 
eines  homogenen  Rotationssphäroides,  das  eine  Niveaufläche  des  Erd- 
innern  zur  Oberfläche  hai 

Indem  wir  die  Abplattung  ü  durch  die  Relation  ^  s»  a  (1  —  a) 
einführen^  setzen  wir  mit  der  angedeuteten  Vernachlässigung: 

C-yf  —  ^^xBaaK 

Hieraus  erhalten  wir  fOr  eine  anendlich  dfinne  Schicht  zwischen  zwei 
unendlich  nahen  Nireauflachen: 

15  da 

durch  Integration  von  a  «>  null  bis  a^  aber  für  die  Trägheitsmomente 
des  Erdkörpers: 

0 

Für  den  ersten  dieser  Ausdrücke  genügt  es  in  weiterer  Vernach- 
lässigung zu  setzen: 


=  i*fea* 


da .  (12) 


Bei  der  Entwicklung  von  (11)  kann  man  den  Ausdruck  (1)  fQr  a'-so, 
benutzen.  Es  wird  damit  aus  (11)  und  femer  unter  Berücksichtigung 
der  1.  Gleichung  (13)  des  vorigen  Paragraphen  aus  (12)  erhalten: 


und 


C-Ä  (13) 


-l-«©.V{l  +  T<?i  +  |<',  +  -ii<*s)-^.  (14) 

Andererseits  sind  zufolge  der  Beobachtungen  nach  §  8  (1)  and 
(3)  S.  473,  wenn  M  =  ^n@„,a^^  gesetzt  wird: 
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C--  A  =  0,0010865  . 1  7t  ©„»öo'  (13*) 

C' =  0,3321.  4  3r0«Vi  (14») 


womit  sich  nun  leicht  die  letzten  beiden  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  Eoefficienten  c  und  d  ergeben. 

Indem  wir  die  Gleichungen  zusammenstellen^  führen  wir  zugleich 
behufs  Elimination  von  o^ :  k^  die  Beziehung  (7)  in  (6)  ein  und 
nehmen  einige  naheliegende  Vereinfachungen  vor. 

§  12.  Fortsetzung:  Auflösung  und  Endresultate.  Die  Glei- 
chungen zur  Lösung  der  Aufgabe  sind  der  Reihe  nach  aus  (6)  und 
(7),  (13)  und  (13*),  (10),  (14)  und  (14*)  sowie  aus  (8)  zu  entnehmen? 
dazu  treten  dann  noch  die  Relationen  (5): 

®efl«  [i-^(.Ci+C^  +  C,-)-^C,d^-  C,di  -  1  qrf,  j  =  if  ®„    (1) 


7  9  7  =0,0010865 -l®«  (2) 


®.(l  +  y  d,  + 1^2 +  1^^»)- 0,3321.  |©„ 
©.(1  +  rf,  +  rfj  +  d,)  -  ©0 
=-0,1714rf, 
+i^  ''i'  -ii^2  -+0,0743rf,»-0,0952d, 

g^jggrf,rfj-|rf3 0,0378d,3+0,0908rf,dj-0,0607ds. 


6 


c. 


36 
13 
176  "l'  ~  21  "* 

1376"""^' 


(3) 
(4) 

(5) 
(6) 


und 


Substituiert  man  die  c  in  (1)  und  (2),  so  folgt: 

(    1  + 0,2571  tfi+0,1428dj  +  0,090d,    l        g 
®*'^\+  0,0170d,«  —  0,0176d,«  4-  0,0447  d,<lj  ""  T  ^®»      C^) 


l-O; 


1  +  0,5429d,  +  0,4604dj  +  0,395d,  \  5 

,0590d,*  +  0,0230d,«  —  0,0962</, <^J'=0,0010865 •  ^  ®„.  (8) 

Multipliziert  mau  diese  beiden  Gleichungen  kreuzweise  und  setzt 
zur  Abkürzung  mit  Berücksichtigung  des  numerischen  Wertes  von 
t  nach  S.  84  (2*) : 


« *  1 

^        0,0010866         0,0010865.676,8         a,«'^'«^, 


(9) 
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BO  folgt  weiter: 

[0,5429  Q  —  0,2571]  d,  +  [0,4604  Q  —  0, 1428]  dj 

+  [0,395()  -  0,090]rf,  -  [0,05900  -f  0,0170]rf,2       =  1  _  ß.   (10) 

+  [0,0230  Q  +  0,01 76]  <f,»  —  [0,0962  (?  +  0,0447]  d.rfj 

Setzt  man  ferner  zur  Abkürzung: 

-1  •  0,3321  =  0,830  =  Ä ,  (11) 

so  giebt  die  kreuzweise  Multiplikation  von  (3)  und  (4): 
[0,7143-0,6Ä]<?,+[0,5556-|Ä]rfj  +  [0,455— |ä]</j=ä— 1 .  (12) 

Endlich  folgt  in  gleicher  Weise  aus  (3)  und  (5): 

Die  Einführung  der  Zahlwerte  giebt  aus  (10),  (12)  und  (13): 
0,6092rf,  +  0,5919d,  +  0,540d,— 0,1111  d,»  +  0,0543tf,»— 0,1982  d,  d, 

=  —  0,5956  (14) 

0,2163dj  +  0,1999^2  +  0,178^3    «  —  0,170  (15) 

0,3920  d,  +  0,4400  dj  +  0,4667  </,  =  —  0,280  für  %  —  2,8    (16) 

0,4040d,  +  0,4486</j  +  0,4733dj  =  —  0,300  „  ©o  =  2,6.  (16*) 

Aus  (14)  und  (15)  folgt  durch  Elimination  von  d^: 

0,1373d,  +  0,1034dj»  +  0,0543d,»  +  0,176d,d3  +  0,013^, 

-=-0,0922,  (17) 

aus  (15)  und  (16)  bezw.  (16*)  dagegen: 

0,0841  d,  —  0,075d,  -=  —  0,0942  für  ©„  =  2,8 ,  (18) 

0,0814d,  —  0,073  dj  =-  —  0,0815   „•  ®o  =  2,6 .  (18*) 

Für  dj  =  null  würde  aus  (17)  folgen  d,  -=  —  1,04.  Auf  dem 
Wege  snccessirer  Verbesserung  finden  sich  leicht  mit  Rücksicht  auf 
(18)  bezw.  (18*)  die  genaueren  Werte  von  d,  und  dj.  (15)  giebt  so- 
dann d,.    Es  wird 

dj 1,19    dj  —  +  0,50    dj  =  —  0,08  für  «o  —  2,8 ,     (19) 

d, 0,97    dj  =  +  0,16    d,  =  +  0,04   „    ®„  -  2,6 ,  (19*) 

woraus  man  erkennt,  dafs  eine  geringe  Änderung  in  dem  für  ©g  an- 
genommenen Werte  die  Eoefficienten  d  stark  beeinflufst  Wir  halten 
es  unter  diesen  Umständen  für  angemessen  d}  =  null  beizubehalten. 
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womit  sich  für  0q  ein  ganz  plausibler  Wert,  etwa  2,67,  nach  Mafs- 
gabe  von  (19)  und  (19*),  ergeben  wird.  Mit  Rücksicht  auf  (14)  und 
(15)  setzen  wir  also: 

Jj  =  — 1,04    ^2  =  + 0,275    ^3  =  0.  (20) 

Hierzu  geben  die  (6),  (3)  und  (4),  (1)  und  (2)  successive: 

q  =  + 0,178    C2  =  + 0,054    C3  =  + 0,016 

0,=  11,3         ®cÄc=3^  (21) 

^°  "  871,6  ' 

und  es  wird  als  Endresultat  erhalten: 

e=ll,8(l-l,04(i)'  +  0^76(^)'j 

—  5B  ( '  +  »."«  (t)'  +  ».»"  (i)'  +  «.W«  (i)'l  . 
woraus  sich  berechnet: 

®,  =  2,66    und    «0  =  2^,  (22*) 

letzterer  Wert,  wie  es  sein  mufs,  in  genügender  Übereinstimmung 
mit  S.  473  (15). 

Zn  00  gehört  IIbs  0,00530,  nnd  da  nach  dem  2.  Eap.  S.  93  an  der 
Oberfläche 

ist,  so  folgt  dieses  gleich  0,00194,  \vohingegen  die  2.  Formel  (22)  giebt: 

0,00180 . 

Die  geringe  Differenz  beider  Werte  hat  nichts  auf  sich,  da  die  Fehler 
der  2.  Reihe  (22)  in  dsi:da  stark  hervortreten.  Wir  haben  es^laher  unter- 
lassen, sie  durch  Aufnahme  eines  Eoefficienten  c^  in  die  Reihe  für  U  zum 
Verschwinden  zu  bringen. 

Übrigens  giebt  es  aufser  der  Gleichung  (Ä)  noch  eine  Gleichung,  die 
zur  Kontrolle  dienen  kann.  £s  ist  dies  die  ifwierhalb  an  der  Oberfläche 
gültige,  aus  (12''')  S.  481  mittelst  {Ä)  leicht  ableitbare  Gleichung: 

Auf  die  Gleichungen  (Ä)  und  (B)  weist  Lipsckite  1864  hin  in  Grelles  J. 
Bd.  63  S.  289—295.  Er  entwickelt  dieselben  ausgehend  von  der  Be- 
dingung des  Gleichgewichts  eines  rotierenden,  geschichteten  Sphäroids 
und  zeigt,  dafs  sie  wie  ClairautB  Theorem  unabhängig  vom  Dichtigkeits- 
gesetz  sind.  Von  den  Gleichungen  (16)  a.  a.  0.  ist  die  1.  das  Theorem 
von  Clairauty  die  2.  die  Gl.  (-4),  die  3.  die  Gl.  (B). 

Dafs  in  der  That  aufser  der  Gl.  (Ä)  noch  eine  vom  Dichtigkeitsgesetz 
unabhängige  Gleichung  bestehen  mufs,  erkennt  man  schon  aus  der  ohne 
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Rücksicht  auf  dieses  Gesetz  im  1.  Kap.  §  26  S.  47  aufgestellten  Formel 
(4)  für  dg-.dh  innerhalb  an  der  Oberfläche.  Tn  derselben  Weise  nun  wie 
uns  im  2.  Kap.  §  18  S.  92  die  Kenntnis  des  Verlaufes  von  g  auf  der  Ober- 
fläche zu  einer  Gleichung  fSr  dti-da  fahrte,  mufs- auch  die  Kenntnis  yoe 
dgi  dh  zu  einer  Gleichung  für  d*!!:  da*  führen.  Wir  geben  die  Üaupc- 
momente  der  Ableitung  der  Gleichung  (B)  nach  diesem  Verfahren  an. 
Aus  a  --h^^  aü  folgt,  vergl.  8. 92: 

Ferner  ist  wegen  der  Gleichheit  der  Potentialdifferenz  zwischen  den- 
selben beiden  Niveaufiächen  an  Pol  und  Äquator 


».-+1-^? 

^a«+   •• 

'^9p^b  + 

1 
2 

^9, 
dh 

Jb*  + 

Hieraus 

folgt  durch  Differentiation  ftlr  zia  » 

äl 

)  =  null : 

dh 
da 

9a 

d^h  \^^9a_^^9p9a\9^ 

"^  da^'^Xg^   dh        g/dh    gjg/ 

Diese  Ausdrücke   sind   oben   einzuführen   und  geben   mit  angemessenen 
V.emachläs8igungen  sofort  die  Gleichung  (B),  wenn  noch  gesetzt  wird 

sowie  mit  Rücksicht  auf  S.  46  (1)  bis  (2)  und  S.  96  (10): 

wobei  rechter  Hand  für  g  ohne  Index  in  beiden  Formeln  derselbe,  aber 
sonst  beliebig  zwischen  g^  und  g    gelegene  Wert  zu  nehmen  ist. 
Die  Gleichung  (B)  giebt 

a«  -^^  «=  0,0060  , 
da«  *         ' 

die  2.  Formel  (22)  dagegen  nur  0,0040  infolge  der  Vernachlässigung  der 
höheren  Glieder. 

Setzt  man  nach  S.  472  (10*)  entsprechend  der  Abplattung  Vt»»!?«: 

C  —  ^  =  0,0011484  ao«J*f  1 
und  \  (23) 

C  — 0.361  Oo'if,       J 

so  gelangt  man  an  der  Hand  der  oben  entwickelten  Formeln  für  d,  =»  noU 
zu  nachstehenden,  unbrauchbaren  Ergebnissen: 

«- äJr  {  l  +  0.260  (y*  +  0.077  (^)V  0.005  (^)')  • 

Unbrauchbar  sind  diese  Ergebnisse,   weil  Ito  nicht   den   angenommenen 
Wert  erlangt^  sondern  gleich  1 :  278  folgt.    Die  Ursache  hiervon  ist  der 
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Einflufs  der  vemachläs&igten  Glieder.  Es  wurde  daher  in  die  Entwicklung 
für  II  noch  ein  Glied  mit  (a :  a^Y  aufgenommen;  allein  erzielt  wurde  da- 
mit nichts  BessereB,  weder  mit  der  Annahme  (^g  =  null ,  noch  unter  An- 
nahme von  &Q  =3  2,67  und  entsprechender  Bestimmung  von  d^ .  Der  Ab- 
leitung eines  brauchbaren  Endresult-ates  steht  eben  immer  die  geringe 
Konvergenz  der  Reihen  für  S  und  st  entgegen.  Für  diesen  Fall  würde 
daher  mittelst  der  Differentialgleichung  (12*)  S.  481  zu  versuchen  sein,  st 
in  Strenge  als  Funktion  von  a  für  ein  gegebenes  Gesetz  der  Dichtigkeit 
aufzustellen. 

Eine  derartige  Untersuchung  stellt  1863  Lipschitz  an  in  Crdles  Jowmäl 
Bd.  62  S.  1—36,  wobei  er 

setzt,  mit  0^^  C  und  l  als  zu  bestimmenden  Konstanten.  Er  erhält  unter 
Zugrundelegen  der  Werte  Gq  —  2,5 ,  S^  =*  5,58  und  n^  t=  (  =  i  :  288 
(abgerundet): 

ö  =.9.45- 6.96  (-)       . 

In  'dieser  Abhandlung  findet  man  auch  im  Anschlufs  an  die  Mec,  cü,  eine 
allgemeinere  Aufstellung  der  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  des  rotieren- 
den, geschichteten  Sphäroids  im  Falle  der  Existenz  äufserer  Kräft-e,  sowie 
den  Nachweis,  dafs  mit  Vernachlässigung  von  tt*  die  Niveauflächen  Ro- 
tationsellipsoide sind. 

Boche  bestimmte  1854  die  Dichtigkeit  der  Erdschichten  mittelst  einer 
Potenzreihe,  die  bis  (a :  ao)'  geht.  Er  setzt  mit  Rücksicht  auf  das  Er- 
gebnis der  Präzession  und  den  Wert  für  die  Abplattung  tL^: 


-fM^-'4l)'\ 


Der  eingeschlagene  Bechnungsgang  ist  uns  imbekannt,  da  wir  nur  nach 
einer  kurzen  Notiz  in  den  Cotnptes  rendtts  Bd.  39  (1854)  S.  1215  citieren. 
(Wahrscheinlich  ging  JRoche  von  der  weiterhin  aufzustellenden  Gleichung 
(25)  aus.) 

In  seinem  Lehrbuche  der  mathematischen  und  physischen  Geographie, 
Bd.  1  S.  348—357,  behandelt  Ed.  Sdmidt  1829  die  Frage  nach  der  Dichtig- 
keitszunahme und  der  Abplattung  im  Erdinnem  an  der  Hand  der  Hypo- 
these, dafs  die  Zunahme  des  Druckes  pro  Flächeneinheit 

dp  ^Konst  9 de  (24) 

sei,  welche  Hypothese,  wie  er  sagt,  durch  CantonB  Versuche  für  Flüssig- 
keiten wahrscheinlich  gemacht  wird.  Beachtet  man  nun  andererseits,  dafs 
nach  den  Regeln  der  Hydrostatik  und  weil  Schwere  mal  Niveauflächen- 
abstand  gleich  Potentialdifferenz  ist,  die  Gleichung  besteht: 

dp  t=:^  9  dv  ^ 

unter  v  das  Potential  verstanden,  so  folgt  (abgesehen  von  der  unerheb- 
lichen Zentrifugalkraft)  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  (10)  S.  480  (in 
dem  man  entsprechend  jener  Vernachlässigung  ü  =  null  zu  setzen  und 
aufserdem  die  verschwindenden,  in  1  —  3  sin*  cp'  multiplizierten  Glieder 
wegzulassen  hat,  womit 


Ä«  |~  /  a*9da+   1  a9da] 
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wird),  fjir  die  Dichtigkeit  S  im  Zentrumsabstand  a  die  Gleichung: 

-  sin  na  ^«,^v 

na  ^      ' 

worin  m  und  n  Konstanten  bezeichnen,  m  in  der  Bedeutung  von  O^ . 

Führt  man  diese  Funktion  in  (12*)  S.  481  ein,  so  gelangt  man  zu  einer 
Bedingung  für  die  Abplattung  und  kann  dieselbe  als  Funktion  von  n  her- 
stellen.   Schmidt  findet  für  th  »  y^^: 

0^^  =  2,067  ©0    und    0^=4,087  00; 
dabei  wird 

^C  ^^    /  867  • 

Dieses  Ergebnis  stimmt  mit  den  (22),  die  auf  demselben  Wert  für  Hq  basieren, 
aufserdem  aber  auch  der  Präzessionskonstanten  genügen,  sehr  gut  überein« 
Auch  entspricht  unsere  Reihe  für  &  sehr  nahe  dem  Ausdrucke  (24*),  wel- 
cher mit  Rücksicht  auf  die  Schmidt  sehen  Relationen  zwischen  den  Ogiebt: 

e-lM  (l  -  1,03  (y +  0.32(1-)*- 0.06  (yi  . 

Diese  günstige  Übereinstimmung  ist  jedoch  nur  den  besonderen  Zahlen- 
werten eigentümlich  und  für  die  mit  ü  =  Vt89>76  verknüpften  insbesondere 
ganz  und  gar  nicht  vorhanden.  Da  nun  für  die  der  Schmidtachen  Rech- 
nung zu  gründe  liegende  Voraussetzung  (24)  einige  Wahrscheinlichkeit 
wenigstens  angenäherter  Existenz  vorhanden  ist,  so  spricht  die  oben  kon- 
statierte Übereinstimmung  zu  gunsten  einer  Abplattung  um  Vsse  herum, 
zu  Ungunsten  aber  von  Vigg. 

Die  Hypothese  (24),  welche  Ed.  Schmidt  1821  anwandte,  wird  in  der 
Regel  mit  dem  Namen  Laplace  verbunden,  da  Laplace  dieselbe  in  einer 
1820  publizierten  und  1818  verfafsten  Abhandlung  {Mem.de  VAcde  France), 
sodann  1825  im  5.  Bde.  der  Mic,  cü.  benutzte;  (vergl.  daselbst  S.  15  und 
16,  sowie  S.  48—53).  Laplace  erwähnt  aber,  dafb  Legendre  bereits  1789 
{Mim.  de  VAc.  de  France)  von  der  Formel  (24*)  ausgegangen  sei,  um 
einen  Ausdruck  für  die  Abplattung  herzuleiten.  Man  vergl.  auch  kritische 
Bemerkungen  von  Yottng  in  den  Phil.  Transact,  1819  S.  84  u.  ff.  Nach 
Newcomb,  Populäre  Astronomie,  Ausgabe  von  Engelmann,  S.  333,  hat 
übrigens  H.  Pfaff  gefunden,  dafs  die  Zunahme  der  Dichtigkeit  nach  innen 
sich  allein  durch  den  Druck  erklären  läTst.  Auch  Laplace  sagt  bei  Annahme 
der  Relation  (24),  dafs  dabei  das  Erdinnere  als  aus  einer  Substanz  be- 
stehend gedacht  wird.  Hierzu  kann  man  bemerken,  dafs  im  Erdinnem, 
falls  eine  wahrscheinlich  bedeutende  Hitze  herrscht,  Dissociation  der  Stoffe 
eintritt,  was  der  Annahme  einer  einzigen  Substanz  günstig  ist. 

Ivory  behandelt  im  Phil.  Magazine  1825  Bd.  66  S.  321—329  die  Frage 
nach  der  Relation  von  Dichtigkeit  und  Abplattung  in  sehr  übersichtlicher 
Weise. 

Ahnliche  Fragen  wie  Laplace,  Ivory  und  Schmidt  behandelt  auch  schon 
Clairaut  in  seiner  Figure  de  la  Terre. 

Bei  allen  diesen  Untersuchungen  von  Clairaut,  Legendre,  Laplace 
und  Ivory  ist  aber  die  Kenntnis  von  {C  —  A):C  noch  nicht  ver- 
wertet. 

Die  Bedingpingsgleichung,  welche  aus  der  Division  der  Gleichungen  (11) 
und  (12)  S.  484  folgt  und  die  also  der  Ausnutzung  des  Ergebnisses  der  Prä- 
zession und  Nutation  für  (C7  —  A)iC  zu  Schlüssen  auf  die  Beziehung  zwi- 
schen Abplattung  und  Dichtigkeit  entspricht,  stellte  zwar  bereits  d'Al€mX>ert 
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in  seinen  Becherches  sur  la  Precession  des  Ißquinoxes  1749  auf  (nach  Tod- 
hunter ,  Histary  of  AUraction^  Bd.  1  S.  264);  jedoch  gelangte  er  noch  zu 
widersprechenden  Resultaten^  weil  die  Abplattung  der  Meeresfläche  nach 
den  Gradmessungen  damals  sehr  irrig,  zu  Vi74t  angegeben  wurde,  zufolge 
seiner  Rechnungen  aber  Hq  •<  Vt56  sein  mufste ,  falls  die  Voraussetzung 
über  die  Schichtung  im  Innern  richtig  war. 

Die  für  verschiedene  Annahmen  über  @  mit  der  erwähnten,  aus  {C—A) :  C 
folgenden  Bedingungsgleichung  verträglichen  Werte  der  Abplattung  tto 
der  Meeresfläche  untersucht  Laplace  in  der  Mec,  cel.  t.  2  1.  5  p.  352  und 
t.  5  1.  9  p.  46.  Diese  Gleichung  giebt  mit  Rücksicht  auf  die  Relation  (12) 
S.  480,  worin  a'«  ao  zu  setzen  ist,  sowie  mit  Rücksicht  auf  (7)  und  (9) 
S.  488: 


— Ö  "^  =  («0  -  I)  ao*Ja^G  da  :Ja*0da  . 


(25) 


Laplace  folgert  hieraus  als  Abplattungsgrenzen  V804  ^^^  V&rs*  ^^^  ^^ 
obere  Grenze,  wobei  S  konstant  angenommen  ist,  würde  man  mit  Rück- 
sicht auf  den  jetzt  genauer  bekannten  Wert  ( C7  —  ul)  :  C7 «.  0,00327  nun- 
mehr i/,7o  zu  setzen  haben.  Nimmt  man  jedoch  das  Gesetz  (24*)  für  ^, 
so  folgt  nach  TJiomson  und  Tait,  Handbuch,  I,  2,  S.  392—401  Hq  —  7,97, 
also'  wieder  sehr  nahe  der  oben  von  uns  benutzte  Wert,  wie  es  zufolge 
der  Übereinstimmung  unserer  Rechuungsergebnisse  mit  denjenigen  von 
Ed.  Schmidt  sein  mufs. 

In  der  Zeitschr.  für  Math.  u.  Physik  von  Schlömüch  1870  Bd.  15  S.  293 
weist  JB.  Heger  nach,  wie  es  kommt,  dafs  die  wirkliche  Abplattung  der 
Erde  der  oberen  Grenze  sehr  nahe  liegt.  Es  beruht  darauf,  dafs  im  Falle 
ähnlicher  elliptischer  Schichtung  {C-^Ä):C  vom  Dichtigkeitsgesetz  ganz 
unabhängig  ist  und  also  die  Annahme  &  =  Eonst.  dasselbe  für  Oq  giebt, 
wie  jedes  andere  Dichtigkeitsgesetz.  Die  noch  vorhandene  Differenz 
zwischen  7,98  ^^^  ^  'no  ist  also  auf  Rechnung  der  Änderung  der  Abplattung 
nach  innen  zu  setzen. 

Welchen  Aggregatzustand  das  Innere  der  Erde  gegenwärtig  hat,  ist 
noch  nicht  aufgeklärt.  Die  Ansichten  stehen  sich  zur  Zeit  diametral  gegen- 
über. Ä,  Bitter  folgert  aus  der  mechanischen  Wärmetheorie  einen  gas- 
förmig-flüssigen Zustand  (Wiedemanns  Ännalen  1878  Bd.  5,  S.  422),  wäh- 
rend William  Thomson  und  G.  H.  Darwin  aus  den  Erscheinungen  der 
Präzession  und  Nutation  und  ddln  Mangel  von  Fluten  des  Erdkörpers  auf 
eine  Festigkeit  schliefsen,  die  bei  irdischen  Stoffen  sonst  unbekannt  ist 
(vergl.  5.  Kap.  S.  438).  Eine  erhebliche  Festigkeit  ist  nach  6r.  H  Darwin 
auch  nötig,  damit  die  Eontinentalmassen  getragen  werden.  Vielleicht  be- 
ruht der  Widerspruch  nur  darauf,  dafs  bei  sehr  hohen  Temperaturen  und 
starken  Drucken  der  Aggregatzustand,  obwohl  wir  ihn  gasförmig  nennen, 
doch  nicht  mehr  die  wesentliche  Eigenschaft  der  Leichtbeweglichkeit  der 
Gase  hat.  Übrigens  sind  die  Untersuchungen  sowohl  in  theoretischer  als 
empirischer  Hinsicht  keineswegs  als  abgeschlossen  zu  betrachten.'*) 

Die  betreffenden  Untersuchungen  finden  sich,  abgesehen  von  Hopkins* 
schon  im  5.  Kap.  S.  438  erwähnten  Abhandlungen,  in  den  Phil.  Trans- 
actions  seit  1863  (mit  Thomsons  Äbh,  über  die  Festigkeit  der  Erde),  be- 
sonders in  den  letzten  Jahrgängen ;  ferner  in  Thomson  und  Tait,  Natural 


*)  Man  vergl.   über  diese  Fragen  auch   die  umfassende   Abhandlung  von 
Zöpprite  im  Geographischen  Jahrbuch  8.  Bd.  1880. 
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Philosophy  und  in  Thomson  und  Tait,  Handbuch^  1,  2,  S.  405  n.  ff.  Zahl- 
reiche Abhandlungen,  Notizen  und  Auszüge  giebt  auch  in  den  letzten 
beiden  Decennien  das  American  Journal  of  Science  and  Arts,  Vergl.  be- 
sonders Bd.  12  1876  S.  336—354  TJumsons  Rede  auf  der  Glasgower  Ver- 
sammlung der  BritisJh  Association;  femer  J,  D.  Dana  Bd.  5  1873  S.  423 
und  Bd.  6  1874  S.  6.  104  und  162,  sowie  G.  H.  Darwin  Bd.  17  1879  S.  320, 
Bd.  22  1881  und  Bd.  24  1882.  Man  sehe  auch  Ddaunay  in  den  Comptcs 
rendus  1868  Bd.  67  S.  65  und  Pratts  Entgegnung  im  Phü.  Magazine  1870 
Bd.  40  S.  10;  femer  H.  Hennessya  mit  Delaunays  übereinstimmende  An- 
sichten in  den  Comptes  rendus  Bd.  72  1871  S.  250  und  im  Phü.  Magcudne 
1878  Bd.  6  S.  263  oder  American  Journal  1878  Bd.  16  S.  461. 

Wenn  die  Massenverteilung  im  Erdinnem  nach  dem  oben  Mitgeteilten 
sehr  gut  der  Voraussetzung  eines  flüssigen  Zustandes  entspricht,  und  wenn 
femer  die  Momentanaxe  der  Erde  sehr  nahe  Hauptaxe  der  Trägheit  ist, 
so  vermag  dies  seine  Erklärung  nicht  nur  darin  zu  finden,  dafs  die  Erde 
in  früheren  Zeiten  flüssig  war,  sondem  auch  wohl  darin,  dafs  gegenwärtig 
das  Erdinnere  trotz  grofser  Festigkeit  doch  nicht  fest  genug  ist,  um 
dauernd  den  Spannungen  zu  widerstehen,  welche  erhebliche  Abweichungen 
von  diesen  Lagenverhältnissen  mit  sich  bringen  würden. 

§  13.  Die  Schwerkraft  im  Erdinnern.  Wenn  wir  die  Erde 
als  ein  homogen  geschichtetes  Rotation ssphäroid  betrachten,  für  dessen 
Schichten  sich  Dichtigkeit  und  Abplattung  nach  Mafsgabe  der  For- 
meln (22)  des  vorigen  Paragraphen  ändern,  so  können  wir  auch  an- 
geben, wie  sich  die  Schwerkraft  im  Innern  verhält.  Bei  dieser  Be- 
trachtung wollen  wir  aber  zur  Vereinfachung  die  Schichten  als  kon- 
zentrische Eugelflächen  annehmen ,  da  sie  nur  den  Zweck  einer 
allgemeinen  Orientierung  hat.  Wir  knüpfen  deshalb  auch  nicht  an 
die  Potentialentwicklung  in  §  10  an,  sondern  entwickeln  direkt 

Die  Anziehung  einer  unendlich  dünnen  Eugelschale  vom  Radius 
a  und  der  Dichtigkeit  &  auf  einen  Punkt  aufserhalb  im  Zentrums- 
abstand a   ist  gegeben  durch  den  Ausdruck 

Hieraus  folgt  als  Anziehung  einer* geschichteten  Kugel  vom  Radius 
a   auf  einen  Punkt  ihrer  Oberfläche  der  Ausdruck 


a^@da, 


Da  die  Vernachlässigung  der  Abplattung  diejenige  der  Zentrifugal- 
kraft mit  sich  führt,  da  ferner  die  Anziehung  von  homogenen  Kugel- 
schichten auf  innere  Punkte  des  Hohlraumes  null  ist,  so  entspricht 
der  vorstehende  Ausdruck  auch  der  Schwerkraft  g  für  einen  Punkt 
im  Innern  einer  geschichteten  Kugel  vom  Radius  a^  im  Zentrums- 
abstand a  ^ÜQ.    Setzen  wir  nun  nach  (22)  S-  487: 

"®-«,|l-l,04(y*+0,275(^y). 
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80  ergiebt  sich^  weun  wir  den  Strich  an  a  weglassen: 

Die  Veränderung  dieses  Ausdruckes  mit  a  wird  gegeben  durch 
den  Differentialquotieuten  yon  g  nach  a^  für  dessen  negativen  Wert 
aus  (1)  folgt: 

-  ^1?  -'"*'».  I  -  i + T  m  -  -^r-  (i)*i  •  w 

Derselbe  ist,  wie  leicht  zu  erkennen,  für  a  =^  a^  positiv,  d.  h.  die 
Schwerkraft  nimmt  zunächst  zu,  wenn  man  sich  von  der  Erdober- 
fläche nqfh  der  Tiefe  betoegt"^).  Der  Ausdruck  (2)  wird  aber  gleich 
null  für 

a  =  0,82  «0  .  (3) 

Die  Zunahme  dauert  somit  bis  zur  Tiefe  0^8  des  Erdradius  an, 
fvo  die  Schwerkraft  ein  Maximum  (gleich  i,05  g^)  erreicht,  um  von  da 
an  stetig  abzunehmen  bis  zum  Mittelpunkt. 

Ed.  Schmidt  untersucht  Bd.  1  seiner  math.  u.  phys.  Geographie  S.  360 
bis  364  den  Verlauf  der  Schwerkraft  im  Innern  nahe  der  Oberfläche 
genauer  und  findet  ebenfalls  eine  Zunahme,  deren  Existenz  man  nicht 
immer  beachtet  hat. 

§  14.  Bestimmung  der  mittleren  Dichtigkeit  der  Erde  aas 
der  Kombination  yon  Beobachtungen  der  Schwerkraft  auf  und 
unter  der  Erdoberfläche.  Wir  nehmen  an^  dafs  an  zwei  über  ein- 
ander liegenden  Pimkten;  welche  sich  in  der  Nähe  der  Erdoberfläche 
befinden  und  durch  eine  Erdscholle  getrennt  sind,  die  Schwerkraft 
beobachtet  sei;  sollten  die  beiden  Punkte  nicht  genau  vertikal  über- 
einander liegen^  so  ist  wegen  der  Veränderlichkeit  der  Schwere  mit  der 
geographischen  Breite  auf  gleiche  Breite  zu  reduzieren.  P|  liege 
am  h  über  P^.  Wenn  nun  P2  sich  nicht  unterhalb  des  Meeresniveaus 
befindet,  so  können  wir  den  Unterschied  der  Schwerkräfte  g^  und  ^2» 
abgesehen  von  der  zwischenliegenden  Erdscholle  und  sonstigen  Massen- 
lagerungsanomalieen ,  nach  den  Formeln  (17)  und  (18)  des  §  20  im 
2.  Kap.  S.  97  berechnen: 

i^2-<^i-=<^o--x(l+l«o+f«-2««8m»i»),  (1) 

1.  TeU  ^»     \  »  / 


*)  An  der  Oberfläche  wird  der  Wert  des  Differentialquotienten  gleich 
—  0,67  g:a,  genau  bo  grofs  wie  Formel  (4)  in  §  26  des  ersten  Kapitels  für  O^  &=-  2,66 
ergiebt.  Selbstverständlich  hat  der  Wert  des  Differentialquotienten  in  Wirk- 
lichkeit an  der  ErdoberflSche  sehr  verschiedene  Beträge,  abhängig  von  der 
lokalen  Beschaffenheit  der  Dichtigkeit  der  Massen  in  der  Umgebung  des  be- 
treffenden Ortes. 
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wobei 

ff,  "=  -^  (l  +  i  «.  -  T  ^)  (l  +  »»«  «°'^)  (2) 

die  Schwerkraft  im  Meeresniveau  ist. 

Befindet  sich  zwischen  den  Punkten  eine  Scholle  von  der  Form 
einer  weitausgedehnten  Platte  mit  der  Dichtigkeit  ©,  so  unterscheiden 
sich  g^  und  g^  noch  um  die  doppelte  Anziehung  der  Scholle  auf 
einen  der  Punkte;  nach  §  1  (2)  im  dritten  Kapitel  S.  141  ist: 

^   _^,  =  -4«Ar»ÖÄ,  (3) 

i.  T«il 

oder  mit  Benutzung  von  (2)   und  der  Relation  M  '=  -^  tcS^R^  um- 
geformt: 

^,-f,,„_^,.  3*®(l+|r„_  »«.-!,„  sin^^).     (3») 

Der  totale  Unterschied  von  g^  und  ^,  wird  mit  Rücksicht  aof 
(1)  und  (3)  hiemach  gegeben  durch  die  Forme}: 


9»  —  9i  _  8Ä 
9o       ~  -8 


1  +  Co  +  I  «0  —  2«o  siti'B 


(4) 


Mit  Bücksicht  auf  die  gro&e  Unsicherheit,  die  &  jederzeit  anhaftet, 
kann  man  dafür  einfacher  setzen: 

Hiemach  ist 

Diese  Formel  ist  auch  noch  ausreichend,  wenn  A,  die  Höhe  von 
/\  über  ^2  9  2^™  ^^^^  ^^^^  ?^°2  unterhalb  des  Meeresnireaus  liegt 
In  diesem  Falle  denken  wir  uns  durch  P^  eine  zur  Meeresfläche  ähn- 
liche Fläche  gelegt.  Sehen  wir  nun  einstweilen  von  den  aufserhalb 
dieser  letzteren  Fläche  liegenden  Massen  ab,  so  gilt  (1)  mit  (2)  wieder 
für  die  Differenz  g^  ^  ffi}  wenn  man  M  auf  den  inneren  Korper  und 
Üq,  Co,  K>  "^  und  R  auf  irgend  eine  Niveaufläche  bezieht,  die  der  Meeres- 
fläche nahe  liegt,  also  nahezu  denselben  mittleren  Radius  R  hat,  deren 
Gestalt  aber  nur  von  der  Anziehung  des  inneren  Körpers  abhängt. 
Da  nun  h  nicht  erheblich  ist  im  Verhältnis  zu  R  (gegenwärtig  im 
Maximum  1000"»,  wovon  aber  nur  etwa  die  Hälfte  unterhalb  des 
Meeresniveaus),  so  wirf  M  für  den  inneren  Korper  noch  um  weit  weni- 
ger als  Yiooo  von  der  Masse  des  ganzen  Erdkörpers  abweichen  (fOr  637*" 
knapp  Vioooo)*  ^^  werden  damit  auch  nur  sehr  geringe  Änderungen 
in  üq,  bo  und  (g,  sowie  B  verknüpft  sein;  man  kann  daher  wieder 
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(1)  und  (2)  anwenden  und  mit  diesen  Formeln  so  weiter  rechnen,  wie 
oben  geschehen  ist. 

Was  nun  Formel  (3)  anbetrifft,  den  zweiten  Teil  der  Differenz 
^2  —  ff\y  welcher  von  der  zwischen  beiden  Punkten  liegenden  Erd- 
scholle herrührt,  so  läfst  sich  auch  für  diesen  die  Gültigkeit  nach- 
weisen. Nehmen  wir  an,  ä'  sei  derjenige  Teil  von  Ä,  der  über  dem 
Meeresniveau  liegt,  ä"  der  unterhalb  liegende.  Ist  das  Terrain  weit- 
hin eben  und  horizontal  und  hat  die  Masse  der  Erdscholle  die  Dichtig- 
keit 0,  so  giebt  der  obere  Teil  der  Erdscholle  von  der  Dicke  h'  einen 
Anteil  an  ^^  —  g^  gleich 

Für  den  unteren  Teil  h"  müssen  wir  bedenken,  dafs  es  sich  dabei 
um  eine  Masse  handelt,  die  zwischen  der  Meeresfläche  und  der  durch 
P2  gelegten  Fläche  liegt  und  sich  über  die  ganze  Erdoberfläche  er- 
streckt. Grofstenteils  wird  diese  Masse  aus  Wasser  bestehen.  Nehmen 
wir  also  zunächst  dieselbe  als  eine  von  zwei  ähnlichen  Ellipsoiden  be- 
grenzte Wasserschicht  an,  so  ist  ihr  Einflufs  auf  g^  gleich  null  (2.  Eap. 
§  33  S.  130),  auf  ^,  aber  wie  für  eine  Kugelschale  sehr  nahe  gleich 
4:Xk^  ä",  also  auf  ^2  —  ffx  gleich 

—  4nk^  r  . 

Will  man  hierbei  auf  die  elliptische  Gestalt  Bücksicht  nehmen, 
so  hat  man  vom  Ausdruck  (8)  §  31  S.  125  auszugehen,  v  für  eine 
Schale  durch  Differentiation  nach  a  und  dann  die  radiale  Anziehung 
durch  Differentiation  von  v  nach  r  herzuleiten.  Man  findet  aber 
bis  auf  Bruchteile  der  Ordnung  ü  incl.  genau  das  frühere  Resultat. 

Da  zwischen  P,  und  P2  die  Erdschicht  die  Dichtigkeit  S  hat,  so  ist 
nun  noch  der  Anteil  einer  weitausgedehnten  Platte  von  der  Dichtig- 
keit &  —  1  und  der  Dicke  ä"  an  ^j  —  ffi  zu  bilden;  er  beträgt: 

Die  drei  Anteile  zusammen  geben  wieder  —  Ayck^  0  h ,  sodafs  wir 
zu  denselben  Formeln  wie  früher  gelangen. 

Wir  haben  bisher  die  zwischen  P^  und  P^  befindliche  Scholle  als 
weitausgedehnte,  ebene  Platte  von  der  Dicke  h  betrachtet.  Die  sphä- 
rische Gestalt  dieser  Platte  hat  in  der  That  keinen  nennenswerten  Ein- 
fluß. Es  ist  nämlich  nach  dem  3.  Kap.  §  4  S.  145  für  eine  unendlich 
dünne  sphärische  Platte  vom  Krümmungsradius  r,  der  Dicke  dr  und 
dem  halben  Zentriwinkel  W  die  radiale  Anziehung  auf  einen  Punkte,, 
der  auf  dem  zentralen  Strahl  im  Abstand  r  vom  Kugelmittelpunkt 
aufserhalb  liegt,  gleich 
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für  E^  =  j/r^  -|-  r','^  —  2rr,'  cos  ^ .  Liegt  er  dagegen  innerhalb  im 
Abstand  Tj'  vom  Kugelmittelpunkt,  so  ist  die  radiale  Anziehung  nach 
innen  gleich 


für  E^  =  yr^  +  rV  —  ^rr^'  cos  IF  .      Der    Einflufs    der    Plattenan- 
ziehung auf  ^2  —  g^  ist  also  gleich 

Diesen  Ausdruck  wandeln  wir  um,  indem  wir  in  den  beiden 
letzten  Gliedern  setzen  r/=  Tj'  +  (r,' —  r^')  und  ^,  =  ^j  +  (^i  —  ^2) » 
und  r/  —  Tj'  sowie  ^,  —  E^  als  differentiale  Änderungen  betrachten. 
In  den  Faktoren  von  r,'—  Tj'  und  ^j  —  i&j  köunen  wir  dann  r/=r2'«a=r 
nehmen  und  den  Index  von  E^  und  E2  weglassen.  Bezeichnen  wir 
r/  —  r^   mit  ä,  so  folgt: 

^  ^  l  +  28in«|'^  2(^-i;,)sin«|'* 


—  2jtk^er^dr 


JE  ^~  rE^ 


Integriert  man  von  r  >»  Tj'  bis  r/,  so  kann  man  für  die  beiden 
letzten  kleinen  Glieder  der  Parenthese  konstante  Mittelwerte  setzen 
und  findet  mit  Rücksicht  auf  die  geringe  Gröfse  von  h  im  Vergleiche 

zu  r/  und  r^',  sowie  mit  Benutzung  der  Näherungsformel  ^  =  2r  sin  — - 
behufs  Elimination  von  -^  : 

-^.k^eh[l-^-±r^  +  ^^}-  (6) 

Dieser  Ausdruck  zeigt,  dafs  die  Krümmung  der  Erde  nicht  be- 
rücksichtigt zu  werden  braucht^  sobald  für  die  weitausgedehnte  Platte, 
insofern  man  sie  als  ebene  Platte  betrachtet,  der  Ausdruck  —  4«Ar'  (9  h 
genügt.  Denn  dieser  Ausdruck  ist  auch  für  die  ebene  Platte  nicht 
streng  und  heifst  genauer: 

-Ank^@h[l-^).  (6*) 

Um  anstatt  dessen  — Anf^&h  anwenden  zu  können,  mufs  h:2E 
hinlänglich  klein  sein.  Ist  dies  aber  der  Fall,  so  genügt  dieser  ein- 
fache Ausdruck  auch  anstatt  (6),  da  das  zweite  und  dritte  der  kleinen 
Glieder  in  der  Parenthese  von  (6)  wegen  {E^  —  E2)  <  h  immer 
bedeutungslos  sind. 

§  15.  Fortsetzung:  Unebenheiten  des  Terrains.  Wir  haben 
jetzt  nachgewiesen,  dafs  die  Formel  (5)  genügt,  auch  mit  Rücksicht 
auf  die  Krümmung  der  mathematischen  Erdoberfläche,  sobald  zwischen 
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P^  und  Pj,  den  Beobachtungspunkten  auf  und  unter  der  Erdober- 
fläche, liegt  eine  homogene  Erdscholle  die  den  Charakter  einer 
weitausgedehnten,  gleichstarken  Platte  hat.  Befindet  sich  der  ab- 
fallende Rand  der  Platte  im  Abstand  ^^50ä  ,  so  ist  nach  (6*)  der 
Fehler  der  Formel  (5)  sicher  kleiner  als  1%. 

Um  zu  erkennen ;  welchen  Einflufs  ungleiche  Stärken  der  Erd- 
scholle haben,  betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  dafs  die  Dicke  einer 
gleichstarken  Platte  geringer  ist  als  der  Punktabstand  P^P^  =  h , 
indem  etwa  P^  sich  in  Freier  Luft  über  dem  Terrain  befindet.  Für 
diesen  Fall  ist  mit  Rücksicht  auf  §  1  (2)  im  3.  Kap.  S.  141  an  Stelle 
von  (6*)  zu  setzen: 

-4nk^&(h-h')(l-^),  (1) 

worin  ä'  die  Erhebung  von  P^  über  dem  Terrain  bezeichnet,  Fig.  80. 

!  P,  \      Ti! 


^    Fy  r\ 


>-- 


Fig.  81. 

Wenn  sich  die  Platte  in  dieser  Stärke  (ä  —  ä')  weit  genug  aus- 
dehnt, um  h  :2  E  vernachlässigen  zu  können,  so  wird  man  anstatt  (1) 
setzen: 

—  ATik^eQi-'h').  (l*) 

Befindet  sich  nun  bis  zur  Entfernung  E'  unterhalb  P^  gewisser- 
mafsen  noch  eine  zweite  Platte,  Fig.  81,  so  giebt  diese  für  sich: 

-4«ä:^@A'(1-^).  (2) 

Dies  mit  (1*)  vereinigt,  fahrt  zu  dem  Ausdruck: 

-4«F0ä(1--^).  (3) 

Ganz  denselben  Ausdruck  erhält  man  für  den  Fall,  welchen 
Fig.  81  punktiert  andeutet,  wobei  das  in  der  Umgebung  von  P^  bis 
zum  Abstände  E'  ebene  Terrain  in  grofserer  Entfernung  sich  um 
Ä'  erhebt,  nur  mufs  —  entsprechend  der  entgegengesetzten  Richtung 
von  h'  —  das  zweite  Glied  in  der  Klammer  von  (3)  positiv  einge- 
führt werden. 

Die  Formel  (3)  genügt  vollkommen,  um  zu  erkennen,  ob  der 
Einflufs  von  Unebenheiten  klein  genug  ist,  vernachlässigt  werden  zu 
dürfen.  Reicht  die  Genauigkeit  von  V/q  in  der  Berechnung  des  An- 
Heim er  t,  mathem.  a.  pfaysikaL  Theorieen  der  höh.  Geod&aie.  IL  32 
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teiles  von  g,^  —  ^, ,  welcher  aus  der  Schollenanziehung  hervorgeht, 
aus,  so  brauchen  Unebenheiten  K  <  0,02  E  nicht  beachtet  zu  werden. 
Hierbei  ist  überdies  noch  angenommen,  dafs  sie  sich  über  den  ganzen 
Umkreis  erstrecken;  ist  dies  nicht  der  Fall,  so  kommt  von^'  nur  ein 
entsprechender  Bruchteil  zur  Geltung. 

Alle  anderen  Unebenheiten  müssen  besonders  berücksichtigt  werden, 
d.  h.  man  mufs  ibre  Anziehungen  auf  jeden  der  beiden  Punkte  be- 
sonders berechnen.  In  dieser  Beziehung  sowie  bezüglich  der  Behand- 
lung des  Falles  ungleicher  Massendichtigkeit  verweisen  wir  auf  den 
§  18  im  3.  Kap.  S.  169. 

§  16.  Fortsetzung:  Zahl  werte.  Eingehende  Versuche,  welche 
nach  den  Formeln  des  §  14  behandelt  werden  müssen,  hat  1854  Airy 
angestellt*).  Er  beobachtete  in  dem  Kohlenrevier  von  Durham  in 
der  Grube  Harton.  Dabei  war  h  —  1256  Fufe  engl.  =«  382,8«;  ferner 
fand  sich 

-^-=^?^  c«  0,00005185  , 

was  einem  täglichen  Unterschied  von  2,24'  für  ein  unveränderliches 
Pendel,  welches  nahezu  Sekundenschwingungen  macht,  entspricht.  Die 
Unebenheit  des  Terrains  wurde  bis  zur  Entfernung  von  drei  englischen 
Meilen  (also  weit  genug)  in  Rechnung  gezogen ;  infolge  derselben  ver- 
mindert sich  der  aus  Formel  (3)  S.  494  folgende  zweite  Teil  g.^  —  g^ 
etwas,  was  sich  dadurch  berücksichtigen  läfst,  dafs  S  =  2,50  in  Formel 
(5)  S.  494  um  728o;  ^'  ^'  g^^^  unerheblich,  verkleinert  wird.  Es  folgt 
schliefslich 

®m  =  6,57. 

Aus  der  Übereinstimmung  der  Resultate  folgt  der  wahrscheinliche 
Fehler  zu  +  0,02.  Wenn  gleichwohl  die  Abweichung  von  demjenigen 
Werte,  den  man  nach  anderen  zuverlässigen  Beobachtungen  für  den 
wahrscheinlichsten  halten  mufs,  nämlich  5,60,  sehr  grofs  ist,  so  liegt 
dies  einesteils  vermutlich  an  versteckten  ßeobachtungsfehlern,  andern- 
teils  an  dem  Einfiufs  von  Unregelmäfsigkeiten  in  der  Dichtigkeit  der 
Massen  unterhalb  der  unteren  Station  P^,  Beide  Ursachen  können 
recht  wohl  jede  allein  zur  Erklärung  der  DifiPerenz  herangezogen 
werden.  Berechnet  man  nämlich  aus  Formel  (4'*')  S.  494  mit  @m  =  5,6 
die  DifiFerenz  g^  —  ^, ,  so  folgt 


9t -91 


0,000040  anstatt  52 , 


9o 

Der  Unterschied  g^  —  g^  beträgt  also  nur  0,000012  Bruchteile 
der  Schwerkraft,  was  etwa  0,012  Millimeter  in  der  Länge  des  Se- 
kundenpendels und  0,5'   in    der  täglichen  Schwingungsdauer  giebt. 


*)  Phil  Transact.,  1856  I,  Bd.  146  S.  297—365. 


Digitized  by 


Google 


§  16.    Mittlere  Erddichte  aus  Schweremessnngen. 


499 


Eine  solche  Differenz  ist  aber  bei  der  Ungunst  der  Beobachtungsumstande 
in  Gruben  recht  wohl  aus  Beobachtungsfeblern  erklärbar.  Anderer- 
seits würde  eine  'Vermehrung  der  Dichtigkeit  in  einem  nahezu 
kugelförmigen  Räume  unterhalb  des  Beobachtungsortes  den  Mehr- 
wert von  g^  —  g^  erklären,  wenn  der  Durchmesser  des  Raumes  min- 
destens einige  Kilometer  und  der  Dichtigkeitsüberschufs  etwa  Vs  ^^"^ 
Dichtigkeit  des  Wassers  betröge. 

Ganz  unzutreffend  ist  Haughtons  Berechnung  von  0^  =  5,48  aus  den 
Airy sehen  Messungen  (Pogg,  Ann.  1856  Bd.  99  8.  332),  weil  er  für  O  den- 
jenigen Wert  einführt,  der  im  Mittel  für  die  ganze  Schale  zwischen  den 
Niveauflächen  von  P|  und  P,  um  die  gange  Erde  herum  gilt.  Dagegen 
dürfte  das  Resultat  der  Berechnung  von  JP.  Folie,  welcher  eine  Zerlegung 
der  Massen  in  zwei  Teile  verschiedener  Dichtigkeit  vornahm  [nach  den 
Fortschr.  der  Physik  von  1873  Bd.  29  S.  132j  und  0,117  weniger  als  Airy 
findet,  Beachtung  verdienen.  Freilich  bestätigt  es  auch  nur  die  Ansicht, 
dafs  durch  verschärfte  Berücksichtigung  der  Massenanziehung  das  Airy- 

sehe  Resultat  nicht  erheblich  zu  ändern  ist. 

• 

Im  Jahre  1882  hat  R,  v.  Sterneck  mit  Benutzung  des  1000^  tiefen 
Adalbertschachtes  zu  Pribram  in  Böhmen  ebenfalls  Beobachtungen  zur 
Bestimmung  von  &jn  und  zur  Ermittelung  der  Änderung  der  Schwer- 
kraft mit  der  Tiefe  ausgeführt*).  Diese  mit  einem  unveränderlichen 
Pendel  angestellten  Beobachtungen  wurden  1883  wiederholt,  wobei 
auf  eine  schärfere  Bestimmung  des  Ausdehnungskoefficienten  und  auf 
eine  vollständige  Elimination  des  Uhrganges  in  der  Differenz  der  Er- 
gebnisse für  die  Stationen  auf  der  Erdoberfläche  und  in  der  Tiefe 
Rücksicht  genommen  wurde,  was  in  der  That  zur  Folge  hatte,  dafs 
die  in  verschiedenen  Tiefen  erhaltenen  Endwerte  weit  besser  überein- 
stimmten als  1882. 

Die  Beobachtungen  von  1883  geben  unter  Weglassung  einiger, 
jedenfalls  durch  gröfsere  Fehler  entstellten  Reihen  von  Messungen 
nach  S.  89  VII  (mit  teilweiser  Rücksicht  auf  S.  86  —  88) ,  abgesehen 
von  den  irrigen  Korrektionen  wegen  Zentrifugalkraft  (S.  90)  und 
mit  Verbesserung  zweier  kleinen  Rechenfehler: 


Seehöhe 

Schwingungszeit 

Belat.  Schwere 

Oberfläche 

+  509,1'» 

0,5001638- 

1,0000000 

9.  Lauf 

+  242,6 

1530 

1,0000432 

20.  Lauf 

—      6,9 

1535 

1,0000412 

26.  Lauf 

—  238,8 

1475 

1,0000652 

30.  Lauf 

-  463,4 

1418 

1,0000880 

*)  Mitteilungen  des  k.  k.  militär-geographischen  Instituts;  Bd.  2  und  Bd.  3, 
Wien  1883  und  1883. 

32* 
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Mit  0^f  =  2;7ö  folgt  hieraus,  abgesehen  von  dem  stark  abweichen* 
den  Ergebnis  des  9.  Laufes,  nach  Formel  (5)  §  14  S.  494: 

0^  —  5,54    5,71    5,80, 

welchen  Werten  mit  Bücksicht  auf  Beobachtungsanzahl  und  Höhen- 
differenz die  Gewichte 

12        2 

entsprechen,  sodafs  im  Mittel  @m  =  5,71  wird.  Die  Abhandlung 
giebt  5,77. 

Diese  Zahl  wird  sich  vielleicht  noch  etwas  modifizieren,  wenn 
die  Terrainunebenheiten  anstatt  nur  bis  auf  ca.  2,5^  auf  grofsere 
Entfernung  hin  berücksichtigt  werden. 

Die  weiteren  Schlüsse  der  Abhandlung  von  1883  bezüglich  der 
Änderung  von  g  und  S  im  Erdinnern  sind  illusorisch. 

Wir  erwähnen  noch,  nach  Stemeeka  Abh.  von  1882  S.  79  n.  citierend, 
dafs  Carlini,  Biot  und  Mathieu,  aus  Pendellängen  in  Bordeaux  und  auf 
dem  Mont-Genis  1820—22,  mit  Rücksicht  auf  ^'uZios  Revision,  0^  a»  4,95 
fanden. 

MenderihaU  bestimmte  kürzlich  durch  Beobachtungen  in  Tokio  und 
auf  dem  Fusijama  O^  =  6,77;  American  Journal  Bd.  20,  1881,  S.  98—103. 


Siebentes  Kapitel. 
Das  geometrische  Niyellement. 

§  1.  Die  unmittelbaren  Resultate  geometrischer  Niyelle- 
ments.  Ein  einfaches  Nivellement  besteht  bekanntlich  im  wesent- 
lichen darin;  dafs  man  sich  zwischen  zwei  Punkten  mit  dem  Nivellier- 
instrument aufstellt  und  mittelst  desselben  nach  jedem  der  beiden 
Punkte  eine  horizontale  Visur  giebt,  welche  an  einem  in  den  Punkten 
vertikal  aufgestellten  Mafsstab  (der  Nivellierlatte)  die  Zielhöhen  ab- 
schneidet. Man  pflegt  dann  die  Differenz  der  letzteren  als  Höhen- 
unterschied der  beiden  Punkte  anzunehmen.  LäTst  sich  diese  Angabe 
nicht  mit  einer  Aufstellung  erreichen,  so  schaltet  man  Zwischenpunkte 
ein  und  nimmt  ein  zusammengesetztes  Nivellement  vor.  Hier  bildet 
man  das  Resultat  als  Summe  der  Eiuzelunterschiede. 

Beachtet  man  aber  den  schon  im  ersten  Kapitel  §  8  S.  10,  sowie 
im  zweiten  Kapitel  §  18  S.  92  berührten  Umstand,  dafs  die  Niveau- 
flächen keine  Parallelflächen  sind,  so  bemerkt  man  leicht  eine  ge- 
wisse Unbestimmtheit  jenes  Resultates. 

Die  Abweichung  vom  Parallelismus  hat  nämlich  zunächst  zur 
Folge,  dafs  beispielsweise  die  Erhebung  eines  Punktes  C  auf  einem 
Berggipfel  über  die  Niveaufläche  eines  anderen  Punktes  A  am  Fufse 
des  Berges,  Fig.  82,  gemessen  in  der  Lotlinie  CC  von  C  im  allge- 
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meinen  einen  anderen  Wert  hat,  als  die  Senkung  von  A  unter  die 
Niyeauääche  von  C  ^  gemessen  in  der  Lotlinie  AÄ  von  A.    Ein  von 
A  nach  C  geführtes  zusammen- 
gesetztes Nivellement  aber  giebt  ^!  _    _        _        '        ^      - . 
in  der  Besfel  weder  den   einen  \                 ,/      ^u^^^f^^M/^  ^n 

noch  den  andern  Betrag';  denn      .„4 zi..Aff^'l'L'LL.\J^^zj'. 

indem  es  die  Bergeshöhe  allmah-      --^ .\^l^^ J — ^-m^'* 

lieh  ersteigt,   vrird  mittelst  ein-  77^k0A'^^- -i^r — w)^ 

geschalteter    Niveaufiächen    der  ;                                    ! 

Abstand  der  Niveauäachen   von  i                                    1 

-  ,      ^  ,  .        j  .  !      Meeres -FlcUhe  \ 

C  und  A    weder    m   der   einen      -^ ^v? 

noch    in    der    anderen   Lotlinie  „,    ^ 

flg.  08. 

gemessen,   so  dafs  ein  treppen- 

formiges  Profil  entsteht,  mit  dessen  Gestalt  sich  das  Resultat  ver- 
ändert. Zwei  verschiedenen  Profilen  folgende  Nivellements  von  A 
nach  Cy  z.  B.  einerseits  ^.r.2'. 3'. 4'. 6?  und  andererseits  von  A  durch 
den  Berg  in  einem  Stollen  bis  B  und  über  1".  2".  3".  4"  nach  C, 
werden  also  (abgesehen  von  Beobachtungsfehlem)  eine  Differenz  zeigen 
können:  den  Sclüufsfehler  des  Nivellementspolygones  ACBA  infolge  nichi 
völligen  Parallelismus  der  Niveauflächen. 

Der  mathematische  Ausdruck  dafür  ist 


Jäk, 


(1) 


das  Integral  ausgedehnt  über  das  geschlossene  Polygon. 

Wenn  es  nun  hiernach  nicht  gleichgültig  ist,  auf  welchem  Wege 
ein  geometrisches  Nivellement  ausgeführt  wird,  so  mufs  man  entweder 
zu  jedem  in  gewöhnlicher  Weise  berechneten  Resultat  den  Weg,  das 
Profil,  angeben  —  oder  man  mufs  eine  andere  Berechnungsweise  ein- 
schlagen, welche  vom  Profil  unabhängige  Resultate  giebt.  Diese 
bietet  sich  durch  Gleichung  (2)  §  8  S.  10.     Darnach  ist 

c 
Wc  =  Wa  —Jg  dh  ,  (2) 

wenn  Wc  und  Wa  die  Potentiale  der  Schwerkraft  in  C  und  A  bezeich- 
nen und  die  Integration  über  das  nivellierte  Profil  ausgedehnt  wird. 
Welche  Form  aber  dieses  Profil  hat,  ist  offenbar  ganz  gleichgültig. 

Um  also  klare  Resultate  zu  erhalten,  müfste  man  somit  die  Nivelle- 
ments dazu  benutzen,  Potentialdifferenzen  abzuleiten.  Ob  dieser  Weg 
praktisch  ist,  lassen  wir  vorläufig  dahingestellt. 

Hier  mag  zunächst  noch  darauf  hingewiesen  werden,  dafs  aus 
geometrischen  Nivellements  Höhenunterschiede  und  Meereshöhen  in  Strenge 
eigentlich  gar  nicht  zu  finden  sind,   Messen  wir  nämlich  z.  B.  auf  dem 
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Wege  Ton  A  nach  C  irgendwo  ein  äk  und  das  zugehörige  g,  so  ist 
gdh  die  Potentialdifferenz  der  beiden  Niveauflächeu,  welche  dh  be- 
grenzen. In  der  Lotlinie  CC  nun  haben  letztere  einen  anderen  Ab- 
stand und  die  Schwere  ist  eine  andere,  jedoch  dergestalt  dafs ,  wenn 
diese  Grofsen  bezw.  dhc  und  gc  nennen: 

g  dh  ^=^  gc  dho 

ist.  Demnach  wird  die  Hohe  von  C  über  A^  gemessen  in  der  Lot- 
linie CC  von  Cy  gleich 


CC 


-i 


go 


(3) 


Die  Schwerkraft  gc  im  Innern  des  Berges  aber  kann  man  in  der  Regel 
überhaupt  nicht  messen,  sondern  nur  schätzen,  so  dafs  also  CC  aus 
Messungen  allein  nicht  zu  erhalten  ist. 

AuB  Vorstehendem  geht  auch  hervor,  dafs  man  den  Höhenunterschied 
von  A  und  C  als  Unterschied  der  Meereshöhen  CC"  und  AA"  nicht 
gleich  CC  setzen  darf  und  umgekehrt  aus  Aä"  -f"  CC  nicht  CC"  findet. 

§  2.  Die  strenge  Reduktion  der  Niyellements.  Wir  be- 
trachten zunächst  eine  einzelne  Aufstellung  zwischen  zwei  Punkten 
P^   und  P2   und  sehen  von  Refraktionswirkungen  ab.     Dann  erfolgt, 

wenigstens  im  Prinzip,  die  Vi- 

^ rüAw.  ^     J      ^^tMrrw ^        sur  uach  der  Latte  in  />,  und 

in  7^2  horizontal,  d.  h.  in  der 
Tangente  der  Niveaufläche  / 
der  Visieraxe,  Fig.  83.  Nennen 
wir  die  Zielhohen  z,  und  Zj, 
die  Depressionen  der  Niveau- 
fläche /  gegen  die  horizontale 
Visur  bei  P^  und  P^  bezw.  d, 
und  d^^  endlich  die  Schwer- 
kräfte in  der  halben  Höhe  von  z,  und  z,  bezw.  ^,  und  g^ ,  so  ist  bei 
der  geringen  Gröfse  von  z  in  praktischen  Fällen  sehr  nahe  die  Diffe- 
renz der  Potentiale  W^  für  />,  und  W^  für  P^  gleich 

IV^  -  n\  =  (z,  -  d,)  g^  -  (z,  -  d,)  g,  .  (1) 

Der  Fehler  dieser  Gleichung  ist  so  gut  wie  null.  Denn  die  Schwer- 
kraft nimmt  mit  der  Hohe  sehr  nahe  gleichförmig  ab,  wie  Formel  (17) 
S.  97  für  die  normale  Schwerkraft  zeigt  und  wie  für  die  lokalen  An- 
ziehungen aus  Eap.  3  §  I  S.  141  und  aus  Kap.  4  §  3  S  274  folgt 
Man  darf  daher  entlang  der  Nivellierlatte  das  Integral  ^d/i  mit  dem 
Mittelwert  von  g  berechnen.  Es  wird  allerdings  noch  vorausgesetzt, 
dafs  die  gerade  Latte  die  eigentlich  nach  der  Lotlinie  schwachge- 


Fig.  83. 
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krümmten  Abschnitte  Zi  und  Z2  richtig  giebt;  aber  dies  ist  augen- 
scheinlich bis  auf  «ine  selbst  bei  Anhäufung  im  zusammengesetzten 
Nivellement  verschwindende  Gröfse  der  Fall. 

Aus  (1)  ergiebt  sich  nun  durch  Transformation: 

ffr^-  tr,^  {Z,-  Z,)^ip^  +  {Z,  +  Z,)^^^ 


(2) 


Da  man  bei  guten  Nivellements  behufs  möglichster  Elimination 
der  lustrumentalfehler  und  der  Refraktion  aus  gleichen  Zielweiten 
nivelliert;  werden  bei  nahezu  gleicher  Krümmung  der  Niveaufiäche  J 
in  Richtung  von  P^  und  P^  die  Depressionen  nahezu  gleich.  Dann 
wird  in  vorstehender  Gleichung  das  dritte  Glied  sehr  klein.  Wir 
nehmen  vorläufig  an,  dafs  es  als  unerheblich  anzusehen  ist,  werden 
aber  später  den  Einfiufs  desselben  sowohl  für  die  normale  Form  der 
Niveauflächen  als  auch  für  charakteristische  Fälle  gestörter  Form  der- 
selben betrachten.  Er  findet  sich  in  der  That  verschwindend  klein, 
wie  im  voraus  bemerkt  werden  kann. 

Das  zweite  und  vierte  Glied  der  Gleichung  (1)  können  ebenfalls 
immer,  auch  in  anbetracht  ihrer  Anhäufung  bei  zusammengesetzten  Ni- 
vellements, vernachlässigt  werden.  Zunächst  dürfen  wir  jedenfalls 
das  kleinere  der  beiden  Glieder  ignorieren  und  uns  darauf  beschrän- 
ken, das  zweite:  y  (zj  +  z^)  (g^  ""  9\)  9  ^^  seinem  Einfiufs  auf  ein 

zusammengesetztes  Nivellement  zu  betrachten.  Derselbe  ist  gleich 
der  Summe   vorstehender  Produkte,    oder  angenähert   gleich   einem 

Mittelwert  von  y  (^2+^1)  ^^^  ^^^  Gesamtdiflferenz  ^g  in  der  Schwer- 
kraft vom  Anfang  bis  zum  Ende,  falls  g  entlang  dem  Nivellement 
fortwährend  ab-   oder  zunimmt.    —  (zj  +  z^  setzen  wir  in  ebenem 

Terrain  im  Maximum  gleich  3"»  und  ^g,  indem  wir  uns  einen 
ganzen  Meridianquadranten  nivelliert  denken,  gleich  9,8  .  0,0053"*. 
Hierbei  wird  der  Einfiufs  auf  die  gesamte  PotentialdifiPereuz  gleich 
9,8  .0,016"»  rund,  mithin  auf  den  Höhenunterschied  etwa  16"*''*,  was 
bei  einer  solchen  Ausdehnung  des  Nivellements  unerheblich  ist.  Denken 
wir  uns  ferner,  um  einen  andern  Maximalfall  zu  erhalten,  einen  Berg 
von  8000"»  Höhe  nivelliert,  so  beträgt  dg   nach  der  ^ow^uerschen 

Regel  etwa  9,8  :  600  ,  was  mit  y(z2  +  z,)  =  2"»  einen  Einfiufs  von 

9,8  .  0,003  für  die  PotentialdifiFerenz  und  von  nur  3"»"»  für  die  Höhe 
ergiebt. 

Hiernach  reduziert  sich  Gleichung  (2)  auf  die  folgende  einfachere 

^2-^i  =  (^2-^i)^4^-  (3) 
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Aus  der  Summierung  aller  dieser  Gleichungen  für  das  ganze  nivellierte 
Profil  folgt  die  gesamte  Potentialdifferenz.  Wir  drücken  dies  durch 
die  Gleichung  aus: 


dW^ 


^g^9z.  (4) 


In  (4)  bedeutet  nun  dz  <»  z^  —  z^  die  Zielhöhendifferenz  im  Sinn 

Rückblick  —  Vorblick;  ^  =  yC^i  +9^   wird  in  der  Regel  mit  der 

Beschleunigung  der  Schwere  am  Standorte  in  der  Hohe  —  (r^  +  Zj) 

über  dem  Terrain  hinreichend  identisch  sein.  Eine  geringe  Änderung 
in  der  Annahme  des  Ortes  macht  aber,  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugt;  nichts  aus.  Man  kann  insbesondere  für  g  auch  die  mittlere 
Schwerebeschleunigung  von  P^  und  P^  nehmen. 

Die  Anwendung  der  Formel  (4)  zur  Reduktion  der  Nivellements 
stofst  auf  Schwierigkeiten  wegen  der  dazu  erforderlichen  zahlreichen 
Messutigen  von  g.  Wenn  es  genügte,  nur  den  normalen  Teil  von  g 
zu  berücksichtigen,  für  welchen  die  Formeln  (17)  bis  (20)  S.  97 
gelten,  so  wäre  die  Reduktion  allerdings  ohne  weiteres  ausführbar. 
Nach  jenen  Formeln  ist  ausreichend  genau,  wenn  n  =  0,00334  und 
t  =  0,00347  gesetzt  wird: 

g  =  9,8060  (1  -  0,00265  cos2i?)  (l  _:^^-[l  + -^Ii:^?!^]),(5) 

worin  B  die  geographische  Breite  und  H  die  Meereshohe  des  Ortes 
von  g  bezeichnen.  Aber  die  Berücksichtigung  des  normalen  Teiles  von^ 
genügt  keineswegs  und  eine  einigermafsen  ausreichende  Schätzung  der 
Anomalieen  in  ^,  insbesondere  auf  grund  der  sichtbaren  Massenuuregel- 
mäfsigkeiten  der  Erdoberfläche,  ist  wenigstens  für  gröfsere  Höhen- 
quoten nicht  möglich;  vergl  im  3.  Kap.  §  37  S.  244  und  §  31  S.  228. 
Nehmen  wir  indessen  an,  dafs  die  Angaben  zur  Berechnung  \on^lV 
vorhanden  sind,  so  würde  es  gewifs  praktischer  sein,  noch  den 
Quotienten  _ 

zu  bilden  und  diesen  als  Ergebnis  anzusehen,  weil  die  ^W  :(S  wieder 
die  Bedeutung  von  Höhendifferenzen,  aber  reduziert  auf  die  konstante 
Schwerkraft  (S  unter  45^  geographischer  Breite  und  im  Meeresspiegel, 
haben.  Solche  Höhendifferenzen  sind  ebenso  wie  die  ^W  der  media- 
nischen Arbeit  zur  Überwindung  der  wirklichen  Höhendifferenzen 
proportional,  entbehren  also  auch  nicht  einer  praktischen  Bedeutung, 
zugleich  aber  stehen  sie  den  wirklichen  Höhendifferenzen  äufserlich 
näher  als  die  ^PF. 

Immerhin  haben  auch  die  so  reduzierten  Angaben  den  Nachteil, 
dafs  sie  selbst  für  ganz  benachbarte  Punkte  erst  noch  reduziert  werden 
müssen,  um  mit  den  nivellierten  Werten  verglichen  werden  zu  können. 


Digitized  by 


Google 


§  3.    Einflufs  der  normalen  Variation  der  Schwere.  505 

Die  Einführung  des  Potentials  in  die  Reduktion  geometrischer  Nivelle- 
ments zur  Berücksichtigung  des  Nichtparallelismus  der  Niveauflächen  (oder 
um  einem  üblichen  Sprachgebrauch  zu  folgen:  der  Lotablenkung)  hat 
bereits  1871  Th.  Wand  in  seinen  Prinzipien  der  mathematischen  Physik 
und  PotentiäUheorie  S.  129—131  angegeben.  1873  wurde  die  strenge  Re- 
duktion auch  vom  Verfasser  in  Bd.  81  der  Astronom.  Nachr.  S.  297 — 300 
Nr.  1939  behandelt,  1874  von  Haupt  ebenda  Bd.  84  S..49— 56  Nr.  1996 
und  1876  von  Bruns,  Figur  der  Erde,  S.  84—42. 

An  diesen  Orten  ist,  insbesondere  auch  vom  Verfasser,  im  Gegensatz 
zu  anderen  Autoren  hervorgehoben,  dafs  (abgesehen  von  theoretischen 
Beispielen)  die  Schwerkraft  sich  zur  strengen  Reduktion  besser  eignet 
als  die  Lotabweichung.  Vergleiche  hierüber  auch  weiterhin  §  6  dieses 
Kapitels. 

§  3.  Bestimmung  Yon  Meereshohen.  Der  Einflul's  der  nor- 
malen Yariation  der  Schwerkraft  auf  die  Niyellementsresultate. 

Im  Hinblick  auf  die  Schlufsbemerkung  des  vorigen  Paragraphen  kehren 
wir  zu  der  Beantwortung  der  Frage  zurück,  inwieweit  sich  durch  Ni- 
vellements die  Höhenunterschiede  und  Meereshöhen  bestimmen  lassen, 
um  daraus  die  Bedeutung  der  unmittelbaren  Nivellementsergebnisse  zu 
erkennen.  Zunächst  berücksichtigen  wir  dabei  nur  den  normalen  Teil 
der  Schwerkraft. 

Denken  wir  uns,  dafs  vom  Punkte  Ay  Fig.  82,  S.  501  nach  C 
nivelliert  worden  sei  und  es  solle  aus  der  bekannten  Meereshöhe  ZT^ 
von  A  mittelst  eines  Nivellements  die  Meereshöhe  Ilc  abgeleitet  werden. 
Dann  ist  auszugehen  von  der  Relation: 

Hc=C(f  +  CC\  (1) 

Bedeutet  8z  die  Zielhöhendifferenz  z,  —  x^  für  einen  Stand  des 
Instruments  im  Sinne  Rückblick  —  Vorblick,  g  die  Schwerebeschleu- 
nigung daselbst  und  Qq  dieselbe  zwischen  den  entsprechenden  Niveau- 
flachen  in  der  Lotlinie  von  C^  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  Gleichung 
(3)  des  vorigen  Paragraphen: 


CC 


?i'-  '^ 


worin  die  Summierung  über  das  ganze  Profil  AC  auszudehnen  ist. 
Man  erhält  femer  fßr  CC  die  Gleichung: 

0 

indem  man  sich  Ha  in  Differentiale  dh  zerlegt  denkt  und  mit  gA 
und  gc  die  Schwerebeschleunigungen  au  der  Durchschnittsstelle  der  dh 
begrenzenden  Niveauflächen  mit  den  Lotlinien  von  A  und  C  bezeichnet. 
Fassen  wir  nur  die  normalen  Werte  von  g^  g^  und^c?  ins  Auge, 
so  ist  der  Ausdruck  (5)  im  vorhergehenden  Paragraphen  anzuwenden. 
Dabei  genügt  es,  den  Wert   der  geschlungenen  Parenthese   in  (5) 
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gleich  1  zu  setzen.  Wir  weisen  dies  für  CC  nach;  indem  wir  hier- 
bei extreme  Verhaltnisse  einführen,  wird  der  Fehler  in  CC  mit  ein- 
bezogen. 

Man  erhält  aus  (5)  in  jedenfalls  hinreichender  Strenge  zur  Sub- 
stitution in  (3): 

fl  ^^^  fi     ,     57-67Mn»J^-[ 

I  ru^9Ai;  A/\a  Q  R  -'*  7?     M    1  innnn  I 

(4) 


1- 

2Ä^  fl  1  ö7  — 67sin«Ä^ 
JB  L   '      10000 

gj^          1  —  0,00265  cob  %B^ 

Qq"^    y^—  0,00266  COB  ^IBq 

H 

2Ä^  r     67  -  67  8in«JB^  ■ 
B     L   '      10000 

^j  und  ho  bedeuten  hier  die  Meereshohen  der  Niveaufiächen ,  welche 
dh  begrenzen,  in  den  Lotlinien  von  A  und  C,  Diese  Höhen  sind 
selbstverständlich  etwas  ungleich  wegen  der  Ungleichheit  der  Schwer- 
kräfte, deren  wirkliche  Werte  hierbei  natürlicherweise  in  betracht 
kommen.     Im  allgemeinen  ist 

ho  —  %hA  \  (5) 

wobei  X  einen  Koefficienten  bezeichnet,  der  vomYerhältnis  beider  Schwer- 
kräfte abhängt.  Hinsichtlich  des  normalen  Wertes  der  letzteren  kann 
X  auf  der  Erdoberfläche  im  ganzen  überhaupt  nur  um  etwa  V^oo  ^^^ 
1  abweichen.  Wegen  lokaler  und  kontinentaler  Anziehungen  ist  die 
Abweichung  des  Wertes  x  von  1  höchstens  etwa  Viooo*  I^^^se  Anomalie 
entspricht  nämlich  der  Anziehung  einer  8000"»  starken  Erdschicht, 
Indem  wir  nun  (4)  in  (3)  einsetzen,  dabei  in  dem  Produkte 

hoÄv^Bo 

in  der  grofsen  Parenthese  x  «s  1  nehmen  und  die  Integration  aus- 
führen, erhalten  wir  den  mit  Rücksicht  auf  die  normale  Schwerkraft 
als  formell  streng  anzusehenden  Ausdruck: 


^  ^,  1  —  0,00265  cos  2  B. 

(tCf    ss:   - — 

1  —  0,00265  COs^Bfj 


Ä.  +  (X  -  1)  (n-f^)  ^I 

+  —  —  (sin*^^  —  sin'^c)  -^ 
'    10000  ^  ^  ^^     B 


,(6) 


Avorin  x  nunmehr  einen  gewissen  mittleren  Wert  von  x  für  die  Hohe 
//a  bezeichnet.    Nehmen  wir  zunächst  für  x  den  normalen  Teil  nach 

(5)  des  vorigen  Paragraphen  mit  Vernachlässigung  der  geschlungenen 
Parenthese,  so  geben  das  zweite  und  dritte  Glied  der  Parenthese  in 

(6)  zusammen  sehr  nahe,  wenn  noch  sin'^i  —  sin^^c  durch 

sin  {Ba  +  Bo)  sin  {Ba  —  Bo) 
ersetzt  wird: 

sin  {Ba  +  Bo)  sin  {Ba  —  Bo)  .  0,012  ^  •  (7) 

Der  Faktor  des  Sinusproduktes  ist  für  ZT^  =  1000«   rund  2'«»-,  er 
wächst  mit  dem  Quadrate  der  Höhe  und  erreicht  für  den  bedeutenden 
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Wert  Ha  =  8000"»  den  Betrag  0,12'».  Allein  je  gröfser  die  Hohe  Ha^ 
umso  geringer  ist  immer  die  grofstmögliche  Breitendifferenz  Ba  —  Bc^ 
und  es  dürfte  sich  kein  Beispiel  finden,  wo  (7)  mehr  als  eiuige  Milli- 
meter giebt. 

Setzen  wir  in  (6)  für  x  den  Wert  1  +  Viooo  ^'^  Repräsentanten 
anormaler  Anziehungen,  so  giebt  dies  selbst  füri7^  =  8000"*  nur  10"»"». 

Hiernach  reicht  es  YÖllig  aus 

_  ^,    1  —  0,00265  C08  25 . 

(^  fr  ,  \ ^__     11 

1  —  0,00265  COS  2  5^   ^  ,o\ 

^  (8) 

=  ^^+0,00531  -   ^  _  0,00265  C08  2i^ ^^ 

zu  setzen,  umsomehr,  wenn  man  bedenkt,  dafs  der  Koefficient  0,00265 
nicht  ganz  genau  sein  wird,  der  Ausdruck  also  auch  deswegen  etwas 
mangelhaft  ist  und  zwar  um 

sin  {Ba  +  Bc)  sin  {Ba  —  Bc)  ^^  .  *b ,  (9) 

worin  dj,  den  Fehler  von  ||==  0,00531  bezeichnet.  Da  nun  dj,  recht 
wohl  0,00002  betragen  kann,  so  ist  der  Faktor  des  Sinusproduktes 
in  (9)  für  Ha  =  1000"»  schon  20"»"»;  er  ist  überhaupt  bei  jedem  prak- 
tisch möglichen  Ha  weit  gröfser  als  in  (7). 

In  gleicher  Weise  kann  man  für  (2)  völlig  ausreichend  genau 
ansetzen,  insoweit  der  normale  Wert  der  Schwerkraft  in  betracht 
kommt: 


^^  'ST'  1 —  0,00265  cofl  2  B       j^ 


1,00265  C08  2  i?^ 


C  G  (10) 

=  2j  *^+ 0.00^31  2j        1,0,00265^^^^2^- *^  • 

A  A  '0 

Hierin  bezeichnet  das  erste  Glied  rechter  Hand  das  unmittelbare  Ni- 
vellementsresultat. Die  Summierung  im  Korrektionsglied  läfst  sich 
bequem  an  der  Hand  einer  passenden  Profilzeichnung  ausführen,  falls 
B  —  Bc  so  klein  ist,  dafs  man  den  Sinus  mit  dem  Bogen  vertauschen 
kann  und  wenn  man  zugleich  für  sin  {ß  -f-  BS)  einen  konstanten 
Mittelwert  sin  (^^  +  ^c)  einführen  darf*).  Alsdann  geht  nämlich 
(10)  durch  Substitution  von 

B^Bc  =  ^M.^„,, 

worin  A  M  den  zu  ^  —  Bc  gehörigen  Meridian  bogen  der  Meeresfiäche 
und  Qm,  einen  mittleren  Krümmungsradius  im  Meridian  für  die  Meeres- 
fläche (das  Erdellipsoid)  in  jener  Gegend  bezeichnet,  über  in  die  Nähe- 
rungsformel: 

*)  Zachariae,  De  geodaetiske  Hovedptmkter^  1876,  8.  244.  (Übersetzung  von 
Lampy  1878,  S.  285—286.) 
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"^  ^  0,00631  Bin  (B„  4- Bc)       ^ 

<7C  =  ^  dz  +  jir:^^,i~^^  ^^M.Sz,         (11) 

und  hier  ist  nuu  die  Summe  dM ,dz  offenbar  proportional  dem  In- 
halt der  Fläche  in  der  Profilzeichnung  zwischen  der  nivellierten  Linie 
AC  y  der  Niveaufläche  durch  A  und  der  Lotlinie  durch  (7,  vorausge- 
setzt^ dafs  diese  ohne  Rücksicht  auf  die  Krümmung  der  Niveauflächen 
herzustellende  Zeichnung  anstatt  der  Horizontaldistanzen  des  nivellier- 
ten Profils  die  Abstände  der  geographischen  Parallelen  der  nivellierten 
Punkte  als  Horizontaldistanzen  enthält.  Mit  Hilfe  einer  topographi- 
schen Karte  wird  man  solche  Meridianprofile  leicht  herstellen. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dafs  (11)  immer  ausreicht;  sobald 
B  —  Bc  zwei  Grade  nicht  überschreitet.  Denn  alsdann  giebt  die  im 
allgemeinen  gröfste  Vernachlässigung  der  Formel,  d.  i.  die  Ersetzung 
von  sin  {B  -f-  ^c)  durch  eine  Konstante,  selbst  für  extremste  Werte 
der  Hohen  nur  einige  Millimeter.  Da  übrigens  die  Fixpunkte  eines 
Landes  einander  stets  viel  näher  liegen  und  man  die  Formel  für  CC 
auf  die  Strecken  von  Fixpunkt  zu  Fixpunkt  anzuwenden  hat,  so  wird 
(11)  immer  den  Charakter  einer  strengen  Formel  haben. 

Bei  der  successiven  Berechnung  der  Meereshohen  der  Fixpunkte 
eines  ausgedehnten  Nivellements  mufs  selbstverständlich  Formel  (8) 
mit  konkurrieren.  Ebenso  bei  einer  Ausgleichung  überschüssiger  Beob- 
achiungsergebnfsse.  Denn  die  Gleichung  (1)  lehrt  mit  Rücksicht  auf 
(8),  dafs  selbst  das  auf  den  Wert  CC  reduzierte  Nivellement  von  A 
nach  C  noch  nicht  Bc  —  Ba  ist.  Die  dem  Nivellement  von  A  nach  C 
entsprechende  Fehlergleichung  für  eine  Ausgleichung  nach  vermitteln- 
den Beobachtungen  lautet  demnach : 

c 


dz-\-v  ■' 


0,00531  sin  {B^  +  B^)      '^ 


(1  —  0,00265  C08  2£^  9, 
0,00631  Bin  (5^  +  B^)  sin  (Bj^  —B^) 


Hj^ 


.(12) 


1  —  0,00266cofl25^ 

Hierin  bezeichnet  v  eine  durch  die  Ausgleichung  zu  bestimmende 
Verbesserung  des  unmittelbaren  Nivellementsresultates.  Dieselbe  ist 
rechter  Hand  im  ersten  kleinen  Korrektionsgliede  vernachlässigt|  so- 
wie  man  auch  im  zweiten  Korrektionsgliede  für  Ba  einen  Näherungs- 
wert einführen  darf. 

Es  mag  hier  noch  darauf  hingewiesen  werden,  dafs  die  Korrek- 
tionen rechter  Hand  in  (12)  allerdings  bei  kleinen  Distanzen  der  be- 
nachbarten Fixpunkte  sehr  klein  ausfallen,  dafs  man  sie  aber  schärfer 
berechnen  mufs  als  wie  die  unmittelbaren  Beobachtungsresultate  ange- 
geben werden,  weil  sonst  bei  allmählich  ansteigenden,  ausgedehnten 
Nivellementszügen  eine  Anhäufung  von  Rechnungsfehlern  entstehen 
kann.     Man  wird   auf  Hundertel-   oder  Tausendel-Millimeter  rechnen 
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und  in  die  Ausgleichung  eines  grofsen  Netzes  zunächst  wie  üblich 
nur  die  Knotenpunkte  aufnehmen. 

§  4.  Die  sphäroidischen  Schlafsfehler  der  Niyelleineiitspoly- 
gone.  Nivelliert  man  von  A  nach  C  auf  zwei  verschiedenen  Wegen, 
so  entsteht  ein  Nivellementspolygon.  Die  beiden  Ergebnisse  in  ge- 
wöhnlicher Reduktion  zeigen  nun  im  allgemeinen,  abgesehen  von 
sonstigen  Fehlern,  eine  Diflferenz  wegen  der  Nichtberücksichtigung 
der  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Reduktion  auf  Meereshohe, 
welche  für  Verschiedene  Wege  nicht  übereinstimmend  ausfallt.  Inso- 
weit wie  bisher  nur  die  normale  Schwerkraft  berücksichtigt  wird, 
kann  wie  üblich  diese  Differenz,  der  Schlufsfehler,  auch  präziser  der 
normale  oder  sphäroidische  Schlufsfehler  genannt  werden. 

Dieser  Schlufsfehler  wird  am  einfachsten  erhalten,  wenn  man 
durch  Zusammenfallenlassen  des  Endpunktes  C  mit  dem  Anfangs- 
punkte A  den  einen  der  beiden  Wege  auf  null  reduziert  Wegen 
Ba  =  Bc  geht  dann  im  Ausdruck  (8)  für  C(y'  diese  Gröfse  in  Ha 
über,  und  da  Ha  =  Hc  ist,  mufs  wegen  Gleichung  (1)  CC  verschwinden, 
d.  h.  es  mufs  nach  (10)  für  das  Nivrflements-Polygon  sein: 

Z  *^ ^^^^^^  2a  — 1-0,00266  cob 2^^ *^'         W 

oder  unter  Voraussetzung   mäfsiger  Ausdehnung   in  geographischer 
Breite,  etwa  bis  zu  2®,  nach  (11)  des  vorigen  Paragraphen: 

2'  ^^  —  0,00531  ^^  _  o,oom  cfBl.&,) ,,  2*  -^^  •  «^^  •  (2) 
In  (1)  bezeichnet  Ba  die  geographische  Breite  eines  willkürlichen 
Punktes  A  des  Nivellementspolygones,  den  man  für  (2)  am  besten  in 
eine  mittlere  Breite  des  letzteren  verlegen  wird;  ^^  bezeichnet  den 
zugehörigen  Krümmungsradius  des  Erdellipsoids  im  Meridian  und  AM 
die  Abstände  der  geographischen  Parallelen  der  Nivellementspunkte 
von  dem  willkürlichen  Punkte  A, 

Diese  Abstände  sind  positiv  zu  rechnen,  wenn  B  —  B a  positiv 
ist.  Wie  man  aber  auch  A  wählt,  die  I^  AM  ,8z  ist  immer  der  posi- 
tive oder  negative  Inhalt  der  Fläche  innerhalb  des  Profilcontoures 
der  Meridianprofilzeichnung,  wie  aus  den  Regeln  der  analytischen 
Geometrie  folgt,  wobei  nur  bei  Durchkreuzungen  gehörig  auf  die 
leicht  zu  ermittelnden  Vorzeichen  der  Flächenteile  zu  achten  ist*). 

*)  Behnfig  einer  direkten  Ableitung  der  Formel  (1)  kann  man  davon  au8< 
gehen,  dafs  nach  §  1  (2)  S.  601  für  ein  geschlossenes  Polygon 


/' 


f  ^  d^  »  0 
ist.    Setzt  man  hieiüi  </  «=-  ^^  +  (p  —  ^^) ,  so  folgt  der  Schlufsfehler 

woraus  man  mit  Rücksicht  auf  (5)  §  2  S.  504  leicht  zu  (1)  gelangt. 

Digitized  by  VjOOQIC 


510  7-  Kapitel.   Das  geometrische  Nivelleinexit. 

Ebenso  wie  man  bei  den  Ausgleichungen  der  Präzisionsniyelle- 
ments  nach  vermittelnden  Beobachtungen  in  den  Fehlergleichungen 
(12)  des  vorigen  Paragraphen  die  sphäroidischen  Reduktionsglieder  weg- 
zulassen pflegt,  setzt  man  auch  bei  der  Ausgleichung  nach  bedingten 
Beobachtungen  in  jedem  Polygone  27  dz  «=  null.  Indessen  sollte  man 
wenigstens  hei  den  mit  der  europäischen  Gradmessung  verbundenen  Ni- 
vellements nicht  mehr  an  dieser  Praxis,  die  Nivellements  unreduziert  aus- 
zugleichen^ festhalten.  Sie  genügt  wohl  allenfalls  in  dem  nordlichen 
Deutschiandy  aber  keinesfalls  in  dem  südlichen  Deutschland  und  den 
Alpenländern ;  wie  wir  sogleich  nachweisen  werden.  Man  kann  sich 
nicht  darauf  berufen ,  dajjs  die  Beobachtungsfehler  erheblicher  seien, 
wie  jene  Korrektionen  und  dafs  diese  letzteren  auch  nur  den  normalen 
Teil  der  Schwerkraft  enthalten.  Denn  einesteils  sind  diese  Korrek- 
tionen nur  in  ebenen  Gegenden  geringer  als  die  Beobachtungsfehler 
und  andernteils  wird  sich  weiterhin  finden,  dafs  der  Einflufs  der  Ab- 
weichungen der  Schwerkraft  vom  normalen  Wert  auf  die  Nivellements- 
resultate,  insoweit  es  sich  lediglich  um  Schlufsfehler  handelt,  im  allge- 
meinen weit  kleiner  ist  als  der  Betrag  der  sphäroidischen  Korrektionen. 


Fig.  84. 

Betrachten  wir  zum  Zwecke  der  Schätzung  der  letzteren  ein  Ni- 
vellement von  der  Nordsee  über  die  Alpen  bis  Oberitalien,  von  da 
auf  dem  Parallelkreis  bis  zur  französischen  Küste  des  atlantischen 
Oceans  und  von  hier  aus  an  der  Küste  entlang  bis  zum  Ausgangs- 
punkt zurück.  Dann  hat  das  geschlossene  Polygon  ungefähr  ein  Me- 
ridianprofil wie  das  nebenstehende  NAJN  in  Fig.  84;  insbesondere 
entspricht  die  Kurve  NAI  dem  Nivellement  von  der  Nordsee  über 
die  Alpen  bis  Oberitalien  und  die  Gerade  IN  dem  Rückgang  auf  dem 
Parallel  kreis  u.  s.  w.  Nur  bei  dem  ersten  Teil  tritt  ein  sphäroidischer 
Einflufs  auf,  der  ebenso  wie  der  Schlufsfehler  der  Fläche  NAJN  pro- 
portional ist.     Nach  Formel  (2)  folgt  für  dieses  Polygon  sehr  nahe 

2  *^  =  —  0,4"* .  (5) 

Dieser  erhebliche  Betrag  rührt  keineswegs  lediglich  von  den  Alpen 
her;  die  übrigens  hier  nur  2500'"  hoch  angenommen  sind.  Würde 
man  für  die  Alpen  eine  Hochebene  von  600**  Höhe  setzen^  so  würden 

I  immer'  noch  —  0,25"»  Schlufsfehler  übrig  bleiben.    Auch  dieser  Fehler 

I  übersteigt  die  Beobachtungsfehler. 

i  Um  einen  anderen  Fall  zu  erwähnen^  nennen  wir  das  Gradmessungs- 
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nivellement  zwischen  Swinemünde  und  Konstanz*).  Dieses  Nivelle- 
ment, welches  etwa  zwischen  54®  und  48^  Breite  sich  bewegt,  folgt 
im  allgemeinen  etwas  geringeren  Höhen  als  unsere  Figur  angiebt. 
Die  sphäroidische  Reduktion  für  Konstanz  wird  angenähert  gleich 
+  0,075"»,  während  der  mittlere  zufällige  Beobachtungsfehler  zu 
+  0,048"»  angegeben  ist.  Würde  man  aber  Konstanz  von  Swinemünde 
aus  auf  einem  anderen,  mehr  unserem  Profil  entsprechenden  -Wege 
erreichen,  so  würde  die  Reduktion  den  Betrag  von  +  0,15"»  erreichen 
können  und  sich  somit  ein  Schlufsfehler  von  0,075"»  ergeben. 

Wenn  man  bedenkt,  dafs  bei  anderen  Gelegenheiten  die  Geodäten 
eine  fast  übertriebene  Sorgfalt  in  Reduktionsrechnungen  anwenden, 
kann  man  nur  dem  Umstand  die  Nichtbeachtung  der  oben  geforderten 
Reduktionen  zuschreiben,  dafs  die  allgemeine  Aufmerksamkeit  noch 
zu  wenig  der  Sache  sich  zuwendet  und  infolge  dessen  das  Messen  von 
Höhen  mittelst  des  Nivellierinstrumentes  noch  immer  als  eine  rein 
geometrische  Operation  angesehen  wird.**) 

Ist  aber  ein  Netz  von  Hauptnivellementslinien  nach  vermitteln- 
den oder  bedingten  Beobachtungen  ausgeglichen,  so  darf  man  bei 
Einschaltungen  allerdings  von  Reduktionen  ganz  absehen,  da  für 
mälsige  Distanzen  dieselben  klein  sind  und  keine  Fehleranhäufung 
mehr  möglich  ist. 

In  dieser  Beziehung  hat  offenbar  die  Einführung  von  Meeres- 
höhen einen  Vorteil  gegenüber  der  in  §  2  dieses  Kapitels  S.  504  be- 
sprochenen Reduktionsweise. 

§  5.  Die  sphäroidische  Depressionsdifferenz  zwischen  Kück- 
und  Vorblick«  In  §  2  wurde  darauf  hingewiesen,  dafs  die  Depressi- 
onen d^  und  d2  beim  Rückblick  und  Vorblick  eines  Instrumentstandes 
bei  gleichen  Zieldistanzen  so  nahe  gleich  sind,  dafs  man  den  Einäufs 
ihrer  Differenz  vernachlässigen  kann.  Wir  weisen  dies  jetzt  für  die 
normale  Form  der  Niveaufiächen  nach.  Als  solche  nehmen  wir  das 
Erdellipsoid.  Da  nur  die  erste  Potenz  der  Abplattung  berücksichtigt 
zu  werden  braucht,  gilt  die  Entwicklung  auch  für  andere  Normal- 
formen der  Niveauflächen  (Normalsphäroide^  Kap.  2  §  17  S.  89). 


*}  OradmessuDgBuivellement  zwischen  Swinemünde  und  Eonstanz.  Publi- 
kation des  königl.  prenfs.  geodät.  Instituts.  Bearbeitet  von  Dr.  W.  Seibt, 
Berlin,  1882. 

**)  Nachdem  Vorstehendes  schon  längere  Zeit  geschrieben  war,  fanden  wir 
zu  unserer  Freude  in  dem  inzwischen  erschienenen  Bd.  5  der  Nivellements  der 
preufsisehen  Landesaufnahme,  Berlin  1883,  S.  127  eine  Reihe  von  sphäroidischen 
Polygon-Schlufsfehlem  angegeben  und  mit  den  beobachteten  Schlursfehlern  ver- 
glichen. Bei  der  Ausgleichung  und  Höhenberechnung  sind  allerdings  die  sphä- 
roidischen  Glieder  noch  nicht  berücksichtigt.  Wir  sind  aber  überzeugt,  dafs 
auch  mit  der  Zeit  der  weitere  Schritt  dieser  Berücksichtigung  der  Glieder  gethan 
werden  wird,  da  die  Gegengründe  nicht  stichhaltig  sind. 


Digitized  by 


Google 


512  7.  Kapitel.  Das  geometriBcbe  Nivellement. 

Die  stärkste  Abweichung  der  Vertikalschnitte  des  Rotationsellip- 
soides  von  der  Kreisform  findet  aber  an  jedem  Punkte  der  Oberfläche 
in  Richtung  der  NordsQdlinie  statt.  Wir  nehmen  daher  ein  Nivelle- 
ment in  dieser  Richtung  an  und  denken  uns  in  der  geographischen 
Breite  B  einen  Instrumentstand.  Die  horizontale  Visieraxe  des  In- 
struments sei  Axe  der  g*  positiv  gerechnet  von  der  vertikalen  Axe 
des  Instruments  nach  Süden;  normale  Abstände  von  der  Visieraxe  in 
der  Meridianebene  seien  mit  {;  bezeichnet,  positiv  nach  unten.  Dann 
giebt  Bd.  1  8.  137  §  2  (8)  sofort  die  Gleichung  der  Meridianellipse, 
wobei  nur  für  By  einfach  B  zu  schreiben,  das  Azimut  a «»  null  zu 
nehmen  und  für  ^  nach  (7)  daselbst  i  zu  setzen  ist.  Diese  Glei^nng 
lautet: 

26 -^^^.-  =  l^l-e^^m'B)  +  ^»(l-e^cos'i?)  +  gg e»sin2i?.  (1) 

a  bedeutet  hierin  die  Äquatorialhalbaxe,  e  die  numerische  Excentricität 
Man  kann  diese  Gleichung  auch  leicht  aus  der  Mittelpunktsgleichung 
der  Ellipse  direkt  herstellen  mit  Vereinfachung  der  Entwicklungen  von 
Bd.  1  §  2  S.  135  u.  ff. 

Die  Gleichung  (1)  zeigt,  dafs  ii  a  m  Bezug  auf  g  :  a,  dieses  als 
Gröise  erster  Ordnung  angenommen,  eine  Gröfse  zweiter  Ordnung 
ist.  Unter  Vernachlässigung  des  Gliedes  mit  ^  wird  daher  bis  auf 
Glieder  vierter  Ordnung  genau  und  mit  Vernachlässigung  von  e^i 

•  2a  (1  —  c«)  '2a  '  * 

oder  indem  man  für  6  im  zweiten  Gliede  rechter  Hand  g^  :  2a  sub- 
stituiert,  mit  gleicher  Genauigkeit: 

£ 2^1— ö +  4^^  8m2i?  +. ...  (£) 

Bezeichnen  wir  l  für  den  Rückblick  mit  %^ ,  für  den  Vorblick 
mit  ^2  ui^^  nehmen  g  vor-  und  rückwärts  gleich  grofs,  so  wird 

l2-ii^^e^^in2B+  ...  .  (3) 

Man  erkennt  leicht,  dafs  d^  —  d^j  die  Depressionsdifferenz  im 
Sinne  der  Fig.  83  S.  502,  nicht  wesentlich  verschieden  ist  von  f, —  ?i. 
Wir  erhalten  daher  aus  (3): 

^2-^t=Ä^'^"^22?+  ...,  (4) 

wobei  noch  die  Horizontaldistanz  P^P^«^  s  und  die  Abplattung  ü  ein- 
geführt sind. 

Es  ist  nun  zwar  von  vornherein  klar,  dafs  für  einen  einzelnen 
Stand  ^2  —  ^1  ohne  Einflufs  bleibt,  aber  bei  einem  zusammen- 
gesetzten Nivellement  wäre  doch  eine  Anhäufung  denkbar.     Den  un- 


Digitized  by 


Google 


§  6.    Der  EinflnCs  der  Anomalieen  der  Schwerkraft.  513 

günstigsten  Fall  würde  ein  Nivellement  vom  Äquator  nach  einem  der 
Pole  bilden.    Hier  wird  nun  die  Summe  der  Depressionsdifferenzen 

n 
2 

2  (^2  -  tf,)  =  -  a  -1*^-  2  si^22? .  8B  ,  (5) 

wie  aus  (4)  hervorgeht,  wenn  für  5  :  ö  der  Absolutwert  der  Breiten- 
differenz der  benachbarten  Instrumentstande  dB  gesetzt  wird,  was 
nahezu  richtig  ist.  Anstatt  des  Summenzeichens  darf  man  sich  ein 
Integralzeichen  geschrieben  denken.  Das  Integral  von  B  »=  null  bis 
•^  giebt  -|-  1,  womit  sich  in  hinreichender  Annäherung  findet: 

2!id,-d,) — Ü-1-.  (6) 

Diese  Summe  ist  im  Sinne  einer  Verbesserung  des  nivellierten  Höhen- 
unterschiedes zu  verstehen.  Sie  wird  mit  ü  ««  Vsoo  f  ^  =*  6370000*" 
und  s  =200*" ,  welcher  letztere  Wert  bei  Präzisionsnivellements  gewifs 
nicht  eintritt,  nur  7400  Millimeter.  Da  nun  die  Summe  der  Differenzen 
(^2  —  ^1)  nahezu  unmittelbar  in  die  Differenz  der  Meereshöhen  von 
End-  und  Anfangspunkt  eingeht,  so  erkennt  man  hierdurch  un- 
zweifelhaft die  Berechtigung  zu  ihrer  Vernachlässigung  in  jedem 
praktischen  Falle.  Das  gilt  auch  für  Berechnungen;  welche  nach  §  2 
dieses  Kapitels  ausgeführt  werden. 

Die  sphäroidiflche  Depressionsdifferenz  untersuchte  1874  Oudemans  in 
den  Astronom.  Nachr.  Bd.  83,  S.  21—24  Nr.  1970.  Wir  dürfen  dazu  be- 
merken, dafe  uns  die  Geringfügigkeit  ihres  Einflusses  schon  10  Jahre  früher 
ersichtlich  wurde.  Ottdemans  findet  übrigens  doppelt  so  viel,  als  (6)  an- 
giebt,  da  er  bei  der  Integration  in  dem  entsprechenden  Ausdruck  noch 
die  halbe  Stationslänge  hat  und  diese  irrtümlich  anstatt  des  zweifachen 
Betrages  als  Differential  unter  das  Integralzeichen  nimmt. 

§  6.  Der  Einfluife  der  Anomalieen  der  Schwerkraft  auf 
die  Niyellementsresultate;  Lotabweichungen.  Behufs  Erkenntnis 
des  Einflusses  der  Anomalieen  der  Schwerkraft  auf  die  Ergebnisse  der 
geometrischen  Nivellements  ist  man  auf  die  Behandlung  passender  ide- 
ellen Beispiele  angewiesen,  da  die  Behandlung  praktischer  Fälle  sowohl 
in  Strenge  mittelst  Beobachtung  der  Schwerkraft,  als  auch  durch 
schätzungsweise  Rechnung  auf  Schwierigkeiten  stofst.  Indessen  genügt 
glücklicherweise  schon  die  Betrachtung  einiger  solchen  passend  kon- 
struierten Fälle,  um  einen  Überblick  zu  erhalten.  Wir  werden  diese 
Betrachtung  in  den  nächsten  Paragraphen  vornehmen,  zunächst  aber 
einige  allgemeine  Bemerkungen  vorausschicken. 

Die  Formeln  (1)  bis  (3)  §  3  S.  505  lassen  erkennen,  dafs  zunächst 
bei  geringen  Höhendifferenzen  und  Höhen  der  Einflufs  der  Verände- 
rungen der  Schwerkraft  auf  der  Erdoberfläche  ein  geringfügiger  und 
vielfach  zu  vernachlässigender  sein  mufs.  Ein  Nivellement  in  der  nieder- 
deutschen Ebene  z.  B.  bedarf  keiner  Reduktion.  Im  allgemeinen  be- 
Heim er  t,  mathem.  a.  physik«!.  Theorieen  der  höh.  Geodäsie.  II  33 
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steht  aber  ein  UnterBchied  in  der  Art  des  Einflusses  der  normalen  Ver- 
änderungen und  der  sonstigen  Variationen  von  g.  Den  EinfluTs  der 
ersteren  kann  man  umgehen,  wenn  die  Hohen  nur  auf  Parallelkreisen 
erstiegen  werden.  Den  Einflufs  sonstiger  Variationen  würde  man  nur 
vermeiden  können  bei  vertikaler  Ersteigung  der  Hohen,  die  aber  nur 
ausnahmsweise  auf  kleine  Strecken  möglich  ist.  Während  nun  bei  einem 
eine  Fläche  bedeckenden  Nivellementsnetz  für  die  in  einem  Punkte  zn- 
sammentreifenden  Nivellements  der  Einflufs  der  ersten  Art  ein  sehr 
verschiedener  sein  wird^  ist  dieses  bei  den  Einflüssen  der  zweiten  Art  in 
gleichem  Mafse  nicht  der  Fall;  was  die  Beispiele  weiterhin  zeigen 
werden.  Die  Einflüsse  der  zweiten  Art  geben  daher  im  gebirgigen 
Terrain,  obwohl  sie  die  Meereshöhen  ebenso  treflPen  wie  diejenigen  der 
ersten  Art,  doch  nicht  wie  diese  erhebliche  Schlufsfehler  in  den  Poly- 
gonen. Da  es  aber  hauptsächlich  darauf  ankommt,  besiimmie  Angaben 
für  die  Meereshöhen  zu  erlangen,  wenn  dieselben  auch  mit  Fehlem  behaftet 
sind,  die  sich  jedoch  durch  kein  Nivellement  nachweisen  lassen,  so  wird 
ersichtlich,  dafs  man  weit  mehr  berechtigt  ist,  die  Reduktion  der  un- 
mittelbaren Nivellementsergebnisse  wegen  der  anormalen  Variationen 
der  Schwerkraft  zu  unterlassen,  als  diejenige  wegen  der  normalen  Än- 
derungen. Dieses  ist  von  grofser  Bedeutung,  da  eine  vollständige  Re- 
duktion in  Strenge  nicht  durchführbar  sein,  aber  auch  in  nur  nähe- 
rungsweiser Ausführung  aufserordentliche  Mühe  machen  würde.*)  (Die 
vorstehende  Betrachtung  gilt  in  angemessener  Abänderung  auch  für 
den  Fall,  dafs  anstatt  Meereshöhen  Potentialdifferenzen  abgeleitet  wer- 
den, doch  wird  man  diese  komplizierte  Reduktionsweise  sicherlich  nur 
benutzen,  wenn  sie  in  Strenge,  d.  h.  im  allgemeinen :  auf  grund  be- 
obachteter Werte  der  Schwerkraft,  möglich  ist). 

Durch  jene  sozusagen  konstanten  Fehler  der  Meereshöhen  wird 
der  Zweck  der  mit  den  Gradmessungsarbeiten  in  Verbindung  ge- 
brachten Präzisionsnivellements,  für  das  Studium  zeitlicher  Verände- 
rungen der  Erdoberfläche  ein  Element  mehr  zu  gewinnen,  offenbar 
nicht  beeinträchtigt.  Ferner  genügen  derartige  Angaben  für  die  Re- 
duktion der  Grundlinien  vollständig. 

Hier  ist  auch  der  Ort,  die  Beziehung  der  Lotabweichungeu  zu 
den  geometrischen  Nivellements  darzulegen.  Verschiedene  Autoren, 
die  nicht  von  der  Potentialtheorie  ausgingen,  haben  Betrachtungen 

*)  Der  unterschied  zwischen  den  Wirkungen  der  normalen  und  anormalen 
Variationen  ist  wohl  zu  beachten,  und  wir  können  daher  der  Bemerkung  H<iupts^ 
Astronom.  Nachr.  Bd.  84  S.  66  unten,  nicht  beistimmen,  dafs  man  die  Korrek- 
tionen wegen  der  normalen  Variationen  mit  Rücksicht  auf  die  Wirkungen  der 
unbekannten  anormalen  Variationen  unterlassen  dürfe.  Diese  Ansicht  beruht  eben 
auf  einer  Überschätzung  der  anormalen  Wirkungen.  Wenn  Haupt  von  Gaufs 
sagt,  dafs  dieser  die  ganze  Sache  (betr.  normale  Einflüsse)  für  eine  Kuriosität 
erkläre,  so  ist  zu  erinnern,  dafs  Gaufs  nach  S.  3  a.  a.  0.  gar  nicht  von  Nivelle- 
ments, sondern  nur  von  Polhöhen  spricht. 
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Fig.  85. 


über  den  Einfiafs  von  Lotabweichungen  angestellt.  Man  kann  in 
der  That  die  Nivellements  anstatt  mittelst  der  Schwerkraft  auch 
mittelst  Lotabweichungen  auf  Meereshohen  reduzieren.  Jedoch  ist 
dieser  rein  geometrische  Weg,  wie  die  Potentialtheorie  zeigt,  nicht 
der  unmittelbar  sich  darbietende,  sondern  wenigstens  teilweise  ein 
Umweg.  Für  die  normale  Form  der  Niveauflächen  ist  dies  unbedingt 
der  Fall.  Für  die  Abweichungen  von  der  normalen  Form  allerdings  kann 
er  rechnerische  Vorteile  bieten,  wie  in  einem  der  folgenden  Beispiele. 
Aber  er  gewährt  keine  so  bequeme  Einsicht  wie  die  Benutzung  der 
Schwerkraft  und  hat  in  der  That  zu  irrtümlichen  Auffassungen  geführt. 
Betrachten  wir  diese  Reduktions weise  etwas  genauer.  Es  sei  AC 
eine  nivellierte  Profillinie,  Fig.  85,  woraus  die  Höhe  CC  von  C  über 
der  Niveaufläche  von  A  abzu- 
leitenist. Die  Lotabweichungen 
denken  wir  uns  in  Bezug  auf 
die  geradlinigen  Lotlinien  eines 
Referenzellipsoides.  Unter  zu- 
lässigen, vereinfachenden  An- 
nahmen können  wir  sagen,  dafs 
das  unmittelbare  Resultat  des 
Nivellements  von  P^  nach  dem 
folgenden  Punkte  P^  der  normale  Abstand  dieses  Punktes  von  der 
Niveaufläche  durch  P,  ist.  Legen  wir  aber  nun  durch  P^  auch  eine 
Parallelfläche  zum  Referenzellipsoid,  so  wird  zwar  der  normale  Ab- 
stand des  Punktes  P^  von  dieser  Fläche  sehr  nahe  dieselbe  Richtung 
wie  jener  haben*),  er  ist  aber  gröfser  um  ASsy  wenn  A  die  Abweich- 
ung des  aufgehängten  Lotes  in  der  Richtung  des  Nivellements  nach 
vorwärts  und  8  s  die  horizontale  Entfernung  P^P^  bezeichnet.  Nun  er- 
kennt man  sofoH,  dafs 

^dz+^Ads  (1) 

die  Erhebung  von  C  über  die  Parallelfläche  des  Referenzellipsoides 
durch  A  ist,  dz  im  Sinne  Rückblick — Vorblick  verstanden. 

Denkt  man  sich,  obgleich  es  in  der  Regel  unmöglich  ist,  von  A 
auf  der  Niveaufläche  bis  C  nivelliert,  so  wird  £dz  null;  damit 
folgt  aus  (1)  als  Erhebung  von  C  über  die  Parallelfläche  von  A 

-^^J'ds',  .  (2) 

worin  A'  die  Lotablenkung  in  den  Punkten  P'  der  Niveaufläche  von 
A  und  ds'  die  horizontalen  Entfernungen  vorstellt. 

Die  Erhebung  C(X  von  C  über  die  Niveaufläche  von  A  folgt  aus 

(1)  und  (2)  zu 

t 

*)  In  der  Fig.  85  ist  demenieprecheiid  zwischen  den  verschiedenen  Lotlinien 
kein  Unterschied  gemacht. 

33* 
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CC  =  ^Sz+^  A8s—^  Ä  8s  .  (3) 

Hierin  kann  man  die  beiden  letzten  Summen  vereinigen,  wobei 
man  A  und  J'  auf  zwei  Punkte  P  und  P'  des  Profils  und  der  Ni- 
veaufläche von  A  bezogen  zu  denken  hat;  die  in  derselben  Lotlinie 
des  Beferenzellipsoides  übereiuanderliegen.  Die  Differenz  A  —  A'  stellt 
alsdann  ein  Mafs  für  die  Krümmung  der  wirklichen  Lotlinien  PP  dar. 

Man  erhält  aus  (3)  in  Strenge: 

darf  dies  aber  in  der  Regel  auf  die  Näherungsformel: 

CC  =  ^  dz  +  ^iA  —  A')ds  (5) 

abkürzen,  da  der  Unterschied  der  Horizontaldistanzen  PiP2  =  8s  und 
P1P2  «=*  8s'  für  den  vorliegenden  Fall  unerheblich  ist.  In  (5)  kann 
man  unter  8s  nunmehr  die  horizontalen  Entfernungen,  gemessen  in 
irgend  einer  Niveaufläche  oder  auf  irgend  einem  Referenzellipsoid  in 
der  Nähe  der  Erdoberfläche  verstehen. 

Die  Gleichung  (5)  zeigt  deutlich,  dafs  nicht  die  Lotabweichung 
selbst,  sondern  nur  die  Differenz  der  Lotabweichungen  in  übereinander- 
liegenden Punkten  P  und  P'  des  Profils  und  der  Niveaufläche  des  Aus- 
gangspunktes in  betracht  kommt.  Ist  nun  der  Höhenunterschied  PP' 
gering,  so  wird  auch  A  —  A'  es  sein,  und  somit  zeigt  sich  wieder, 
dafs  in  flachen  Gegenden  die  Lotstorungen  keinen  erheblichen  Ein- 
flufs  haben. 

Es  giebt  aber  eine  Form  der  Gleichung  (5),  welche  dies  leicht 
vergessen  macht.  Lä&t  man  nämlich  den  Endpunkt  C  mit  dem  An- 
fangspunkt A  zusammenfallen,  dergestalt  dafs  ein  geschlossenes  Ni- 
vellementspolygon entsteht,  so  giebt  (5),  d^  CC  =  null  wird: 

^dz  =  -^iA-A')ds^-^Ads  +  ^A'Ss;      (6) 

da  aber  IJ/f8s  für  sich  allein  null  ist,  wie  Ausdruck  (2)  auf  voriger 
Seite  erkennen  läfst,  so  hat  man  für  ein  Nivellementspolygon  somit 
anstatt  (6)  auch: 

^dz^-^A8s.  (6») 

Jetzt  sieht  es  aus, 'als  hätte  die  Lotabweichung  auf  die  einzelnen 
Teile  des  Polygons  grofsen  Einflufs,  sogar  in  ebenen  Gegenden,  weil 
ja  A  im  allgemeinen  viel  gröfser  als  A  —  A  ist  und  die  EA8s  für 
offene  Nivellementslinien  recht  erhebliche  Werte  erlangen  kann*). 
Für  die  praktische  Anwendung  eignet  sich   die  Reduktion  nach 

•)  Hiemach  ist  z.  B.  die  in  den  Astronom.  Nadvr,  Bd.  84  1874  auf  S.  9—10 
und  im  SchlafspasBUs  8. 16  von  Baeyer  ausgesprochene  Ansicht  nicht  haltbar. 
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(6*)  noch  weniger  wie  die  Reduktion  mittelst  der  Schwerkraft.  Zu- 
nächst ist  ersichtlich;  dafs  aus  beobachteten  Lotabweichungen  A  die 
Summe  UAds  nur  dann  mit  genügender  Genauigkeit  hervorgehen  wird, 
wenn  mau  A  in  Distanzen  von  wenigen  Kilometern  direkt  ermittelt ,  so 
dafs  es  genügend  scharf  interpoliert  werden  kann.  Und  diese  Mes- 
sungen würden  ebenso  aufserordentlich  viel  Zeit  beanspruchen,  wie 
gegenwärtig  diejenigen  der  Schwerebeschleunigung  ^.  Wollte  man 
sich  aber  doch  auf  dergleichen  einlassen,  so  hätte  die  Reduktion  mit  g 
immerhin  noch  den  Vorteil,  dafs  nicht  blofs  die  Schlufsfehler  der 
Polygone  (abgesehen  von  Beobachtungs-  und  Refraktionsfehlern) 
daraus  hervorgehen^  sondern  auch  die  Potentialwerte  der  Nivellements- 
punkte (wenn  auch  noch  nicht  die  Meereshoheu)  während  die  Reduk- 
tion mittelst  der  Lotabweichungen  Ä  gar  nicht  zur  Kenntnis  irgend 
welcher  bestimmter,  charakteristischer  Werte  für  die  Nivellements- 
punkte selbst  führt:  weder  zu  Meereshöhen^  noch  zu  Potentialwerten, 
da  die  Werte  SA8s  nur  für  geschlossene,  nicht  aber  für  offene  Nivelle- 
mentslinien eine  Beziehung  zu  den  Höhenunterschieden  zwischen  Ni- 
veauflachen haben,  wie  die  Betrachtung  von  (1)  S.  515  zeigt. 

§  7.  Schwerestörungen  im  Gebirge.  In  Fig.  86  seien  A 
und  B  zwei  Punkte,  die  sich  auf  derselben  gestörten^  d.  h.  auf 
derselben  wirklichen  Niveaufläche  befinden.  Beide  seien  durch  ein 
Nivellement  verbunden,  welches  dem  Profil  AGB  folgt,  von  dem  wir 


^-^^■'->;^' P" cP — ärW>7^ 

Fig.  86. 

der  Einfachheit  halber  voraussetzen,  dafs  es  anfangs  nur  ansteigt, 
darnach  nur  abfällt.  In  den  Höhen  h  und  h  -\-  dh  über  6?',  der  Pro- 
jektion von  C  auf  die  Niveaufläche  AB,  legen  wir  je  eine  Niveau- 
fläche. Sind  nun  dh\  dh  und  dh"  die  Abstände  beider  bei  jP,  0 
und  Q,  und  sind  g\  g  und  g''  die  zugehörigen  Schwerkräfte,  so  ist 

(vergl.  §1  S.  502): 

^      *^     ^  ^         g'dK  ^gdh^g'dli' 

und  hiernach,  wenn  CC  mit  h^  bezeichnet  wird: 


G  C 


Hierbei  ist  es  mit  Rücksicht  auf  §  2  (4)  S.  504  gleichgültig,  ob  die  dK 
und  dh"  mathematisch  streng  als  Differentiale  oder  praktisch  als  Ziel- 
höhendiiferenzen  8z  genommen  werden.  Das  Nivellementsergebnis  von 
A  bis  C  ist  aber  gleich  der  Summe  der  dh'  und  das  von  B  bis  C  gleich 
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518  7.  K^itel.   Das  geometrische  Nivellement. 

der  Summe  der  äh"  zu  setzen.     Daher  wird  die  Verbesserung  des  Ni- 
vdlementsergebnisses  von  A  bis  C  auf  die  Angabe  C(f  '^  h^  gleich 

c 


(0 


(2) 


f±^:zJL  dh'      oder  sehr  nahe        fjlj^ll.  dh  , 

und  für  das  Nivellementsergebnis  von  B  bis  C  gleich 
c  c 

f-^^f^  äh"      oder  sehr  nahe        fl£^M  dh  , 

wobei  G  irgend   eine  konstante  Beschleunigung  bezeichnet,  die  sehr 
nahe  gleich  g',  g  und  g"  ist,  dergestalt  dais  in  den  Relationen 

ff  =G  +  dg 

g  =G  +  dg  (3) 

g^'^G  +  dg' 

die  Gröfsen  dg\  dg  und  dg"  kleine  Gröfsen  vorstellen. 

Der  Schlufsfehler  eines  von  A  aber  C  bis  B  und  dann  in  der 
Ebene  zurück  nach  A  geführten  Nivellements  ist  im  Sinne  einer  Ver- 
besserung^ wie  durch  Subtraktion  von  (1)  und  (2)  folgt,  sehr  nahe 
gleich  ^ 

^^Isi^.  dh  .•)  (4) 


/ 


Hat  das  Terrain,  auf  welchem  das  Nivellementsprofil  ACB  ver- 
läuft, in  der  Richtung  seines  stärksten  Falles  nur  eine  geringe 
Neigung,  so  wird  die  vertikale  Anziehung  der  über  AB  liegenden 
Erdschichten  auf  einen  Terrainpunkt  mit  grofser  Annäherung  dadurch 
erhalten,  da(s  man  das  Terrain  als  eben  und  horizontal  ansieht,  vergl. 
im  3.  Kap.  §  16  S.  166.  Aus  der  Formel  (6)  daselbst  leiten  wir  so- 
fort ohne  Rücksicht  auf  sonstige  Variationen  in  g  für  die  Schwerkraft 
g  in  P  die  Relation  ab: 

•  m 

wenn  wir  jetzt  unter  G  die  ungestörte,  nun  als  konstant  zu  betrachtende 
Schwerkraft  im  Niveau  AB  verstehen  und  wenn  &  die  mittlere  Dich- 
tigkeit der  Schichten  zwischen  P  und  F  bezeichnet.     Die  Hohe  PF 
ist  hierbei  in  ausreichender  Genauigkeit  gleich  h  gesetzt  worden. 
Es  ist  also  für  einen  Punkt  P  zwischen  A  und  Ci 


*)  Dies  stimmt  überein  mit  dem  S.  509  u.  EDgegebenen  allgemeinen  Ausdrack 
für  den  Schlafsfehlery  welcher  den  Sinn  einer  negativen  VerbeBserung  Hat» 


Digitized  by 


Google 


§  7.    SchwerestOrnngen  im  Gebirge.  519 

und  entsprechend  für  einen  Punkt  0  zwischen  C  und  B: 

ö," ff.^[i-|^].    .  (6). 

Man  erkennt  nun  augenblicklich,  dafs,  insoweit  diese  Ausdrücke 
Geltung  haben,  bei  einem  homogenen  Gebirge  8g  =  8g'  ist  und  daher 
der  Schlufsfefüer  verschwindet.  Dies  findet  ganz  unabhängig  von  der 
Form  des  Gebirges  statt,  solange  nur  vorherrschend  ein  sanftes  Gefälle 
der  Gebirgsabhänge  in  der  Gegend  des  Nivellements  vorhanden  ist. 

Um  zu  ermitteln,  welchen  Einflufs  bei  einem  homogenen  Gebirge 
der  Fehler  der  Formeln  (5)  und  (6)  wegen  der  Neigung  der  Abhänge 
hat,  werden  wir  in  den  folgenden  Paragraphen  für  einen  Gebirgs- 
rücken in  der  Form  eines  liegenden,  dreiseitigen  Prismas  eine  strenge 
Untersuchung  des  Schlufsfehlers  anstellen.  Über  den  Fehler  der  For- 
meln (5)  und  (6)  giebt  das  vierte  Kapitel  S.  283  §  7  (6)  Aufschlufs, 
wobei  man  nach  (9)  S.  286  daselbst  nur  k'^S  durch  GK  zw.  ersetzen 
hat.     Wir  verfolgen  dies  aber  nicht  weiter. 

Die  Ausdrücke  (5)  und  (6)  gestatten  nun  auch  eine  Vorstellung 

von  dem  Einflufs  ungleicher  Dichtigkeiten  der  Gebirgsmassen  bei  nicht 

zu  steilen  Abhängen  in  der  Nähe  des  Nivellementsprofiles  zu  gewinnen. 

Für  diesen  Fall  wird  der  Schlufsfehler  (4)  gleich 

c 
•3    G'-G"    2Ä 


/ 


4  ©.„         B 


dh 


Hierin  sind  aufser  h  strenggenommen  &  und  ®"  variabel.  Nehmen 
wir  der  Einfachheit  halber  &  für  den  Profilteil  AC  und  &'  für  den 
Teil  BC  konstant,  so  läfst  sich  die  Integration  ausführen,  und  es  folgt 
als  Schlufsfehler  wegen  Ungleichheit  der  Dichtigkeit  der  Gebirgsmassen 

3    e'  —  G"      V  /«x 

Diese  Formel  giebt  indessen  den  Betrag  des  Schlufsfehlers  zu 
grofs,  weil  in  der  Nähe  von  C,  dieses  als  höchsten  Punkt  des  Profils 
gedacht,  &  und  &'  in  Wirklichkeit  nahezu  gleich  sind.  Demgemäfs 
kann  man  für  h^  in  (7)  einen  etwas  kleineren  Wert  als  denjenigen, 
setzen,  welcher  der  gröfsten  Hohe  C(f  gleich  ist. 

Setzen  wir  nun  &  —  0"  =  1   bei   ®m  =  5,6  und  h^  =  1250«, 
so  folgt  der  Schlufsfehler  (7)  gleich 

0,033«.  (8) 

Dieöe  Zahl  dürfte  denjenigen  Teil  der  Schlufsfehler  der  Alpenpoly- 
gone, welcher  von  ungleicher  Dichte  der  Schichten  herrührt,  wegen 
des  grofsen  angenommenen  Wertes  für  &  —  0"  eher  über-  als  unter- 
schätzen, selbst  wenn  h^  etwas  zu  gering  angenommen  wäre. 
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Fragen  wir  nach  der  Verbesserung  des  Nivellementsergebnisses 
für  CC  ^==\^  welches  aus  dem  Nivellement  AC  hervoi^eht,  so  ist 
für  ig  bei  nicht' zu  steilem  Abfall  des  Gebirgsabhanges  wieder  Aus- 
druck (6)  ausreichend.    Für  den  Punkt  0  in  CC  ist  ferner  zu  setzen 

wenn  ©^  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Schichten  zwischen  C  und  0 
und  ®2  diejenige  für  die  Schichten  zwischen  C  und  0  angiebt. 

Um  eine  Vorstellung  zu  gewinnen,  reicht  die  Annahme  S*^=^By==^S^ 
vollkommen  aus.  Mit  Rücksicht  auf  (])  folgt  dann  als  Verbesserung 
des  Nivellementsergehnisses  von  A  bis  C  auf  die  Angabe  CC  ^^h^  der 

Ausdruck : 

c 

4ö: 


d.  i.  aber 


so*      V 


dÄ, 


4e„    B 


(10) 


und  speziell  für  &  =  - 


1^-,  d.  i.  0,06  .  (Äo  in  km^  Meter.  (10») 

Diese  Ausdrücke  gelten  übrigens  nicht  nur  für  den  höchsten  Punkt 
C  der  Nivellementslinie  AC,  sondern  wie  man  leicht  erkennt,  auch  für 
Zwischenpunkte \  ferner  gelten  sie  auch  dann  noch,  wenn  AC  nicht  wie 
in  Fig.  86  immer  ansteigt,  sondern  wiederholt  steigt  und  fällt.  Diffe- 
renzen der  drei  Werte  S\  0^  und  S^  geben  nur  Einflüsse  von  der  Ord- 
nung (7);  dieselben  kommen  jedenfalls  bei  einem  rohen  Überschlag 
gegen  den  Hauptwert  (10)  bezw.  (10*)  nicht  weiter  in  betrachi 

§  8.  Homogener  Gebirgsrücken  von  der  Form  eines  liegen- 
den^ dreiseitigen  Prismas.  Im  vierten  Kapitel  sind  Näherungs- 
formeln für  die  Anziehung  eines  liegenden,  dreiseitigen  Prismas  auf 
einen  im  mittleren  Querprofil  gelegenen  Punkt  entwickelt  worden,  wobei 
eine  beträchtliche  Länge  des  Prismas  im  Verhältnis  zur  Breite  Erfordernis 
für  einen  hinlänglichen  Grad  der  Annäherung  war.  Diese  Formeln  ge- 
statten den  Einflufs  der  Schwerestörung  auf  nivellierte  Höhen  und 
Schlufsfehler  für  Nivellements  im  minieren  Teile  eines  prismatischen 
Gebirgsrückens  von  jeder  Querschnittsform  zu  ermitteln.  Wir  nehmen 
dabei  der  Einfachheit  halber  an,  dafs  das  Nivellement  direkt  auf  dem 
mittelsten  Querprofil  selbst  stattfindet.  Denn  für  ein  Nivellement, 
welches  in  der  Nähe  des  letzteren  in  Serpentinen  die  Höhe  ersteigt, 
müssen  wegen  der  Geringfügigkeit  der  Anziehungskomponente  in  der 
Längsrichtung  (vergl.  (7)  8.  281)  wesentlich  dieselben  Resultate  gelten« 
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Würden  wir  mm  die  Formeln  des  Torigen  Paragraphen  anwen- 
den, 80  möfsten  wir  zunächst  Ausdrücke  für  8g  y  8g  und  8g"  auf- 
stellen. Diese  Ausdrücke  sind  zwar  im  vierten  Kapitel  unmittelbar 
enthalten^  aber  sie  sind  für  8g'  und  8g  so  verschieden,  dafs  eine  Ver- 
einfachung in  ihrer  Differenz  nicht  stattfindet  und  infolge  dessen  das 
zu  bildende  Integral  eigentlich  in  zwei  zerfallt.  Wir  ziehen  es  daher 
vor,  mit  den  Lotablenkungen  zu  rechnen^  wobei  zwar  auch  zwei  In- 
tegrale zu  bilden  sind,  deren  eines  aber  bereits  durch  die  im  vierten 
Kapitel  aufgestellten  Potentialwerte  berechnet  ist. 

In  Fig.  87  sei  ABC  das  mitt- 
lere Querprofil ;  AB  legen  wir  in 
die  ungestörte  Niveaufläche,  von 
deren  Krümmung  wir  absehen. 
AB^  sei  diejenige  gestörte,  also 
wirkliche  Niveaufläche,  welche 
durch  A  führt.  Bezeichnen  wir 
nun  die  Lotabweichung  in  P 
mit  jly  in  P'  (vertikal  unter  P 
in  der  Niveaufläche  AB^)  mit  Ä  und  das  Differential  der  horizon- 
talen, in  Richtung  AB  gemessenen  Entfernungen  mit  dSy  so  ist  mit 
Bücksicht  auf  §6  8.  516,  insbesondere  Gleichung  (5),  die  Hohe  von  C 
über  der  wirklichen  Niveaufläche  von  Ai 

c  o 

CCr  —  ^8z+  fAds  —  fjd'ds  ,  (1) 

wobei  U8z  das  Nivellementsresultat  entlang  AC  bezeichnet.  Das 
erste  der  beiden  Integrale  ist  noch  zu  bilden,  der  Wert  des  zweiten 
aber,  welches  offenbar  CC  gleich  ist,  kann  leicht  mittelst  der  Differenz 
der  beiden  Werte  des  Potentiales  v  für  A  und  C  aus  dem  4.  Kapitel 
§  7  (1)  S.  282  gefunden  werden.  (Ehe  wir  zu  diesen  Ausrechnungen 
schreiten,  sei  noch  bemerkt,  dafs  man  in  (1)  die  oberen  Grenzen  der  In- 
tegration nur  auf  P  bezw.  P^  zu  verlegen  braucht,  um  die  entsprechende 
Gleichung  für  die  Höhe  PP'  zu  erhalten.  Obwohl  wir  hierauf  nicht 
weiter  eingehen,  wollten  wir  diese  leichte  Umformung  der  folgenden 
Rechnungen  doch  auch  als  einen  Vorzug  der  Anwendung  der  Lotab- 
lenkungen im  vorliegenden  Falle  gegenüber  der  Benutzung  der  Schwere- 
störungen, die  für  diesen  allgemeinen  Fall  eine  mühsame  ist,  hervor- 
heben). 

Setzen  wir  s  '^  ö/Iq  und  benutzen  überhaupt  die  Bezeichnungen 
der  Fig.  87,  so  wird  mit  Bücksicht  auf  die  Formeln  (5)  und  (9)  §  7 
S.  284  u.  286,  welche  A  in  denselben  Bezeichnungen  geben: 

La. - ATV  ff  '°^°"(')'  +^"'"  '°^°"(^)1  ... 
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Behufs  Ausrechnung  setzen  wir  dafür 
c 
fAds  =  J^h,^(I  +  U),  (2) 

mit  ft 

I  =  J  {  (S  +  |- sin  2^)  lognaty2  +  2sin2j?  .  /^]  da  (3) 

und  . 

II  =  L\2A  ain^B  .  ^  —  2g lognata;  —  sin 2B  .  /  lognatzj  dtf  .  (4) 


Bei  der  weiteren  Behandlung  dieser  Ausdrücke  ist  von  den  fol- 
genden Relationen,  welche  aus  Fig.  87  entnommen  werden  können, 
Gebrauch  zu  machen: 

5  =  7      y'-^  +  {c-6y      x~^6 

z=|-(/J-(y)  t^f{ß-6)  (5) 

-^sin2^  =  ^      sin2^  — -V       «^^l  +  a-^      b^  =  l  ^  ß^ 
tj;  sss  arctan 


ß{c-c) 


Die  letzte  dieser  Relationen  setzt  voraus,  dafs  c  —  6  positiv  ist, 
was  für  alle  Werte  von  A  bis  C"   nur  der  Fall  sein    kann,    wenn 

Winkel  B<^  ist,  eine  Forderung,  die  wir  für  naturgemäfse  Formen 

des  Gebirgsrückens  als  erfüllt  betrachten  dürfen. 

Drückt  man  in  (3)  alle  Variable  bis  auf  y^  und  ^  mittelst  der 
(ö)  durch  a  aus  und  eliminiert  mittelst  dieser  Gleichungen  auch  B, 
so  folgt 

^     a^ß-I=  A  r(l  ^aß)0  +  aßc]  lognaty^  +  2{ß  —  6)  c^)  dö . 

0 

Dies  formen  wir  durch  teilweise  Integration  um,  wobei  wir  beachten, 

da(B 

d  lognat  y^  o  (1  +  (?*)  g  —  g'c 

da  ~      (r«  +  p«(c-ff)« 

und 

d'il) ß_c 

da   ""    ff«  +  1?«  (c  -  o)« 

ist.    Es  wird  hiermit 


a^ßl 


[[^^iS+aßcyiogntity^+(2ß-0)c6tl;]^^ 
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Durch  Einführung  der  Grenzen  im  Ausdrucke  rechter  Hand  aufser- 
halb  des  Integralzeichens,  durch  Ausführung  der  Integration  für  die 
beiden  ersten  Teile  des  Integrales  und  durch  Substitution  von 

ö  =  ^i-ßc,     womit    v^j^a^ß 

wird,  im  dritten  Teile  desselben^  ergiebt  sich: 

-^1±^  /J2  (loguatö^  —  1)  +  Bcß^ 

(1  -a»):c 


a^ß'l 


Das   rechter  Hand  noch   zu  bildende  Integral    ist  bis  auf  eine 
Konstante  gleich 

-i.(l  +  aß)  lognat(l  +  r«)  +  (/J  —  a)  arctanv  . 

Wenn  v  von  —  ß  bis  (1  —  aß)  :  c  geht,  so  geht  1  +  v*  von  b^  bis 
ä^b^  :  c^  und  arctan  v  von  —  ~  +  ^  bis  A  -\'  B  —  *  •  Das  be- 
treffende  Integral  wird  daher  gleich 

und  die  letzte  Gleichung  geht  über  in 

^^(lognata^-l) 


a»  •  I  =-  /J 


(l  +  afl)c»  ,  .   a*     ,     a*c    r, 


(6) 


Führen  wir  jetzt  die  Relationen  (5)  in  die  Relation  (4)  für  II 
ein,  um  alle  Variable  durch  6  auszudrücken,  so  ergiebt  sich: 


a'/J-n  = 


f[2Ac  (/J  -  (j)  ~  2a^0  lognat  -j.|  dö 
—  2acJ  {ß—6)  lognat  lü^l  d(ß  —  0) 


wobei  im  zweiten  Integrale  die  Grenzen  auf  /?  —  <y  als  Veränderliche 
bezogen  sind.  Die  Integration  führen  wir  in  den  Gliedern,  welche 
einen  Logarithmus  enthalten,  zunächst  nur  teilweise  aus  und  erhalten: 

'[Ac6  (2ß  —  6)  —  a^a^  lognat-^f"^ 
+  r ja««  +  ac  (/S  _  tf)  j  de 
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hieraas  aber 

aMI  =  /3  { -  ^-i-"  -  (log  nat  J»  _  1)  +  ^c  j 


(7) 


Die  Vereinigung  der  Resultate  (6)  und  (7)  mit  (2)  führt  zu  der 
Gleichung: 

a 


/• 


c 
Ads 


KK^ß 


-^- log  nat -g- 


ll+^#^lognat- 


+(^+^' 


(8) 


§  9.  Fortsetzung:  Der  Fehler  in  der  nivellierten  Gebirgs- 
höhe  und  der  SchluMehler  des  Nivellementspolygones  ACBA. 
Der  Fehler  des  aus  dem  Nivellement  von  ^  bis  (7  für  die  Hohe  von 
C  über  A  folgenden  Wertes  1^8  z  ist  nach  (1)  des  vorigen  Paragraphen 
im  Sinne  einer  Verbesserung  gleich 

C' 

Ads.  (1) 


/^--/ 


Den  ersten  Teil  giebt  die  Gleichung  (8)  des  vorigen  Paragraphen; 
den  zweiten  finden  wir  in  der  bereits  in  der  Anmerkung  zu  (1)  des 
vorigen  Paragraphen  angedeuteten  Weise,  wozu  wir  den  Wert  des 
Potentials  v  mittelst  (1)  §7  8.  282  für  die  Punkte  A  und  C  büden. 
Es  ist: 


Vc' 


und 


^»©v 


(y  +  lognat  —-)  c  —  ^{a^m2B  +  ß  sin  2Ä) 
log  nat  a — ^ lognat  p 


VA^k^&h^'' 


(1  + lognat  ^Qc-^c 


ainB  nnC 


sin^ 


^l^?i^  lognat  1 
a  °  c 


Mit  Rücksicht  auf  den  letzten  Teil  des  angezogenen  §  7  S.  286 
giebt  die  durch  G  dividierte  Differenz  Vc"  —  Va  die  Erhebung  C'C 
der  durch  A  führenden  gestörten  Niveaufläche  über  €",  und  zwar 
wird  die  Division  dadurch  bewirkt,  dafs  k^&  durch  IC  ersetzt  wird. 
CG"  ist  aber  der  Wert  des  zweiten  in  (1)  auftretenden  Integrales. 
So  findet  sich  nach  einigen  Reduktionen,  die  mit  Beachtung  von 
Fig.  87  S.  521  und  der  Relationen  (5)  des  vorigen  Paragraphen  leicht 
zu  bewirken  sind: 


/ 


C" 

J'ds  =  iS'V 


c  lognat  ft  +  -^  lognat  y  +  ^  ^ 
-Slognat«-^lognat^-|g  +  g)j 


(2) 
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Vereinigt  man  dieses  Resultat  nach  Marsgabe  von  (1)  mit  (8) 
des  vorigen  Paragraphen,  fafst  dabei  die  Glieder  mit  dem  Logarithmus 
derselben  Gröfse  zusammen  und  nimmt  sodann  noch  einige  weitere 
Umformungen  vor,  so  folgt  als  Verbesserung  der  von  A  bis  C  nivel- 
lierten Höhe  ZSz  auf  den  wahren  Wert  CC  der  Ausdruck: 

(f(5+l)-(«"i<'g-*«  +  ii°g-t*)l 

-  (-J  log  nat  -|-  4-  ^  log  nat  -|-) 

/lognat-g-        lognat-^        ^^         ^    \ 
"*"  ^  \        a»  6«         "f"    b*'         o»  / 

Nach  §  7  (9)  S.  286  ist  hierzu  K  darch  die  Relation  gegeben 

K 


KK^ 


(3) 


4». 


1 
kB 


(3*) 


worin  ®  die  Dichtigkeit  der  Masse  des  prismatischen  Gebirgsrückens 
bezeichnet. 

Vertauscht  man  in  (3)  A  mit  B^  a  mit  /3,  a  mit  by  so  ergiebt 
sich  die  Verbesserung  der  von  B  bis  C  nivellierten  Höhe  HSz  auf 
den  wahren  Wert  der  Erhebung  von  C  über  die  durch  B  führende 
wirkliche  Niveaufläche.  Durch  Subtraktion  dieses  Ausdruckes  von  (3) 
folgt  diejenige  Verbesserung^  welche  notig  ist,  um  das  Ergebnis  des 
Nivellements  AGB  auf  den  Betrag  der  Erhebung  von  B  über  die 
wirkliche  Niveaufiäche  von  A  zu  bringen.  Da  nun  bei  fortgesetztem 
Nivellement  von  B  bis  A  in  der  Ebene  um  den  Gebirgsrücken  herum, 
oder  überhaupt  auf  einem  nahezu  in  einer  Niveaufläche  liegenden 
Wege,  eine  weitere  Störung  nicht  entsteht,  so  ist  jene  Verbesserung 
zugleich  der  Schlufsfehler  des  Nivellementspolygones. 

Der  Schlufsfehler  des  Nivellementspolygones  ACBA  ist  somit  im 
Sinne  einer  Verbesserung  gleich*): 


2Kh^^c 


( 


log  nat  -T-        log  nat 


&« 


±    xBß 


Bß         Aa\ 

b^  a*  / 


(4) 


Dafs  der  Schlufsfehler  null  ist  für  ein  symmetrisches  Profil 
und  dafs  er  wächst  mit  zunehmender  ünsymmetrie  des  Profils 
ist  schon  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  (4)  §  7  S.  518  klar.  Es 
zeigt  sich  dies  aber    auch   jetzt   ganz    deutlich.     Difierenziert  man 


*)  Der  Schlufsfehler  wurde  zuerst  vollständig  1880  von  Clarke  in  seiner 
Geodeay  p.  299  und  unabhängig  hiervon  vom  Verf.  1882  in  der  Zeitschrift  für 
Fermesswngswtsen  Bd.  11  S.  233  u.  ff.  angegeben,  nachdem  bereits  1872  Zachariae 
in  Bd.  80  der  Astronom.  Nachr.  S.  305—318  und  383,  Nr.  1916  und  1920,  das 
Problem  in  die  Geodäsie  eingeführt,  aber  unvollkommen  gelöst  hatte. 
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nämlich  den  so  eben  abgeleiteten  Ausdruck  (4)  nach  ß,  wobei    die 
Relationen : 

a^c  -  ß        a^^l^a         b^  =  l  +  ß^ 
A  =  arc  cot  ß        B  =  arc  cot  « 

zu  beachten  sind,  so  folgt  als  DifFerentialquotient: 

^lognat(|)^+flognat(|f 


'iKh^c 


:Lb-±^a 


(5) 


Setzt  man  hierin  jS  =»  a,  dann  /3s=3a  und  zuletzt  ß  =^  c  mit 
a  «B  null;  so  überzeugt  man  sich  in  jedem  dieser  drei  Fälle  durch 
Ausrechnung  des  Wertes  des  Differentialquotienten  fOr  einige  Werte 
von  a  bezw.  c,  vielleicht  unterstützt  durch  eine  graphische  Dar- 
stellung, ohne  Schwierigkeit  davon ,  dafs  (5)  in  diesen  drei  Fällen 
positiv  ist;  hieraus  kann  man  aber  auf  das  gleiche  Verhalten  für  alle 
in  betracht  kommenden  Profilformen  schliefsen. 

Somit  hat  der  Schlufsfehler  (4)  den  gröfsten  Wert,  wenn  das  Profil 
auf  einer  Seile  vertikal  abfällt.     Dieser  gröfsie  Schlufsfehler  ist  gleich 

^V  -/^  («  -  ^^^^  -  -^4^  log  oat  ^)  ,        (6) 

wie  sich  aus  (5)  durch  die  Substitution  von  B  =  ^y  a  =  0,  ß  =  c, 
a  =  1 ,  &'^  =  c^  +  1  ergiebt. 

Für  die  entsprechende  Profilform  geht  übrigens  der  Schlufsfehler, 
wie  es  sein  mufs  und  wie  man  sich  durch  Anwendung  vorstehender 
Substitutionen  auf  («3)  überzeugen  kann,  in  den  Fehler  der  nivellierten 
Hohe  von  A  bis  C  über. 

Der  gröfste  Schlufsfehler  kann  näherungsweise  für  nicht  zu  kleine 
Werte  von  c  durch  den  Näherungsausdruck 

welcher  mit  Rücksicht  auf  den  durch  (3*)  angegebenen  Wert  von  AT 
gleich  ist 

dargestellt  werden.  Entwickelt  man  nämlich  (6)  nach  Potenzen  von 
1  :  C'',  so  folgt  unter  ausschliefslicher  Berücksichtigung  der  gröfsten 
Glieder: 

J,H,^„{l-lM^l±l-^+...],  (7) 

woraus  man  die  Zulässigkeit  der  Näherungsformel  für  gröfsere  Werte 
von  c  leicht  erkennt  und  zugleich  ersieht,  dafs  dieselbe  den  Schlufs- 
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fehler  etwas  überschätzt.  Die  Überschätzung  nimmt  aber  mit  wach- 
sendem Werte  von  c  ab;  sie  ist  30®/^  des  Näherungswertes  für  c  =  5, 
20Vo  für  c  —  10  u.  8.  f. 

Eine  Überschätzung  des  Schlufsfehlers  im  allgemeinen  findet 
durch  (6*)  auch  insofern  statt;  als  ein  vertikaler  Abfall  kaum  irgendwo 
in  bedeutender  Ausdehnung  vorkommen  dürfte.  Ersetzen  wir  aber 
denselben  durch  einen  nicht  vertikalen,  wenn  auch  stark  geneigten, 
80  wird  der  Schlufsfehler  viel  kleiner.  Dies  zeigt  schon  der  Wert 
des  Differentialquotienten  (5)  des  Schlufsfehlers  für  a  «=  null.  Der- 
selbe beträgt 

2^V  (^  arcta.  1  -  f -^j=ll^ +  -^^^  lognatc)  , 

oder  in  hinreichender  Annäherung  für  grofsere  c: 

2A'V- 
Für  kleine  a  ist  hiemach  der  Schlufsfehler  bei  nicht  zu  kleinen 
Werten  von  c  angenähert  gleich 

BS 


46)„ 


¥(>-^)-  (8) 


Wie  die  Vergleichung  mit  (4)  für  numerische  Werte  zeigt,  gewährt 
dieser  Ausdruck  sogar  noch  bei  a=l  eine  rohe  Annäherung.  Wäh- 
rend er  nämlich  für  c  '^  10  nahezu  den  richtigen  Wert  giebt,  über- 
schätzt er  ihn  für  c  =^  ö  um  etwa  25%  ^^^  Näherungswertes  und 
unterschätzt  ihn  für  grofse  c  bis  zu  38%  desselben. 

Für  45^  Abfall  der  steileren  Seite  kann  (4)  bei  nicht  zu  kleinen 
c  durch  den  Näherungsausdruck 

ersetzt  werden,  welcher  selbst  für  c  =  5  nur  20 7o  des  Näherungs- 
wertes Fehler  giebt,  für  c  =  10  aber  nur  noch  47o-  Dieser  Aus- 
druck zeigt,  dafs  der  Schlufsfehler  für  45^  Abfall  der  steileren  Seite 
nur  Vs  bis  V2  ^^^  maximalen  Schlufsfehlers  (6*)  beträgt.  In  prak- 
tischen Fällen  dürfte  er  somit  kaum  diesen  Betrag  erreichen  und  Vs 
als  Maximum  anzunehmen  sein. 

In  Bezug  auf  den  Fehler  der  von  A  bis  C  nivellierten  Hohe  war 
schon  in  §  7  (10)  S.  520  unter  Yoraussetzuug  flacher  Abdachung  des 
Hanges  AC  der  Ausdruck  (6*),  der  zugleich  den  gröfsten  Wert  des 
Schlufsfehlers  repräsentiert,  als  Näherungswert  ermittelt  worden.  Hier- 
mit stimmt  nun  auch  der  Ausdruck  (3)  überein,  wie  man  zunächst  leicht 
für  Profile  erkennt,  die  beiderseits  flach  abgedacht  sind.  Alsdann  ist 
nämlich  a  :  a  und  ß  :  b  nahe  gleich  1;  ferner  ist  immer  lognata  im 
Verhältnis  zu  a  und  log  nat  b  im  Verhältnis  zu  b  klein.  Demnach 
reduziert  sich  in  der  grofsen  Klammer  von  (3)  das   1.  Glied  auf  sr, 
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während  das  2.,  3.  und  4.^  welches  letztere  den  halben  Schlafsfehler 
repräsentiert^  wegfallen.  Für  a  =  null,  also  vertikalen  Abfall  einer- 
seits^ geht^  wie  schon  bemerkt,  (3)  in  aller  Strenge  in  den  gröfsten 
Wert  des  Schlufsfehlers  über;  in  diesem  Falle  gilt  also  (6*)  mit  der- 
selben Annäherung  für  den  Höhenfehler  wie  für  den  Schlnfsfehler.  Man 
überzeugt  sich  aber  auch  leicht  für  beliebige  kleinere  Werte  von  a,  dafs 
(6*)  eine  Annäherung  gewährt.  Beispielsweise  geben  für  a  =  1  in  der 
grofsen  Parenthese  von  (3)  das  1.  Glied  3^:4  und  das  4.  Glied^ 
welches  dem  halben  Schluisfehler  entspricht,  nach  (9)  ?r  :  4;  das  2. 
und  3.  Glied  aber  geben^  wie  leicht  ersichtlich,  überhaupt  in  keinem 
Falle  etwas  Erhebliches.  Die  grofse  Parenthese  in  (3)  wird  also  an- 
genähert gleich  Ä  und  der  Ausdruck  (3)  gleich  Kh^ity  d.  i.  gleich  (6*). 

§  10.  Fortsetzung:  XJbersieht  des  Terhaltens  in  einigen 
besonderen  Fällen. 

Um  die  Übersicht  zu  fordern ,  wurden  für  acht  verschieden  ge- 
boschte  Profile  mit 

Äo  =  2500"» 

die  Lotablenkungen  berechnet,  graphisch  dargestellt  und  daraus  eine 
graphische  Darstellung  der  Schlnfsfehler  und  Fehler  der  nivellierten 
Höhen  abgeleitet. 

Die  Profile  bilden  2  Gruppen  mit  je  gleicher  Basis  von  bezw. 
25000  und  250000"»,  also  mit 

c  =  10  und  c  =  100 . 

Die  Projektion  C  der  Spitze  C  auf  die  Basis  AB  fällt  in  jeder  Gruppe 
der  Reihe  nach  auf  %,  Y«,  %>  Vc  ^^^  Länge  AB  von  B  aus. 

Die  Lotablenkungen  >4  für  eine  Reihe  von  Punkten  P  auf  den  Hängen 
AC  und  BC^  sowie  die  Lotablenkungen  A'  für  die  Projektionen  P' 
dieser  Punkte  auf  die  Grundfläche  AB ^  ferner  die  Differenzen  Ä  —  A^ 
welche  die  Lotkrümmung  von  P  bis  P  anzeigen,  sind  in  den  folgen- 
den Zahlentabellen  enthalten.  Auf  eine  genügend  scharfe  Ermitte- 
lung dieser  Differenzen  A  —  A\  welche  allein  auf  das  Nivellement 
einwirken^  wurde  besonders  bedacht  genommen.  (8.  die  zwei  nächsten 
Seiten.  Zu  den  Profilen  IV  und  VUI  sind  auch  die  Tabellen  im  4.  Kap. 
§  11  S.  298  und  §  12  S.  301  zu  vergleichen.) 

Die  Lotstörungen  A  und  A'  sowohl  als  ihre  Differenzen  A  —  A' 
sind  in  Tafel  II  als  Ordinaten  zu  den  tf  als  Abscissen  graphisch  auf- 
getragen, und  zwar  A  und  A  nach  oben,  A  —  Ä  zur  besseren  Über- 
sicht in  vergröfsertem  Mafsstabe  nach  unten.  Die  Verzeichnung  bot 
dadurch  Schwierigkeit,  dafs  der  Differentialquotient  von  ^  in  ^,  ^ 
und  6?,  derjenige  von  A'  in  A  und  B  unendlich  wird,  wie  schon  im 
4.  Kap.  S.  297  und  299  für  die  Profilformen  IV  und  VIU  angegeben 
ist.     Für    die  Differenz  A  —  A'   bleibt   ein    stark    hervortretendes 
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Lotablenkuugen  im  mittleren  Querprofii  ÄCB  langgestreckter 
Gebirgsrücken. 

/.  Gruppe:  c  =  10,  h^  =  2500"^. 


Preß  I. 
:  a  =  6:  0. 


^_-_.L.^_: 


0 
5 

9 
3 


70/ 

/! 


+ 19,43' 
+  24,66 
+  23,94 
+  19,44 
+ 10,49 
+   0,74 

-  6,11 

—  17,20 
»/s!;- 21,40 


'Y 


9,5 
9,8 
9,9 
10 


-  28,92 

-  37,98 

-  41,39 

-  45,00 


A  —  A' 


+  19,43 " 

+ 

0,00" 

+  23,63 

+ 

1,03 

+  21,96 

+ 

1,98 

+  16,60 

+ 

2,84 

+    6,92 

+ 

3,57 

-    3,18 

+ 

3,92 

—  10,04 

+ 

3,93 

—  20,93 

+ 

3,73 

-  25,03 

+ 

3,63 

-  32,18 

+ 

3,26 

-  40,78 ;+ 

2,80 

—  44,05 

+ 

2,66 

-  47,48 

+ 

2,48 

Proß  III. 
ß:  a  — 4:  2 


0 
1 

Vs 

•% 

5 
6 

'V, 

20/  » 

7 
7,5 

"A 

9 

9,5 

10 


+  23,57" 
+  29,26 
+  30,09 
'+  26,86 
I  +  15,94 
i+   3,41 

—  2,91 

—  12,89 

—  23,04 

—  31,35 
-38,16 

—  39,76 

—  37,93 

—  30,83 


A' 


A  —  A' 


+  23,57" 
+  27,87 
+  27,85 


+ 
+ 


+  22,72  + 


+  10,61 

—  1,00 

—  5,73 

—  10,69 

—  15,68 

—  22,50 

—  31,03 

—  34,74 
-35,29 

—  30,83 


0,00" 

1,39 

2,24 

4,14 

5,33 

4,41 

2,82 

2,20 

7,36 

8,85 

7,13 

5,02 

2,64 

0,00 


Profil  IL 


<):o 

—  6:1. 

tt 

A         1        A' 

A—A' 

0 

+  21,23" 

+  21,23" 

0,00" 

Vs 

+  27,06 

+  25,59 

+    1,47 

'Va 

+  25,49 

+  22,68 

+    2,81 

5 

+ 18,88 

+  14,99 

+    3,89 

'Vi 

+   5,46 

+    1,01 

+    4,45 

7,5 

—  6,02 

-    9,74 

+    3,72 

8 

-  16,48 

—  17,68 

+    1,20- 

8,3 

-  26,53 

—  22,95 

—   3,58 

«A*,- 28,53 

-23,55 

-    4,98 

8,35  1-29,98 

—  23,84 

-    6,14 

8,5   . 

-  38,36 

—  26,51 

—  11,85 

8,65 

—  41,16 

-  29,11 

—  12,05 

9 

-  47,22 

-  34,68 

-  12,54 

"/. 

-48,62 

-36,95 

—  11.67 

9,5 

-48,83 

-40,31 

-    8,52 

9,7 

—  47,10 

-41,33 

-    5,77 

9,8 

—  45,70  |- 41,50 

-    4,20 

10, 

-39,28 

-  39,28 

-    0,00 

Proß  IV. 
S:  d  — 3:3. 


0 

1,5 

3 

4 

4,5 

4,9 

5* 
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+  26,74' 
+  34,05 
+  29,13 
+  20,01 
+ 12,69 
+  3,75 
0,00 
n. 


+  26,74" 
+  30,57 
+  23,06 
+ 13,39 
+  7,06 
+  1,44 
0,00 
34 


0,00" 
+    3,48 
+   6,07. 
+    6,62 
+    5,63 
+    2,31 

0,00 
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7.  EapiM.    Dm  geometriache  NiveOeineiit. 


2.  Gruppe:  c  o» 

100,  Ä,  = 

.  2900" . 

Proß  r. 

Profit  VI. 

ß.tt  —  t.O. 

ß.W'b.l. 

a     \        A                A'       \   4 

-  A' 
0,00" 

9 
0 

A 

^' 

A  —  A' 
0,00" 

0    + 19,50" 

+  19,50" 

+  21,32" 

+  21,32" 

10    +23,78 

+  23,72 

+ 

0,06 

'V,    +27,16 

+  27,01 

+   0,15 

25  1+24,85 

II 

+  24,70 

+ 

0,15 

"V3   +25,60 

+  25,31 

+   0,29 

40   +22,66 

+  22,42 

+ 

0,24 

50    +18,98 

+  18,54 

+   0,44 

55    +17,35 

+  17,02 

+ 

0,33 

"V,  +13,34 

+  12,83 

+  0,51 

70  ■:+  7,94 

+    7,52 

+ 

0,42 

"73  .+  5.41 

+    4,83 

+   0.58 

82    -  4,75 

-    5,24 

+ 

0,49 

»*V3  ;-  3,58 

-   4,21  1+  0,63 

.    90    — 19,04 

—  19,57  + 

0,53 

80     -17,55 

—  18,15  +   0,60 

95  1  -  34,94 

—  35,48 

+ 

0,54 

82    —24,20 

-  24,59  +   0,39 

98    -54,16 

-54,67 

+ 

0,51 

»so/j»!'- 31,35 

—  30,12  L    1,23 

100  ,—89,80 

—  90,10 

+ 

0,30 

84   ' 

-35,54  j— 33,01 

-   2,53 

85  1 

-  39,61 

—  36,81 

-   2,80 

"Vj  :  -  46,24 

-43,68 

-   2,56 

,   Profa  VIL 

"7,1-51,42 

-  49,63 

-    1,79 

ß:a  — 4:2. 

95  1-51,55  -50,43 

-    1,12 

0     1         A        \        A'        \   A 

—  A' 

98,-48,20  -47,74!-    0,46 

-                      ' 

0    :,'+ 23,71" +23,71" 

0,00" 

100  1—41,90  ;-  41,90  i-    0,00 

«>/,    +30,26,+ 30,02  i+ 

0,24 

•00/3:+ 27,03.+ 26,57  1+ 
50  |!+  16,07  +  15,39  + 
60  1+   3,37  +    2,58  + 

0,46 
0,68 
0,79 

Profil  VIII. 
|5:a  —  3!3. 

■    a      \         A                A'           A-A' 

1             f           1    1              /            ,1 

65  ,  -   7,31  —    8,00  ,+ 

0,69 

0  i  +  27,03"'+  27,03"i       0,00" 

(;6    —  10,50  -  10,94  + 

0,44 

5  ;  +  3],97  1+31,84'+    0,13 

"Vj*  ;—  13,51 

-13,11  - 

0,40 

10    +33,87 

+  33,62  ,+   0,25 

67  !-  15,22  1—  14,22  .— 

1,00 

15    +34,37 

+  34,00:+    0,37 

68    -18,70 

-  17,29  j- 

1,41 

20    +33,76  +33,28'+   0,48 

70  .;— 23,77 

—  22,28  1- 

1 

1,49 

30  '+29,46  j+ 28,73  +   0,73 

75    -32,13 

-  30,82  - 

1,31 

40  :'+ 20,30  +  19,36  ,+  0,94 

80  '-37,18 

-  36,11  '- 

1,07 

45    +12,87  '+11,85  +    1,02 

90   —40,49 

-  39,94  - 

0,55 

48  1+  6,58  +    5,59  ,+  0,99 

95  Ü— 38,68 

—  38,41 

— 

0,27 

49   ;+  3,83 

+    2,97 

+   0,86 

100  |i- 32,13 

-  32,13 

0,00 

50*  j       0,00 

0,00  i       0,00 
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Unendlich  werden  des  Differentialquotienten  aber  nur  bei  CC\  was 
bereits  aus  den  vorstehenden  Zahlentabellen^  in  denen  die  Stelle  CC 
durch  einen  Stern  hervorgehoben  ist^  ersehen  werden  kann.  Aller- 
dings ist  strenggenommen  auch  in  A  und  B  der  Differentialquotient 
von  A  —  A'  nicht  endlich;  sondern  unendlich.  Betrachtet  man  aber 
die  Formeln  (2)  §  U  S.  295  und  (4)  §  12  S.  299,  so  erkennt  man, 
dafs  z.  B.  die  in  A  unendlich  werdenden  Glieder,  abgesehen  vom 
Faktor  —  2/rÄo,  für  A  und  A'  bezw.  sind: 

tan  A  log  nat  6    und    sin  A  cos  A  log  nat  6  , 
welche  sich  für  flache  Profile  nur  äufserst  wenig  unterscheiden.     In 
der  That  gelang  es  bei  keiner  Profilform,   das  Unendlichwerden  des 
Differentialquotienten  von  A  —  A'  bei  A  und  B  sichtbar  zu  machen. 

Die  von  der  beweglichen  Ordinate  A  —  A'  mit  wachsendem  ö 
beschriebene  Fläche  ist  von  A  bis  zu  irgend  einer  Stelle  dem  Fehler 
in  der  nivellierten  Höhe  von  A  bis  zu  dem  entsprechenden  Punkte  P 
des  Hauges  proportional.  Die  ganze  Fläche  ist  der  Schlufsfehler  des 
Nivellements  ACBA.  In  den  Zeichnungen  sind  die  dem  Inhalte  der 
zu  beiden  Seiten  der  Abscissenaxe  liegenden  Flächen  entsprechenden 
Fehler  in  Metern  eingeschrieben.  Die  unterhalb  liegenden  Zahlen 
sind  positiv,  die  oberhalb  liegenden  negativ  zu  rechnen. 

Die  Schlufsfehler  und  Fehler  der  nivellierten  Höhe  von  A  bis  C 
sind  aufserdem  nach  den  strengen  Formeln  (4)  und  (3)  des  vorigen 
Paragraphen  berechnet  worden.  Diese  in  folgender  Tabelle  enthaltenen 
Werte  stimmen  mit  den  aus  der  Zeichnung  entnommenen  noch  in  den 
Centimetem  überein,  mithin  so  gut  als  eine  solche  Zeichnung  es  gestattet. 

Fehler  der  Nivellements  im  mittleren  Teile  eines  homogenen , 

langgestreckten  Gebirgsrückens  von  der  Form  eines 

liegenden  dreiseitigen  Prismas. 


Profil 

Äo  =  2800"' 

ß  :  a 

Schlufsfehler 
AGBA 

Fehler  d.  Höbe 
U Aber  A 

I 

II     E 

6:0 

0,299-» 

0,30"' 

11 

1  o 

5:1 

0,081 

0,26 

]II 

4:2 

0,026 

0,26 

IV 

3:3 

0,000 

0,26 

V 

s 

6:0 

0,356              0,36 

VI 
VII 

IM 

5:1 

4:2 

0,009              0,35 
0,003              0,35 

VIII 

3:3 

0,000 

0,35 

Diese  Tabelle  läfst  deutlich  hervortreten,   dafs  es  einer  starken 
Unsymmetrie  des  Gebirgsprofiles  bedarf,   um  aus  der  Anziehung  des 

34* 


Digitize'd  by 


Google 
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als  homogen  betrachteten  Gebirges  einen  Schlufsfehler  für  das  Nivelle- 
ment ACBA  entstehen  zu  lassen.  Mit  Rücksicht  auf  das  S.  510 
Fig.  84  gegebene  Alpenprofil  wird  man  sich  sagen  müssen ,  dafs  der 
Anteil  des  Schlufsfehlers  der  Alpenpölygone ^  welcher  aus  vorstehender 
Ursache  erzeugt  wird,  nur  einige  Centimeter  betragen  kann. 

§  11.  Fortsetzung:  Grofster  Schlufsfehler.  Wir  haben  bisher 
lediglich  Nivellements  betrachtet,  welche  den  langgestreckten  Gebirgs- 
rücken in  seinem  mittleren  Teile  überschreiten ,  und  zwar  wurde  für 
diesen  Fall  gefunden,  dafs  der  Schlufsfehler  der  Nivellements,  welche 
im  übrigen  in  der  Ebene  verlaufen,  infolge  der  Unsymmetrie  des 
Querprofiles  des  Gebirges  in  praktischen  Fällen  kaum  soviel  wie  der 
dritte  Teil  des  Gebirgshohenfehlers,  vergl.  §  9  S.  527,  betragen  dürfte, 
da  auch  die  steilere  Seite  des  Gebirges  im  allgemeinen-  noch  weit 
sanfter  als  im  Gefalle  1  :  1  abfallen  wird.  Es  ist  nun  aber  noch  die 
Frage  zu  beantworten,  ob  nicht  dadurch  eine  Steigerung  des  Schlafs- 
fehlers entstehen  kann,  dafs  ein  Nivellement  bei  Überschreitung  des 
Gebirges  nicht  ausschliefslich  in  mittleren  Teilen  desselben  verbleibt, 
oder  dieselben  überhaupt  nicht  berührt. 

Nehmen  wir  also  an,  dafs  das  Nivellement  den  Gebirgskamm  in 
einem  gewissen  Profil  4^i  ersteigt,  auf  dem  Kamme  bis  C^  fort- 
geführt wird,  in  C^B,  einem  anderen  Profile,  wieder  zutn  Fnlse  des 
Gebirges  gelaugt  und  schliefslich  in  der  Ebene  zum  Ausgangspunkte 
A  zurückkehrt.  Den  entstehenden  Schlufsfehler  beurteilen  wir  jetzt 
am  einfachsten  nach  Mafsgabe  der  Formel  (4)  §  7  S.  518,  und  zwar 
können  wir  denselben  mit  einer  kleinen  Modifikation,  die  leicht  als 
zulässig  erkannt  wird,  gleich  setzen 


i 

/ 


worin  bezeichnen:  h^  die  Höhe  des  Kammes  C^C^  über  der  Ebene  AB y 
dg  und  ög"  die  Schwerestörungen  in  gleichen  Höhen  beim  Auf-  und 
Abstieg  und  G  irgend  einen  konstanten  mittleren  Wert  der  Schwer- 
kraft der  Gegend. 

Erfolgt  der  Aufstieg  im  mittleren  Teile  des  Gebirgsrückens  an 
einer  sehr  sanften  Böschung,  so  ist  Sg  ein  Maximum  und  nach  §  7 
(5)  S.  518  sehr  nahe  gleich : 


es  wird  daher  angenähert 


/ 


01 


0 

d.  h.  gleich  dem  Gebirgshöhenfehler  (10)  §  7  S.  520. 
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Für  den  Fall,  dafs  auch  der  Abstieg  im  mittleren  Teile  des  Ge- 
birgsrückens erfolgt  und  das  Gefälle  des  Hanges  kleiner  als  1:1  ist, 
hat  aber  der  Ausdruck  (I)  nach  S.  527  ungefähr  einen  Maximalwert 
gleich  73  des  Ausdruckes  (2),  mithin  ist  alsdann  im  allgemeinen: 


j 


^m" 


Erfolgt  jedoch  der  Abstieg  in  einem  Querprofile  in  der  Nähe 
eines  der  beiden  Enden  des  prismatischen  Gebirgsrückens,  so  ist  der 
Wert  dieses  Integrales  im  allgemeinen  kleiner,  weil  bei  gleicher 
Höhenlage  die  Schwerestörung  dg"  am  Ende  kleiner  wie  in  der  Mitte 
ist  —  würden  wir  ein  mathematisches  Prisma  mit  gerade  abgeschnitte- 
nen Enden  haben^  so  wäre  hier  (grofse  Länge  vorausgesetzt)  der  Integral- 
wert genau  die  Hälfte  von  dem  in  der  Mitte ;  in  Wirklichkeit  ist  wegen 
der  Abböschung  der  Enden  die  Verkleinerung  nur  etwa  y^;  mithin 
wird  für  diesen  Fall 


und  somit  aus  der  Vereinigung  von  (2)  und  (4)  der  Schlufsfehler 


/ 


G~  -^^'  <Y   ieZE  '  W 


d.  h.  der  Schlufsfehler  für  ein  in  der  Mitte  des  Gebirges  aufsteigen- 
des, am  Ende  desselben  absteigendes  Nivellement  AC^C^B A  ist  kleiner 
als  die  Hälfte  des  Fehlers  für  die  Gebirgshöhe  Äq. 

Dieser  Betrag  dürfte  überhaupt  das  äufserste  Mafs  des  Schlufs- 
fehlers  bei  irgend  einem  homogenen  Gebirge  vorstellen,  auch  mit 
Rücksicht  auf  den  Umstand,  dafs  ein  Nivellement  im  Gebirge  sich  im 
allgemeinen  in  Thälern  und  über  Pässe  (also  in  Einschnitten  der 
Gebirgsmasse)  bewegt,  solange  es  sich  nur  wesentlich  um  einen  ein- 
fachen Auf-  und  Abstieg  handelt.  Das  dürfte  sich  unschwer  an  der 
Hand  des  für  diesen  Fall  allgemein  gültigen  Ausdruckes  (1)  erkennen 
lassen,  wenn  die  Variationen  der  Schwerestörungen  in  betracht  gezogen 
werden,  welche  mit  der  Änderung  der  Umstände  verknüpft  sind.  In 
den  meisten  Fällen  wird  der  Schlufsfehler  sogar  wesentlich  kleiner  sein. 

Selbstverständlich  kann  er  dadurch  gesteigert  werden,  dafs  in 
einem  Nivellement  wiederholte  Überschreitungen  von  Höhen  vorkommen. 
Man  mufs  aber  hierbei  beachten,  dafs  diese  Steigerung  keine  not- 
wendige ist;  es  kann  im  allgemeinen  ebensowohl  eine  Kompensation 
der  mit  den  einzelnen  Überschreitungen  verbundenen  Fehler  statt- 
finden; solange  daher  die  spezielle  Form  des  Verlaufes  des  Nivellements 
nicht  beachtet  wird,  mufs  die  Verknüpfung  dieser  Einzelfehler  nach 
der  Regel  für  zufällige  Fehler  stattfinden. . 
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§  12.  Einflurs  eines  miterirdisehen  Massendefektes  ron 
kugelfSrmiger  Gestalt.    M  sei  der  Mittelpunkt  eines  kugelförmigen 

Hohlraumes ,    über    wel- 
r...^v'        »  eben  hinw^  ein  Nivelle- 

V^'^'^^7?^»^^^  ment  geführt  werde.    Zur 

//;;42^rrÄL\W^T"-.^_   c'  ^  nf'  '^^^y^///,     Erleichterung    der    Inte- 

\  *  gration   nehmen  wir  ein 

•^3  ebenes,    dreieckiges    Ni- 

^  vellementsprofil  AGB  in 

einer  Vertikalebene  durch 
M  an,  Fig.  88.    AB  sei  eine  wirkliche  Niveaufläche.*) 

Wir  beziehen  M  auf  AB  durch  die  rechtwinkeligen  Koordinaten 
AN  ^^  m  und  NM  =1^  sowie  auf  AC  durch  AN'  =p  und  N'M=^  q. 
Mit  den  übrigen  Bezeichnungen  der  Figur  ist  alsdann  der  Abstand 
eines  Punktes  P  der  Linie  AC  von  M  gleich 

c  «SS  ^  sec  ^  .  (1) 

Ist  ®  die  Dichtigkeit  der  Massenschicht,  in  welcher  der  Hohl- 
raum vorkommt,  so  ist  die  Anziehung  der  störenden  Masse  in  dem 
Abstände  PM  »>  e  gleich  zu  setzen 

__„A:^@_,    d.i.  -^.^-^,  (2) 

wobei  a  den  Radius  des  Hohlraumes  bezeichnet.    Wir  nehmen  nun 
der  Einfachheit  halber  sogleich 

Für  den  Punkt  P  wird  hiermit  die  von  dem  Hohlraum  herrührende 
Schwerestorung 

^    ,  ^       a^    cos  (-4  +  ^)  . 

Hierin  ist  für  e  der  Wert  (1)  zu  setzen.     Beachtet  man  ferner  die 
aus  Fig.  88  zu  ersehende  Relation : 

Ä  =a  (p  —  q  tan  ^)  sin  A  ,  (3) 

dh  ^=  —  q  Bin  A  sec'^  äil> 


womit 

wird,  so  folgt: 


c  c 

/-^  dÄ  «  -J^  sin  ^  fcos  (^  +  V)  </* . 


*)  Gröfsere  Hohlräume  können  aus  Gründen  der  Festigkeit  wohl  nicht  exi- 
stieren, aber  für  unsere  Zwecke  dürfen  wir  uns  den  Massendefekt  in  einem 
solchen  Hohlräume  konzentriert  denken. 
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Die  Integration  bietet  keine  Schwierigkeit  und  giebt 


c 
J     ^' 


^^  ""  TSq  ®^^  "^  V^^  (^  +  ^'3)  -  sin  (^  +  ^\)]y      (4) 


wobei  ^1  und  ^3  die  Werte  von  rf;  Mr  AM  und  CM  bedeuten. 

Zur  Berechnung  ist  es  in  der  Regel  bequemer,  q  sowie  die  beiden 
Sinus  der  Parenthese  durch  die  Koordinaten  m  und  i  von  M  und 
durch  die  Gröfsen  Hq  und  0,  vergl.  Fig.  88,  auszudrücken.  Es  folgt 
alsdann  aus  (4): 


r^9L  dh^ g'Bin^ /  Q _^       \  . 

J    G       ^         2B  (m'  Bin  A  +  t  cos Ä)  \  Vo*  +  (t  +  7*o)«  Vtn^  +  t«  / 

Ganz  entsprechend  ist  für  die  Profilstrecke  BC: 

c 

/:?£/^Ä=-  g»  sin  B  /         -0 ^^      \ 

G^       ^         2i2(m"  sin  J5  +  «  cöa  B)  \  Ko»  +  (t  +  W  Vm"*  +  t*  ) 

Mit  Rücksicht  auf  den  allgemeinen  Ausdruck  (4)  §  7  S.  518  ist 
hiernach  der  im  Nivellementspolygon  ACBA  erzeugte  ScMufsfehler 
gleich  ^ 

sin^ /  o tn        \ 

m  Bin  A  +  t  cos  A  \yöt  -f^  Äq)«  Kw«  +  t*  / 


212 


,  sin  jB  / o ,  m*       \ 


(5) 


Dieser  Ausdruck  läfst  aber  imstich^  wenn  M  in  der  Verlängerung 
von  AC  od6r  CB  liegt,  weil  alsdann  das  1.  oder  2.  Glied  der  ge- 
schlungenen Parenthese  in  0:0  übergeht  Um  daher  noch  einen  in 
allen  Fällen  unmittelbar  brauchbaren  Ausdruck  zu  erlangen,  schreiben 
wir  in  (4)  anstatt 

sin  {A  +  ^3)  —  sin  {A  +  V'i) 
identisch 

-  2cos  {a  +  -3^1^)  sin  ^^f^ 

und  beachten  aufserdem  behufs  Elimination  von  q  aus  (4)  die  aus 
der  doppelten  Berechnung  des  Dreiecksinhaltes  ^(7 ^folgende  Relation: 

1^  =  ^1^3  sin  (^,  -^3), 

worin  e^  und  e^  die  Distanzen  MA  und  MC  bezeichnen.     Damit  folgt 
aus  (4): 


c 


^9   AI. «'*?  V     ^        i l 


IP~  dh=^ 5-^5 ^ - '-  ■  (6) 


COS 
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Hierin  ist  A  +  —  ^ -^-  der  Neigungswinkel  der  Halbierungslinie 

des  Gesichtswinkels,  unter  welchem  AC  m  M  erscheint,  gegen  die 

Vertikale,    und   ^^^^~^    die  Hälfte   dieses    Gesichtswinkels.     Diese 

Gröfsen  bezeichnen  wir  für  ^^C  mit  v  und  y',  für  BC  mit  v"  und  y\ 
wie  auch  Fig.  89  zeigt.  Wir  erhalten  damit  als  Schlufsfefüer  an  Stelle 
von  (5): 

a^hn    \    cos  v"  C08»'     \ 


"iRe^  \  ef  cosy" 


6i  cos  y 


(7) 


welcher  Ausdruck  stets  bestimmte  Angaben  liefert.  Hierzu  berechnet 
man  die  e^v  und  y  nach  Mafsgabe  der  Fig.  89  aus  den  nachstehenden 
Formeln: 

<?,  sin  {v  +  y)  =  m'  e^  sin  {v"  +  y")  —  m" 

e,  cos(v  +  y )  —  /  e^  cos(i/"  +  /')  =  ' 


^3  sin(v  —  /)  =  0  —  ^3  sin(y"  —  v") 

e^  cos(v  —  y  )  —  /  -f  Ao  =  ^3  cos(y"  —  v") , 


(8) 


wobei  die  positive  Zählung  für  die  m,  OyV  und  y  genau  nach  Fig.  89 
zu  verstehen  ist. 


§  13.  Fortsetzung:  Maximum  des  Schlursfehlers;  Fehler 
der  nivellierten  Hohe«  Ausdruck  (7)  des  vorigen  Paragraphen  be- 
stätigt den  auch  unmittelbar 
leicht  zu  ziehenden  Schlufs, 
dafs  M  ungefähr  unter  der 
Mitte  der  steiler  gebosch- 
ten  Seite  die  stärkste  Wir- 
kung giebt,  und  dafs  die 
letztere  mit  der  Böschung 
dieser  Seite  wächst.  Bei  der 
Betrachtung  der  Variationen 
von  (7)  ist  es  nützlich, 
diesen  Ausdruck,  wie  folgt 
zu  schreiben: 


Flg.  89. 


«»  \BiB:        if^'V'^*) 


wobei  MÄ  und  Mff  verti- 
kale Linien  sind,  welche  (vergl.  Fig.  89)  mittelst  der  Normalen  AÄ 
und  ^^  zu  den  Halbierungslinien  MH^  und  MH^  der  Gesichtswinkel 
2y   und  2y"  konstruiert  werden. 

Lassen  wir  in  (7)  des  vorigen  Paragraphen  das  kleinere  negative 
Glied  fort,  was  dem  Falle  entspricht,  dal's  die  Seite  AC  sehr  flach 
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abfällt  und  CBM  vertikal  ist^  so  ergiebt  sich  das  Maximum  des  ScMufs- 
fehlers  (7): 

?^o (2\ 

Diesem  Ausdruck  geben  wir  noch  eine  andere  Gestalt  mittelst 
der  maximalen  Lotablenkung,  welche  der  Hohlraum  erzeugt.  Wir 
haben  dieselbe ,  da  jetzt  AC  schwach  geboscht,  CB  nahezu  vertikal 
und  über  M  gedacht  wird,  in  Fig.  89  rechter  Hand  von  B  auf  der 
Verlängerung  von  AB  zu  suchen.  Bezeichnen  wir  die  maximale 
Lotablenkung    mit  Amemt   so  ist  nach   dem    4.  Kap.  §  2  (12)  S.  272 

für  0  =  i-  ®«: 

(3) 


wobei  A  als  Arcus  zu  verstehen  ist. 

Hiermit  giebt  (2)  als  Maximum  des  Schlufs fehlers: 


8^8  . 
2     *0 

^»»x 

•+^' 

• 

oder 

abgekürzt: 

6 
2 

Äo 

Anuu 

,    oder 

5    -^mtw 
2            Q 

in  Sek. 

> 

A, 

(4) 

Diese  Abkürzung  reicht  aus^  da  bei  gröfseren  Hohlräumen  /  >  Aq 
sein  wird. 

Setzen  wir  h^  —  1250~,  a  —  5000«  =  ih^,  t  —  15000"»=  VZh^, 
so  wird  nach  (2)*  der  maximale  Schlufsfehler  gleich 

0,050"». 
Dagegen  wird  nach  (4)  und  (3)  derselbe  gleich  0,052">  mit  der  maxi- 
malen Lotablenkung 

3,5". 

Um  die  Lotablenkung  auf  7"  und  den  Schlufsfehler  auf  0,100"» 
zu  bringen,  mufs  der  vorausgesetzte  Hohlraum  yon  V/^  Kubikmeile 
Volumen  (welcher  ungeföhr  dem  nach  Schweizern  Untersuchungen 
unterhalb  Moskau  befindlichen  entspricht,  vergleiche  S.  377)  in  nur 
10000"»  Tiefe  i  angenommen  werden,  womit  sich  die  Dicke  der  Erd- 
schicht über  dem  Hohlraum  /  —  a  »»  5000"»  ergiebt.  Kleiner  kann 
man  letztere  nicht  wohl  voraussetzen,  weil  die  Dimensionen  des  wirk- 
lichen Massendefektes  gröfser  als  die  des  Hohlraumes  sein  müssen, 
da  er  kein  absoluter  Massen  mangel  sein  kann. 

Zur  Berechnung  des  Schlufsfehlers  für  eine  Profilform,  welche 
praktischen  Verhältnissen,  insbesondere  den  Alpennivellements  besser 
entspricht,  als  obige  Annahmen,  setzen  wir  noch: 

Äo  =  1250"»,    AB  =  25000«,       cot  A  —  16,      cot  Ä  =  4, 
m'  =  18^0,        m   —  2Äo  •=  0,       a  =  A:\,  t  -=  12^^ . 
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Damit  giebt  Ausdruck  (5)  des  vorigen  Paragraphen  als  Schlursfehler, 
indem  a^  :2Bh^  nahezu  gleich  8  wird: 

^  1210  (ym  ~yM)  ■*■  50  (^  +  yt^j]  > 
d.  i.  -  0,026  +  0,050  =  +  0,024"». 

Für  i  =  10000"»  =  6Äq  verdoppelt  sich  dieses  Ergebnis  annähernd. 

Hieraus  kann  man  wohl  den  Schlufs  ziehen,  dafs  durch  kugel- 
förmige Massendefekte  in  deu  Aipen  bei  den  die  Pässe  überschreitenden 
Präzisionsnivellements  Schlufsfehler  von  10  Centimetern  zwar  entstehen 
können,  aber  nicht  gerade  sehr  wahrscheinlich  sind. 

Handelt  es  sich  nicht  um  den  Schlufsfehler,  sondern  um  den 
Fehler  der  nivellierten  Höhe  von  A  bis  C  im  Sinne  einer  Verbesse- 
rung auf  den  Wert  CO' ,  so  genügt  es,  die  Formel  (5)  oder  (7)  des 
vorigen  Paragraphen  auf  den  Linienzug  ACC  anzuwenden.  Dieses 
zeigt  sich  ohne  Schwierigkeit  mit  Rücksicht  auf  die  allgemeinen  Aus- 
drücke (1)  und  (4)  §  7  S.  518,  wenn  man  bedenkt,  dafs  der  analytische 
Ausdruck  der  Schweuestörung  für  CC  derselbe  ist,  wie  für  ein  verti- 
kales CB.  ACC  giebt  also  dieselbe  Wirkung  wie  ACB  im  Maximum 
bei  vertikalem  Abfall  von  CB.  Der  Maxmalfehler  der  nivellierten 
Höhe  ist  daher  ebenfalls  durch  Ausdruck  (2)  bezw.  (4)  gegeben. 

Vergleicht  man  diesen  durch  einen  kugelförmigen  Hohlraum  er- 
zeugten Fehler  mit  demjenigen ,  welcher  S.  520  unter  (10*)  aus  der 
Anziehung  der  Gebirgsmasse  abgeleitet  wurde,  so  erkennt  man  leicht, 
dafs  letzterer  in  der  Regel  der  bedeutendere  sein  -wird.  Gleichheit 
der  Wirkungen  entsteht  u.  a.  bei  /  =  2a  und  a  =  3Äq  rund,  ferner 
bei  /  =  3a  und  a  =  IhQ. 

§  14.  Zusammenfassung  vorstehender  Untersuchungen  über 
den  Einflufs  der  Anomalieen  der  Schwerkraft.  Wir  haben  im 
Vorstehenden  an  einigen  Beispielen  den  Eiuüufs  der  Anziehung  einer 
homogenen  Gebirgsmasse,  ferner  den  Einflufs  von  Dichtigkeitsunter- 
schieden in  derselben,  endlich  den  Einflufs  eines  bedeutenden  Massen- 
defektes  untersucht.  Es  dürfte  dieses  ausreichen.  Denn  was  anders 
geformte  Massendefekte  anbetrifft,  so  ist  doch  die  maximale  Wir- 
kung jedenfalls  gerade  bei  der  Kugelform  zu  suchen,  da  bei  einer 
Verteilung  eines  und  desselben  Volumens  nach  der  Lange  oder  Breite 
die  Anziehung  auf  die  verschiedenen  Seiten  des  Nivellementsprofils 
sieh  im  allgemeinen  mehr  der  Gleichmäfsigkeit  nähert.  Dieses  wurde 
z.  B.  für  die  Annahme  eines  cylindrischen  Hohlraumes,  dessen  Axe 
quer  zum  Nivellementsprofil  liegt,  genauer  untersucht  und  bestätigt 
gefunden*).     In  Bezug  auf  unterirdische  Massenanhäufungen  kann 


♦)  Vergleiche  Verfassers  Aufsatz  in  der  Zeitschrift  für  Vermessungswesm^ 
1883,  S.  27. 
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aufserdem  bemerkt  werden,  dafs  sie  weniger  schädlich  als  Defekte 
sind,  da  sie  nicht  in  gleichem  Sinne  wirken  wie  die  Anziehung  des 
Gebirges  bei  Ungleichheit  seiner  Abboschungen. 

Zu  den  vorstehend  berücksichtigten  Schwerestornngen  lokalen 
Charakters  können  allerdings  noch  solche  mehr  kontinentalen  Cha- 
rakters treten.  Diese  erlangen  aber  für  die  Schlufsfehler  nur  in  den 
seltenen  Fällen  Bedeutung,  wo  es  sich  um  solche  kontinental  aus- 
gedehnte Nivellements  handelt,  welche  bedeutendere  Höhen  an  ex- 
tremen Stellen  ersteigen  und  in  den  dazwischen  liegenden  Teilen 
nicht  wieder  verlassen.  In  Europa  existieren  Gebiete,  die  zu  der- 
artigen Nivellements  Veranlassung  geben  konnten,  nicht.  Wollten 
wir  auch  voraussetzen,  dafs  in  500^  Höhe  an  dem  einem  Abbange 
der  Alpen  in  der  Längsrichtung  derselben  ein  Nivellement  geführt 
würde,  welches  an  den  beiden  Enden  diese  ÖOO'"  erstiege  bezw.  ver- 
liefse,  so  würden  erst  dann  10  Centimeter  Schlufsfehler  durch  kon- 
tinentale Störungen  entstehen^  wenn  deren  Unterschied  für  beide 
Enden  G :  5000  betrüge,  wofür  nach  §  29  S.  215  u.  ff.  und  §  37  S.  244 
wenig  Wahrscheinlichkeit  vorhanden  ist. 

Man  ersieht  hieraus,  dafs  die  Schwerestörungen  in  europäischen 
Nivellements  wahrscheinlich  keine  Schlufsfehler  erzeugen  werden,  die 
bei  Zusammenwirken  verschiedener  Ursachen  im  ungünstigsten  Falle 
1  bis  2  Decimeter  überschreiten ;  meist  werden  dieselben  kleiner  sein. 

Ein  anderes  ist  es  mit  den  Nivellementsergebnissen  für  die 
Meereshöhen]  hier  können  zusammengenommen  die  Fehler  recht  wohl 
V2  Meter  betragen.  Da  aber  diese  Fehler  in  den  Nivellements- 
polygonen sich  nahezu  aufheben,  so  sind  sie  wenigstens  insofern  nicht 
schädlich,  als  sie  das  Zustandekommen  bestimmter  Angaben  für  die 
Meereshöhen  innerhalb  der  Genauigkeit  der  Beobachtung  nicht  ver- 
hindern.    (§  6  S.  514.) 

§  15.  Die  anormale  Depressionsdifferenz  zwischen  Rfick- 
und  Torblick. 

Wir  haben  jetzt  zu  untersuchen,  welchen  Einflufs  eine  Ver- 
schiedenheit der  Krümmung  derjenigen  Niveaufläche,  zu  welcher  die 
Visieraxe    des  Nivellierinstruments    als 

Tangente  gedacht  wird,  rück-  und  vor-  <^f^\-"  ~'s^ — 1 *J  "^"-^f' 

wärts  bei  gleichen  Zielweiten  auf  die 
Zielhöhendifferenz  ausübt,  d.  h.  wie  grofs 
in  der  Bezeichnung  der  Fig.  83  des  §  2 
S.  502  die  Differenz  d^  —  d^  für  einen 
Stand  ist.  In  §  5  S.  511  ist  die  Unter- 
suchung bereits  für  die  normale  Krüm-  ^' '  ' 
mung  der  Niveauflächen  durchgeführt;  nunmehr  betrachten  wir  anor- 
male Krümmungen. 


•'•■ 
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Im  Anschlufs  an  die  Fig.  83  auf  S.  502  sei  jetzt  in  Fig.  90  /  der 
Durchkreuzungspankt  der  Vertikalaxe  und  Visieraxe  des  Instruments. 
Von  demselben  aus  zählen  wir  in  der  Tangente  Abscissen  |  und  nor- 
mal dazu  Ordinaten  g  der  Niveaufläche.  So  lange  nun  die  Entwick- 
lung nach  Taylors  Satz  zulässig  ist,  kann  man  setzen: 

Diese  Entwicklung  wenden  wir  an  auf  die  Punkte  2  und  1  der  Niveau- 

fiäche  in  gleichem  Abstände  y  ^^^'  ^^^  rückwärts,    g  ist  in  beiden 

Punkten  von  den  Depressionen  d  nicht  wesentlich  verschieden.  Wir 
erhalten  also: 

"^  2  VdgV/      4+6   Wh      8   T^--- 

und  hieraus: 

Für  ein  zusammengesetztes  Nivellement  häufen  sich  diese  Fehler 
aU;  solange  die  Werte  des  in  der  Formel  (1)  auftretenden  Differential- 
quotienten für  die  successiven  Stände  gleiches  Vorzeichen  besitzen. 
Nehmen  wir  aber  an,  dafs  das  Nivellement  nahezu  horizontal  in  einer 
Vertikalebene  verläuft  und  keine  ünstetigkeiten  oder  solchen  gleich 
zu  achtende  rasche  Änderungen  in  der  Krümmung  der  betreffenden 
Niveauflächen  vorkommen,  sodafs  für  kleine  Strecken  von  der  Länge  ^ 
stark  konvergente  Taylor  sehe  Entwicklungen  möglich  sind,  welche 
in  der  oben  angewandten  Abkürzung  für  ^2  —  ^1  ^^^^  brauchbare  An- 
näherung geben,  so  läfst  sich  die  Reihe  der  ^2  "  ^1  summieren. 

Zu  dem  Zwecke  beachten  wir,  dafs  für  den  Punkt  J  der  Krüm- 
mungsradius Q  des  Vertikalschnittes  der  Niveaufläche  in  Richtung  d^s 
Nivellements  durch  die  Relation 

■     j-mi  <^) 

gegeben  ist.  Zählt  man  nun  horizontale  Entfernungen  S  vom  An- 
fangspunkt des  Nivellements  ab,  so  ist  sehr  nahe  <S  »»  5/  «^  |,  worin 
sich  Sj  auf  Stand  /  bezieht.  Man  kann  hiermit  und  mit  Rücksicht 
auf  (2)  die  Formel  (1)  wie  folgt  schreiben: 

«2  —  »1  —    24  "üTiS         I-  -  .  .  . 

Nunmehr  wird  bei  gleichen  Stationslängen  5: 

2  «''-'•)-&i:^i^  "'+■■■■ 
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wobei  für  den  einen  der  Faktoren  s  das  Symbol  dS  gesetzt  ist.  Die 
Summierang  rechter  Hand  kann  mit  Rücksicht  auf  die  Voraussetzung 
der  Stetigkeit  der  Krümmung  durch  Integration  bewirkt  werden  und 
giebt 

Hierin  bezeichnet,  um  es  nochmals  hervorzuheben,  s  die  Stationslänge, 
und  die  Formel  gilt  nur,  wenn  auf  Strecken  von  Stationslänge  keine 
starken  Krüramungsänderungen  vorkommen  —  oder  mit  andern 
Worten,  solange  1  :  q  sich  innerhalb  Strecken  von  Stationslänge 
nahezu  gleichmäfsig  mit  dem  Orte  ändert.  Die  durch  (3)  gegebene 
Summe  hat  den  Sinn  einer  Verbesserung  des  Nivellementsresultates. 

H,  Bruns,  welcher  in  seiner  Figur  der  Erde  S.  39—41  dieselbe  Sache 
behandelt,  betrachtet  nur  die  einzelne  Station,  wobei  er,  anstatt  des 
Differentialquotienten  die  Amplitudendifferenz  einführt.  Auf  diese  Formel 
kommen  wir  weiter  unten.  Oudemans  giebt  dagegen  in  seiner  S.  513  citierten 
Abhandlung  eine  integrale  Formel,  ohne  jedoch  die  Krümmungsradien 
einzuführen.  Er  erkennt  aber  bereits,  dafs  nur  die  Differentialquotienten 
für  die  Endpunkte  ins  Resultat  eingehen. 

Nach  der  Formel  (3)  kann  man  auch  die  Aufgabe  des  §  5  S.  511 
behandeln.  Für  ein  Nivellement  vom  Äquator  nach  dem  einen  der 
Pole  hat  man,  wenn  das  Erdellipsoid  zu  gründe  gelegt  wird,  aus  dem 
bekannten  Ausdruck  für  den  Meridiankrümmungsradius  Bd.  1   S.  44: 

\  Q  / Anfmng  Oq  (1  — "  «*)  \q  /Ende  a©        ' 

hiermit  folgt 

2i.ä^-ä,) e'jl*-.  (4) 

was  mit  (6)  S.  513  übereinstimmt. 

Führt  das  Nivellement  über  eine  annähernd  kugelförmige  Massen- 
anhäufung (oder  über  einen  solchen  Massendefekt)  hinweg,  so  wird  die 
Summe  (3)  ein  Maximum  für  die  Strecke  von  Qmax  bis  Qminy  vergl. 
§  2  (13)  und  (14)  S.  272  u.  273.  Bezeichnen  wir  mit  R  den  Radius 
der  ungestörten  Niveaufläche,  so  wird  alsdann 


U /Anfang  ~    Ä    \  IJ^Ö     9^  V) 

(T/Knde       =  "JB    y  +    ©~  «'  )  ' 


unter  Abkürzung  von  8/lü  :  125  auf  1  :  5  folgt  daher: 

^('^^-'^O^^^-l^  (5) 

Hierin  ist  a  der  Radius,  i  die  Tiefe  des  Mittelpunktes  der  störenden 
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Masse,  &  :  Sm  das  Verhältnis  ihrer  Dichtigkeit  zur  mittleren  Dichtig- 
keit der  Erde. 

Für  die  abnormen  Werte  0  =  ®tn  und  s  «=  200"»  wird  hiemach: 


^{d,-d,)^y,'---. 


Nicht  wesentlich  erheblicher  wird  der  Betrag  bei  einem  Nivelle- 
ment, das  durch  einen  in  der  Grundfläche  eines  Gebirgsrückens  ge- 
legenen Tunnel  führt,  oder  auf  einer  Brücke  über  ein  prismatiscJies 
Thal  hinweg  schreitet.  Zwar  kommt  hier  der  Krümmungsradius  null 
vor,  wie  aus  S.  304  ersichtlich  ist;  aber  das  Gebiet  der  kleinen 
£j*ümmungsradien  reduziert  sich  nach  S.  305  in  allen  Fällen  auf  einen 
verschwindend  kleinen  Umfang.  Zur  Erlangung  eines  Maximaleffektes 
für  den  ersten  der  oben  erwähnten  Fälle,  das  Tunnelnivellement, 
wird  man  nach  S.  303  (6) 

setzen  können ,  während  nach  S.  305 

1  1     , .      1 

—  —  =  -«  D    bis  — 

anzunehmen  ist.     Damit  giebt   der  Ausdruck  (3)  für  den  absoluten 
Wert  des  in  Rede  stehenden  Einflusses  die  Relation: 

d.  i.  0,5  Millimeter  bei  s  =  200"». 

Hierbei  ist  nun  allerdings  der  Einflufs  nicht  gerechnet,  den  der 
rasche  Krümmungs Wechsel  an  der  Eintrittsstelle  in  den  Gebirgs- 
rücken ausübt.  Wie  jedoch  aus  S.  300  (7)  und  (8),  insbesondere  auch 
aus  den  Tabellen  daselbst  hervorgeht,  sind  für  die  kleine  in  be- 
tracht  kommende  Strecke  im  Betrage  von  nicht  mehr  als  einer 
Stationslänge  die  Änderungen  der  Lotablenkungen  so  gering,  dafs 
von  einem  nennenswerten  Einflufs  derselben  auch  nicht  die  Rede 
sein  kann. 

Betrachten  wir  endlich  noch  den  Fall,  dafs  ein  Nivellement^ 
welches  bis  zum  Fufse  eines  halbkugelförmigen  Berges  gelangt  ist,  in 
einem  Tunnel  durch  denselben  hindurch  geführt  wird  (womit  zugleich 
im  wesentlichen  der  Fall  der  Überschreitung  einer  halbkugelförmigen 
Finge  auf  einer  Brücke  erledigt  ist).  Hier  steigt  9  aufserhalb  von  R 
bis  2/{,  welcher  Wert  an  der  Eintrittsstelle  stattfindet;  innerhalb  ist 
^s=s  0,8/2.  Aufserhalb  wird  bis  zur  Eintrittsstelle  im  Sinne  einer 
Verbesserung: 

2(^.-rf,)  =  -W-  (7) 
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Dazu  tritt  die  Depressionsdifferenz  für  die  Aufstellung  an  der  Ein- 
trittsstelle. Erfolgt  die  Aufstellung  genau  am  Beginn  des  Berges^ 
so  ist  diese  Depressionsdifferenz  gleich 

'^»-'*«  =  -Ä-(t-y)  =  w  W 

unter  der  Annahme ,  dafs  bei  Berechnung  der  Depressionen  auf  die 
Strecke  s :  2  der  Krümmungsradius  q  sowohl  aufserhalb  wie  innerhalb 
konstant  gesetzt  werden  darf,  eine  Annahme,  von  deren  Zulässigkeit 
man  sich  leicht  überzeugt.  Die  Differenz  (8)  ist  nun  zwar  weit 
gröfser  als  die  Summe  (7),  aber  sie  beträgt  für  s  =  200"*  doch  nur 
0,6  Millimeter. 

Man  sieht  zugleich  aus  diesem  Beispiel,  dafs  einzelne  Diskontinui- 
täten mehr  zu  fürchten  sind,  als  die  langsameren  Krümmungswechsel. 
In  dieser  Beziehung  ist  noch  folgendes  Beispiel  bemerkenswert,  wobei 
wir  an  die  Gleichung  (5)  §  23  S.  39,  welche  sich  auf  den  Krümmungs- 
wechsel bei  normalem  Eintritt  aus  der  freien  Luft  in  eine  senkrechte 
Felswand  bezieht,  anknüpfen.  Nivelliert  man  nämlich  bei  ent- 
sprechenden Verhältnissen  über  eine  Brücke  direkt  in  einen  Tunnel 
hinein  und  steht  gerade  in  der  Grenzfläche  des  vertikalen  Felsens, 
so  ist  angenähert 

also  nach  jener  Relation 

^2-^1  =  -^-  (9) 

Für  s  =  200»»  giebt  dieses  1,2  Millimeter. 

Dieser  Betrag,  welcher  als  das  Maximum  anzusehen  ist,  welches 
durch  Diskontinuitäten  entstehen  kann,  wird  jedoch  ebenso  wenig 
wie  die  weiter  oben  angegebenen  Beträge  in  der  Praxis  erreicht,  da 
die  Stationslängen  s  meist  erheblich  kleiner  als  200^"  sind. 

§  16.  Fortsetzung:  Die  anormale  Depressionsdifferenz  im 
Gebirge.  Nivelliert  man  einen  Berg  hinauf,  so  steht  man  bei  jeder 
Instrumentaufstellung  unter  dem  Einflufs  sehr  rascher  Krümmungs- 
änderung. Es  ist  noch  zu  untersuchen,  ob  hieraus  eine  schädliche 
Anhäufung  entstehen  kann.  Wir  geben  zum  Zwecke  dieser  Unter- 
suchung der  Formel  (1)  des  vorigen  Paragraphen  eine  andere 
Gestalt 

Aus  der  Formel  für  g  daselbst  S.  540  oben  folgt: 

Bezeichnen  wir  den  Differentialquotienten  absolut  genommen  mit  u 
und  zwar,  vergl  Fig.  90  S.  539,  für  Punkt  2  mit  i/j,  für  1  mit  u, , 
80  ist: 
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und  daher: 

hiermit  giebt  Gleichung  (1)  des  vorigen  Paragraphen: 

tfi-'^i^lK- «.)  +  ••••  (0 

u  ist  die  Amplitude,  welche  die  Lotrichtung  von  7,  dem  In* 
strumentstand ,  bis  Punkt  2  bezw.  1  beschreibt^  wobei  wir  der  Ein- 
fachheit halber  von  den  Abweichungen  der  Lotrichtung  in  Punkt  1 
und  2  gegen  die  vertikale  Visierebene  /  absehen.  Bezeichnet  mau 
die  Störungen  der  beiden  Werte  u  mit  äu^  so  kann  man  anstatt 
(1)  auch  schreiben: 

ä2-ä,=-^{du,-du,)  +  ...,  (2) 

da  der  Einflufs  der  normalen  Werte  von  u  bereits  als  unerheblich 
nachgewiesen  ist. 

Die  du  lassen  sich  aber  durch  die  Lotstörungen  J  in  den  Punkten 
/,  1  und  2  ausdrücken.  Nimmt  man  J  positiv,  wenn  es  einer  An- 
ziehung in  Richtung  des  fortschreitenden  Nivellements  entspricht,  so 
wird 

d«2  =  -^/  —  ^^2 

<Jtt,  =  J,  —  ^j.  (^^ 

Von  diesen  Formeln  machen  wir  nun  eine  Anwendung  auf  ein 
Nivellement,    welches  im    mittleren  Profil  eines   im  Verhältnis   zur 

Breite  langen  prismatischen 
Gebirgsrückens  vom  Fufse  A 
nach  dem  Kamme  C  geführt 
wird,  Fig.  91.  Nach  den  ünter- 
'//g//^/'/  suchuugen  im  4.  Kapitel  scheint 
^^•®^-  hier  Aussicht  zu  sein,  einen 

besonders  grofsen  Betrag  für  d^  —  d,  zu  erhalten,  wie  aus  Formel  (7) 
S.  300,  welche  für  A  in  der  Nähe  des  Fufses  A  gilt,  ersichtlich  ist 
Es  kommen  übrigens,  wie  man  leicht  erkennt,  ganz  allgemein  in  (2) 
nur  diejenigen  Teile  von  A  zur  Geltung,  welche  weder  konstant  noch 
der  Entfernung  proportional  sind. 

Nehmen  wir  nun  an,  dafs  für  einen  Instrumentstand  /  linker 
Hand  von  A^  Fig.  91,  der  Punkt  2  mit  A  selbst  zusammenfallt  und 
beachten,  dafs  in  der  erwähnten  Formel  (7)  —  <$\  die  Abstände 
von  A  nach  links  bezeichnet,  so  ist  —  ^\  für  die  Punkte  1 ,  J  und  2 
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bezw.  gleich  s,  s  :2  und  nqll  einzuführen.     Abgesehen  von  den  un- 
wesentlichen Teilen  in  j1  wird  dann: 


A- 

'  K 

sin  2^.^ 

?  log  nat  5 

Jj^ 

'K 

sin  2^- 

-|-  log  nat 

8 
2 

A,^ 

=  0; 

1 

damit 

geben 

die  Formeln 

(3) 

und  (2); 

ä. 

-d,= 

=  — 

2i:iog^nat2    ^,  ^.^ 

2A 

(4) 

Führen  wir  für  K  nach  S.  287  (8)  sowie  für  log  nat  2  die  Werte  ein 
und  zerlegen  sin  2 i^  in  2  sin  ^  cos  Ay  so  folgt: 

d   --  d   =—  ^'s^^^coa^    Meter  r4*^ 

»2      «1—         230  000  000    ^^^^y  y^  ) 

für  s  in  Metern. 

Nehmen  wir  einen  Augenblick  an,  dafs  dieser  Ausdruck  für  jeden 
Stand  von  A  bis  C  Geltung  habe  und  beachten,  dafs  s  tan  A  alsdann 
der  Zielhöhendifferenz  eines  Standes  gleich  ist,  während  die  Summe 
der  Zielhöhendifferenzen  von  A  bis  C  gleich  h^  wird,  so  ergiebt  sich 
für  das  Nivellement  von  A  bis  C  angenähert: 

Dieser  Ausdruck  würde  unter  der  oben  gemachten  Voraussetzung 
allgemeiner  Geltung  von  (4*)  nicht  nur  für  das  Nivellement  im  Quer- 
profil, sondern  auch  für  ein  Zickzacknivellement  von  A  bis  C  gelten, 
wenn  s  die  auf  das  Querprofil  AGB  projizierte  Stationslänge  bedeutet. 
Ist  nämlich  s  die  wirkliche  Stationslänge  und  v  ihre  Neigung  im 
Grundrifs  gegen  s,  so  ist  das  beim  Zickzacknivellement  in  Formel 
(2)  auftretende  Produkt  s(ßu^  —  *"/)>  worin  die  du  die  Störungen 
der  wirklichen  Amplituden  sind,  gleich  dem  Produkt  5  (dti^  —  dt/^), 
welches  im  Querprofilnivellement  zur  Strecke  $  gehört,  weil  5=/co8i/, 
A'  =^  A  cosi/  und  also  du  =  du  cosv  wird. 

Die  Summe  (5)  bleibt  selbst  für  die  bedeutenden  Werte  5==  200"» 
und  Äfl  =  2500*'»  absolut  genommen  kleiner  als  rund  2  Millimeter. 

Allein  dieser  Betrag  ist  noch  viel  zu  grofs,  weil  der  Ausdruck  (4*) 
für  mittlere  Teile  des  Berges  viel  zu  viel  giebt.  Dieses  zeigt  die 
Betrachtung  der  Verhältnisse  für  einen  Punkt  P^  der  aufserhalb  des 
Gebirges  nahe  bei  dem  Hange  A  C  gelegen  ist,  Fig.  91.  Für  denselben 
setzt  sich  die  Gesamtanziehung  aus  den  Anziehungen  der  drei  Prismen 
APBy  PCB  und  APC  zusammen,  wobei  der  allgemeine  Ausdruck  (5)  S.28] 
in  betracht  kommt.  In  diesem  Ausdruck  treten  die  Logarithmen  der 
Distanzen  AP^  BPxmd,  CP  auf.  Ist  eine  dieser  Strecken  sehr  klein, 
so  entspricht  einer  gleichmäfsigen  Verschiebung  von  P  eine  sehr  un- 

Helmert,    maUiem.  u.  pbysikal.  Theorieen  der  höh.  Geodäsie.  II.  36 
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gleichmäfsige  Änderung  der  Anziehung.  Dieser  Umstand  tritt  aber 
nur  nahe  bei  A  und  C^  jedoch  nicht  für  mittlere  Lagen  von  P, 
Fig.  91 ,  auf.  Die  Betrachtung  des  citierten  Ausdruckes  (5)  zeigt, 
dafs  alsdann  für  jedes  Prisma  bei  mäfsigen  Verschiebungen  von  P 
die  Änderung  dem  Differentialquotienten  proportional  gesetzt  wer- 
den kanij. 

§  17.  Der  Einflufs  der  durch  Mond  und  Sonne  bewirkten 
Lotstorung  auf  die  Niyellementsresaltate.  Die  Ausdrücke  für 
diese  Lotstörungen  sind  im  5.  Kap.  §  1  S.  384  angegeben.  Bewegt 
sich  das  Nivellement  im  südwestlichen  Azimut  a  vorwärts^  so  ist  die 
Depression  y  der  Visieraxe  vorwärts,  infolge  der  Lotstörung  gleich 

y  =  g  cos  a  +  ^  sin  a  ,  (1) 

wenn  g  und  i^  die  südliche  und  westliche  Komponente  der  Störung 
des  Zeniths  sind.    Nach  (8)  S.  384  wird 

y  =  ~  />  sin  2g  cos  (A  —  a),  (2) 

worin  t  die  Zenithdistanz  des  Gestirns ;  A  sein  Azimut  bezeichnet 
und  P  nachstehende  Werte  hat: 

für  den  Mond     P  =  0,0174"  ,    arc  P  =  1  :  12000000 
„    die  Sonne     P  =  0,0080" ,     arc  i>  =  1  :  23000000.        ^^^ 

Die  Verbesserung  der  Zielhöhe  vorwärts  ist,  bei  der  Entfernung  -^, 
gleich 

für  die  Zielhöhe  rückwärts  aber 

8 

Mithin  wird  die  Gesamtverbesserung  für  die  Zielhöhendifferenz 
rückwärts  —  vorwärts,  d.  h.  für  den  Höhenunterschied  „vorwärts  über 
rückwärts",  gleich  — sy^   oder  mit  Rücksicht  auf  (2)  gleich 

sP  sin  2g  cos(^  —  a)  .  (4) 

Hierin  ist  für  P  der  Wert  des  Arcus  nach  (3)  zu  setzen. 

Bezieht  man  g  und  A  in  (4)  auf  das  Mittel  der  Zeiten  von  Vor- 
und  Rückblick,  so  wird  die  kleine  Veränderung  in  g  und  A  zwischen 
Vor-  und  Rückblick  eliminiert  (abgesehen  davon,  dafs  diese  letzteren 
im  Mittel  von  symmetrischen  Wiederholungen  ohnehin  auf  dieselbe 
Zeit  fallen). 

Der  Betrag  des  Ausdruckes  (4)  ist  für  den  einzelnen  Stand  ganz 
unerheblich;  dennoch  kann  bei  ausgedehnten  Nivellements  eine  An- 
häufung zu  einem  merkbaren  Betrage  stattfinden. 
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Nehmen  wir  zunächst  an,  dafs  Mond  und  Sonne  genau  im  Äqua- 
tor stehen^  so  fallen  hei  Nivellements  auf  der  nördlichen  Hemisphäre 
immer  gleichzeitig 

g  auf  den  1.  Quadr.    und    A  auf  den  1.  oder  4.  Quadr.  , 
g  auf  den  2.  Quadr.    und    A  auf  den  2.  oder  3.  Quadr.  . 

Nivelliert  man  nun  nach  Süden  hin»  sodafs  a  =»  null  ist^  so  wird 
hiemach  der  Ausdruck  (4)  stets  positiv,  während  bei  Nivellements  in 
ostwestlicher  Richtung  mit  «  =  90  *^  ein  Vorzeichenwechsel  eintreten 
kann.  Bei  den  Nivellements  der  ersteren  Art  tritt  demnach  eine  An- 
häufung der  Fehler  (4)  ein,  während  bei  denen  der  letzteren  Art 
eine  Kompensation  stattfinden  kann,  z.  B.  bezüglich  der  Sonne,  wenn 
symmetrisch  zum  Mittag  beobachtet  wird.  Allerdings  bewegen  sich 
Mond  und  Sonne  nicht  genau  im  Äquator,  infolge  welches  Umstandes 
für  Stellungen  dieser  Gestirne  in  der  Nähe  des  Ost -Westvertikales 
der  Ausdruck  (4)  bei  a  =  null  auch  negativ  sein  kann;  da  aber  in 
diesem  Falle  zugleich  cos  A  kleine  Werte  hat,  so  herrschen  bei  nord- 
südlichen Nivellements  doch  schliefslich  die  positiven  Ausdrücke  vor. 
Durch  Wiederholung  der  Nivellements  in  umgekehrter  Richtung  lassen 
sich  die  Fehler,  wie  leicht  zu  sehen,  nicht  beseitigen. 

Das  vorstehend  erörterte  Verhalten  des  Ausdruckes  (4)  entspricht 
einer  Tendenz  der  Niveauflächen,  ihre  Abplattung  in  konstantem 
Sinne  zu  ändern.  Um  dieses  noch  von  einem  anderen  Gesichtspunkt 
aus  zu  erkennen,  betrachten  wir  das  Potential  ül  der  Anziehung 
von  Mond  und  Sonne. 

Nach  dem  5.  Kap.  §  1  (10)  S.  385  ist  dasselbe  für  Punkte  einer 
ungestörten  Niveaufläche  gegeben  durch  die  Formel: 

U  =  -i  6JÄ  -§  sm^p  cos^g  =  GRP  cos^f ,  (5) 

worin  P  als  Arcus  zu  verstehen  ist. 

Damit  nun  wieder  eine  Fläche  konstanten  Potentialwertes  ent- 
steht, mufs,  abgesehen  von  einer  Konstanten,  das  ungestörte  Niveau  um 

+  RP  cos^t  (6) 

gehoben  werden. 

Die  Deklination  (d.  i.  der  Aquatorabstand)  des  Mondes  schwankt 
aber  zwischen  —  30"  und  -|-  30®;  somit  liegt  an  den  Polen  g  für 

den  Mond  zwischen  60®  und  120®,  cos^g  zwischen  null  und  y    Am 

Äquator  dagegen  liegt  J  je  nach  Umständen  zwischen  30®  und  150® 
oder  0®  und  180®,  cos^g  also  zwischen  ^4  ""^  ^^^^  oder  1  und  null. 
Für  Aquatorpunkte  ist  demnach  der  Ausdruck  (6)  im  allgemeinen 
^röfser  als  für  Punkte  in  der  Nähe  der  Pole.  Die  Wirkung  des 
Mondes  (und  auch   diejenige  der  Sonne)    vergrofsert  somit  die  Ab- 
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plattung.  Jedoch  ist  der  Betrag  gering,  denn  der  Mittelwert  von  cos-g 
am  Äquator  übersteigt  für  den  Mond  nicht  Y27  ^^^  Unterschied  der 
Mittelwertß  der  Erhebungen  für  Äquator  und  Pol  also  beim  Mond  nicht 

yÄ/>,   d.i.    V4  Meter.  (7) 

Der  entsprechende  Einflufs  der  Sonne  ist  nahezu  die  Hälfte. 

Geringer  noch  als  diese  mittleren  Beträge  gestalten  sich  in  der 
Regel  die  Unterschiede  der  Wirkungen  auf  Ergebnisse  wiederholter  Ni- 
vellements, da  die  natürlichen  Verhältnisse  ungleichartigen  Anhäufungen 
des  Ausdruckes  (4)  nicht  günstig  sind.  Beim  Monde  ist  es  der  Umstand, 
daft  er  in  der  kurzen  Zeit  von  vier  Wochen  seinen  Umlauf  um  die 
Erde  vollendet.  In  dem  Resultat  eines  Nivellements  von  dieser  Dauer 
wird  daher  die  Wirkung,  wenn  immer  zu  denselben  Stunden  gearbeitet 
wurde,  bereits  einen  gewissen  mittleren  Betrag  annehmen,  der  für 
alle  Wiederholungen  nahezu  derselbe  bleibt.  Bei  der  Sonne  ist  es  da- 
gegen der  Umstand,  dais  in  der  Regel  behufs  Ausnutzung  günstiger 
Luftverhältnisse  die  Arbeit  des  Nivellierens  auf  die  ersten  Vormittags- 
sowie  die  späteren  Nachmittagsstunden  beschränkt  und  auf  diese  Zeiten 
wenigstens  annähernd  gleichmäfsig  verteilt  wird.  Infolge  dessen  werden 
sich  in  einem  zusammengesetzten  Nivellement  diejenigen  Teile  der 
Ausdrücke  (4),  welche  von  sin  2  g  sin  i^  abhängen,  grofsten teils  gegen- 
seitig aufheben,  während  den  von  8in2^cos^  abhängigen  der  geringe 
Betrag  dieses  Faktors  zu  den  betreffenden  Stunden  günstig  ist. 

Bei  Nivellements  innerhalb  Mitteleuropas  werden  nach  vorstehen- 
den Bemerkungen  in  der  Regel  kaum  ein  paar  Centimeter  Differenz 
zwischen  den  Ergebnissen  mehrfacher  Nivellements  selbst  für  die  entfern- 
testen Punkte  zu  befürchten  sein,  so  dafs  sie  ohne  Bedeutung  bleiben. 
Eine  Rücksichtnahme  auf  dieselben  würde  erst  notig  werden,  wenn  die 
Arbeitszeit  auf  bestimmte  Tagesstunden  in  bestimmten  Jahreszeiten 
beschränkt  würde.  Ein  hierher  gehöriger  Fall,  welcher  einen  mög- 
lichst grofsen  Widerspruch  zeigt,  ist  folgender.  Man  denke  sich,  dafs 
eine  1000*™  lange  Linie  von  ost- westlicher  Richtung  nur  in  den 
Sommermonaten  nivelliert  werde  und  zwar  wegen  des  Bonnenstandes 
streckenweise  vormittags  in  Richtung  nach  West,  nachmittags  zurück 
in  Richtung  nach  Ost.  Dann  wird  das  Resultat  für  den  Gesamt- 
höhenunterschied aus  den  Vormittagsnivellements  von  demjenigen  aus 
den  Nachmittagsuivellements  wegen  der  Wirkung  der  Sonnenanziehung 
nach  Formel  (4)  bis  zu  0,087"  abweichen  können,  während  die  Mond- 
anziehung keine  nennenswerte  Wirkung  zurückläfst. 

Auf  die  Nivellementsfehler  infolge  der  Anziehung  des  Mondes  und  der 
Sonne  weist  Vogler  hin  in  seiner  1873  erschienenen  Schrift  Ziele  und 
Hilfsmittel  geometrischer  Präzisionsnivellements,  S.  28.  Seine  Ergebnisse 
sind  jedoch  mit  %  zu  multiplizieren,  da  S.  27  vergessen  ist,  dafs  die  An- 
ziehungen auf  den  Erdmittelpunkt  und  den  Ort  P'  verschiedene  Richtungen 
haben. 
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§  18.  Zeitliche  Änderungen  der  Niveauflächen;  die  physi- 
sche Meeresflüche. 

Im  fönften  Kapitel  sind  verschiedene  Ursachen  erwähnt  worden, 
welche  zeitliche  Änderungen  der  Niveaufllichen  bewirken.  Wir  ver- 
weisen in  dieser  Hinsicht  besonders  auf  die  Paragraphen  21—24  S.  438 
u.  ff.  und  bemerken  hier  nur  zusammenfassend,  dafs  alle  diese  Ände- 
rungen sehr  klein  sind  und  in  der  Regel  einen  säkularen  Charakter 
haben,  dergestalt  dafs  eine  in  kurzer  Zeit  merkbare  Änderung  von 
Höhendifferenzen  mit  grofser  Wahrscheinlichkeit  stets  auf  physische 
Punktverschiebungen  zurückzuführen  sein  wird. 

Wir  müssen  nun  noch  erwähnen,  dafs  die  zeitlichen  Änderungen 
des  Erdkörpers,  welche  durch  die  Anziehung  von  Mond  und  Sonne 
erzeugt  werden  (Flut  und  Ebbe),  sowie  diejenigen,  deren  Ursache  die 
Wärmebewegung  auf  der  Erdoberfläche  ist,  bewirken,  dafs  die  physi- 
sche Meeresoberfläche  keine  genaue  Niveaufläche  bildet,  selbst  nicht 
in  den  sogenannten  Mittelwasserständen*).  Die  letztere  Thatsache 
ist  durch  die  Präzisionsnivellements  sicher  konstatiert;  es  existieren 
Differenzen  von  mehreren  Decimetern  entlang  der  Küste  der  Ostsee, 
der  Nordsee  und  der  französischen  Küste  des  Oceans;  das  Mittel- 
wasser des  Mittelmeeres  bei  Marseille  zeigt  sogar  ungefähr  V»*"  De- 
pression gegen  dasjenige  der  Nordsee  bei  Amsterdam**). 

Kür  die  Gradmessungen  und  auch  für  die  Schweremessungen  ist 
es  von  Wichtigkeit,  dafs  die  Mitt^lwasserstände  in  möglichster  Aus- 
dehnung für  die  ganze  Kontinentalküste  untersucht  werden.  Nur  auf 
diese  Weise  ist  es  möglich,  eine  Vorstellung  davon  zu  erhalten,  wieviel 
Unterschied  zwischen  den  Meereshorizonten  bestehen  kann,  auf  welche 
sich  die  Gradmessungen  derjenigen  Kontinente  beziehen,  für  die  eine 
Verbindung  durch  Nivellements  nicht  möglich  ist.  Wenn  diese  Unter- 
schiede, wie  es  wahrscheinlich  ist,  ein  paar  Meter  nicht  überschreiten, 


*)  Vergl.  die  Verhandlungen  der  permanenten  Kommission  der  europäischen 
GradmesBung  1878  in  Hamburg,  Berlin  1879,  S.  57—66,  sowie  die  Verhandlungen 
derselben  Kommission  1882  im  Haag,  Berlin  1883,  S.  51  und  113. 

Eine  sehr  gute  Übersicht  giebt  Bd.  5  der  „Nivellements  der  Landesauf- 
nahme" Berlin  1883,  S.  141  und  142.  Auch  ist  zu  vergleichen  ^ßeihtj  das  Mittel- 
wasser der  Ostsee  bei  Swinemünde'*,  Berlin  1881,  S.  86  u.  ff. 

Dieee  letztere  Schrift  enthält  u.  a.  auch  den  praktischen  Nachweis,  dafs 
zur  Bestimmung  des  Mittelwassers  täglich  eiun.alige  Beobachtungen  des  Wasser- 
standes an  Stelle  kontinuierlicher  Registrierungen  ausreichen.  Wenn  aber  im 
achten  Abschnitt  dieser  Schritt  bei  der  Untersuchung  des  Verlaufes  des  Mittel- 
wassers entlang  der  Ostseeküste  das  Mittelwasser  der  Nordsee  bei  Kuxhaven 
gewissermafsen  als  westlichster  Punkt  der  Ostsee  behandelt  wird,  so  ist  dies 
ein  Verfahren,  das  die  ganze  Untersuchung  dieses  Abschnittes  wertlos  macht 

**)    Vergl.  hierzu  im  allgemeinen  noch  BrunSt  Figur  der  Erde,  S.  4  u.  ff. 

Was  die  angegebene  Depression  des  Mittelmeeres  gegen  die  Nordsee  anbetrifft, 
so  wird  deren  Betrag  sich  durch  Berücksichtigung  der  Variation  der  Schwerkraft 
mit  der  geogr.  Breite  nach  §5  8.  510  noch  am  mehrere  Decimeter  vermindern. 
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80  kommt  denselben  allerdings  mit  Bücksicht  auf  die  anderen  Ur- 
sachen von  Nichtübereinstimmung  der  Beobacfatungsdaten  bei  der  Er- 
mittelung der  Erdgestalt  keine  Bedeutung  zu.  Nur  für  die  Höhen- 
messungen selbst  ist  es  von  Wichtigkeit  immer  denselben,  durch  einen 
Festpunkt  zu  bezeichnenden  Horizont  anzuwenden,  der  möglichst  in 
die  durchschnittliche  Höhe  der  Mittelwasser  zu  verlegen  ist,  sobald 
es  sich  um  die  Erde  im  allgemeinen  handelt.  Dieser  Horizont,  d.  h. 
die  denselben  bezeichnende  Niveaufläche,  ist  der  naturgemäfse  Ersatz 
der  mathematischen  Erdoberfläche^  an  deren  Höhenlage  nach  der  Bd.  1 
S.  5  gegebenen  Definition  praktisch  genommen  eine  Unklarheit 
haftet. 


Achtes  Kapitel. 
Die  trigonometrisclie  Höhenmessnng. 

Mit  Bemerkungen  über  die  Lateralrefraktion 
und  die  Aberration. 
§  1.  Die  Bedeutung  der  trigonometrischen  Hohenmessung. 

Bereits  Bd.  1  S.  520  ist  gezeigt  worden,  dafs  die  Messung  einer  Zenith- 
distanz  von  einem  Punkte  der  Erdoberfläche  nach  einem  anderen  nur 
insofern  eine  Gleichung  für  die  Höhendifl^erenz  beider  Punkte  liefert, 
als  die  Höhen  der  Punkte  nicht  als  Meereshöhen,  sondern  als  Höhen 
über  einem  Referenzellipsoid  gedacht  werden,  gegen  welches  die  Lot- 
abweichungen in  den  betreffenden  Punkten  bekannt  sind.  Die  soge- 
nannte trigonometrische  Hohenmessung  ist  also  kein  Konkurrent  der 
geometrischen  Hohenmessung*).  Denn  während  diese  bei  geeigneter 
Reduktion  Meereshöhen  H  liefert,  giebt  jene  die  Summen  N  -\-  H  ans 
der  Höhe  N  des  Geoides  über  dem  Referenzellipsoid  und  der  Meeres- 
höhe H,  Liegen  aber  beiderlei  Messungen  vor,  so  kann  N  ermittelt 
werden. 

Zenithdistanzmessungen  geben  hiernach  ein  Mittel  an  die  Hand, 
für  einzelne  Punkte  der  Erdoberfläche  den  Abstand  des  Geoides  von 
einem  Referenzellipsoid,  in  Bezug  auf  welches  die  Lotabweichungen 
bekannt  sind,  abzuleiten. 

Eigentlich  kann  man  das  Referenzellipsoid  ganz  entbehren  und 
direkt  aus  den  Messungen,  welche  zur  Kenntnis  der  Lotabweichungen 
führen,  sowie  aus  den  Zenithdistanzmessungen  die  Lage  der  betrach- 
teten Punkte  bezüglich  eines  willkürlich  gewählten,  rechtwinkeligen 
Axensystems  ermitteln.  Dieses  ist  konstruktiv  in  folgender  Weise  zu 
erkennen. 


•)  Im  Schlufsparagraphen  dieses  Kapitels  wird  etwas  eingehender  unter- 
sucht, inwieweit  trigonometrißche,  ohne  Hilfe  von  Lotablenkungen  berechnete 
Höhendifferenzen  den  MeereBhöhen  entsprechen. 
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Durch  einen  Punkt  P^  denke  man  sich  eine  Linie  als  Parallele 
zur  Erdaxe  und  eine  Ebene  als  Meridianebene,  jene  Parallele  ent* 
haltend;  gelegt.  Die  Messung  der  geographischen  Breite  von  P|  ge- 
stattet die  Angabe  der  Lotrichtung  in  der  Meridian  ebene,  die  Messung 
des  Äzimutes  nach  einem  Punkte  P.^  giebt  eine  in  P^  vertikale  Ebene 
durch  P2  und  die  Messung  der  Zenithdistanz  (abgesehen  von  der  Re- 
fraktion) in  dieser  Ebene  eine  Gerade,  auf  welcher  P2  liegt.  Wird 
nun  noch  die  gerade  Entfernung  P^  P^  durch  direkte  Messung  bekannt; 
so  läfst  sich  die  Lage  von  P2  sofort  konstruieren. 

Wenn  der  geographische  Längenunterschied  von  P^  und  P2  ge- 
messen ist;  so  kann  man  mittelst  desselben  hierauf  die  Meridianebene 
von  P2  finden  und  mit  Hilfe  der  geographischen  Breite  von  P^  sodann 
in  derselben  die  Lotrichtung  von  P^.  Fehlt  jener,  so  gestattet  die  Kennt- 
nis des  in  P2  nach  P^  gemessenen  Äzimutes  und  der  geographischen 
Breite  von  P2  (abgesehen  von  äquatorialen  Gegenden)  die  Konstruk- 
tion der  Lage  von  Meridianebene  und  Lotrichtung  für  P2,  wie  die 
Betrachtung  der  dreiseitigen  Ecke  lehrt,  welche  in  Pj  ^^^  ^^^  Rich- 
tung nach  Pj,  einer  Parallelen  zur  Erdaxe  und  der  Vertikalen  ge- 
bildet wird. 

Sind  nun  weiter  in  Pj  und  P^  nach  einem  Punkt  P^  die  Hori- 
zontalwiokel  gemessen;  aufserdem  in  P^  oder  P2  die  Zenithdistanz, 
so  ergiebt  sich  P.^,  u.  s.  w. 

Erhellt  aus  vorstehender  Erläuterung  die  Möglichkeit,  ohne  Ein- 
führung eines  Referenzellipsoides  das  System  der  Punkte  zu  kon- 
struieren und  zu  berechnen,  so  wäre  es  doch  unpraktisch,  bei  der 
wirklichen  Ausführung  der  Rechnung  nicht  die  Thatsache  zu  be- 
nutzen, dafs  ein  mäfsig  grofser  Teil  des  Geoides  immer  nur  geringe 
Höhenabweichungen  gegen  ein  passendes  Referenzellipsoid  haben  kann. 
Man  wird  vielmehr  die  Horizontalwinkelmessungen  und  astronomischen 
Bestimmungen  zunächst  für  sich  mit  Benutzung  eines  Referenzellipsoides 
nach  §  19  S.  560  des  ersten  Bandes  bearbeiten  und  darnach  erst  mit 
Hilfe  der  erlangten  Resultate  die  Zenithdistanzmessungen  verwerten. 

Wenn  es  bei  der  oben  angegebenen  Konstruktion  des  Punktsys- 
tems unmittelbar  klar  ist,  dafs  eine  hypothesenfreie  Bestimmung  vor- 
liegt, so  läfst  sich  doch  auch  bei  der  Einführung  eines  Referenzellip- 
soides in  die  Rechnung  nicht  behaupten;  dafs  zur  Bestimmung  des 
Geoides  eine  das  Wesen  der  Resultate  bedingende  Hypothese  über 
dessen  Form  gemacht  sei;  es  wird  nur  vorausgesetzt,  dafs  ein  erst- 
gewähltes Referenzellipsoid;  welches  zu  grolse  Abweichungen  vom 
Geoid  zeigt,  durch  ein  genügenden  Anschlufs  gewährendes  Referenz- 
ellipsoid ersetzt  werden  kann  und  ersetzt  wird. 

Durch  den  Umstand,  eine  hypothesenfreie  Bestimmung  der  Lage 
einer  Schaar  von  Punkten  des  Geoides  zu  geben,  empfiehlt  sich  die 
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Verwendung  der  Zenithdistanzmessungen  in  Verbindung  mit  astro- 
nomisch-geodätischen Rechnungen  nach  dem  Verfahren  des  §  19 
S.  560  Bd.  1  theoretisch  in  hohem  Grade,  weil  es  thatsachlich  kein 
anderes  hypothesenfreies  Verfahren  zu  Spezialstudien  über  das  Geoid 
giebt.  Wir  können  ohne  Hypothese  allenfalls  aus  Mondbeobach- 
tungen in  äquatorialen  Gegenden  kontinentale  Und ulationen  des  Geoides 
ableiten  (6.  Kapitel) ,  wir  werden  mit  der  Zeit  wohl  auch  mittelst 
Schweremessungen  über  die  kontinentalen  Undulationen  des  Geoides 
einige  Aufschlüsse  erhalten  (3.  Kapitel);  wollen  wir  aber  Spezial- 
studien anstellen^  so  bleiben  uns  von  den  bisher  erwähnten  Methoden 
nur  die  Krümmungsmessungen  (Gradmessungen).  In  §  21  S.  564  u.  ff. 
des  ersten  Bandes  ist  angegeben,  wie  mittelst  solcher  Messungen  das 
Geoid  im  Detail  studiert  werden  kann.  Als  gröfster  Mangel  tritt 
dabei  der  umstand  hervor,  dafs  man  die  Stationen  sehr  dicht  legen 
mufs,  ehe  mit  Sicherheit  ein  regelmäfsiger  Verlauf  der  Lotabweich- 
ungen zu  erwarten  ist.  Der  Grund  davon  ist  das  im  ersten  Kapitel 
erörterte  Vorkommen  von  sehr  raschen  Änderungen,  sogar  von  Dis- 
kontinuitäten in  der  Krümmung  der  Niveauflächen. 

Dagegen  tritt  als  Übelstand  bei  der  praktischen  Verwertung  des 
Verfahrens  mit  Zenitbdistanzmessungen  der  Umstand  hervor,  dafs  die 
Resultate  von  der  Refraktion  zu  befreien  sind,  was  ohne  Hypothesen, 
die  in  der  Regel  nur  eine  rohe  Annäherung  versprechen,  gar  nicht 
geschehen  kann.  Zur  Zeit  dürfte  es  noch  fraglich  erscheinen,  ob  man 
diesen  Übelstand  einmal  genügend  überwinden  lernen  wird,  während 
bei  dem  vorher  erwähnten,  theoretisch  unvollkommenen  Verfahren 
durch  fortgesetzte  Verdichtung  des  Netzes  der  Stationen  ohne  Zweifel 
die  Un Vollkommenheit  der  Theorie  mehr  und  mehr  unschädlich  ge- 
macht und  die  Genauigkeit  in  wünschenswertester  Weise  gesteigert 
werden  kann.     (Vergl.  hierzu  noch  §  18  dieses  Kapitels.) 

Die  obeD  auseinandergesetzte  Methode  der  Bestimmung  des  Geoides 
aus  Zenitbdistanzmessungen  ist  1878  von  Brtma  in  seiner  Figur  der  Erde 
auf  S.  45—49  in  den  Grundzügen  in  klarer  Weise  dargestellt  worden. 
Bruns  setzt  für  die  Realisierung  derselben  grofse  Hoffnungen  auf  eine 
Ausbildung  der  Theorie  der  Refraktion. 

Die  Methode  ist  übrigens  nicht  neu  und  bereits  1868  von  Villarceau 
empfohlen  worden  (Comptes  rendtis  1868  Bd.  67  S.  1275;  vergl  hierzu  auch 
bei  uns  im  ersten  Band  S.  586).  Villarceau  scheint  jedoch  mehr  Ver- 
trauen in  die  Methode  der  Krümmungsmessungen  zu  setzen,  obgleich  er 
bezüglich  der  Refraktion  von  günstigen  Resultaten  zu  berichten  weifs. 

Dafs  man  aus  gegenseitigen  Zenithdistanzmessungen  bei  bekannter 
Entfernung  wenigstens  der  Theorie  nach  den  Krümmungsradius  bestimmen 
kann,  wufäte  schon  Kepler,  und  Grimaldi  und  Biccioli  versuchten  eine 
Anwendung  des  Verfahrens,  allerdings  mit  schlechtem  £rfolg  {Wolf,  Hand- 
buch, Bd.  2  1872,  S.  127;  Todhunter,  History  of  Attraction,  Bd.  l  S.  117). 
Den  veränderten  Anschauungen  über  das  Geoid  entsprechend  wird  jetzt 
die  Aufgabe  anders  präzisiert,  doch  ist  es  der  alte  Grundgedanke. 
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§  2.  Die  Orundgleichung  der  sphärischen  Hohenrefraktion. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  dafs  die  Niveauflächen  innerhalb  der  in 
betracht  kommenden  Ausdehnung  eines  Lichtstrahles  konzentrische 
Kugelflächen  seien  und  dafs  die  Flächen 
gleichen  Druckes  und  gleicher  Dichtig- 
keit der  Luft  mit  Niveauflächen  zu- 
sammenfallen. Ein  Lichtstrahl  sei  von 
/>!,  Fig.  92,  bis  P  gelangt  und  gehe 
unendlich  wenig  weiter  bis  P\  Dann 
ist  klar;  dafs  man  sich  denken  kann, 
der  Brechuugsindex  der  Luft  ändere 
sich  in  P  beim  Übergange  in  die  von 
zwei  unendlich  nahen  Niveauflächen 
begrenzte  Luftschicht  PF  sprungweise 
von  n  in  n-^-dn  und  das  Element  PP 
des  Lichtstrahles  sei  demgemäfs  gerade. 

Was  die  Lage  von  PP'  im  allge- 
meinen anlangt;  so  ist  darauf  hinzu- 
weisen, dafs  der  Lichtstrahl  auf  der  Strecke  PP'  diejenige  Vertikal- 
ebene nicht  verläfst,  iu  welcher  er  nach  P  gelangt;  dafs  er  somit 
in  voller  Ausdehnung  eine  ebene  Kurve,  gekrümmt  in  der  Vertikal- 
ebene seiner  Endpunkte,  darstellt.  Man  kann  dies  auch  so  aussprechen: 
Für  konzentrische  sphärische  Niveauflächen  und  Luftschichten  ist  die 
regelmäfsige  Lateralrefraktion  gleich  null. 

Die  Krümmung  des  Lichtstrahles  bei  P  erscheint  zufolge  unserer 
Annahme  als  sprungweiser  Übergang  der  Zenithdistanz  z  m  z  -\'  dß. 
Nach  dem  Brechungsgesetz  ist  aber 

n  sinz  =  (n  +  dn)  sin  (z  -f-  dß)  .  (1) 

Hieraus  läfst  sich  eine  Differentialgleichung  für  dßn^  d.  h.  den  Betrag 
der  Refraktion  in  /*,  herleiten: 

dn 


Flg.  92. 


dß  =  - 


tanz 


(1*) 


Durch  Integration  ergiebt  sich  dann  die  Gesamtrefraktion,  d.  h.  der 
Winkel  zwischen  den  Endtangenten  des  Lichtstrahles. 

Für  unsere  Zwecke  ist  es  aber  vorauziehen,  direkt  die  Höhen- 
änderung dh  aufzustellen,  welche  zu  PP'  gehört.  Das  Differential- 
dreieck  PPQ  giebt,  wenn  CP  mit  r  bezeichnet  wird: 

dh  =  dr  =  rdY  cotz'  .  (2) 

Um  dies  integrieren  zu  können ;  mufs  z  oder  z  als  Funktion 
von  r  oder  y  bekannt  sein.  Wenn  wir  von  P  nach  P'  übergehen, 
ändert  sich  z  in  z   und  zwar  ist 


z  —  z 


dz  =^dß  —  dy. 


(3) 
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Von  (3)  aus  konnte  man  durch  Integration  z  in  der  gewünschten 
Weise  dargestellt  erhalten.  Es  läfst  sich  aber  direkt  eine  Integral- 
formel aufstellen.   Das  Dreieck  PPC  giebt  nämlich  nach  dem  Sinassatz 

r  sinz'  =  r  sin  (z  -|-  rf/3)  \ 

multipliziert  man  beiderseits  mit  n  und  beachtet  die  Relation  (1), 
so  folgt 

nr  sinz  «=  nr  sinz  . 

Nach  dieser -wichtigen  Gleichung  ist  für  den  ganzen  Lauf  des 
Lichtstrahles  nrsinz  konstant,  so  dafs  man  setzen  kann: 

nr  sinz  =*  n, r,  sin z^ ,  (4) 

worin  w, ,  r^  und  z,  sich  auf  Punkt  P^  beziehen.  Vertauschen  wir 
nun  in  (2)  z  mit  z,  was  zulässig  ist,  setzen  cotz  =  j/l  —  sin-'z  :  sinz 
und  substituieren  endlich  für  sinz  den  Wert  aus  (4),  so  erhalten  wir: 

a^^rV^^ERfl^i^ar.  (5) 

Von  dieser  Gleichung,  welche  schon  Laplace  kannte*),  ausgehend, 
kann  man,  wenn  n  als  Funktion  von  r  gegeben  ist,  nach  vorheriger 
Reduktion  auf  dy  durch  Integration  y  als  Funktion  von  r  darstellen. 
Da  man  aber  schliefslich  r  als  Funktion  von  y  braucht  und  bei  der 
Umkehrung  Reihenentwicklung  anwenden  wird,  ist  es  vorteilhaft, 
mit  Umgehung  der  Integration  diese  Reihenentwicklung  unmittelbar 
unter  Anwendung  von  Taylors  Satz  aufzusuchen. 

§  3.  Reihenentwicklung.  Nach  Taylors  Satz  ist  für  den 
Punkt  P  der  Radiusvektor 

'^  = ''» -t  (  äO/ +  t!2  (  ä?-),  ^'^  +  TTaTs  (-^^^ 

wobei  r,  und  seine  Diflferentialquotienten  für  den  Punkt  P,  zu  nehmen 
sind.  Bei  Ableitung  der  Differentialquotienten  gehen  wir  von  der 
Gleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen  aus,  welche  bei  Vertauschung 
von  z'  =  z  +  äfz  mit  z  (was  oflFenbar  zulässig  ist)  ergiebt: 

Ferner  ist  nach  (3)  und  (1*)  des  vorigen  Paragraphen: 

dz^ /i  _L  ^^    tang\ 

~dy    ~        \    "T"   dy       n    )  ' 


*)  Mec,  ca.,  t.  4  1.  10,  Nr.  11  S.  277.    Die  Entwicklung  erscheint  hier  sehr 
kompliziert  und  ist  an  mehrere  Orte  zerstreut. 
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und  da  -^  =  -^  i*"-  ist,  folgt  hieraus  mit  Rücksicht  auf  (2): 
dz  /.    ,    rdn\  ,.■  X 

wobei  X  zur  Abkürzung  dient : 

r  dn 


3C  ==a  — 


n  dr 


Aus  (2)  folgt  nunmehr 


d»r  .      dr 

-j-z-  =  cot  z  ~. .  ,      , 

dy^  dy  %\n*z    dy 


'         Bin*«       ' 


(3*) 
(4) 


dx 


ferner  in  ähnlicher  Weise  hieraus,  wenn  -^—  =  x  gesetzt  -wird : 

-^-  =  r  cot^z  +  1^  (1  _  X)  (5  -  2x)  -  -?t^'-  x',        (5) 

und  endlich,  wenn  -^-y  =  x"  gesetzt  wird: 

d<i 
dy 


'*''■;-  =  r  cot*^  +  ^?:^  (1  -  X)  (18  -  16x  +  4x') 


+  -^.t(»-'')M5-2x) 


Bin*£r 
r*  cot*  iT 


8in*;Ef 


(Il-6x)x'---;^(l-x)x' 


(6) 


Bin«£? 


X   . 


Hiermit  giebt  (1)  nachstehende  Reihe  für  r  —  r^=h\ 

h  -=  5,    COtz.  1 1  +    COB'..  +  (l-..U5-2x.)-r,H,:         I 


+T«iy 


+ 


cos*;?,  +  (l  —  i{|) 
Bin*£?i 
,     COB^g^+(l~ic,)(18-16x^+4x.*)c03*r|+(l-x,)*(6-2x,)      o 
■•"  12  Bin'^i  '^ 

[(ll-6x^)  co8*g,  +  (l  — X|)]  r|x/4-coa«^(i.r|*x/'     ^ 


12  Biü*iJi 


-r 


(7) 


wobei  r^y  =  5,   gesetzt  ist  und  Xj,  x/  und  x,"  die  nachstehende  Be- 
deutung haben: 

X ri  /^.*L\ 


Uä), 


(7*) 


,/_/d*x\ 


Vorstehende  Entwicklung  kann  jedenfalls  nur  dann   konvergent 
sein,  wenn   die  Funktion   x  und  ihre   DifFerentialquotienten   nach  r 
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und  somit  auch  die  Differentialquotienten  von  r  nach  y  entlang  der 
Lichtkurve  endlich  und  stetig  sind. 

Selbstredeud  ist  zur  praktischen  Brauchbarkeit  der  Formel  (7) 
eine  so  rasche  Konvergenz  erforderlich,  dafs  zum  mindesten  die  nicht 
angesetzten  Glieder  unerheblich  sind.  Inwieweit  dieses  für  einen  tbat- 
sächlichen  Luftzustand  der  Fall  ist,  kann  aber  nur  die  Erfahrung  zeigen. 

Wir  formen  den  Ausdruck  (7)  für  die  Anwendung  noch  etwas 
um,  indem  wir  die  Entfernung  5^  ,  gemessen  in  der  mittleren  Hohe 
beider  Stationen,  einführen.     Es  ist 

*-.  =  (r.+|)y  =  *.  +  ^.  (8) 

also  auch 


und 

Hierzu  giebt  (7): 


*^  =|y  Cotz.  jl  +    -'^.+11 -.xOJ5_-._x^^n_x/_^,) 


2«, 


I    ^  ..t  co^'^i  +  ('  -  *■)     . 
T^  4  '  sin*«,  '^  '  ' 


Damit  wird  erhalten: 

1(9) 


1 ■'—V 

4  sin'r,  ' 
[-y  y  cotzy  ^1  + j2  bE?^ y)  +  •  •  • 


,t 


und  hiermit  durch  Einführung  in  (7),  wobei  wir  zugleich  1  +  -jy 
als  Faktor  ziehen: 


s.(i+Q 


[(7-6xt)co8«n  +  (1-  x^l]r,x/+C08«g< .  ftV    ,   , 


.(10) 


Diese  Formel  berücksichtigt  alle  Potenzen  von  y  bis  y*  einschliefs- 
lieh,  Sm  '  r  als  Gröfse  von  der  Ordnung  y  in  betracht  gezogen. 

§  4.  Berechnung  des  Befraktionskoefflcienten  k^ .  Wenn 
wir  die  Formeln  (5)  S,  520  Bd.  1  auf  den  vorliegenden  Fall  anwenden, 
so  wird  mit  Vernachlässigung  von  y^: 

A  =  5„(l+-f^)cot(z,-l^y)+...  .  (1) 
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Hierbei  bezeichnet  -^  k^y  den  Winkel  in  i\    zwischen  der  Geraden 

nach  dem  Objekte  P2  und  der  Tangente  der  Lichtkurve,  also  den  Re- 
fraktionswinkel in  Pi,  vergl.  Fig.  93. 
Bringen  wir  nun  die  Formel  (10)  des 
vorigen  Paragraphen,  welche  auch  auf 
den  Höhenunterschied  h  der  Punkte  Pi 
und  P^  bezogen  werden  kann,  auf  die 
Form  (1),  so  wird  ein  Ausdruck  für  /Tj 
erhalten. 

Für  die  grofse  Parenthese  in  (10) 
setzen  wir  zunächst^  unter  a,  b,  c  . , . 
zu  bestimmende  Koefficienten  verstanden : 

cot  (z,  -  [ay  +  by^  +  cy»  +  . .  .J),  (2) 

oder  in  Entwicklung  nach  Taylors  Satz: 

cotz,  -\ — r-i —  y  H .  , y^ 

'    '     Bin*«,    '^    '  sm*2i         ' 


+ 


3c  sin'^fi  +  6a6  cot^,  sin'«,  +  a^  {{  +  ^cos^jbt,) 


r'*  + 


3  am*gi 

Indem  wir  die  Koefficienten  gleichhoher  Potenzen  von  y  in  dieser 
Entwicklung  und  in  der  grofsen  Parenthese  von  (10)  einander  gleich- 
setzen, erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  a,  b,  c  . , .  die  Relationen: 

b  +  a^  cotz, i-4(i-..)«  +  2n«/  ^ 

La 

3c  sin'z,  -{-  6ab  cotz,  sin'zj  -\-  a^{i  -\-  2cos'z,) 

_  1+2008^(1  _  ^_)  (1    _  4^^   ^  2«,0 


Hieraus  folgt 
und 


[(7  —  6x|)  cos« 2^1  +  (1  —  %i)]  r,x/  +  cod»jg|  .  r|»x/' 
8 


,                2x,  —  xi'  4-  2r,x/        , 
^  = Y^-^- — — ^  cot^t 

X,  (l-x,)  (2~x,)  +  r(-^-2x,)  cos^gi  +  (1  -X|)]  r|x/  +  fi^x^  cos'g. 


24  sin'^r, 

Die  Vergleichung  von  (1)  und  (2)  zeigt  aber,  dafs 
A-,  =  1  —  2ö  —  2by  —  2cy^  +  . .  •  , 
mithin  wird 

2X|j-X|«  +  2r,x/ 


+ 


y  cotz, 
«,(l-»,K2-x,)+[(3-gi(,)co»'g,+(l-K0lr,ii,'-fr,«K,"co8'g,     . 


(4) 
.(5) 

(6) 
(6*) 


12  8in*j7i 


y'  + 
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welcher  Ausdruck  in  Verbindung  mit  Formel  (1)  dasselbe  leistet,  wie 
die  Formel  (10)  des  vorigen  Paragraphen. 

Indessen  formen  wir  diesen  Ausdruck  für  Atj  noch  um,  indem 
wir  die  Höhen  der  Punkte  als  näherungsweise  bekannt  voraussetzen, 
eine  Annahme,  die  auch  den  eben  erwähnten  Formeln  (10)  und  (1) 
zu  gründe  liegt. 

Aus  (10)  des  vorigen  Paragraphen  folgt  zur  Substitution  im 
zweiten  Gliede  von  (6*)  hinreichend  genau  für  cotz, : 

cotz,  =-^ l7~-'~y+  ....  (7) 

In  den  mit  y'^  multiplizierten  Gliedern  von  (6*)  setzen  wir  femer  aus- 
reichend : 

Damit  ergiebt  sich 

,     (2  -  X,)  r,x/  +  r,»x,"  /  h  Vi  (8) 

Hierbei  ist  auch  von  der  Relation 

Sm  =  rmY  (9) 

Gebrauch  gemacht.  Zufolge  derselben  hat  mau  mit  Rücksicht  auf 
§3  (8)  S.  556: 

und 

r,  «r^-y«r,„(l-— ), 

welche  letztere  Formel  dazu  dienen  kauii,  r,  aus  (8)   zu  eliminieren. 
Um  überhaupt  in  (8)  lediglich  solche  Gröfseu  zu  haben,  die  sich 
auf  die  mittlere  Höhe  beziehen,  setzen  wir  noch: 


^m  "'^ 


n^\ dh Im 


"-'-('-*-).  CO) 

Der  Index  m  deutet  die  Beziehung  auf  die  Niveaufiäche  vom  Radius  r« 
in  der  mittleren  Höhe  an. 

Für  eine  Niveaufiäche   in  der  Höhe  x  über  der  Niveaufiäche  in 
der  mittleren  Höhe  ist  hiermit: 
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§  5.    Die  gesamte  Refraktion  des  Lichtstrahles. 

X  =  x»4  -j-  Xni  ^  n    2"  ^ "»  '*'     I     •  •  • 
X    —  Xfn  -(-  Xjn  ^    ■ 

X  =  Xff^  -|-  ...  5 
iDsbesondere  ist  für  den  Punkt  P^ ,  wobei  a:  =  —  ~  wird : 
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««  " 


..  =._^«A+^^(A)=+... 


M 


8 


TjX,    —  Tot  Xto     II  ^    I  ,)         -        r    •  •  • 

'1^1     —  '  m  *  m      I      •  •  •    • 


(11) 


Hiermit  giebt  (8): 


A  j    XfTi 


(1   -  *  J  »•m^'m'   /  «nA'-^  .      ^,n  i'^  -  ""m)  ^  ^m  ^n/    h 


12 


m^ 


6      " "  ~f 


2(2~Hjr„,x^'-  r^«x^"   /  ^  yi 


mf  m    m  mm 


(fj'+-- 


(12) 


Im  Endpunkt  P^  dagegen  ist 


•J4 


'«mC^-^J-r^^x^'     Ä 


(-^r+-- 


(IS) 


Der  Winkel  zwischen  den  Endtangenten  in  ?,  und  P^j  oder  die 
gesamte  Refraktion,  findet  sich  aus  (12)  und  (13)  gleich 


kx  +  ^2 


y  = 


V*  —      wi'     m     TU     I       ml 


12 


(^)' 


2(2-''„.)''m»m'-  ^,n*mfh\i 


24 


(>7  + 


(14) 


Die  Parenthese  rechter  Hand  stellt  den  mittleren  Refraktionskoeffici- 
enten  k  des  Lichtstrahles  P^P^  dar. 

Die  gesamte  Refraktion  kann  man  auch  leicht  direkt  berechnen, 
was  zur  Kontrolle  noch  geschehen  soll. 

§  5.    Die  gesamte  Befraktion  ky  des  Lichtstrahles.     Das 

Differential  derselben  ist  bereits  im  §  2  S.  553  unter  (l*)  angegeben 
worden.  Es  ist  daselbst  mit  dß  bezeichnet  und  entspricht  der  Zu- 
nahme dy  des  Zentriwinkels  y,  Fig.  92,  S.  553.  Bezeichnen  wir  die 
gesamte  Refraktion  jetzt  mit  A:;',  so  ist  also 


d  {kyi_ 
dy 


dn      , 

-r;.  -  tanz 

n  dy 


(1) 
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Da  aber  dh  tanz  =  r  dy  ist,  so  folgt  hieraus  mit  Rücksicht  auf  (3*) 

S.  555: 

d{ky)  _         rdn_  ,^x 

Verfolgen  wir  nun  den  Lauf  des  Lichtstrahles  von  P^  aus,  so  er- 
scheint die  gesamte  Refraktion  desselben  als  Funktion  von  y.  Da 
sie  in  P^  selbst  noch  gleich  null  ist,  so  haben  wir  nach  Taylors  Satz: 

*^-(T-)/+T(^")/'+T(^'n '■■+•■• .  (3) 

worin  der  Index  1   wieder  die  Beziehung  auf  Z',  andeutet.     Nun  ist 
aber  nach  (2) 

d«(Äy)         d%         d%    dh  ,         .  ,-, 

und  hiermit 

dHky)  ,      ,      dr  ,        i       dz     .      „  .      dh 

J   '-  =  X  cotz- , X  r-^-Yz  -j     +  X   r  cotz-y— , 

dy3  dy  ain*if   dy     ^  dy  ^ 

also  mit  Rücksicht  auf  (2)  und  (3)  S.  554  u.  555: 

-^  =  Bin'.  (^^^'^  +  1  -  X)  +  X '  r^  cot^z  .  (5) 

Es  wird  hiermit  aus   (3)  für  den  mittleren   Refraktionskoefficienten 
erhalten : 

^  =  «1  +  -ö—  Y  cot^i 

,  .  (6) 

"'"  6  sin««,  '^    -r  •  -  •  , 

und  indem   wir   mittelst  (7)   S.  558    aus    dieser  Entwicklung   cotzj 
eliminieren : 

,     (l  +  »,)r.»,'+2r,««/'  /  Ä  \«    ■  ^"^^ 

Um  schliefslich  auch  noch  die  Koefficienten  x  auf  die  mittlere 
Hohe  zu  beziehen,  machen  wir  von  den  (LI)  S.  559  Gebrauch.  Zu- 
gleich führen  wir  für  r^  nach  (9*)  S.  558  r^  ein  und  gelangen  zu  der 
Formel : 


Xm    ~~" 


12  \rj 


24 


Dies  ist  dasselbe  Resultat,  welches  in  (14)  S.  559  enthalten  ist. 

Die  Formel  (8)  zeigt,  dafs  ein  Lichtstrahl,   welcher  in   seinem 
Verlauf  nur  geringe  Höhenunterschiede  aufweist,  in   erster  Annähe- 
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rung  als  Kreisbogen  aufgefafst  werden  darf.  Denn  für  denselben 
wird  k  nahezu  gleich  einem  konstanten  Werte  Km ;  die  Gesamtkrüm- 
mung ky  wächst  somit  nahezu  proportional  der  Länge  des  Licht- 
strahles, dessen  Krümmungsradius  =  r,a  '  ^m  ist. 

§  6.  Der  Einflufs  der  Abplattung  der  NiTeaufläehen.  Bis- 
her wurde  Torausgesetzt,  dafs  innerhalb  des  in  betracht  kommenden 
Gebietes  die  Schichten  gleicher  Luftdichtigkeit  ebenso  wie  die  ent- 
sprechenden ^Niveauflächen  als  konzentrische  Kugelflächen  aufgefafst 
werden  dürfen.  Da  aber  die  Niveaufiächen  eine  Abplattung  haben, 
so  müssen  wir  diese  strenggenommen  auch  für  die  Schichten  glei- 
cher Luftdichtigkeit  einführen.  Aus  dem  zweiten  Kapitel  wissen  wir, 
dafs  die  Abplattung  mit  der  Höhenlage  der  Niveauflächen  etwas 
variiert;  indessen  genügt  es  hier,  dieselben  als  Parallelflächen  zu  be- 
handeln. 

Gehen  wir  nun  auf  §  2  und  Fig.  92  S.  553  zurück^  so  zeigt  sich 
strenggenommen  zunächst  die  Änderung,  dals  die  von  den  Lotrich- 
tungen aufeinanderfolgender  Punkte  des  Lichtstrahles  gebildete  Fläche 
keine  Ebene  mehr  ist,  weil  sich  die  Lotrichtungen  für  Punkte  einer 
Niveaufläche  im  allgemeinen  kreuzen.  Die  hiermit  verbundene  zweite 
Krümmung  des  Lichtstrahles  ist  aber  jedenfalls  sehr  gering;  wir  ver- 
nachlässigen sie  daher,  indem  wir  uns  vorbehalten,  nachträglich  den 
Nachweis  ihrer  Geringfügigkeit  zu  liefern.  Dann  bleibt  in  Kg.  92  S.553 
nur  noch  zu  beachten,  dafs  es  keinen  gemeinsamen  Durchschnittspuukt^' 
aller  Normalen  giebt,  dafs  vielmehr  im  allgemeinen  je  zwei  unendlich 
benachbarte  Normalen,  z.  B.  diejenigen  von  P  und  P\  einen  besonderen 
Durchschnittspunkt  haben.  Die  Länge  der  Normalen  von  hier  bis  zu  einer 
Niveaufläche  ist  deren  Krümmungsradius;  für  die  Niveaufläche  durch  P^ 
bezeichnen  wir  denselben  mit  q.  An  Stelle  des  Radiusvektors  r  tritt 
nunmehr  q  -\-  h^  wobei  zu  beachten,  dafs  q  eine  Funktion  von  y  ist. 

Mit  Rücksicht  hierauf  modifiziert  sich  die  Entwicklung  des  §  3 
S.  554  u.  ff.  wie  folgt.     An  Stelle  von  (1)  setzen  wir: 

von  welcher  Form  der  Gleichung  wir  früher  nur  deshalb  keinen  Ge- 
brauch gemacht  haben,  um  nicht  in  der  Entwicklung  aufser  r  noch 
die  Variable  h  zu  haben.  Jetzt  ist  dieses  unvermeidlich.  Die  Glei- 
chung (2)  §  3  geht  über  in: 

-^  =  ((>  +  Ä)cotz,  (2) 


die  Gleichungen  (3)  und  (3*)  in 

dz 


dy 
Helme rt,  mathem.  u.  physikal.  Theorieen  der  höh.  Geodäsie.  II.  36 


-(l-x),  (3) 
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Aus  (2)  folgt  durch  Differentiaiiou: 

-f^- =  ß' cotz  +  (p  +  A)  cot»z  +  ii+|^|i^«l ,  (4) 

wobei  q'  den  ersten  Differentialquotienten  von  q  nach  y  bezeichuet. 
Ferner  ist 

-ä7;r  =  (>   cot^  +  Q -^; +  {Q  +  h)  coi^z 

(5) 
1*  +  A).cot.       _  ^)  (5  _  2«)  _  (g+.'^);''ot'  «'  , 
'  aui'z         ^  ''  ^  '  sin»«  ' 

unter  x   wie  frOher  -..-  verstandeu.     Hiermit  geht  (1)  fiber  in 

Ä  =•  (?i y  +  Y  pi'y*  +  e  pi"y'+  .  •  •)  cot«, 
"^  f  y  ( (p.y+ 1  p,>'+ . . .) cot'z,+(9,y+ 1 9,y+ . . .) -1^=^ )  (6) 

+ 1  p.y»  [cos^r,  +  (1  -  x.)  (5  -  2x.)  -  p, x,')  -g^  . . .  , 
mit 

Für  die  horizontale  Entfernung  «j  der  Punkte  P,  und  P^,  ge- 
messen auf  der  Niveauflache  von  P^  haben  wir  die  Töy/or  sehe  Ent- 
wicklung: 

führen  wir  dieselbe  in  (6)  ein,  so  ergiebt  sich: 

Ä  =  s,  cotz.  ( 1  +  - -•'t+(L-.^«;J^^^_pl!OzLi..-il y.) 

,       l  COB»«,  +  (1  -  X,)        ,        1  /      s  /i  «I       \      I  ^' 

Die  bei  dieser  Entwicklung  vernachlässigten  Glieder  von  der  Ord- 
nung y^  können  aus  (7)  S.  555  entnommen  werden,  indem  für  r,  ein- 
fach (»(  gesetzt  wird. 

Die  Vergleichung  mit  dieser  letzteren  Formel  zeigt,  dafs  die  nach 
der  Hypothese  der  Kugelgestalt  berechneten  Werte  h  um 

zu  verbessern  sind.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dafs  dieses  Eorrek- 
tionsglied  auch  für  Formel  (10)  §  3  S.  556  gilt.  Bei  Anwendung 
der  Formel  (1)  des  §  4  bleibt  es  ebenfalls  bestehen,  wenn  man  ky^  in 
der  Weise  nach  den  Formeln  des  §  4  berechnet,  dafs  für  r  immer  q 
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mit  demselben  Index  gesetzt  wird.  Dabei  ist  es  innerhalb  der  fest- 
gesetzten Genauigkeitsgrenzen  gestattet  in  den  Formeln  (8)  und  (12) 
des  §  4  S.  558  u.  559  den  Krümmungsradius  Qm  der  mittleren  Niveau- 
ääche  an  irgend  einer  Stelle  zwischen  P^  und  R^  zu  messen. 

Dem  Charakter  der  Formel  (1)  des  §  4  S.  556  würde  es  übrigens 
besser  entsprechen,  das  Glied  (8)  in  zwei  Teile  zu  spalten,  nämlich  in 

+  ^(f^y'  (9) 

und 

Nimmt  man  das  letztere  Glied  mit  in  die  Cotaugente,  so  ergiebt  sich 
als  Verbesserung  des  nach  §  4  berechneten  Wertes  von  Ar, : 

Mit  Aufstellung  des  Eorrektionsgliedes  (9)  ist  auch  die  in  Bd.  1 
S.  520—521  noch  unerledigte  Frage  nach  dem  Wert  des  Ergänzungs- 
gliedes JFj.,  beantwortet.  [Wir  haben  dieses  nicht  für  sich  allein  ab- 
geleitet (was  mit  Polarkoordinaten  leicht  geschehen  kann),  weil  wir 
noch  den  Einflufs  der  Abplattung  auf  den  Refraktionskoefficienten 
mit  in  die  Betrachtung  aufnehmen  wollten.] 

Behufs  numerischer  Schätzung  von  (9)  und  (10)  setzen  wir  voraus, 
dafs  P^  und  P^  auf  demselben  Meridian  liegen,  P^  nördlich  von  Py 
Dann  ist  in  der  geographischen  Breite  B  nach  Bd.  1  8.  44  (3) 

Q  =  a,{l-e^){\  +  ^e^sm^B+  ...) 
und 

Da  dB  und  dy  jetzt  nach  der  Voraussetzung  nicht  verschieden  sind, 
so  ist,  wenn  2tt  für  e^  gesetzt  wird: 

/  (>'  =  3aaosin2^  +  ...  (11) 


und 


Q 


3asin2^-f  ....  (12) 

Diese  Ausdrücke  sind  in  (9)  bezw.  (10)  einzuführen. 

Für  y  =  YßQ,   d.  h.  für  rund  100*^  Distanz,  wird  demnach  das 
Korrektionsglied  (9)  im  Maximum  gleich 

V40  Meter. 

Das  Glied  (9*)  giebt  hiervon  nur  einen  Bruchteil.  Da  im  Meridian  die 
Abplattung  am  gröfsten  ist,  so  stellt  dieser  Wert  das  überhaupt  für 
100  ^'^  Distanz  bei  Anwendung  der  Kugelhypothese  entstehende  gröfste 
Fehlerglied  vor.  Man  kann  dasselbe  mit  Bücksicht  auf  die  sonst 
erreichbare  Genauigkeit  unbedenklich  vernachlässigen,  obgleich  es  sich 

36* 
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für    aufeinanderfolgende    Strecken    anhäuft;    denn    selbst   fQr    einen 
Quadranten  giebt  es  nur  etwa  lyö«". 

§  7.  Die  regelmäfsige  Lateralrefraktlon;  Notiz  Aber  die 
Aberration  des  Lichtes,  um  die  von  der  Abplattung  der  Niveauflächen 
herrührende  zweite  Krümmung  des  Lichtstrahles  zu  schätzen,  ist  es 
erforderlich  sich  die  ähnliche  Untersuchung  des  Bandes  1  S.  335  §  6 
für  die  geodätische  Linie  zu  vergegenwärtigen;  alsdann  wird  das 
Folgende  leicht  verständlich  sein. 

Von  ihrem  Anfangspunkte  Pq  bis  zum  Endpunkte  Pn  denken  wir 
uns  die  Lichtkurve  in  n  =  unendlich  viele;  unendlich  kleine,  gerad- 
linige Elemente  PqP^,  PiP2'>  ^2^3  ^^  s-  f.  zerlegt.  Schneiden  die  Lot- 
richtungen der  Punkte  Pq,  Pif  P^  u.  s.  f.  die  Erdaxe  in  den  Punkten 
^o'i  ^1'»  ^V  u-  s.  f.,  so  stellen  die  Ebenen  P^P^K^,  P^P^P^K{, 
P^P^P^K^  u.  s,  f.  die  aufeinanderfolgenden  Schmiegungsebenen  der 
Lichtkurve  vor.  Für  die  beiden  ersten,  welche  die  Gerade  P^P^  ge- 
meinsam haben;  ist  der  Flächenwinkel  abhängig  von  der  Strecke 
K^K^  der  Erdaxe  und  dem  normalen  Abstand  des  Punktes  K(  von 
der  Geraden  P^P^'  Um  den  Flächenwinkel  auf  einen  bekannten  Aus- 
druck zurückzuführen,  bezeichnen  wir  mit  {>,  denjenigen  Punkt,  wo 
die  Lotrichtung  für  P^  die  Niveaufläche  von  /^„  schneidet.  Die  un- 
endlich kleine,  gerade  Strecke  P^^Qy^  können  wir  aber  als  Element 
einer  geodätischen  Linie  betrachten.  Für  die  Ebenen  P^Q^K^  und 
P^Q\K{^  zwei  aufeinanderfolgenden  Schmiegungsebenen  der  letzteren, 
ist  dann  der  Flächenwinkel  v  bereits  in  Bd.  1  durch  den  Ausdruck 
auf  S.  335  u.  gegeben ;  da  nun  längere  Lichtstrahlen  stets  nahezu  hori- 
zontal verlaufen,  so  weichen  die  Richtungen  der  beiden  Geraden  P^Py^ 
und  Pi^Qx  und  daher  auch  die  normalen  AbsiSnde  des  Punktes  K(  von 
denselben  nur  wenig  von  einander  ab;  man  kann  somit  in  L Annäherung 
den  Ausdruck  für  v  auch  auf  den  gesuchten  Flächenwinkel  anwenden. 

Wegen  des  ümstandes,  dals  die  Ebenen  P^P^Kq  und  P^P^P^K^ 
den  unendlich  kleinen  Winkel  v  miteinander  bilden,  macht  von  oben 
gesehen  (das  Auge  in  der  Lotlinie  P^  gedacht)  der  Lichtstrahl  bei  /\ 
eine  unendlich  kleine,  laterale  Schwenkung.  Setzen  wir  beide  Ebenen 
bis  in  die  Nähe  von  Pn  fort,  so  haben  sie  dort  einen  unendlich  kleinen 
Querabstand,  den  man  näherungsweise  gleich  dem  Produkt  aus  v  in 
den  normalen  Abstand  des  Punktes  P^  von  der  Geraden  P^  P,  setzen 
kann.  Betrachtet  man  nun  den  Lichtstrahl  zufolge  seiner  ersten  und 
wesentlichsten  Krümmung  als  Kreisbogen  vom  Radius  Qiy  so  ist  dieser 
Abstand  angenähert  s^  :2qi,  wenn  s  die  Länge  des  Lichtstrahles  PqP^ 
bezeichnet.  Damit  findet  sich  aber  als  Querabstand  der  beiden 
Schmiegungsebenen  in  der  Nähe  von  Pn  der  Ausdruck  (1)  S.  335 
Bd.  1  mit  der  Modifikation,  dafs  Qa  durch  qi  zu  ersetzen  ist.  Die 
weitere  Rechnung,  insbesondere  die  Summierung  der  Querabstände 
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bei  Pn  zwischen  je  zwei  aufeinander  folgenden  Schmiegungsebenen; 
geht  wie  auf  S.  336  Bd.  1  vor  sich;  schliefslich  gelangt  man  für  den 
in  Richtung  wachsender  Azimute  gemessenen  Horizontalwinkel  zwi- 
schen der  Vertikalebene;  welche  in  Pq  den  Lichtstrahl  tangiert  und 
der  Vertikalebene  von  P^  nach  P«,  wieder  zu  Gleichung  (5)  S.  337 
Bd.  1  mit  der  eben  angedeuteten  Modifikation.  Bezeichnen  wir  diesen 
Winkel  als  die  regelmäfsige  Lateralrefraktion  und  nennen  die  Endpunkte 
des  Lichtstrahles  jetzt  P^  und  P^,  so  erhalten  wir  damit  den  Satz: 

Die  regelmäfsige  Laleralrefrakiion  eines  LichtsiraJües ,  welcher  von 
einem  Punkte  P^  nach  einem  anderen  Punkte  P^  geht,  ist  in  P^  gleich 
dem  Produkt  aus  dem  Unterschied  des  astronomischen  und  geodätischen 
Azimutes  für  das  Objekt  P^ ,  (abgesehen  darin  von  dem  Einflufs  der  Höhen- 
lage desselben  über  dem  Standpunkte  PJ  in  den  Refraktionskoefficienten. 

Hierbei  ist  nur  noch  zu  beachten ;  dafs  nach  dem  Schlufs  von 
§5  8.  561 ,  wenn  k  den  mittleren  Refraktionskoefficienten  des  Licht- 
strahles bezeichnet,  ^^  ce»  ^^  :  A:  gesetzt  werden  kann. 

Wenn  man  nun  bedenkt,  dafs  k  erfahrnugsmäfsig  in  der  Regel 
etwa  V7  ist;  für  mefsbare  Distanzen  aber  ohnehin  der  Unterschied 
des  astronomischen  und  geodätischen  Azimuts  nur  einige  Hundertel- 
sekunden erreicht;  so  kann  man  gewifs  bei  den  Horizontalwinkeln 
nud  Azimuten  sowie  bei  der  Betrachtung  in  §  6;  wie  geschehen; 
die  regelmäfsige  Lateralrefraktion  vernachlässigen. 

Die  Methode  vorstehender  Entwicklung  entspricht  dem  von  Sonderhof 

1869  im  51.  Teile   von  Grunerts  Archiv  S.  39  und  46    eingeschlagenen 
Wege.    Den  Betrag  der  regelmäfsigen  Lateralrefraktion  gab  bereits  1867 

Andrcie  im  1.  Bde.  der  Banske  Cfradtnaaling  S.  643  an. 

Anm.    Über  den  Einflufs  der  Aberraiion  auf  terrestrische  Messungen. 

Derselbe  kann  vernachlässigt  werden.  Um  dieses  nachzuweisen,  betrachten 
wir  zweiPnnkte,  ein  Objekt  0  und  einen  Standpunkt,  woselbst  sich  ein  Fem- 
rohr FM  befindet,  welches  genau  auf  O  gerichtet  ist,  Fig.  94.  Zur  Zeit  1  sei 
das  Objekt  in  Oi,  das  Fadenkreuz  inF^  und  der  optische      q  0    0' 

Mittelpunkt  des  Objektivs  (den  wir  der  Einfachheit  halber 
an  Stelle  der  zwei  Hauptpunkte  benutzen),  in  Jlf,.  Wir 
nehmen  nun  an,  dafs  die  drei  Punkte  sich  mit  derselben 
Geschwindigkeit  rechtwinkelig  zur  Linie  OMF  bewegen. 
Ein  von  Oi  ausgegangener  Lichtstrahl  möge  zur  Zeit  2 
gerade  in  itf,  anlangen.  Man  findet  dann  mit  Rücksicht 
auf  die  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  O^M^Mx  und  ilfji^^tJP, 
leicht,  dafs  dieser  Lichtstrahl  zu  einer  Zeit  3,  wo  er  in 
der  Ebene  des  Fadenkreuzes  anlangt,  gerade  den  Kreuz- 
punkt selbst  trifft  (konstante  Lichtgeschwindigkeit  von  O  M^ 
bis  Jß"  vorausgesetzt).  Das  Fernrohr,  dessen  Richtung  ^silf, 
zur  Zeit  3  parallel  F^MiO^  ist,  steht  daher  anscheinend 
aufs  Objekt  ein.  Es  steht  aber  auch  wirklich  ein,  da  F^M^ 
durch  0|  hindurch  geht.  Die  Aberration  ist  somit  null,  ^t  J^^ 
Würde  sich  hingegen  0  in  der  Zeit  1.3  bis  0,'  bewegen,  ^^*  ^*' 

so  entstünde  eine  Aberration   gleich  dem  Winkel,  unter  welchem   0,0,' 
von  F^  aus  erscheint.    Dieser  Winkel  ist  in  Sek.  gleich 
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206265  y,  (l) 

worin  v  die  Oeschwindigkeitsdifferenz  von  0  und  F^  l  die  Lichtgeschwindig- 
keit bezeichnet. 

Handelt  es  sich  nun  um  einen  Standpunkt  und  ein  Objekt  auf  der 
Erdoberfläche,  so  brauchen  wir  nur  die  Bewegungskomponente  normal 
zur  Verbindungslinie  zu  betrachten,  da  offenbar  diese  allein  Ursache  von 
Aberration  wird.  Nach  §  2  S.  3  des  1.  Kap.  kann  man  sich  aber  jede 
Bewegung  eines  Punktes  der  Erde  in  zwei  Teile  zerlegt  denken,  in  eine 
Parallelverschiebung  mit  dem  Erdschwerpunkt  und  eine  Drehung  um  den 
letzteren.  Nach  dem  eben  Gesagten  erzeugt  nun  höchstens  die  Drehung 
um  den  Erdschwerpunkt,  also  die  tägliche  Bewegung,  eine  Aberration. 
Der  Betrag  derselben  ist  nach  Formel  (1)  zu  berechnen.  Das  Maximum 
der  Aberration  entsteht  für  zwei  Punkte  desselben  Meridianes,  weil  in 
diesem  Falle  die  Verbindungslinie  normal  zur  Bewegungsrichtung  steht, 
sodafs  die  ganze  Bewegungsdifferenz  Aberration  erzeugt. 

Ist  B  der  Erdradius,  B  die  geographische  Breite  des  einen,  B  -\-  JB 
diejenige  des  anderen  Punktes,  so  ist  die  Bewegung  des  ersten  Punktes 
in  einer  Sekunde  angenähert  gleich 

2«jBC08B 
24.6U.60 

und  daher,  abgesehen  vom  Vorzeichen 

nBeinB  JB        ns  siuB 
* ""  iSmT"  '^     43200      '  ^"^ 

wenn  s^^BjB  die  Entfernung  bezeichnet.     Hiermit  wird  die  Aberration 
in  Sekunden  gleich 

206265«  sinB»*" 

43200. 300 OÜOOOÖ'  '  ^  ^ 

indem  das  Licht  in  der  Sekunde  rund  300  000000"*  zurücklegt     Man  be- 
bemerkt, dafs  (3)  selbst  für  ««»300  000*"  im  Maximum  nur  0,015"  beträgt 

§  8.  Einflufk  einer  Abweichung  der  Luftschichten  gleicher 
Dichtigkeit  yon  der  Normalform.  Es  ist  in  §  6  nachgewiesen 
worden,  dafs  man  bei  Berechnung  der  Hohen refraktion  von  der  Ab- 
plattung der  Luftschichten  gleicher  Dichtigkeit  absehen  kann.  Diese 
Abplattung,  welche  der  Voraussetzung  des  Zusammenfallens  jener 
Luftschichten  mit  Niveauflächen  entspricht,  ist  überhaupt  im  Ver- 
gleiche zu  den  anormalen  Abweichungen  der  Luftschichten  gleicher 
Dichte  von  ganz  untergeordneter  Bedeutung.  Die  Ursache  der  Ab- 
weichungen von  der  Normalform  ist  die  ünregelmäfsigkeit  der  Ver- 
teilung der  Wärme  und  des  Druckes  in  der  Luft.  Bezuglich  der 
Wärmeverteilung  sei  hier  nur  bemerkt,  dafs  in  der  Nähe  des  Terrains 
die  Lufttemperatur  weit  gröfseren  täglichen  Schwankungen  unterliegt 
als  in  gröfseren^  freien  Höhen  über  dem  Terrain ;  ist  nun  das  Terrain 
geneigt,  so  ergiebt  sich  schon  daraus  eine  Abweichung  der  Schichteu 
gleicher  Luftdichte  in  der  Nähe  des  Terrains  von  der  Normalform. 
Die  Ungleichheit  des  Luftdruckes  im  Meeresniveau  aber  zeigt  jede 
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Isobarenkarte,  jeder  Wetterbericht  der  deutschen  Seewarte.  Ein  voll- 
ständiges Horizontallaufen  der  Luftschichten  gleicher  Dichte  wird 
daher  ebensowenig  stattfinden,  wie  ein  völliger  Parallelismus,  und  es 
fragt  sich,  ob  für  diesen  Fall  unsere  Formeln  noch  eine  Bedeutung 
haben,  weil  die  bei  Entwicklung  derselben  vorausgesetzte  Normalform 
nicht  stattfindet. 

Wir  knüpfen  an  die  Untersuchung  des  §  2  S.  553  an.  Wenn  der 
Lichtstrahl  im  Punkte  P  auf  eine  Luftschicht  trifft,  die  daselbst  nicht 
horizontal  ist,  so  tritt  an  die  Stelle  der  Zenithdistauz  z  als  Einfalls- 
winkel ein  anderer  Wert  h.  Das  Differential  der  Brechung  bei  P 
wird  nun 

a^ ^tanfi.  (1) 

dn  ist  die  sprungweise  bei  P  eintretende,  unendlich  kleine  Änderung 
des  Brechungsindex  n ;  dieselbe  bleibt  konstant  innerhalb  einer  Schicht 
von  der  Dicke  dK  (früher  dK)y  in  welcher  der  Lichtstrahl  ein  Bogen- 
element  PP'  o«  dn  durchläuft.  Da  nun  de  .  cos£  =  dÜ  ist,  so  folgt 
aus  (1): 

d^  sin«  dn 

~dc  ndF~  ' 

Der  Krümmungsradius  Qi  des  Lichtstrahles  ist  aber  gegeben  durch  die 
Relation 

folglich  wird 

1  sin  fi    dn  .o\ 

T, ^SK"  ^^) 

Hierin  ist  dn  die  Änderung  des  Brechungsindex  für  die  Strecke  dK 
normal  zur  Luftschicht.  Messen  wir  aber  tf  n  für  eine  vertikale  Strecke 
JA,  und  ist  V  der  Neigungswinkel  der  Luftschicht  bei  P,  so  folgt 
für  die  Werte  dh  und  dK^  welche  demselben  Differential  dn  ent- 
sprechen, diu  Relation  dh  ^=  dli  secv.    Es  wird  daher 

dn         dn 

dh'         dh 

Um  anzudeuten,  dafs  in  dn  :  dh  das  Differential  dh  sich  nicht 
auf  die  Höhenänderung  des  Lichtstrahles,  welche  zu  dessen  Linien- 
element da  gehört,  sondern  auf  eine  ausschliefsliche  Höhenänderung 
an  dem  betreffenden  Punkte  bezieht,  schreiben  wir  besser 

dn         dn 

Die  partielle  Differentiation  rechter  Hand  entspricht  dem  Umstände, 
dafs  n  jetzt  nicht  mehr  lediglich  Funktion  von  h  bezw.  r  ist,  sondern 
dafs  es  von  drei  Koordinaten  abhängt,  als  welche  sich  darbieten  hj 
y  und  das  Azimut  derjenigen  Yertikalebene  in  P^^  welche  die  Ebene 
der  Zählung  für  y  bildet. 
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Nach  (2)  ^ird  nunmehr: 

_L  =  _    ^^«^'^^   .  (S) 

Q^  ndh  C09V  ^  ^ 

Die  Ebene  der  Krümmung  des  Lichtstrahles  bei  P  steht  im  all- 
gemeinen nicht  yertikal  sondern  schief^  nämlich  normal  auf  der  Luft- 
schicht gleicher  Dichte^  welche  durch  P  hindurchfuhrt.  Denken  wir 
uns  den  Lichtstrahl  auf  die  Vertikalebene  /^,  P^  projiziert,  so  erlangt 
in  der  Projektion  die  Brechung  und  also  auch  1  :  Qi  einen  etwas  an- 
deren Wert.  Man  kann  dies  durch  Beifügen  eines  Faktors  sec^X  co8|i 
zum  Ausdruck  bringen.  Denkt  man  sich  nämlich  drei  aufeinander- 
folgende Punkte  P\  P  und  P^  des  Lichtstrahles  und  bezeichnet  für  den 
Augenblick  die  Seiten  des  von  denselben  gebildeten,  unendlich  kleinen 
Dreiecks  ^  mit  a,  b  und  c,  so  ist  bekanntlich  1  :  pj  =  4^  :  abc. 
Die  Projektion  verkleinert  sowohl  ^  wie  «,  b  und  c,  letztere  drei 
Strecken  nahezu  in  gleichem  Verhältnis,  und  diese  Veränderung  wird 
durch  den  Faktor  cosft  :  cos^A  dargestellt. 

Wir  haben  nun  in  der  Projektion  auf  die  Vertikalebene  PiP^ 

1 dn  sine  cob^  , -v 

Qi  n^ÄcosvcoaU'  ^   ^ 

Wenn  dagegen  die  Luftschichten  ihre  Normalform  haben,  so  ist 

—  =s -r,  smz  = ^,-  smz  .  (4*) 

Qi  ndh  ndh  ^     ' 

Die  Formeln  (4)  und  (4*)  geben  aber  in  der  Regel  beide  den  Wert 
von  1  :  pi  gleich  —  dmndh,  d.  i,  x:r,  erheblich  genauer  als  auf  P/o- 
Da  nämlich  die  Lichtstrahlen  nach  entfernten  Objekten  immer 
nahezu  horizontal  laufen,  so  ist  z  nahezu  90®  und  sin  z  weicht  somit 
nur  um  eine  Gröfse  2.  Ordnung  von  eins  ab,  wenn  man  als  1.  Ord- 
nung den  Arcus  des  Neigungswinkels  des  Lichtstrahles  gegen  die 
Horizontale  annimmt.  Insbesondere  ist  für  die  Werte  2^30'  und 
8®  10'  dieses  Winkels  die  Abweichung  0,(X)1  bezw.  0,01.  Setzen  wir 
nun  voraus,  dafs  die  Neigung  v  der  Luftschichten  nur  einige  Grade 
beträgt,  so  wird  e  ebenso  wie  z  nahezu  gleich  90®,  wozu  allerdings 
bemerkt  werden  mufs,  dafs  die  Abweichungen  von  90®  in  z  sich  mit 
der  Neigung  v  der  Luftschichten  ungünstig  kombinieren  können,  sodafs 
die  Abweichungen  von  90®  in  f  im  allgemeinen  grofser  als  diejenigen 
in  z  sein  werden.  Jedenfalls  wird  sin  e  mit  eins  bis  auf  weuiger  als 
0,01  übereinstimmen,  solange  die  Abweichung  des  Wertes  von  a  gegen 
90®  nicht  8®  überschreitet.  Mit  dieser  Abweichung  kombiniert  sich 
diejenige  des  Faktors  cosfisect/  in  (4)  von  eins  in  jedem  Falle  so 
günstig,  dafs  eine  Verkleinerung  entsteht;  um  dieses  einzusehen,  hat 
man  zu  beachten,  dafs  (i  wesentlich  als  Komponente  von  v  quer  zur 
Brechungsebene  des  Lichtstrahles  auftritt.     Was  endlich  cos'il  an* 
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betrifft y  so  braucht  nur  darauf  hingewiesen  zu  werden^  dafs  A  von 
der  Ordnung  der  anormalen  Lateralrefraktion  ist,  um  zu  erkennen, 
dafs  es  immer  mit  eins  vertauscht  werden  darf. 

Der  Umstand,  dafs  die  beobachteten  Lateralrefraktionen  nur  selten 
mehr  wie  einige  Sekunden  betragen  und  in  der  Regel  erheblich  kleiner 
als  die  entsprechenden  Höhenrefraktionen  sind,  beweist,  dafs  die 
Neigung  der  Luftschichten  im  allgemeinen  thatsächlich  nur  einige 
Orade  beträgt.  Denn  die  Lateralrefraktion  und  die  Hbhenrefraktion 
stehen  annähernd  im  Verhältnis  sinft  :  cosft,  wie  die  Projektion  des 
Lichtstrahles  auf  Niveaufläche  und  Vertikalebene  zeigt  [s.  o.  Ent- 
wicklung zu  (4)].  Es  mufs  daher  sinft  in  der  Regel  im  Durchschnitt 
für  die  ganze  Länge  des  Lichtstrahles  ein  kleiner  Bruch  sein. 

In  allen  Fällen  nun,  wo  man  (4*)  mit  (4)  vertauschen  darf,  kann 
man  bei  Berechnung  der  Refraktion  die  Ausdrücke  der  §§  3  bis  5 
zu  gründe  legen.  Dieselben  gelten  somit  nicht  nur  bei  normaler 
Lagerung,  sondern  auch  bei  geringer  Neigung  der  Luftschichten 
gleicher  Dichte.  Man  mufs  aber  beim  Gebrauche  der  Formeln  darauf 
achten,  dafs  die  von  der  Krümmung  des  Lichtstrahles  abhängige 
Grofse  x  und  ihre  durch  %  und  %'  bezeichneten  Veränderungen  nach 
der  Hohe  bei  der  allgemeineren  Benutzung  der  Formeln  immer  auf 
die  Umgebung  des  Lichtstrahles  zu  beziehen  sind.  Hieraus  ergiebt 
sich  einesteils  noch  eine  Einschränkung  für  die  Anwendbarkeit  der 
Formeln,  anderenteils  eine  Einschränkung  der  Methoden  zur  Be- 
stimmung der  Konstanten,  worauf  wir  weiterhin  einzugehen   haben. 

§  9.  Fortsetzung;  AusnahmefalL  Die  Formeln  der  §§  3  bis  5 
dürfen  bei  nicht  normaler  Luftschichtung  unmittelbar  Anwendung 
finden,  sobald  der  Lichtstrahl  />,  P^  nur  steigt  oder  nur  fallt.  Die  in 
den  Formeln  auftretenden  Gröfsen  x, ,  x', ,  %\  u.  s.  w.  können  wir 
uns  dabei  (ganz  abgesehen  von  der  wirklichen  Ausführung)  dadurch 
gegeben  denken,  dafs  x  auiser  für  P^  noch  für  mindestens  zwei  an- 
dere Punkte  des  Lichtstrahles  bekannt  ist.  Da  allen  diesen  Punkten 
verschiedene  Höhen  zukommen,  so  erscheint  nun  x  entlang  des  Licht- 
strahles als  Funktion  der  Höhe  und  x/  sowie  x/'  u.  s.  w.  lassen  sich 
interpolatorisch  herstellen.  Sobald  der  Lichtstrahl  jedoch  teils  steigt, 
teils  fällt,  giebt  es  im  Verlaufe  desselben  Orte  gleicher  Höhe,  iu 
denen  x  bei  geneigter  Luftschichtung  um  so  verschiedenere  Werte 
hat,  je  entfernter  solche  Orte  von  einander  sind. 

In  diesem  Falle  ist  es  unzulässig,  x  als  Funktion  der  Höhe  auf- 
zufassen. Man  wird  vielmehr  x  entlang  des  Lichtstrahles  als  Funk- 
tion der  Entfernung  oder,  was  dasselbe,  als  Funktion  von  y  annehmen 
und  die  Formeln  demgemäfs  umwandeln.  Hierbei  ist  an  §  3  S.  554 
anzuknüpfen.  Für  die  Reihe  (1)  gilt  jetzt  mit  der  im  vorigen  Para- 
graphen  angegebenen  Genauigkeit  die  Entwicklung  der  Differential- 
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quotienten  nur  bis  (4)  einschliefslich^  weil  weiterhin  aufser  x  noch 
dessen  Di£ferentialqQotienten  auftreten. 

Für  X  besteht  die  früher  aufgestellte  Formel  (3*)  §  3  S.  555,  die 
jetzt  besser  wie  folgt  geschrieben  wird: 

Tdn 


ndh 
Bei  der  Differentiation  von  (4)  nach  y  setzen  wir  nun 

-i—  =  X    und  -j-x-  =  X 

und  erhalten  anstatt  (5)  S.  555: 


-^  =  r  cot^z  +  -^-^  (1  —  x)(ö  —  2x) 


ferner  anstatt  (6)  S.  555: 


sin»«    ' 


(1) 


(2) 


^  =.  r  cot^z  +  ?lj;*^  (1  _  X)  (18  _  16x  +  4x*) 


+ 


sin' 2 


(1  —  x)-'  (5  —  2x) 


,—  (10  —  6x)x 

Hin«  Ä    ^  -' 


(3) 


Bin^  z 


Hiermit  wird  anstatt  (7)  S.  555  erhalten : 
,  I      I  1     I      cos*«,  +  (1  —  xi)  (5  —  2x,)     2I 

C08*Xf,  +  (l — X|) 


(4) 


+  \  *iy 


+ 


Biu'^Zi 


,     C08^g|  +  (1— X|)  (18—  16x|+4x|»)  C08«g|+  (1  n*i)L<Ar:^|)     2 
'  128iii<«,  ^ 


3  sin«  ;J| 


y — 


(10-6x^)x;cotg+xr     2 
12  sin»  5,  \ 


wobei  r,y  =  6*|  gesetzt  ist  und  x, ,  x,'  und  x,"  die  nachstehende  Be- 
deutung haben: 

Anstatt  (10)  S.  556  ergiebt  sieh: 
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sin'«,  '^  24  Bin**|  '^     T^  •  • 


(5) 


Endlich  wird  anstatt  (6*)  S.  557  erhalten : 

,    x,(l-xt)(2-x,)     2    ,  (6) 

Zur  Prüfung  kann  man  in  den  neuen  Formeln  setzen: 

Xj'  =  r,«,'  cotzj  ,-. 

«r  =  r,x,'  cot^z,  +  ^3^«^  +  r,W  cot'^. 

und  wird  die  früheren  wieder  erhalten. 

§  10.  Zttsammenstellnng  der  Formeln.  Wir  stellen  nunmehr 
die  wichtigsten  der  bisher  entwickelten  Formeln  zusammen,  wobei 
wir  uns  noch  einige  Abkürzungen  erlauben  und  zugleich  auf  die 
Angaben  von  Bd.  1  S.  520  Rücksicht  nehmen. 

Wir  bezeichnen  die  beiden  Punkte,  welche  der  Lichtstrahl  ver- 
bindet, wie  bisher  mit  P^  und  Pj^,  Die  auf  P^  und  P^  bezogenen 
Hohen  und  Lotabweichungen  werden  durch  die  Indices  1  und  2  unter- 
schieden, und  zwar  sei: 

H  die  Meereshöhe  oder  Höhe  über  dem  Geoid^ 

^  die  Höhe  über  dem  Referenzellipsoid^ 

^  =s  jp  —  Z^  die  Höhe  des  Geoids  über  dem  Referenzellipsoid 

in  der  Lotlinie  des  betr.  Punktes, 
\  die  Abweichung  des  wahren  Zeniths   vom    ellipsoidischen 

nach  Süden , 
17  dieselbe  nach  Westen. 
Femer  sei: 

Z1.8  die  beobachtete  Zenithdistanz  des  Lichtstrahles  in  P<^^ 
z%,x  dieselbe  in  P^^ 

z\,%  die  ellipsoidische,  d.  h.  von  Lotabweichung  befreite  Zenith- 
distanz des  Lichtstrahles  in  P^^ 
Z2.1  dieselbe  in  P^^ 

während  Bd.  1  S.  520  gi.«  und  {[s.i  die  ellipsoidischen  Zenithdistanzen 
der  Geraden  P^P^  bezeichneten;  weiter  nennen  wir  wie  dort:     • 

s^  die  Entfernung  der  Punkte  im  Niveau  des  Referenzellipsoids, 
Stn  die  Entfernung  in  der  mittleren  Höhe  ^  beider  Punkte, 
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(»1.2    den    Krümmungsradius    des    Referenzellipsoids    in    der 
Vertikalebene  P^  P2  mit  den  A^zimuten  a'i.s  und  OfA . 

In  der  1.  Formel  (5)  S.  520  Bd.  1  für  einseitige  Messungen  dürfen 
wir  nun  zuerst  nach  §  6  S.  563  das  Glied  £2,1  weglassen.  Setzen 
wir  aufserdem  fest^  dafs  die  Entfernung 

s  <  64*« ,    also    y  <  0,01 
sein  soll,  so  verschwindet  sicher  auch  der  Einflufs  von    ~  in  dem 
Faktor  hinter  Sm  in  -der  genannten  Formel.     Dieselbe  giebt  daher, 
wenn  zugleich  für  gi.2  gesetzt  wird  ^1.2  +  Y^iy,    die  Näherungs- 
formel für  einseitige  Messung  von  P^  aus: 

Ä  =  ^2  —  ^1  =  «m  cot  (^1.2  —  ^—^  y)  (1) 


oder  ebenso  genau 


wobei  in  hinreichender  Annäherung  zu  nehmen  ist: 

Y-Q"-^  (2) 

in  Sek.  ^l.S 

^1.2  =  zu%  +  gj  cosö;.2  +  rix  sinai.2. 
Der  Refraktionswinkel  in  P^  ist  hier  zu  -ö"  ^1  y  angesetzt,  während 

wir  ihn  in  Bd.  1  8.  520  zu  ^  k^y    annahmen.     Die  Bedeutung  von 

k^  ist  in  beiden  Fällen  etwas  verschieden;  für  den  ersten  Fall  aber 
ist  sie  unseren  jetzigen  Entwicklungen  entsprechend,  wobei  als  Normal- 
form der  Luftschichten  gleicher  Dichte  diejenige  der  Parallelflächen 
zu  einem  Referenzellipsoid,  welches  für  die  betreffende  Gegend  einen 
guten  Anschlufs  gewährt,  anzusehen  ist.  Abweichungen  von  dieser 
Normalform  infolge  der  abweichenden  Gestalt  der  Niveauflächen  kann 
man  sich  mit  Abweichungen  der  Luftschichten  aus  anderen  Gründen 
kombiniert  denken.  Die  Betrachtung  einer  anderen  Normalform  der 
Luftschichten,  die  der  wirklichen  Gestalt  der  Niveauflächen  mehr  an- 
gepafst  ist,  erschien  hinsichtlich  des  Erfolges  mit  Rücksicht  auf  ander- 
weite, unvermeidliche  Ungenauigkeiten  überflüssig;  jedenfalls  hat  der 

Ausdruck  -k  ^\Y  den  Vorzug,  die  Endformel  zu  vereinfachen. 

In  den  früher  abgeleiteten  Ausdrücken  für  k^  können  bedeutende 
Vereinfachungen  mit  Rücksicht  darauf  erfolgen,  dafs  y  <  0,01  sein 
soll,  h  :  r  immer  <  0,001  sein  wird  und  x  etwa  gleich  V?  ist.    Be- 
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trachten  wir  speziell  die  Formel  (8)  S.  558,  so  ist  einleuchtend;  dafs 
hierin  r,  und  r^  ohne  weiteres  beide  gleich  (»1.2  oder  gleich  einem 
mittleren  ErdkrQmmungsradius  q  gesetzt  werden  dürfen,  und  dafs  das 
Glied  r,  x/  {h :  r«)^  unter  der  zur  Brauchbarkeit  der  Entwicklung  not- 
wendigen Annahme:  x/A  sei  ein  kleiner  Bruch,  weggelassen  werden  kann. 
Wir  nehmen  hiernach  im  Mittel  aus  (6*)  und  (8)  S.  557  u.  558 : 

^i  =  «1  +  I  <  (Ä  +  ^m  cotzi.O  +  ^  x/'Ä^  +  . . .  .  (3) 

Diese  Näherungsformel  gilt  bei  normaler  Luftschichtung  für  beliebige 
Lichtstrahlen,  dagegen  bei  anormaler  Luftschichtung  für  lediglich 
steigende  oder  fallende  Lichtstrahlen.  Sie  betrachtet  x  als  Funktion 
der  Höhe;  insbesondere  ist 

Für  einen  beliebigen  Punkt  des  Lichtstrahles  in  der  Hohe  h  über 
Pi  wird  somit  nach  Taylors  Satz: 

«  =  x,  +  x,'A  +  ji5X,"A»  +  ....  (4) 

Eine  Formel  von  allgemeinerer  Gültigkeit  als  (3);  welche  auch 
für  teilweise  steigende  und  fallende  (jedoch  jedenfalls  nur  für  nahezu 
horizontale)  Lichtstrahlen  gilt,  ist  (6)  S.  571,  wonach  man  (unter 
Ergänzung  um  ein  für  später  erforderliches,  leicht  abzuleitendes 
Glied)  hat: 

^i  =  *i  +  |x;y  +  ^x;v  +  -^W  +  ....        (5) 

Diese  Näherungsformel  betrachtet  x  entlang  dem  Lichtstrahl  als 
Funktion  von  y;  insbesondere  ist 

"'  -=(57),'    '''  =W),  "-«-f- 

FQr  einen  beliebigen  Punkt  im  Zentriwinkelabstand  y  von  P,  ist 
somit  nach  Taylors  Satz: 

X  ~  X,  +  x.'y  +  Y^  «,'>*  +  . . .  .  (6) 

In  allen  mien  ist  nach  (7*)  S.  555  und  (4"»)  S-  570: 

'.--^(iv      ■       w 

In  diesem  Ausdrucke  fQr  Xj  soll  strenggenommen  anstatt  pi.2  stehen 
^1.8  +  $n  jecloch  entspricht  einerseits  die  Vernachlässigung  von  ^^ 
dem  bei  den  Formeln  für  k^  innegehaltenen  Genauigkeitsgrade,  und 
es  ist  andererseits  in  denjenigen  Fällen,  wo  diese  Formeln  (5)  und 
(6)  zur  Anwendung  gelangen,  eine  gröfsere  Genauigkeit  aus  anderen 


Digitized  by 


Google 


574  8.  Kapitel.    Die  trigonometriache  Höhenmessung. 

Gründen  gax  nicht  za  erreichen.     Jedoch  ist   bei  der  Bildung  der 
Differentialquotienten  von  x  nach  h  von  dem  strengen  Ausdruck 

^1.2  +  <  an 


(7*) 

auszugehen    und    dj^  =  dh   zu   nehmen.      Wird    dann    im    Endwert 
^  wieder  vernachlässigt,  so  findet  sich: 

Pl.2«,     =^l+V--^(-^Ä^j, 

und  (8) 

„....,-  _  2V  (.  +  «,)  -^12+S..)  (f  J)_  -  ^ (|i- )  ■ 

Für  gleichzeitige,  gegenseitige  Messungen  ist  nach  Bd.]  8.520(6): 

A  =  ||,-<5,=^tan(:^:ipi  +  *^-Ay),  (9) 

oder  auch  ebenso  genau: 


A  =  ,.tan^LL_iL  +  M^_^  «ee^  -^^V^  •    (9*) 

Dabei  ist  s^n  und  y  wie  in  (2)  zu  verstehen;  ferner  ist: 

S2  cos  «2.1  +  Vi  sin  öi.i 
I,  cos  «i.j  —  iy,  sin  ( 


Z2.1  —  Z1.2  =  Zi,i  —  jj'i.s  +  {  /  .      /   }  .     (10) 

«1.2  J 


A:,  und  k^  kann  man  hierzu  nach  (3)  bezw.  (5)  berechnen :  k^  selbstver- 
ständlich erst  nach  vorheriger  angemessener  Vertauschung  der  Indices. 
Wir  führen  hier  noch  die  mit  Rücksicht  auf  Bd.  1  S.  520  aus 
der  Gleichung  Ji.a  +  £2.1  =  y  +  180^  leicht  ableitbare  Relation  für 
die  Gesamtrefraktion  an: 

§1  COS  01.2  +  1^1  Sin/Ii.2| 

+  62  cos  fli.i  +  rj^  sin  «i.i  J 

Im  Falle  einer  Anwendung  der  Formeln  wird  es  sich  immer 
darum  handeln,  die  in  den  Eoefficienten  A-,  bezw.  k^  auftretende 
Grofse  x  und  ihre  Derivierten  zu  bestimmen  —  entweder  aus 
Temperaturbeobachtungen  oder  aus  deu  in  geeigneter  Weise  angeord- 
neten Messungen  von  Zenithdistanzen  selbst.  Bei  allen  Verfahren, 
die  in  dieser  Hinsicht  eingeschlagen  worden  sind,  laufen  Annahmen 
unter,  die  den  thatsächlichen  Umstanden  in  der  Regel  nicht  genau 
entsprechen.  Leider  dürfte  es  unmöglich  sein,  ohne  dergleichen  An- 
nahmen vorzugehen;  doch  ist  selbstverständlich  die  Zweckmäfsigkeit 
der   Annahmen   verschieden.      Im   allgemeinen    mag   hier   nochmals 
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hervorgehoben  werden,  dafs  die  Formeln  zufolge  ihrer  Entwicklung 
eine  brauchbare  Annäherung  nur  dann  versprechen,  wenn  x  entlang 
dem  Lichtstrahle  nicht  zu  raschen  Änderungen  unterliegt. 

Zur  Beleuchtung  der  Frage  über  die  Schwankungen  in  x  be- 
trachten wir  im  nächsten  Paragraphen  dessen  Abhängigkeit  von 
Lufttemperatur  und  Luftdruck. 

§  11.  Der  Befraktionskoefficient  x  als  Funktion  von 
Temperatur  und  Druck  der  Luft.  Ist  ®  die  Dichtigkeit  der  Luft 
für  den  auf  0^  reduzierten  Stand  b  des  Quecksilberbarometers  bei 
der  Schwerebeschleunigung  g  und  für  eine  Temperatur  gleich  t^  der 
hundertteiligen  Skala,  und  gehört  hierzu  der  Brechungsindex  n  beim 
Übergang  aus  dem  leeren  Raum  in  die  Luft,  so  hat  man  für  zwei 
verschiedene  Wertsysteme  einesteils  nach  dem  ^ra^o sehen  Gesetz: 

n-l  =  K-l)|-,  (1) 

andemteils  nach  dem  Mariotie-  und  Gay-Lussac^cheu  Gesetz,  indem 
der  Ausdehnungskoefficient  der  Luft  gleich  0,003665  ist: 

S    hg       1  +  0,003665  tp  .«. 

öo   ~"  ftofl^ü  '   1  +  0,003665  t    '  ^^ 

wenn  beachtet  wird,  dafs  der  hydrostatische  Druck  der  Höhe  der 
Flüssigkeitssäule  und  der  Schwerkraft  proportional  ist.    Es  wird  daher 

n—\  —In    —  n    ^^  -1+  0,003665^*0  /ox 

n     1  —  ^wo     i;  ^^^^  ^  +-ö;öö366ö"r '  y^^ 

oder,  wenn  man  die  sogenannte  absolute  Temperatur 

"ö:ööW  +  ^'  ^"  ^-  ^^^'^  +  ^  ^^^"^  abgerundet  273  +  t,  mit  T    (4) 
bezeichnet  und  einführt: 

«-l^C^o-l)©-  (5) 

Diese  Formel  hat  man  nur  als  Näherungsformel  anzusehen,  die 
aber  für  unsere  Zwecke  ausreicht.  Denn  obwohl  die  Untersuchungen 
der  Physiker  über  die  Abhängigkeit  des  Brechungsindex  von  Druck 
und  Temperatur  noch  nicht  als  abgeschlossen  zu  bezeichnen  sind,  so 
beweisen  sie  doch  die  starke  Annäherung  der  Formel  (5)  an  die 
Thatsachen.  Früher  setzte  man  n^  —  1  proportional  der  Dichtigkeit; 
n  —  1  scheint  etwas  besser,  führt  aber  in  der  Theorie  der  terrestrischen 
Refraktion  zu  keinen  nennenswerten  Änderungen. 

Die  Relation  (5)  entspricht  nicht  nur  der  trockenen  Luft,  son- 
dern auch  der  feuchten  Luft,  wie  schon  Laplace  bemerkt.  Der 
Wasserdampf  hat  zwar  bei  gleichem  Drucke  und  gleicher  Temperatur 
geringere  Dichtigkeit  als  trockene  Luft,  jedoch  nahezu  dasselbe 
Brechungsvermögen. 
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Im  Mittel  nach  Bessels  Bestimmungen  aus  Befraktionsbeobaeh- 
tungen  von  Bradley  und  ihm  selbst  sowie  den  experimentellen  Be- 
stimmungen der  Physiker  kann  mau  setzen 

n^  =  1,000293  für  h^  =  760"»'«  und  T^  =  273 . 

Die  Schwerkraft  ^q  ist  hierbei  annähernd  diejenige  für  45**  geogr. 
Breite  im  Meeresniveau,  welche  wir  bereits  mit  (S  bezeichnet  haben. 
Es  wird  somit 

«  =  1  +  0,000293^^.  (6) 

Hieraus  folgt,  n  als  Funktion  der  Höhe  h  über  einem  beliebigen 
Horizont  betrachtet: 

und  nach  (7)  §10  S.  573: 


0,000293  ^^  y^  {  yg^        bdh       gdh] 
1+0.000298^^^^     " 


wobei  Q  den  Krümmungsradius  des  Erdellipsoids  im  betreffenden 
Azimut  vorstellt  und  der  Nenner  ohne  wesentlichen  Schaden  gleich  1 
gesetzt  werden  kann. 

Der  in  dieser  Formel  auftretende  Quotient  dd :  ^^^  mufs  aus  der 
Differentialformel  für  barometrisches  Hohenmessen  entnommen  werden. 
Von  der  Bewegung  der  Luft  abgesehen  ^  ist  nach  den  Lehren  der 
Hydrostatik  in  Strenge 

—  dp^®gdh,  (8) 

wenn  an  der  Stelle  dh  die  Schwerkraft  gleich  g  und  der  Druck  der 
Luft  für  die  Flächeneinheit  (in  einem  von  der  Schwerkraft  un- 
abhängigen Mafse)  gleich  p  ist.  Bezeichnet  q  die  Dichtigkeit  des 
Quecksilbers,  so  kann  man  entsprechend  setzen: 

p^hgq.  (9) 


Alsdann  wird 

dp 
Pdh 

db      .     dg 
~  bdh     '  gdh 

und  mit  Rücksicht  auf  (8): 

db     , 
bdh  " 

dg   _       S 
gdh             bq 

(10) 


Nach  Regnault  ist  im  Vergleiche  zu  Wasser  grofster  Dichtigkeit 
für  Quecksilber  von  0®  Temperatur 


q  =  13,596 
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und  für  trockene  Luft  von  (fi  Temperatur  bei  760**^  Stand  des  Queck- 
silberbarometers, gemessen  in  Paris  (mit  48^50'  geogr.  Breite  und 
60"»  Meereshöhe)  • 

0  —  0,00129319*). 

Man  hat  daher  für  trockene  Luft  in  der  geographischen  Breite  B 
und  der  Meereshöhe  H  hei  b^"*^  Stand  des  Quecksilberbarometers  und 
bei  der  Temperatur  ^  der  hundertteiligen  Skala,  oder  der  absoluten 
Temperatur  T: 

2_ff 
e  0,00129319       l      273     1  ~  0,00^66  cob2B  -  — 

g  -        13,696         760  ^T "  ^  __  cO897040' -  ^'         ^     ^ 

9 

Ist  aber  die  Luft  feucht  und  die  Spannkraft  des  in  ihr  enthaltenen 
Wasserdampfes  gleich  e,  so  ist  @  geringer,  weil  die  Dichtigkeit  des 
Wasserdampfes  nur  0,623  derjenigen  der  Luft  unter  sonst  gleichen 
Umständen  beträgt.  Bezieht  man  nun  linker  Hand  in  (11)  &  :  q 
auf  feuchte  Luft,  so  ist  rechter  Hand  der  Faktor 

1  —  0,377  -J         oder  sehr  nahe         1  —  -||-  (11*) 

anzubringen.  Mithin  ergiebt  sich  endlich  nach  (10),  wenn  zugleich 
dh  nicht  wie  b  in  Millimetern,  sondern  wie  q  in  Metern  genommen 
wird: 

und  hiermit  folgt  aus  (7): 

mit 

^  —  T    'T-       7993  f      <5~ 

und 

-^-=  1  —  0,00265  cos2i?  —  -^. 


(12) 


Hierin  ist  q  der  Krümmungsradius  des  Erdellipsoides  in  dem  betreffen- 
den Azimut,  B  die  Meereshöhe,  B  die  geographische  Breite,  b  der 
auf  0^  reduzierte  Stand  des  Quecksilberbarometers  in  Millimetern,  T 
die  absolute  Temperatur  der  Luft  =  273  -^  l9  der  Oentesimalskala, 
r  die  Änderung  derselben  für  l''*  Hohe  und  e  die  Spannung  des 
Wasserdampfes  in  Millimetern  Quecksilbersäule'"*). 

*)  Jordan,  Handbuch  der  Vermessungskunde,  Stuttgart  1877,  Bd.  1  S.490  u.ff. 
**)  Die  Formel  fflr  x  stimmt  im  wesentlichen  überein  mit  JordcMy  a.  a.  0. 
S.  566. 

Helmert,  uiaihem.  u.  physikal.  Theorieeo  der  höh.  Geodäiie.  U.  37 
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Zur  Übersicht  berechnen  wir  einige  Werte  von  x,  wobei  wir  die 
Luft  zu  7$  ^^^  Wasserdampf  gesättigt  annehmen,  sowie  p«»  6370000, 
H  =  0  und  B  =  4S>^  setzen:   • 


e 

T 

100  T,  d.  i.  die  Ändernng  der  Lafttemp.  nach  oben 
für  lOOm  in  hundertteiligen  Graden  gleich 

6 

-3« 

—  2« 

—  1» 

0» 

+  1" 

+  20 

+  3« 

760^ 

660 

560 

Qmm 

4,3 
3 

283" 

278 

273 

0,026 
0,023 
0,021 

0,089 
0,080 
0,071 

0,153 
0,137 
0,121 

0,217 
0,195 
0,172 

0,280 
0,252 
0,222 

0,344 
0,309 
0,272 

0,407 
0,366 
0,322 

§  12.    Die  Yerftnderlichkeit  Ton  x  zeitlich  und  räumlich. 

Die  kleine  Tabelle  zeigt  zweierlei:  1.  dafs  der  Eefraktionskoeffieient  x 
unter  Voraussetzung  konstanter  Temperaturabnahme  nach  oben  hin 
abnimmt  und  zwar  unter  mittleren  Yerhältuissen,  wobei  die  Tempe- 
raturabnahme 0,58®  für  100"*  Erhebung  betragt,  um 

0) 


0,016  für  lOOO"" . 

es  ist  in  diesem  Falle: 

X  —  0,180 

fQr  ff^       0' 

0,161 

1150 

0,142 

2500. 

Sie  zeigt  zweitens,  dafs  die  Grofse  der  Temperaturabnahme  den  Ko- 
efficienten  x  sehr  stark  beeiuflufst,  und  zwar  entsteht  eine  Verminde- 
rung desselben  um  rund 

0,006    für    0,1»  (2) 

Zuwachs  der  Temperaturabnahme  auf  100"'  Erhebung. 

Die  Temperaturabnahme  mit  der  Hohe  ist  nach  ffann*)  auf  der 
Erdoberfläche  bis  zu  60®  geographischer  Breite  durchschnittlich  wie 

Eine  ebenfalls  mit  (12)  wesentlich  übereinstimmende  Formel  gab  1855  Bcteyer 
in  den  Astronom.  Nachr.  Bd.  41  Nr.  980  S.  320  (34)  gelegentlich  einer  längeren 
theoretischen  Entwicklung  über  die  terrestrische  Refraktion. 

Baeyer  illustriert  die  Formel  darch  Tabellen  und  fügt  a.  a.  ansföhrliche 
Erläuterungen  über  Bestimmung  der  Lufiitemperatur  durch  Refraktionsbeob- 
achtungen  bei. 

Im  71.  Bd.  der  Astronom.  Nachr.  Nr.  1695  S.  228  stellt  1868  Mrvum,  an 
eine  Formel  der  Mec.  cü,  anknüpfend,  ebenfalls  eine  Formel  far  x  auf,  um  mit 
Hilfe  derselben  die  Temperaturabnahme  in  den  Luftschichten  in  der  Nähe  der 
Ostseeküste  zu  studieren.  Für  den  betreffenden  Fall  giebt  diese  Formel  wesent- 
lich dasselbe  wie  (12). 

'^)  J.  Hawn,  Handbuch  der  EUmatologiC;  Stuttgart  1883,  S.  153  u.  ff. 
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bemerkt  gleich  0,58«  für  100«  oder  gleich  V  für  172«  Erhebung 
anzunehmen.  Batiernfeind*)  fand  bis  auf  ein  paar  Meter  denselben 
Wert;  er  nimmt  auch  eine  geringe  Änderung  mit  der  geographischen 
Breite  an;  allein  dieselbe  ist  nicht  sicher  konstatiert  und  nach  Ifann 
nicht  nachweisbar. 

Die  Temperaturabnahme  mit  der  Höhe  unterliegt  Veränderungen 
aus  mehreren  Gründen.  Sie  ändert  sich  mit  der  Jahreszeit  und  be- 
trägt nach  Bann  für  Mitteleuropa  (Harz,  Erzgebirge  und  Alpen) 
durchschnittlich  für  100«  im 


Frühling      Sommer      Herbst  Winter 

Ofil^          0,70«          0,53«  0,45« 
oder  1®  für  eine  Erhebung  um 

149«           143«           188«  222« 


Mittel 
0,59« 

170« 


Sie  ändert  sich  ferner  lokal  durchschnittlich  von  0,4«  bis  0,8«;  sie  ist 
z.  B.  auf  der  Nordseite  der  schweizer  Alpen  0,69,  auf  der  Südseite 
0,55.  Über  Thälern  findet  häufig  anstatt  einer  Abnahme  eine  Zunahme 
statt;  eine  solche  wird  auch  oftmals  bei  Barometermaxima  im  Winter 
beobachtet. 

Die  gröfsten  imd  raschesten  Variationen  der  Temperatur  zeigt 
zeitlich  und  räumlich  die  Luftschicht  am  Erdboden.  So  fand  }Fild 
1872—1874**)  im  Mittel  die  Temperatur  in  16«  und  26«  Höhe  über 
dem  Boden  grofser  als  in  2«  Höhe  um  die  folgenden  Beträge: 


April  bis  September 
8*          1*          8* 

Winter 
1* 

16  •» 
26" 

—  0,27«  —  0,40»  -f  0,30» 

—  0,36  -0,42  +0,50 

+  0,07» 
+  0,06 

Ferner  fand  Becguerel  1875***)  in  20"«  mehr  als  in  2'»  Höhe: 

Morgens 
3*          6*         9* 

Mittag« 
12* 

Nachmittags 

Nachts 

3*           6*          9* 

12* 

März— Mai 

+0,6» 

+0,3» 

-0,3» 

-0,7» 

-0,6» 

+0,2» 

+0,4» 

+0,4» 

Juni — Aug. 

+0,7 

+0,3 

-0,5 

-0,8 

-0,4 

+0,4 

+0,6 

+0,5 

September 

+1,3 

+0,3 

-0,3 

-0,9 

-1,0 

+0,6 

+0,7 

+0,7 

Jahresdurch- 
schnitt 

• 

—0,53 

-0,28 

-0,: 

}4 

• 

• 

♦)  C,  M.  V,  Batiernfeind,  Beobachtungen  und  ünterfluchungen  über  die  Qe- 
naoigkeit  barometrischer  HöhenmeBsungen  und  die  Veränderungen  der  Tempe- 
ratur und  Feuchtigkeit  der  Atmosphäre.    München  1862.    S.  120. 

**)  Zeitschrift  d.  Österreich.  Gesellsch.  f.  Meteorologie  1876  Bd.  11  S.  205. 
*♦•)  Ebenda  S.  284. 

37* 
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Hiernach  sind  tagliche  VariatioDen  you  x  in  der  Luftschicht  zwischen  2"* 
and  20*»  Höhe  im  Betrage  von  —  0,1  mittags  bis  +  0,5  nachts  die 


In  der  That  sind  wiederholt  (und  auch  vom  Verfasser  bei  einer 
längeren  Beobachtungsreihe  im  Jahre  1862)  an  Lichtstrahlen,  welche 
diese  Luftschicht  in  grofserer  Ausdehnung  durchstrichen,  dergleichen 
Werte  von  x  beobachtet  worden.  In  der  Regel  jedoch  fallen  die 
aus  Zenithdistanzmessungen  berechneten  Variationen  in  x  geringer 
aus.  Denn  indem  brauchbare  und  für  mäfsige  Entfernungen  und 
Hohendi£ferenzen  nach  der  Hypothese  der  Kreisform  des  Lichtstrahles 
berechenbare  Höhenbestimmungen  sich  erfahrungsmäfsig  nur  dann 
ergeben,  wenn  der  Lichtstrahl  die  in  Rede  stehende  Luftschicht  min- 
destens im  gröfseren  Teile  seines  Laufes  verläfst,  werden  sich  die  auf 
diese  Weise  ermittelten  x  meist  im  Durchschnitt  auf  etwas  grössere 
Abstände  vom  Terrain  als  20"*  beziehen.  Man  hat  für  dieselben  auch 
eine  ziemlich  regelmäfsige  Durchschnitts- Abhängigkeit  von  der  Tages- 
zeit konstatiert,  wobei  man  nach  dem  Vorgange  von  Baeyer  die  letztere, 
vom  wahren  Mittag  abgerechnet,  in  Bruchteilen  des  halben  Tage- 
bogens  der  Sonne,  d.h.  der  halben  Zeit  von  Sonnenaufgang  bis  Sonnen- 
untergang, ausdrückte,  um  verschiedene  Jahreszeiten  mit  einander  in 
Beziehung  bringen  zu  können.*)  Während  ^a^y^r  x  der  Zeit  9  pro- 
portional  setzt,  ergab  eine  gelegentlich  der  Triangulierung  vonMecklen^ 
bürg  angestellte  Untersuchung  zahlreichen  Beobachtungsmateriales  die 
für  die  Sommermonate  gültige  Interpolationsformel: 

X  =  0,174  +  0,075  sin(268034'  +  S»), 

worin  Ä®  proportional  Ä  und  f ür  ®  =  1  gleich  90^  zu  setzen  ist.**) 
Nach  Haril  genügt  ebenso  der  Ausdruck: 

x_  0,100  + 0,077  ®2. 

Harü  hat  noch  anderes  Material  untersucht;  darnach  bestätigen 
sich  die  in  Mecklenburg  gefundenen  Resultate  für  Norddeutschland 
im  grofsen  und  ganzen.***)    Im  Hinblick  auf  eine  Anwendung  der 


*)  ÄJBtronom.  Nachr.  1837  Bd.  14  Nr.  317  S.  70. 

♦•)  Grofsherzoglich  mecklenburgische  Landesvermessung.     Teil  I.    Schwerin 
1882;  S.  240. 

Die  Entfernung  schwankte  innerhalb  ziemlich  enger  Grenzen  um  17*^  herum. 
Zur  Berechnung  von  x  wurde,  wie  dies  immer  bei  gleichzeitigen,  gegenseitigen 
Messungen  geschieht,  die  aus  (11)  §  10  S.  574  folgende  N&herungsformel  benutzt: 

X  =a   1 


y 

♦••)  Müteilimgen  des  k.  k.  militär-geogr.  Instituts  in  Wien.    3.  Bd.  1883. 
Verfasser  verspricht,  seine  Untersuchungen  auch  auf  die  österreichischen 
Alpenländer  auszudehnen. 


•Digitized  by 


Google 


§  12.    Die  Veränderlichkeit  von  x  zeitlich  und  räumlich.  581 

Interpolationsformel  zur  Berechnung  von  x  für  Zwecke  einer  einseitigen 
Höhenbestimmung  mufs  man  aber  bedenken^  dafs  die  beobachteten  x 
obgleich  sie  meistens  Mittelwerte  für  eine  Stunde  Zeitraum  darstellen, 
gegen  diese  Formel  den  mittleren  Fehler  +  0,018  zeigen,  sodafs  die 
rechnerische  Bestimmung  recht  unsicher  wird,  auch  wenn  die  für  die 
Gröfse  der  Refraktion  in  betracht  kommenden  Verhältnisse  der  Be- 
obachtungen denen  der  mecklenburgischen  Beobachtungen  im  allge- 
meinen gleich  sind.  Die  Ursachen  der  Unsicherheit  sind  die  Ver- 
schiedenheiten in  dem  Abstand  des  Lichtstrahles  vom  Terrain,  in  der 
Kultur  des  letzteren  und  in  den  Bestrahlungsverhaltnissen  desselben, 
wodurch  eine  ungleichartige  Verteilung  der  Wärme  in  der  Luft  be- 
dingt wird. 

Über  die  Änderung  der  Wärmeabnahme  mit  der  Hohe  nach  oben 
hin  geben  folgende,  von  Hann  aus  Glaishers  Beobachtungen  von  1869 
im  Ballon  captif  (Zeitschr.  d.  österr.  Ges.  f.  Met.  1879  Bd.  14  S.  475) 
abgeleitete  Zahlen  Auskunft: 

25.  Mai  —  28.  Juli  1869.     Abnahme  für  100^ . 

1)  Im  Mittel  für  3*  —  7*  bezw 3*  — 7,5* 

Höhe:    0"»         60»"  120»»         180"»        240"»        '300«*         öÖO"» 

heiter:         1,50'»        1,13«         0,95»         0,79»         0,70»         0,77» 
trübe:         1,40  1,10  0,79  0,82  0,80  0,58 

2)  Im  Mittel  für  30«  —  300"»  Höhe 

Stunde:,  10—11*  vorm.  3*       4*       5*       6*        7*        7,5*  nachm. 

heiter:            1,40»  1,07»  0,97»  0,89»  0,80»  0,49» 

trübe:              —  1,02    0,83    0,95    0,86    0,86. 

Haril  findet  letztere  Durchschnittszahlen  mit  den  beobachteten 
Refraktionskoefficienten  x  in  guter  Übereinstimmung  (bis  auf  0,1»). 

Trotzdem  die  Zahlen  Mittelwerte  aus  28  Fahrten  sind,  zeigt  sich 
eine  keineswegs  regelmäfsige  Abnahme  der  Temperatur  mit  der  Höhe. 
Dafs  eine  solche  selbst  in  gröfserer  Höhe  über  dem  Erdboden  nur 
im  rohen  Durchschnitt  stattfindet,  zeigt  ein  Blick  auf  die  Ergebnisse 
aller  Luftfahrten.  Man  vergl.  z.  B.  Joh,  Müller^  Lehrbuch  der  kos- 
mischen Physik,  1875,  Tab.  17  und  S.  514.  Wir  beschränken  uns  hier 
auf  die  Mitteilung  einiger  Beobachtungen  bei  Tissandiers  Luftfahrt 
am  29.  Nov.  1875  gegen  Mittag,*)  wonach  sich  die  Temperatur  fand : 

bis    700"*  Höhe  gleich  —  2»,  von  da 

bis  1500'«     „  „       —  3  bis  —  4»  (weifsl.  opalis.  Wolken), 

bei  1650'»     „  „      null  (Eiskrystalle), 

bei  1770"*     „  „       +  1». 

•)  C<mpte8  rendus  1876  Bd.  81  S.  1216. 
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Hiernach  erleidet  x  auch  in  grofseren  Hohen  wegen  des  nnregelmäfsigen 
Verlaufes  der  Temperatur  beinahe  sprungweise  Änderungen  im  BetrogB 
von  04  bis  0;2,  d.  h.  fast  um  seinen  ganzen  normalen  Betrag. 

Die  Ursache  der  starken  Temperatunlnderung  in  der  Nähe  des 
Erdbodens  ist  der  Erdboden  selbst,  welcher  durch  Strahlung  Wärme 
teils  von  der  Sonne  aufnimmt,  teils  in  den  Weltraum  abgiebt  und 
durch  Leitung  seine  Temperatur  der  benachbarten  Luft  mitteilt.  In 
gröfserer  Höhe  über  dem  Erdboden  ist  die  wesentlichste  Ursache  der 
Unregelmäfsigkeiten  die  Kondensation  des  Wasserdampfes.  In  einer 
ruhenden,  von  aufsen  thermisch  nicht  beeinflufsten,  trockenen  Atmo- 
sphäre würde  nach  der  mechanischen  Wärmetheorie  für  100'"  die 
Temperatur  sehr  nahe  um  1®  abnehmen.  Ist  Wasserdampf  in  der 
Luft;  so  tritt  bei  wachsender  Hohe  eine  allmähliche  Kondensation 
desselben  ein,  weil  mit  der  Temperatur  zugleich  der  Sättigungsgehalt 
abnimmt.  Bei  der  Kondensation  wird  aber  Wärme  frei;  die  Tempe- 
raturabnahme in  der  feuchten  Atmosphäre  ist  daher  eine  langsamere 
wie  in  der  trockenen,  und  wenn  aus  irgend  welchen  Gründen  die 
Kondensation  des  Wasserdampfes  nicht  allmählich,  sondern  stellen- 
weise plötzlich  erfolgt,  so  kann  es  geschehen,  dafs  die*  Temperatur- 
änderung mit  der  Höhe  aus  einer  Abnahme  stellenweise  ziemlich 
plötzlich  in  eine  Zunahme  übergeht.*) 

§  13.  Fortsetzung:  Bauernfeinds  Beobachtnngsreihe  Yon 
1877-1880. 

Von  der  Empfindlichkeit  des  Refraktionskoefficienten  gegen  lokale 
Verhältnisse  giebt  einen  sehr  interessanten  und  augenfölligen  Beweis 
eine  Beobachtungsreihe,  welche  Bauernfeind  auf  der  westösÜichen^ 
48*^  langen  Linie  DÖbra- Kapellenberg  des  bayerischen  Gradmessnngs- 
netzes  zu  allen  Tageszeiten  hat  anstellen  lassen**).  Mbra  liegt  SO** 
über  Kapellenberg^  das  Profil  zwischen  beiden,  in  780*»  mittlerer  Meeres- 
höhe gelegenen  Punkten  föllt  ziemlich  steil  an  beiden  Enden  um 
etwa  130"»  ab;  einzelne  Kuppen  des  Profiles  liegen  zwar  etwas  höher, 
aber  doch  noch  100"*  unter  der  Lichtlinie.  In  Bezug  auf  die  nähere 
Umgebung  der  Stationen  ist  Folgendes  zu  bemerken: 

1.  Kapellenberg,  Das  Terrain  fällt  bis  1000"»  Entfernung  ziem- 
lich gleichmäfsig  um  50"» .  Der  Gipfel  ist  kahl,  die  Hänge  sind  mit 
jungem  Fichtenbestand  bedeckt.     Die  Pfeilerhöhe  beträgt  5™ . 

2.  Döbra,  Das  Terrain  fällt  bis  450"»  Distanz  ziemlich  gleich- 
mäfsig um  50"» .    Es  ist  bewaldet;  der  Wald  überragt  den  3"»  hohen 

*)  Über  diese  Verhältnisse  und  weitere  diesbeziigliche  Litteratur  vergleiche 

A,  Bitter,  Anwendungen   der   mechaniBchen  Wärmetheorie  auf  koBmologische 

Probleme,  Hannover  1879,  S.  1  bis  8  (aus  Wiedemanns  Annalen  1878B.  5,  S.  413). 

**)  Ergebnisse  aus  Beobachtungen  der  terrestrischen  Refraktion.    (Abhandl. 

der  kön.  bayer.  Akad.  d.  Wissensch.    2.  Gl.  1880  Bd.  18.   3.  Abt.) 
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Pfeiler,  doch  ist  im  Umkreis  von  20*"  aller  Wald  weggeschlagen, 
nach  Ost  bis  80*"  Entfernung. 

Die  Messungen  erfolgten  in  den  Jahren  1877  bis  1880  haupt- 
sächlich in  den  Monaten  Mai,  Juni,  August  und  September.  Bauern- 
feind  berechnet  aus  ihnen  nach  seiner  Theorie  die  Höben  einseitig 
(und  ohne  Rücksicht  auf  Lotabweichung);  da  nun  diese  Theorie  eine 
regelmäfsige  Schichtung  der  Luft  nach  der  Hohe  voraussetzt,  so  ist 
wegen  der  fast  gleichen  Höhe  beider  Punkte  das  Mittel  der  einseitigen 
Berechnungen  für  die  Höhendifferenz  aus  den  im  grofsen  und  ganzen 
beiderseits  gleichzeitig  erfolgten  Messungen  im  wesentlichen  als 
frei  von  der  besonderen  Form  der  Theorie  der  Refraktion  zu  betrachten. 
Nach  der  der  Abhandlung  beigegebenen  graphischen  Darstellung  finden 
wir  für  jjj  —  ^,  trigonometrisch  bezw.  H^  —  H^  barometrisch  mehr 
als  das  Präzisionsnivellement  gab  die  Zahlwerte  umstehender  Tabelle. 

Die  trigonometrischen  Werte  zeigen  ebenso  wie  die  barometri- 
schen eine  tägliche  Periode.  Die  Ursache  derselben  für  die  baro- 
metrischen Messungen  ist  (nach  Bauemfeind)  bekanntlich  diese,  dafs 
das  Stationsthermometer  nicht  die  Temperatur  der  höheren  Luft- 
schichten giebt.  Während  die  Angaben  dieser  Thermometer  starke 
Variationen  im  Laufe  des  Tages  zeigen^  sind  dieselben  in  der  Regel 
in  gröfseren  Höhen  geringe  kaum  1  bis  2^. 

Die  Ursache  der  täglichen  Periode  der  Ergebnisse  der  trigono- 
metrischen Messungen  kann  infolge  der  nahezu  gleichen  Höhe  beider 
Stationen  nur  die  durch  lokale  Verhältnisse  erzeugte  unsymmetrische 
Form  des  Lichtstrahles  zu  beiden  Stationen  sein:  Station  Eapellen- 
berg  liegt  frei,  Döbra  dagegen  im  Walde;  ferner  haben  die  Profil- 
seiten bei  DöhTüy  im  Westen,  und  bei  Kapellenhergy  im  Osten,  gegen 
die  Sonne  einen  verschiedenen  Stand. 

In  der  Nähe  derjenigen  Zeiten,  wo  die  barometrischen  Messungen 
gegen  das  Präzisionsnivellement  die  Differenz  null  geben,  wo  man  also 
erwarten  mufs,  dafs  die  Luftschichtung  einigermafsen  frei  von  lokalen 
Abweichungen  sein  wird,  gehen  auch  die  trigonometrischen  Differenzen 
durch  null  hindurch .  Der  wahre  Wert  von  ^o  —  fli  tann  zwar  von 
dem  Ergebnis  des  Präzisionsnivellements  in  Bezug  auf  welches  die- 
selben gebildet  sind,  etwas  abweichen,  doch  wird  sehr  wahrscheinlich 
auch  er  in  der  Nähe  dieser  Zeiten  von  den  Messungen  gegeben  werden.*) 

Die  Tabelle  zeigt  noch,  dafs  zu  den  barometrisch  günstigsten  Zeiten 
sich  die  trigonometrischen  Werte  und  somit  auch  die  Refraktionen 
und  Temperaturen  in  der  Nähe  des  Terrains  sehr  rasch  ändern.  Es 
ist  dieses  ein  ungünstiger  Umstand  für  die  Benutzung  dieser  Zeiten. 


*]  Vergl.  hierzu  den  Schlufsparagraphen  dieses  Kapitels,  wo  auch  erörtert 
werden  wird,  inwieweit  barometrisches  und  geometrisches  Nivellement  zu  ver- 
gleichbaren Werten  führen. 
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§  14.  Bauernfeinds  Refraktionstheorie.  Ehe  wir  an  der 
Hand  der  bisherigen  Aufstellungen  dazu  übergehen,  die  Methoden 
zu  besprechen^  die  nach  unserer  Ansicht  zur  trigonometrischen  Hohen- 
messung  zu  empfehlen  sind,  haben  wir  den  Blick  auf  die  bisherigen 
Leistungen  zu  richten. 

Obwohl  Laplace  zu  Anfang  dieses  Jahrhunderts  die  mathematische 
BehandluDg  der  Refraktion  angebahnt  hatte,  beschränkte  man  sich 
doch  lange  Zeit  auf  die  Annahme  einer  Kreisbogengestalt  für  den 
Lichtstrahl,  wahrscheinlich  weil  man  die  allerdings  sehr  zutreffende 
Ansicht  hatte,  dafs  es  schwierig,  ja  unmöglich  sei,  den  thatsäcfalichen 
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Befraktionsyerbältnissen  durch  die  Theorie  zu  folgen.  Jedoch  nahm 
man  an,  dafs  die  Krümmung  des  Kreisbogens  zeitlich  veränderlich 
sei  und  beobachtete  daher  hauptsächlich  nach  der  Methode  gegen- 
seitiger, gleichzeitiger  Zenithdistanzmessungen.  Die  Abweichungen 
von  der  Kreisbogengestalt  glaubte  man  durch  Auswahl  günstiger  Pro- 
file vermeiden  zu  können. 

'  Zu  Anfang  der  sechziger  Jahre  wurde  aber  von  mehreren  Seiten  ver- 
sucht, sich  durch  die  Theorie  den  thatsächlichen  Verhältnissen  mehr 
zu  nähern*),  in  Deutschland  1866  durch  Bauernfeind  im  Anschlufs 
an  seine  epochemachenden  Untersuchungen  über  das  barometrische 
Höhenmefsverfahren.  Indem  Bauemfeinä  gelegentlich  dieser  Unter- 
suchungen zahlreiche  Beobachtungen  von  sich  und  anderen  disku- 
tierte, fand  er^  dafs  die  Temperatur*  in  der  Atmosphäre  mit  zunehmen- 
der Hohe  in  arithmetischer  Progression  abnimmt  und  dafs  sie  dabei 
der  sechsten  Wurzel  des  Luftdruckes  proportional  ist,  wenn  sie  vom 
absoluten  Nullpunkt  aus  gezählt  wird**).  Dieses  Gesetz  für  die  durch- 
schnittliche Konstitution  der  Atmosphäre  legte  Bauemfeinä  nun  auch 
der  Befraktionstheorie  zu  gründe. 

Zur  Erläuterung  desselben  stellen  wir  folgende  Betrachtung  an. 
Wir  verstehen  unter  der  Höhe  u  der  Atmosphäre  über  einem  Punkt 
die  Höhe  über  demselben  bis  zu  der  Stelle,  wo  die  absolute  Tempe- 
ratur null  ist.    Nach  der  Hydrostatik  wird  alsdann  (vergl.  auch  §  11 

(8)  S.  576) :  . 

dp  =  ®gdu,  (1) 

worin  dp  die  zu  du  gehörige  Druckzunahme  bei  der  Luftdichtigkeit 
&  und  der  Schwerkraft  g  bezeichnet.  Da  nun  nach  dem  Marioite- 
und  6^ay-Zu55ac  sehen  Gesetz  (vergl.  auch  §  11  S.  575) 

®  =  ®o|f;  (2) 

zu  setzen  ist,  worin  @q,  T^^p^  ebenso  wie  S,  T^p  zusammengehörige 
Werte  sind,  so  wird 

^^^gdu.  (3) 

Nimmt  man  jetzt  an,  dafs  T  sich  nach  oben  hin  gleichmäfsig 
vermindert  und  dafs  daher 

T=ux  (4) 

gesetzt  werden  kann,  wobei  die  Konstante  r  nach  Bann  (§  12  S.  578) 
gleich  Y]72  ^^^}  ^^  folgt 


*)  Hierher  ist  anch  die  oben  erwähnt«  Abhandlung  Bcteyers  zu  rechnen; 
dieselbe  scheint  aber  ohne  praktische  Konsequenzen  geblieben  zu  sein. 

**)  C.  M,  V,  Bauernfeind,    Beobachtungen    und    Untersuchungen   über   die 
Genauigkeit  barometrischer  Höhenmessungen  etc. 
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AP-  =  c^''     für     c  =  -^«^^-.  (5) 

Hiernach  wird,  abgesehen  von  der  geringen  Veränderlichkeit  von  ff 
mit  der  Höhe: 

u^ap%  (6) 

wobei  a  eine  Integrationskonstante  vorstellt.  Aus  (6)  und  der  An- 
nahme T  =  ut  folgen  für  zwei  Punkte  derselben  Lotlinie  mit  Rück- 
sicht auf  die  modifizierte  Relation  (2): 

&,T,p^^S,T^p,, 
die  Proportionen: 

Ut   ~    Tt   ~       1  ~"         _J:       '  ^^ 

Vi'       ©.^-' 

Bauernfeind  untersucht  zunächst  an  der  Hand  der  Beobachtungen 
die  Proportionalität  von  p  und  T^  und  findet  c  =  6;  sodann  unter- 
sucht er  die  Gleichung 


Tt  ~\uj 


und  findet  k'  sehr  nahe  gleich  1^  u  für  das  Meeresuiveau  rund  gleich 
51400»». 

Nach  unserer  Aufstellung  der  Gleichungen  (1)  bis  (7),  die  von 
der  bezüglichen  Bauernfeind sehen  verschieden  ist,  bedingt  die  Pro- 
portionalität von  T  zu  u  die  Existenz  der  Proportionalität  von  p 
und  T^.  Kennt  man  erst  die  Atmosphärenhöhe,  so  kann  man  dann 
auch  c  nach  (5)  berechnen: 

c  ^  _?^oJL  .  (8) 

Nehmen  wir  an,  dafs  für  u  =  51400*»  die  Temperatur  T  =  298^  sei, 
so  wird  1  :  T  =  172,  wie  oben  angegeben.  Der  Wert  T  =  298  *', 
entsprechend  einer  Temperatur  der  hundertteiligen  Skala  von  25^ 
ist  allerdings  wohl  als  Durchschnittstemperatur  im  Meeresniveau  zu 
grofs,  aber  der  für  u  im  Meeresniveau  angegebene  Wert  ist  auch 
sehr  unsicher.  Behalten  wir  also  l:r  =  172  bei  und  setzen  nach 
(11)  und  (9)  §  11  S.  577  u.  576 


und 
so  folgt 


®^=Ä^^    für    ^0  =  273 

Po  =  0,760  q  g  , 
c  =  5,90, 
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ToUig  mit  BauemfeindH  Wert  für  c  innerhalb  der  Genauigkeit  des- 
selben übereinstimmend. 

Bei  der  vorstehenden  Theorie  kommt  übrigens  gar  nicht  in 
betrachte  welches  die  ganze  Höhe  der  Atmosphäre  wirklich  ist*).  Sie 
tritt  lediglich  als  ein  geeignetes  Mafs  für  die  Temperaturabnahme  mit 
der  Hohe  in  den  unteren  Luftschichten  auf. 

§  15.  Fortsetzung;  kritische  Bemerkungen.  Bei  den  wei- 
teren Entwicklungen  nimmt  Bauernfeind  n^  —  1  proportional  zu  @\ 
er  setzt  also  für  einen  beliebigen  Punkt  des  Lichtstrahles 

n^-l  =  (n,'-l)-|-,  (1) 

wobei  nj  und  ®^  sich  auf  Punkt  P^y  den  Standpunkt,  beziehen.     Im 
Anschlufs  an  §  11  S.  575  würden  wir  dagegen  setzen 

Wir  bemerken  aber  gleich  hier,  dafs  in  den  Endformeln  beide  An- 
nahmen nur  zu  ganz  unwesentlichen  Diiferenzen  führen. 

Da  nun  nach  (7)  auf  voriger  Seite  die  Beziehung  besteht: 

i,-(:,r-{^-r.         » 

so  wird  mit  (1) 

„._l  =  (V_i)(i_A)*,  (3) 

dagegen  mit  (1*): 

„_!  =  („,  _!)(]_  A)\  (3*) 

Hieraus  folgt  ohne  Schwierigkeit  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  (7) 
und  (8)  in  §  10  S.  573  u.  574 

erstens,  für  die  Annahme  (1): 

»u«,'--«,  (-^-1-2«,)  (4) 

zweitens,  für  die  Annahme  (1*): 

t)  (4*) 


*t  = 

6(n,-] 
n,  », 

1 

mit 

1 

<n.» 

x,'  =  - 

X, 

'(^- 

-1 

=  -4-; 

.    f  ^^    - 

4  (2  +  3k,) 

*)  Yergl.  über  diese  A,  Bitter  a.  S.  582  a.  0. 
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Diese  Ausdrücke  können  nun  ohne  weiteres  zur  Berechnung  yon 
h  bezw.  Xtj  nach  §  10  (1*)  und  (3)  S.  572  dienen.  Wollen  wir  aber 
mit  Bauemfeinds  Entwicklungen  vergleichen,*)  so  stellen  wir  h  besser 
nach  §  3  (7)  S.  555  auf,  worin  r,«/  durch  den  Wert  Qi.%x{  und  r^^«," 
durch  den  Wert  Qi.i^x^"  zu  ersetzen  ist.  Wir  finden  dann  ohne 
Schwierigkeit  mit  einigen  meist  unerheblichen  Yemachlässigangen 
aus  beiden  Systemen  (4)  und  (4*^  denselben,  im  wesentlichen  mit 
Bauemfeinds  Angabe  übereinstimmenden  Ausdruck: 

*  M  3m,  Bin'ift  J 

,1  f  cOB^Zj  +  1  —  ^ti      ,     m^  (13 coB'g,  + 1  -  x,)  —  3 coB^g,  ^^  ^^^  ^ 

Bauernfeind  hat  zwar  anstatt  des  Eoefficienten  13  rechter  Hand 
nur  1 ;  indessen  liegt  diese  Differenz  völlig  innerhalb  der  in  (5)  ander- 
weit innegehaltenen  Genauigkeitsgrenze.  Die  gröfste  Vernachlässigung 
enthält  der  erste  Klammerausdruck,  dessen  genauer  Wert  nach  (7) 
S.  555  leicht  aufzustellen  ist.  Sie  wächst  mit  dem  Quadrat  der  Ent- 
fernung und  beträgt  für  s  =  64*^  annähernd  h  :  15000. 

Die  Banemfeind sehe  Entwicklung  in  den  Astronom,  Nachr.  ist 
übrigens  etwas  umständlich,  weil  sie  nicht  unmittelbar  von  Taylors 
Satz  ausgeht.**)  Die  in  der  Vermessungskundey  6.  Aufl.  Bd.  2  S.  301, 
angedeutete  Vereinfachung  führt  aber  durch  die  für  cosz  «»  null  di- 
vergente Reihe  (/)  daselbst. 

Setzen  wir  nun  aus  (4)  unsere  Werte  für  qtc  und  q-k"  in  den 
strengen  Ausdruck  (6*)  S.  557  für  A:,  ein,  so  erhalten  wir  andere  Aus- 
drücke als  Bauemfeind,  Dafs  dessen  Angaben  in  den  Astronom.  Nachr. 
Bd.  67  S.  65  (64)  bezw.  in  der  Vermessungskunde  S.  338  oben  für  den 

Refraktionswinkel  ^z  ^^  --  k^y  nicht  richtig  sind,   sieht  man  schon 

in  dem  Vorkommen  eines  unmöglichen  Gliedes.  Er  setzt  nämlich  in 
unseren  Bezeichnungen,  abgesehen  von  einem  (auch  nicht  korrekten) 
Glied  mit  y^i 

es  enthält  darnach  y  Atj  y  ein  von  x^  freies  Glied 

Y''i3'--3^f^ycotz,     oder    |  y2  cotz, , 


*)  Astronom.  Nachr.  vom  Jahre  1867  Bd.  67  Nr.  1587—90  S.  65  Gl.  38  oder 
Elemente  der  Vermesstmgskunde  6.  Aufl.  Bd.  2,  Stuttgart  1879,  S.  301  (268). 

•*)  Diese  wesentliche  Vereinfachung  für  die  Theorie  der  terrestrischen  Re- 
fraktion fanden  wir  nur  bei  E.  Pucci^  Fondamenti  dt  Geodesia,  vol.  I,  Milano 
1883,  benutzt 
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was  selbstverständlich  falsch  ist^  da  der  Refraktionswinkel  -^k^ymii 
X|  gleichzeitig  verschwinden  mufs,  wie  auch  die  Gleichung  (5)  zeigt. 

t  In  unseren  Entwicklungen  fehlt  in  der  That  dieses  Glied  und  zwar 
genügt  es  mit  einem  Fehler  von  höchstens  V1500)  meist  von  kaum 
V5000  ^^^  Betrages  zu  setzen 

Y>5f,y  —  2  x,y  |i  3^^      -1-      ^,  3^^       ]'    \P  ) 

Für  die  Anwendung  der  Formeln  ist  vorerst  die  Berechnung 
von  »I,  erforderlich.  Bauernfeind  giebt  in  dieser  Hinsicht  zunächst 
eine  Untersuchung,  als  deren  Resultat  eine  Tabelle  für  das  Verhältnis 
m^  der  Atmosphärenhohe  zum  Meridiankrümmungsradius  unter  ver* 
schiedenen  Breitegraden  erscheint,  wenn  überall  ein  normaler  Luft- 
druck und  eine  normale  Temperatur  herrschen.  Wir  wollen  ihm  hier 
nicht  weiter  folgen  und  nur  bemerken,  dafs  nach  unserer  Ansicht  es 
zur  Zeit  ebenso  richtig  ist,  die  zu  m^  gehörende  Atmosphärenhohe  t/^ 
konstant  zu  nehmen,  was  obendrein  der  Konstanz  von  ^  =  6  besser 
entspricht.  Denn  nach  dem  vorigen  Paragraphen  Gl.  (8)  verlangt 
die  Annahme  c  >=»  6  einen  ganz  bestimmten  Wert  von  r,  d.  h.  der 
Abnahme  der  Lufttemperatur  für  l*"Höhe,  sodafs  zu  einer  bestimmten 
Temperatur  immer  nur  dieselbe  Atmosphärenhöhe  gehören  kann. 

Weiter  handelt  es  sich  dann  um  den  Übergang  von  m^  zu  m^, 
oder  wenn  der  in  m^  eingeführte  Meridiankrümmungsradius  als  über- 
flüssig wegbleibt,  um  den  Übergang  von  u^  zu  Uy  Hierbei  müssen 
die  Proportionen  (7)  §  14  S.  586  zur  Anwendung  kommen.  Man  hat 
dann  die  Wahl,  mit  Lufttemperatur  T^  Luftdruck  j?  oder  Luftdichte  © 
zu  rechnen.  Da  nun  im  allgemeinen  die  zu  ^  «==  6  gehörige  Tempe- 
raturabnahme r  nicht  vorhanden  ist,  wird  jede  dieser  Rechnungen 
einen  anderen  Wert  für  t/,  ergeben.  In  dem  seither  (bis  1883)  von 
Bauernfeind  befolgten  Rechnungsgange  besteht  aber  nicht  nur  dieses 
Bedenken^  sondern  auch  ein  Irrtum,  insofern  u  nicht,  wie  (7)  §  14 
S.  586  verlangt,  proportional  der  fünften  Wurzel  von  ®,  sondern 
umgekehrt  proportional  &  gesetzt  worden  ist.*)  Wenn  auch  dieser 
Irrtum  gehoben  sein  wird,  so  bleibt  immer  der  in  der  Natur  der 
'Theorie  begründete  Mangel,  dafs  der  besondere  Stand  der  meteoro- 
logischen Instrumente  nicht  theoretisch  konsequent,  sondern  nur  em- 
pirisch (etwa  behufs  möglichsten  Anpassens  an  die  Beobachtungen) 
berücksichtigt  werden  kann. 

Hiermit  steht  im  engsten  Zusammenhang,  dafs  die  Theorie  auf 
alle  diejenigen  Fälle,  in  welchen  die  gleichmäfsige  Abnahme  r  der 
Lufttemperatur  mit  der  Hohe  eine  andere  ist,  als  die  Annahme  c  <=^  6 


*)  Auf  Anfrage  teilte  Herr  v.  Bauemfeind  mit,  dafs  in  der  That  hier  ein 
Versehen  vorliege. 
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verlangt,  strenggenommen  nicht  pafst,  —  es  sei  denn,  dafs  man  c 
mit  Rücksicht  auf  61.  (8)  S.  586  variabel  nähme.  Dieser  Umstand 
genügt;  die  Theorie  für  diejenigen  Fälle  unannehmbar  zu  machen, 
wo  der  wirkliche  Verlauf  der  Lufttemperatur  hinreichend  bekannt 
ist,  um  durch  seine  Berücksichtigung  einen  besseren  Anschlufs  der 
Theorie  an  die  Erfahrung  erwarten  zu  können,  sowie  für  diejenigen 
Fälle,  in  welchen  aus  beobachteten  Refraktionen  ein  Schlufs  auf  das 
Verhalten  der  Lufttemperatur  gezogen  werden  soll.  Wenn  er  bisher 
nicht  genügend  gewürdigt  worden  ist,  so  liegt  dies  (abgesehen  von 
der  Nichtbeachtung  des  theoretischen  Zusammenhangs  von  c  und  r) 
daran,  dafs  die  in  der  Regel  ungleichmäfsige  Abnahme  der  Lufttem- 
peratur mit  der  Höhe  noch  ungünstiger  wirkt,  diese  Fehlerursache 
aber  schwerlich  durch  irgend  eine  Theorie  ganz  zu  heben  ist. 

Zu  gunsten  der  Bauemfeind  scken  Theorie  der  terrestrischen  Re* 
fraktion  ist  hervorgehoben  worden,  dafs  die  analoge  Theorie  der  astro- 
nomischen Strahlenbrechung  die  von  Bessel  beobachteten  Refraktionen 
bis  zu  90®  Zenithdistanz  darstellt  und  dafs  sie  die  Abnahme  des  Re- 
fraktioDskoefficienten  mit  der  Meereshohe  zeigt.  Das  erstere  aber 
bildet  nur  einen  Beweis  für  die  Anpassung  der  Theorie  an  den  durch- 
schnittlichen Luftzustand,  und  das  zweite  ist  keine  so  wesentliche 
Folgerung,  dafs  darin  ein  Grund  für  die  Festhaltung  der  Theorie  im 
allgemeinen  liegt.  Doch  mufs  anerkannt  werden,  dafs  die  letztere 
dazu  beigetragen  hat,  in  weiteren  Kreisen  die  Kenntnis  der  Abhängig- 
keit des  Refraktionskoefficienten  von  der  Hohe  zu  verbreiten. 

§  16.  Reft*aktioiistheorie  Ton  Jordan.  Unter  der  Voraus- 
setzung, dafs  die  Temperatur  als  Funktion  der  Hohe  durch  eine  nach 
Potenzen  der  Höhe  fortschreitende  Reihe  ausgedrückt  werden  kann, 
haben  Viilarceau  1860,  Ibanez  1864  und  Jordan  1876  Refraktions- 
theorieen  entworfen.  Über  die  Theorieen  der  erstgenannten,  die  — 
obwohl  selbständig  aufgestellt  —  doch  übereinstimmen  sollen,  ist  uns 
weiter  nichts  bekannt,  als  dafs  gegenseitige  Beobachtungen  voraus- 
gesetzt werden,  dafs  die  Reihe  bei  der  zweiten  Potenz  abgebrochen 
wird  und  Temperatur-  und  Barometerbeobachtungen  auf  beiden  Sta- 
tionen dazu  dienen  sollen,  die  Koeffidenten  dieser  Reilie  zu  bestimmen. 
In  Spanien  sind  angeblich  günstige  Resultate  erzielt  worden.*) 

Auch  Jordan  nimmt  für  die  Temperaturfunktion  eine  Reihenent- 
wicklung nach  Potenzen  der  Hohe  an.**)  Er  berechnet  für  beide 
Punkte  P^  und  Pj  ^^^  Koefficienten  X|  und  x^  durch  Ausdrücke,  die 
sich  nicht  wesentlich  von  (12)  S.  577  unterscheiden  (nur  etwas  verein- 
facht sind)  und  setzt  alsdann 

*)  Verhandlimgen  der  permanenten  Kommission  der  europäisdien  Grad- 
messung  zu  Paris  lS7o,    ßerlin  1876.  S.  118. 

♦♦)  Astronom,  Nachr,  1876  Bd.  88  Nr.  2096  S.  99  oder  Haniümch  der  Ver- 
messungskunde Bd.  1  Stuttgart  1877  S.  664  u.  ff. 
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Zu  letzteren  Formeln  gelangt  er,  indem  er  die  Gleichung  des  auf  die 
Tangente  in  P^  als  Abscissenaxe  bezogenen  Lichtstrahles  ansetzt  wie 
folgt: 

y  =  PP  +  Ql^ ,  (2) 

wo  /  die  Eurvenlänge  von  P^  bis  zu  einem  beliebigen  Punkte  oder 
dessen  nicht  wesentlich  verschiedene  Abscisse  und  y  seine  Ordinate 
bedeutet.  Hiernach  ist  für  den  Krümmungsradius  in  einem  beliebigen 
Punkte  des  Lichtstrahles  sehr  nahe 

—  =  2P+QQl.  (3) 

Nimmt  man  nun  x  =s  Qi,% :  Qi  ,  so  folgt 

x  =  Q,,{2P+ÖQl)  (4) 

und  hiermit 

Xi  —  Qu2  .  2/>        «2  =  pi.2  (2P+60L), 

wenn  L  die  ganze  Eurvenlänge  von  P^  bis  P^  oder  die  Abscisse  von 
P^  bedeutet.  Drückt  man  mittelst  dieser  Relationen  P  und  Q  durch  Xj 
und  Xj  aus^  so  ergiebt  sich 

^4  — *i 


^~    '^Pl.2  ^    6Pl.2^ 

und  hieraus  für  die  Ordinate  F  von  /^^  • 

^=-^'-^'-  (5) 

Es  ist  aber  sehr  nahe  ViL  gleich  dem  Befraktionswinkel  -^  ^i?  ^^^ 

^  s=s  Z  :  ^1.2;  womit  sich  mittelst  (5)  sofort  die  erste  der  Näherungs- 
relationen (1)  und  aus  dieser  durch  Yertauschung  der  Indices  alsdann 
auch  die  zweite  findet. 

Die  Jordan  sehen  Formeln  (1)  lassen  sich  auch  aus  unseren  Ent- 
wicklungen herleiten.  Knüpfen  wir  an  die  Formeln  (5)  und  (6)  §  10 
S,  573  aU;  so  werden  wir^  da  x  nur  in  den  Endpunkten  P^  und  P2 
bekannt  ist^  zu  setzen  genötigt  sein: 

^!  =  «1  +  -3- «  y 
und 

«2  =  X,  +  xy  . 

Die  Elimination  von  x'  aus  beiden  Gleichungen  giebt  sofort  die  erste 
Gleichung  (1).    Das  gleiche  Resultat  läfst  sich  aus  (3)  und  (4)  §  10 

S.  573  gewinnen,  wenn  (3)  auf  Atj  =  x^  +  T  ^'^*  abgekürzt  wird.    Die 
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erste  Ableitung  hat  aber  den  Vorzug  allgemeinerer  Gültigkeit;  denn 
falls  die  Luftschichtung  nicht  nach  Niveauflächen  stattfindet  (ffir 
welchen  Fall,  innerhalb  gewisser  Grenzen  der  Abweichungen,  unsere 
Formeln  auch  Geltung  besitzen),  so  ist  die  zweite  Ableitung  nur  f&r 
durchaus  steigende  oder  fallende  Lichtstrahlen,  die  erste  aber  auch 
für  abwechselnd  steigende  und  fallende  Lichtstrahlen  brauchbar. 

Wenn  hiernach  die  Gültigkeit  der  Jordanachen  Formeln  nicht 
an  die  normale  Luftschichtung  gebunden  ist,  so  hat  man  doch  zu 
bedenken,  dafs  die  Anwendung  der  Formeln  x,  i»  x,  -f-  ^V  bezw. 
X,  ^  xh  eine  gute  Annäherung  an  die  Wirklichkeit  nur  in  den 
seltenen  Fällen  bieten  kann,  wo  der  Verlauf  der  Temperatur  entlang 
dem  Lichtstrahl  ein  ziemlich  gleichmäfsiger  ist  (bei  normaler  Schich- 
tung entspricht  der  Formel  x,  =  x,  -|-  x'A  eine  Funktion  zweiten 
Grades  von  h  für  die  Temperatur).  Die  Formeln  haben  vor  den 
Bauemfemd 8chen  allerdings  den  Vorzug,  die  wirkliche  Temperatar- 
abnahme mit  der  Hohe  zu  berücksichtigen:  so  gut  als  dies  eben  mög- 
lich ist,  wenn  nur  in  den  Endpunkten  Beobachtungen  über  dieselbe 
yorliegen.  Umgekehrt  gestatten  sie  auch  aus  Refraktionsbeobachtungen 
einen  mehr  oder  weniger  sicheren  Rückschlufs  auf  die  Temperatur- 
Verhältnisse. 

§  17.  Formel  bei  gegenseitigen  Messmigen^  wenn  x  in  Tier 

Punkten  bekannt  ist«    Wenn  wir  voraussetzen,   dafs    aufser  den 

Werten  von   Xj  und  x.^  in  den  beiden  Endpunkten  des  Lichtstrahles 

^     ^  P^P^  noch  die  Werte  x«  und  Xp  in  zwei 

^^ -•;, '^ -N    ^^^^__^       mittleren  Punkten  desselben  gegeben 

K__  ^  f_Zlß      sind,    so  wird  ohne  Zweifel   ein   ge- 

r  nauerer  Schlufs  auf  den  Verlauf  von  x 

^^'-  ^*  entlang  dem  Lichtstrahle  möglich  sein, 

als  aus  X,  und  x^  allein.     Wir  bezeichnen  die  Abstände  der  beiden 

Punkte  von  P^ ,  gemessen  als  Zentriwinkel  in  derselben  Weise  wie  y^ 

Fig.  92  S.  553,  mit  a  und  ß  und  setzen,  Fig.  95: 

/J  =  y  —  a      also      a  +  /J  —  y  .  (1) 

Im  Anschlufs  an  die  Formeln  (5)  und  (6)  §  10  S.  573  haben 
wir  nun 

und 

X.  -  «,  +  x^'a  +  -i-  «."a»  +  |  x,'"a» 

x^  =  X,  +  x;ß  +  I  x,"/l*  +  1  xr/J"  (3) 


+  >  I         1  9)     9       I         1 


,  „^  1     I    "1 A     I     2  ">  '^      «     6   "'    ^ 
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Letztere  Gleichungen  dienen  zur  interpolatoriscben  i  Bestimmung  von 
Xj',  Xj"  und  x/".  Der  damit  berechnete  Wert  k^  wird  selbstredend 
alle  Mängel  eines  interpolatorisch  berechneten  Wertes  haben  und 
dem  wahren  Wert  von  ky  in  der  Regel  nur  dann  genau  entsprechen^ 
wenn  —  wie  bei  der  Entwicklung  der  Formeln  des  §  10  vorausge- 
setzt —  der  Ausdruck  für  k^  der  Anfang  einer  stark  konvergenten 
Reihe  ist. 

Die  Aufstellung  des  Ausdruckes  für  k^  erfolgt  am  einfachsten^ 
wenn  die  Grofsen  auf  den  linken  Seiten  in  (2)  und  (3)  nach  rechts 
gebracht  werden.     Alsdann  ist  die  Determinante 


Hieraus  folgt 


k. 


«1  —  ^1 


a  a}  a^ 

ßß^ß^ 

=  X, 

y    y2   y3 

Xj 


'Yr 


a 

ß 

V 


OL 

ß 

7 


Tr 


10 


^3 


+  Xa 


1 
1 
1 

1  1        2 

ß 

y 


10   ^ 

ß^ 

y3       I 


+  Xj 


a 

ß 


10 


ß^       ß^ 


ß' 


ß' 


-Xß 


a 
7 


10 


Die  Berechnung  der  Determinanten  gestaltet  sich  nach  gehöriger 
Reduktion  mittelst  der  Relation  (1)  unter  Anwendung  bekannter  Sätze 
sehr  bequem  und  ergiebt 

Durch  Vertauschung  der  Indices  1  und  2  bezw.  a  und  ß  folgt  hieraus 


0^^\Z        Ibaß)^^^  6(|5-a)a/5  ^   ^ 


2       V3         lOccß/ 

und  durch  Kombination  beider  Formeln  ergiebt  sich  endlich: 

^2  +  ^1  =  («2  +  «l)+  ^  [^ß  +  ^a  —  («2  +  «l)) 


und 


mit 


^2  -  A:,  =  I  (X3  -  X, )  +  I  ^  (  "f^  y  -  («2  -  «i)  1 


(5) 

(6) 
(7) 


A  =  -:/-^ 


6aß 
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Nach  Jordans  Theorie  wird  Atj+Atj-^Xj+^i  i^ud  k^ — A:,-=---(^2 — *iX 
die  Formeln  (6)  und  (7)  zeigen^  welche  Änderungen  durch  Berück- 
eichtigung  der  Werte  von  x  in  zwei  symmetrischen  Zwischenpunkten 
eintreten.  Man  wird  letztere  jedenfalls  in  der  Nähe  der  Mitte  des 
Lichtstrahles  annehmen  und  demgemäß  a  =  y  —  ß  =  y  bis  -r-  y 
setzen;  wodurch  die  Grofse  A  gegeben  ist. 

Man  kann  A  aber  auch  aus  den  Messungen  selbst  bestimmen.  Denkt 
man  sich  nämlich  eine  Reihe  aufeinanderfolgender,  gleichzeitiger,  gegen- 
seitiger Zenithdistanzmessungen  gegeben  und  für  jedes  Wertpaar  der 
Zenithdistanzen  die  Grofsen  Xy,  x,  und  x,  —  Xj  aus  Temperatarbeob- 
achtungen in  der  Nähe  der  Stationen  abgeleitet,  so  wird  x,  —  x,  für 
die  aufeinanderfolgenden,  gegenseitigen  Messungen  verschiedene  Werte 
annehmen.  In  den  diesen  Messungen  entsprechenden  Gleichungen 
für  Ä,  welche  durch  Einführung  von  (7)  in  (9»)  §  10  S.  574  ent- 
stehen, wird  demnach  der  Faktor  von  A  verschieden  sein,  was  die 
Möglichkeit  einer  gleichzeitigen  Bestimmung  von  h  und  A  herbeiführt 

Durch  diese  Methode  wird  zugleich  dem  Umstände  Rechnung 
getragen,  dafs  x^  und  x,  aus  den  Temperaturbeobachtungen  in  der 
Regel  formell  nicht  in  mathematischer  Strenge  für  P^  und  P^  be- 
stimmt werden,  sondern  dafs  die  in  verschiedenen  Hohen  aufge- 
hängten Thermometer  nur  mittlere  Werte  von  x  für  die  Nähe  der 
Stationen  geben.  A  priori  läfst  sich  die  Formel  diesen  Verhältnissen 
entsprechend  nicht  leicht  anpassen;  aber  das  empfohlene  Verfahren 
bietet  eine  Möglichkeit,  dieses  a  posteriori  zu  thun.  Dabei  wird  man 
für  die  Rechnung  bequemer  anstatt  A  als  Unbekannte  B  =  —  —  —  ^ 
einführen,  womit  (7)  übergeht  in 

*,-*.  =  B  ((x,-x.)  _  -"J--;^.  r]  +  m^'i-r .      (7*) 

Was  die  Gröfse  (x^  —  ^a)  y  '  {ß  —  «)  anbetriflPl,  so  wird  man 
mit  Rücksicht  auf  die  für  brauchbare  Bestimmungen  überhaupt  un- 
vermeidliche Voraussetzung  einer  bedeutenden  Höhenlage  der  mitt- 
leren Teile  des  Lichtstrahles  über  dem  Terrain  dafür  (falls  wirkliche 
Beobachtungen  fehlen)  einen  Wert  setzen  können,  der  der  Tempe- 
raturabnahme mit  der  Höhe  entspricht,  wie  sie  aus  den  Tagesmitteln 
der  Beobachtungen  in  P,  und  P^  bezw.  deren  Nähe  folgen. 

Man  hat  dabei  zu  beachten,  dafs  diese  Gröfse  nichts  Anderes  ist, 
als  ein  nach  Mafsgabe  der  Veränderung  von  x  im  mittieren  Teile  des 
Lichtstrahles  berechneter  Wert  der  Differenz  Xj  —  Xj.  Dieser  Wert 
erscheint  im  Vergleiche  zum  wirklichen,  lokal  beeinflu&ten  Werte 
als  ein  normaler,  wesentlich  von  dem  Höhenunterschiede  abhängiger. 
Bei  geringen  Höhenunterschieden,  wie  z.  B.  im  Falle  der  in  §  13  S.584  be- 
sprochenen Beobachtungsreihe,  kann  er  gleich  null  angenommen  werden. 
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Wenn  gleichzeitige  barometrische  Beobachtungen  auf  mehreren 
Punkten  von  yerschiedener  Höhenlage  in  der  Umgebung  der  Zenith- 
distauzstationen  yorliegen,  so  kann  mau  einen  Näherungswert  von  x 
für  die  mittleren  Teile  des  Lichtstrahles  mit  Hilfe  der  Lufttempera- 
turen erhalten,  welche  sich  aus  den  barometrischen  Beobachtungen 
und  den  geometrisch  nivellierten  Höhenunterschieden  ergeben  (vergl. 
die  Anmerkung  zu  §  21). 

§  18.  Übersicht  der  Methoden.  Die  im  vorhergehenden  Para- 
graphen durchgeführte  Berechnung  der  Refraktionskoefficienten  k  aus 
den  für  vier  Punkte  des  Lichtstrahles  gegebenen  Werten  von  %  läfst 
sich  selbstverständlich  auch  durch  Hinzuziehen  von  mehr  als  vier  Punkten 
verallgemeinern,  jedoch  ohne  Aussicht  auf  praktische  Durchführbarkeit. 
Dieselbe  ist  bereits  für  den  behandelten  Fall  nicht  sehr  grofs,  weil 
dabei  die  Ermittlung  von  x  aus  Beobachtungen  der  Lufttemperatur 
in  verschiedenen  Hohen  über  dem  Terrain  wenigstens  für  die  End- 
punkte des  Lichtstrahles  vorausgesetzt  wird.  Indessen  bietet  sich 
hierzu  vielleicht  eine  Möglichkeit  in  der  Anwendung  thermo-elektrischer 
Vorrichtungen,  welche  durch  kleine  Luftballons*)  getragen  werden. 

Ohne  Lufttemperaturbeobachtungen  läfst  sich  die  Methode  des 
vorigen  Paragraphen  (und  im  allgemeinen  auch  diejenige  von  Jordan) 
nicht  wohl  durchführen.  Allerdings  scheint  sich  dazu  die  Möglich- 
keit durch  gleichzeitige  Beobachtungen  zwischen  drei  Punkten  zu 
bieten,  indem  sich  aus  der  Gesamtrefraktion  für  den  Lichtstrahl 
zwischen  je  zwei  der  drei  Punkte  drei  Gleichungen  ergeben^  in  denen 
die  Werte  x  für  die  drei  Punkte  auftreten.  Dieselben  führen  indessen 
wegen  der  durch  ihren  Näherungscbarakter  bedingten  formellen  ün- 
genauigkeit,  sowie  wegen  der  Schwierigkeit,  hinlänglich  zuverlässige 
Werte  für  x  in  den  mittleren  Teilen  der  Lichtstrahlen  zu  erhalten, 
bei  einer  Auflösung  nach  jenen  drei  x  voraussichtlich  nicht  zu  ge- 
nügend scharfen  Werten  der  letzteren. 

Anstatt  der  wegen  ihres  interpolatorischen  Charakters  möglicher- 
weise von  geringem  Erfolg  begleiteten  Methode  des  vorhergehenden 
Paragraphen  könnte  sich  vielleicht  ein  Verfahren,  mit  lokalen  Korrek- 
tionen empfehlen,  welches  wir  noch  kurz  andeuten  wollen.  Nimmt 
man  nämlich  an,  dafs  die  Refraktion  nur  deswegen  nicht  nach  den 
einfachen  Formeln  von  Jordan  berechnet  werden  kann,  weil  in  der 
Nähe  des  Terrains  durch  den  Verlauf  der  Lufttemperatur  Unregel- 
mäfsigkeiten  entstehen,  so  kann  man  z.  B.  für  den  Refraktionswinkel 
des  Lichtstrahles  P^P^  in  P^  näherungsweise  setzen  (vergl.  S.  591): 


*}  Eines  Vorschlages  zu  der  Anwendang  kleiner  Luftballons  gedenkt  bereits 
Baeyer  1855  in  den  Astronom,  Nachr.  Bd.  41  S.  825.  Die  dabei  erwähnten  Mi- 
nimumthermometer dürften  jetzt  zeitgemäfser  durch  geeignete  elektrische  Vor- 
richtungen zu  ersetzen  sein. 
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Hierin  bezeichnen  x/  und  x^  die  Werte  von  x  in  P^  und  P^  ent- 
sprechend den  von  den  lokalen  Anomalieen  befreiten  Lufttemperaturen 
t{  und  t^^  während  t^  und  i^  die  wirklichen  Temperaturen  der  Luft  in 
den  Endpunkten  des  Lichtstrahles  sind.  Das  Korrektionsglied  c^  {t{ — /,) 
ist  unter  der  Voraussetzung  entstanden,  dafs  in  der  Nähe  von  P,  die 
Luftschichten  gleicher  Dichtigkeit  parallel  laufen.  Bei  der  Durchkreu- 
zung ebener  paralleler  Schichten  ist  aber  die  totale  Refraktion  nur  ab- 
hängig von  den  Brechungsindices  der  beiden  äufseren  Schichten ;  für 
760"»»»  Barometerstand  und  0^  mittlerer  Lufttemperatur  beträgt  sie 
0,22"^  ^  tan«  bei  der  Temperaturdifferenz  /Jtin  hundertteiligen  Graden 
imd  dem  mittleren  Neigungswinkel  a  des  Strahles  zur  Schichtennormale. 
Mit  Bücksicht  hierauf  und  unter  Beachtung  des  Umstandes,  dafs  das 
erste  Glied  der  Formel  (1)  bereits  den  normalen  Teil  der  Refraktion 
in  den  betrachteten  Schichten  enthält,  gelangt  man  nun  zu  dem  Eor- 
rektionsgliede  in  der  angegebenen  Form,  wobei  von  der  Abhängigkeit 
des  Koefficieuten  c^  vom  Stande  der  meteorologischen  Instrumente 
entsprechend  einer  ersten  Annäherung  abgesehen  ist. 

Man  kann  die  Formel  (1)  auch  auf  k^  reduzieren  und  hat  so- 
dann c,'  =  Cj  :  y  als  eine,  von  den  lokalen  Verhältnissen  abhängige 
Unbekannte  aufzufassen^  die  sich  durch  Beobachtungen  bei  verschie- 
denen Temperaturen,  also  zu  verschiedenen  Tageszeiten,  ermitteln  läist, 
ähnlich  wie  der  Koefficient  A  bezw.  B  im  vorhergehenden  Paragraphen. 

Die  Methode  der  lokalen  Korrektionen  erfordert  ebenso  wie  die- 
jenige des  vorhergehenden  Paragraphen  die  Beobachtung  der  Luft- 
temperatur in  gröfseren  Höhen  über  dem  Terrain,  damit  rechnerisch  ein 
SchluCs  auf  f  und  tc  möglich  ist.  Ein  Ersatz  von  i  durch  Tagesmittel 
der  i  dürfte  sich  in  mehr  als  einer  Hinsicht  wenig  geeignet  erweisen. 

Wenn  überhaupt  die  Einführung  beobachteter  Lufttemperaturen 
in  die  Refraktionsberechnung  sich  als  unzweckmäfsig  herausstellen 
sollte,  weil  die  beobachteten  Lufttemperaturen  von  den  wahren  zu  sehr 
abweichen  —  ein  Umstand,  den  schon  1855  Baeyer  befürchtet  und 
der  in  der  That  mit  Rücksicht  auf  die  begleitenden  Umstände  ein- 
treten mufs,  wiewohl  je  nach  der  Art  der  Instrumente  und  Ein- 
richtungen in  verschiedenem  Grade  —  dann  können  die  beiden  so- 
eben behandelten  Methoden  selbstverständlich  keine  Anwendung  finden. 

Um  nun  doch  die  Aufgabe  der  trigonometrischen  Höhenbe- 
stimmung zu  lösen,  wird  man  sich  genötigt  sehen,  in  der  Regel 
wieder  zu  der  Annahme  des  Zusanunenfallens  der  Luftschichten  gleicher 
Dichtigkeit  mit  Niveauäächen  zurückzukehren.  Damit  aber  diese  An- 
nahme dem  wirklichen  Luftzustande  wenigstens  annähernd  entspricht, 
mufs  man  entweder  die  Beobachtungen  über  den  ganzen  Tag  (24 
Stunden)  ausdehnen  und  für  den  Mittelwert  die  Rechnung  führen, 
oder  man  mufs  die  Beobachtungen  auf  diejenigen  Zeiten  beschränken, 
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wo  die  Temperatur  der  Luft  erfahraogsmäfsig  in  der  Regel  einen 
einigermafsen  normalen  Verlauf  hat. 

Was  das  erste  Verfahren  anbetrifft;;  so  zeigen  die  Publikationen 
von  Bauernfeind  aus  den  Jahren  1880  und  1883,  dafs  es  möglich 
ist;  Beobachtuugsreihen  zu  erhalten,  die  sich;  abgesehen  von  einigen 
Lücken,  fortlaufend  über  einen  Tag,  ja  über  eine  Reihe  von  aufein- 
anderfolgenden Tagen  ausdehnen.  Wenn  aber  die  Formeln  für  nor- 
male Gestalt  der  Flächen  gleicher  Luftdichte  in  irgend  einem  Falle 
Berechtigung  haben,  so  dürfte  es  derjenige  sein,  der  dem  Mittel  der 
Messungen  für  die  genannten  Zeiträume  entspricht. 

Hinsichtlich  des  zweiten  Verfahrens  ist  zu  erwähnen;  dafs  nach  den 
Untersuchungen  von  Bauemfeind  und  Bühlmann  die  Temperaturen  der 
Luftschichten  in  der  Nähe  des  Terrains  zum  Gebrauche  für  barome- 
trische Höhenmessungen  im  allgemeinen  zweimal  täglich  tauglich  sind. 
Die  betreffenden  Zeiten  für  Deutschland  zeigt  Voglers  Diagramm*) 
in  übersichtlicher  Weise: 


^'iuhm^e^ 


e^JiraJun, 


Ji^tuAis  fi'^l 


J. —  -i il  /Z^A'adUs 


Jan.    I-rbr.    .Uarz    Äpr.      Mai     Juai    JulL     Jtig.     Sefii.'Okt.     Aou.    Dec. 

Fig.  96. 

Dafs  in  einzelnen  Fällen  auch  das  trigonometrische  Mefsverfahren 
in  der  Nähe  dieser  Zeiten  richtige  Werte  zu  geben  vermag;  erkennt 

*)  Anleitang  zum  Entwerfen  graphischer  Tafehi,  Berlin  1877,  S.  91. 
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man  aas  der  in  §  13  S.  584  aufgeführten  Beobachtungsreihe.  Aber  es 
besteht  immer  eine  Unsicherheit  hinsichtlich  des  geeignetsten  Zeit- 
punktes der  Messungen,  die  durch  gleichzeitige  barometrische  Mes- 
sungen zu  heben,  in  mehr  als  einer  Hinsicht  ungenügend  erscheinen 
mufs;  auch  ist  die  Möglichkeit  nicht  ausgeschlossen,  dais  diese  Zeiten 
in  einzelnen  Fällen  sich  als  ganz  untauglich  erweisen. 

Die  Berechnung  der  Beobachtungen  hat  bei  der  den  letzten 
beiden  Fällen  zu  gründe  gelegten  Voraussetzung  an  die  Formeln  de« 
§  10,  insbesondere  an  (3)  S.  573,  anzuknüpfen.  Um  die  in  dieser 
Formel  auftretenden  Koefficienten  zu  ermitteln,  was  natürlicherweise 
nur  bei  grofseren  Höhenunterschieden  nötig  wird,  da  für  kleinere 
Höhenunterschiede  die  Annahme  k^  =  k^  genügt,  ist  die  gleichzeitige 
Beobachtung  zwischen  drei  Stationen  verschiedener  Höhenlage  am 
geeignetsten*).  Die  betreuenden  Entwicklungen  werden  wir  im 
nächsten  Paragraphen  aufstellen. 

Wenn  die  Beobachtungen  über  alle  24  Stunden  des  Tages  aus- 
gedehnt werden  und  die  Rechnung  mit  dem  Mittel  derselben  geführt 
wird,  so  schwindet  auch  ein  grofser  Teil  der  Bedenken  gegen  die 
Benutzung  der  Lufttemperaturen  wegen  der  Schwierigkeit  ihrer  Be- 
obachtung, und  man  wird  sogar  hoffen  dürfen,  dafs  die  Tagesmittel 
der  in  der  Nähe  des  Terrains  beobachteten  Lufttemperaturen  frei  Ton 
lokalen  Anomalieen  sind.  Aus  derartigen  Bestimmungen  an  mehreren 
Punkten  verschiedener  Höhenlage  in  der  Gegend  trigonometrischer 
Stationen  läfst  sich  die  Temperatur  als  Funktion  der  Höhe  und  da- 
mit X  als  ebensolche  ermitteln. 

Um  den  Einflufs  der  Refraktion  zu  vermindern,  kann  man  sich 
des  Mittels  der  Verkleinerung  der  Distanzen  bedienen.  Dieses  ist  sehr 
wirksam,  da  die  durch  die  Refraktion  in  der  Höhenmessung  erzeugte 
Unsicherheit  erfahrungsmäfsig  ungefähr  mit  dem  Quadrat  der  Distanz 
wächst.  Nach  Ausweis  des  ersten  Bandes  über  die  Vermessung  von 
Mecklenburg  ist  der  mittlere  Fehler  eines  (ohne  Rücksicht  auf  die  Ab- 
weichungen der  Niveauflächen  von  der  Form  eines  EUipsoides  berech- 
neten) Höhenunterschiedes  bei  17*^  Distanz  aus  den  Beobachtungen 
eines  Vor-  oder  Nachmittags  noch  nicht  +  0,2^  .  Die  Berechnung  ist 
hierbei  mit  Rücksicht  auf  die  geringen  Höhenunterschiede  nach  der 
Hypothese  der  Kreisform  des  Lichtstrahles  gemacht.  Hiernach  dürfte 
eine  ausschliefsliche  Benutzung  von  Distanzen  unter  20^  ohne  Anwen- 
dung besonderer  Theorieen  und  Beobachtungsverfahren  gute  Resultate 
versprechen,  wobei  nur  diejenigen  Linien  auszuschliefsen  wären,  für 
welche  die  Differenz  zVi — Zi^  zu  verschiedenen  Zeiten  sich  in  solchem 
Mafse  verschieden  ergiebt,  dafs  eiivß  Ungleichheit  von  k  für  beide 
Endpunkte  des  Lichtstrahles  anzunehmen  ist.     Für  diese  Distanzen 

*)  Dieses  Verfahren  empfiehlt  1855  Baeyer  a.  a.  0.  S.  825,  neuerdings  H, 
Bruns  in  der  Astronom.  Vierteljahrsschrift  1883  Bd.  18  S.  250. 
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<  20^  dürften  MesBungen  der  Zenithdistanzen   an   ein   oder   zwei 
Vor-  bezw.  Nachmittagen  ausreichen,  während  für  grofsere  Distanzen 
fortlaufende  Messungen  über  Tag  und  Nacht  zur  Erzielung  guter  Re- 
sultate höchst  wahrscheinlich  notwendig  sein  werden.     Ergiebt  sich 
durch  Einschränkung  der  Distanzen  somit  einerseits  ein  Zeitgewinn,  so 
erfordert  leider  dieselbe  eine  grofse  Vermehrung  der  Anzahl  der  Statio- 
nen und  der  astronomischen  Bestimmungen,  womit  zugleich  eine  ganz 
erhebliche  Ausdehnung   des   Ausgleichungsgeschäftes  verbunden   ist. 
Wir  möchten  hier  nochmals  auf  die  in  £d.  1  S.  564  §  21  n.  ff.  an- 
gegebene Methode   der  Bestimmung   der  Gestalt   des  Geoides  aus  Lot- 
abweichungen hinweisen  und  zwar  besonders  im  Sinne  einer  Befürwortung 
ausgedehnter  Benutzung  der  Breitenbestimmungen  zur  Ermittelung  der 
Form  der  Meridiane.    Denn  wir  sind  der  Ansicht,  dafs  sich  durch  Breiten- 
stationen von   durchschnittlich  10*^  Abstand  die  Form  eines  Meridianes 
rascher  und  genauer  bestimmen  läfst,  als  mittelst  Zenithdistanzmessungen, 
welche  Entfernungen  man  dabei  auch  benutzen  möge. 

Nehmen  wir  au,  dafs  auf  einem  1000^  langen  Meridianbogen  sich 
100  Breitenstationen  in  ungefähr  gleichen  Abständen  befinden,  dafs  jede 
geographische  Breite  mit  ±  1,5"  m.  F.  bestimmt  sei  und  dafs  der  mittlere 
Einflufs  derjenigen  Massenunregelmäfsigkeiten ,  welche  eine  merkbare 
Wirkung  nur  bis  etwa  10*"*  Entfernung  ausöben,  auch  ±  1,5"  betrage  (ein 
auf  grund  theoretischer  und  empirischer  Erwägungen  plausibler  Wert),  so 
würde  sich  der  Unterschied  der  Höhen  Hj  von  Anfangs-  und  Endpunkt 
des  Meridianbogens  gegen  ein  BeferenzelHpsoid  mit  dem  m.  F. 

—     206265     '^   "    '       •        ^^     ' 

ergeben.  Wenn  es  auch  gelingen  sollte,  die  gleiche  Genauigkeit  mittelst 
Zenithdistanzmessungen  zu  erreichen,  so  dürfte  doch  die  Arbeit  eine  un- 
gleich grofsere  sein.  Denn  während  für  die  empfohlene  Methode,  die  wir 
kurz  als  astronomisches  Nivellement  bezeichnen  möchten,  bei  der  geringen 
erforderlichen  Genauigkeit  der  Breitenbestimmungen  nicht  nur  die  Arbeit 
der  astronomischen  Messung,  sondern  auch  diejenige  für  die  geodätische 
Festlegung  der  Punkte  (welche  —  nattirlicherweise  unter  Zugrundelegung 
eines  Dreiecksnetzes  1.  Ordnung  —  im  einzelnen  nach  ziemlich  rohen 
Methoden  erfolgen  kann)  eine  geringe  ist,  auch  keine  mühsamen  Re- 
kognoszierungen nötig  werden  und  die  rechnerische  Auswertung  der  Be- 
obachtungen sehr  einfach  ausfällt,  gestaltet  sich  die  Methode  der  Zenith- 
distanzmessungen  in  allen  diesen  Teilen  erheblich  schwieriger. 

Ihre  Anwendung  wird  daher  ohne  Zweifel  eine  beschränkte  bleiben, 
insbesondere  auf  die  Konstruktion  von  ostwestlichen  Profilen ,  welche  die 
meridionalen  Profile  des  Geoides  verbinden,  und  auf  einzelne  Fälle  zur 
Kontrolle  und  Ergänzung  der  Ergebnisse  des  astronomischen  Nivellements 
im  Hochgebirge,  wo  die  Krümmung  der  Lotlinien  die  Güte  der  letzteren 
etwas  beeinträchtigt,  wenn  auch  in  der  Weise,  dafs  der  Einflufs  bei  Ver- 
gleichung  von  Stationen  gleicher  Höhenlage  beiderseits  des  Gebirges  in 
der  Hegel  zum  gröfseren  Teile  verschwinden  wird. 

§  19.    Formeln  bei  Beobachtungen  zwischen  drei  Stationen 
unter  Yoraussetzung  normaler  Form  der  Luftschichten.     Die 

drei  Punkte  nennen  wir  P^,  P^,  P^  und  bezeichnen   allgemein  mit 
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hmn  die  Höhe  von  Pn  über  Pm,  femer  mit  k^n  den  Befraktions- 
koefficienten,  der  zu  dem  Befraktionswinkel  in  P„,  für  den  Strahl 
nach  Pn  gehört,  endlich  mit  Xm  den  Refraktionskoefficienten  x  im 
Punkte  Pn. 

Die  Beziehung  von  kmn  zu  Xm  und  hmn  wird  durch  die  Formel 
(3)  §  10  S.  573  gegeben.  Indem  wir  die  Distanzen  <  32*«  voraus- 
setzen^ genügt  es  für  die  Parenthese  im  2.  Gliede  2  h  zu  schreiben. 
Damit  erhalten  wir  für  ki,i  die  Näherungsrelation: 

^1.2  —  «1  +  Y  *i'^i«  +  tV  *i"^'«^  '  (^) 

worin  /ii.«  rechter  Hand  einen  Näherungswert  für  die  betreffende 
Höhendifferenz  vorstellt. 

Nach  (4)  8.  573  ist  femer  näherungsweise: 

«2  "*  «1  +  «i'^i.a  +  T  <'Äi.2^ 

;  (2) 

^3  "^  ^1  +  ««l'Al.8  +  Y  «|"Äi.s'  . 

Indem  wir  nun  aus  diesen  drei  Gleichungen  x{  und  x/'  eliminieren, 
erhalten  wir: 

.  *1^^.3  — *1.2     ,      «»^.8  +  ^8.8  »3_V»V  rq\ 

'' ~ "6-    Ä,.3    +  6  —h,-,       ^h;:jKz'       ^^^ 

Durch  Vertauschung  der  Indices  1  und  2  folgt  hieraus: 

«1  ^.3+_V3      ,       »2^V8+^.8  _    »3      ^.2^  ,.x 

Aus  (3)  und  (4)  findet  sich  durch  Subtraktion  und  Addition: 

k,.i  -  ^1.2  =  ^^-^  (5) 

und 


*2.1  +^1.2 


-«.a+-fe)+'.a+efe)+«.^-(«) 


Die  gleichzeitigen,  gegenseitigen  Beobachtungen  zwischen  drei 
Punkten  geben  aber  mit  Hilfe  von  Gleichung  (11)  S.  574  die  mittleren 
Refraktionskoefficienten  für  die  zugehörigen  drei  Lichtstrahlen.  Indem 
man  sodaun  die  Beziehung  (6)  auf  jeden  der  letzteren  anwendet,  er- 
hält man  anscheinend  drei  unabhängige  Gleichungen  zur  Bestimmung 
von  X|,  Xj  und  x,.  Dieselben  lauten,  wenn  der  mittlere  Refraktions- 
koefficient  des  Strahles  PmPn  mit 

(mn)  «= 2 

bezeichnet  wird: 
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»1.,* 


*  6*3.1  *2.S 


Eliminieren  wir  mit  Hilfe  der  (2)  x^  und  X3,  so  ergiebt  sich: 

(1.2)  =  x,  +  4v»  +  4'Ai.s' 

(2.3)  =  X,  +  ^  (Ai.,  +  A1.3)  +  -f  (Ai.2^  +  Ä».3^  +  Ä1.8  Ä1.3)  (7*) 

(1.3)  =  x,  +  4*'»  +  ^'^''''- 

Dieses  System  ist  dem  vorhergehenden  vorzuziehen,  weil  es  einfacher 
und  auch  für  den  Fall  brauchbar  ist,  dafs  x/'  von  vornherein  gleich 
null  angenommen  werden  soll.  Übrigens  lassen  sich  aus  (7)  sowohl 
wie  aus  (7*)  nur  zwei  der  Unbekannten  durch  die  dritte  ausdrücken, 
denn  es  wird,  wie  man  leicht  verifiziert: 

(1.2)Äi.8  +  (2.3)Ä2.8  +  (1.3)Ä3 1-0.  (8) 

Diese  Bedingungsgleichung  besteht  auch  noch,  wenn  in  die 
Formel  für  k  ein  Glied  mit  x'"  aufgenommen  wird.  Der  Grad  ihrer 
Erfüllung  durch  die  Beobachtungswerte  giebt  einen  Mafsstab  für  die 
Beobachtungsfehler  und  die  Fehler  der  zu  gründe  gelegten  Theorie. 

Um  nun  sämtliche  drei  Unbekannte  X],  Xj  und  X3  bezw.  x^,  x/ 
und  x/'  zu  bestimmen,  ist  noch  die  Gleichung 

hi.2  +  Ä2.3  +  As.i  =  0  (9) 

herbeizuziehen.  In  dieselbe  sind  die  Ausdrücke  für  h  einzusetzen, 
welche  sich  aus  der  Anwendung  der  Gleichung  (9*)  §  10  S.  574  mit 
Bücksicht  auf  (5)  ergeben.  Alles  weitere  bedarf  keiner  Erörterung. 
Nur  mag  noch  bemerkt  werden,  dafs  die  Bedingung  (8)  eine 
Ausgleichung  fordert.  Da  erfahrungsmäfsig  die  Fehler  der  trigono- 
metrisch ermittelten  Höhen  mit  dem  Quadrat  der  Entfernung  wachsen*), 
so  kommen  den  BefraktionskoefGcienten  gleiche  Gewichte  zu.  Theore- 
tische Erwägungen  bestätigen  dieses  mit  Rücksicht  auf  den  systema- 
tischen Charakter  der  Abweichungen. 

§  20.  Zahlenbeispiel.  Zur  Prüfung  der  Methode  des  vorher- 
gehenden Paragraphen  eignen  sich  die  Beobachtungen ,  welche 
von  Bauernfeind  1881  zwischen  drei  Punkten  in  der  Nähe  von  München 


♦)  Vergl.  z.  B.  Zeitschr,  für  Vermessungawesen  1876  Bd.  6  S.  154. 
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hat  anstellen  lassen.  *)    Für  die  gegenseitige  Lage  dieser  Punkte  sind 
folgende  Zahlen  mafsgebend: 


Nr. 


Name 


Geogr.  Breite  .  Ge»"«*'-  ^"-  H*e 

"  «bat  dem  H«*r. 


1  I  Höhensteig. . 

2  llrschenberg  . 

3  lEampenwand 


47»  52'    0" 
47  49  47 
47  45  18 


484,000« 

753,626 

1564,331' 


Seite 

1.2 
2.3 
3.1 


Mittleres  sfidwestl. 
Admut 

76»  13'  59 " 
284     9    2 
127  25    6 


logp 

im  MeeretuiT 

I  6,805367 

'  6,805362 

(5,804955 


log  So  log  8„ 

(im  MccrosniT.)    (i.  d.  mittl.  Höhe) 


4,236499 
4,531967 
4,310604 


4,236541 
4,532046 
4,310674 


I  556,62" 

1099,08 

660,80 

überein. 


Diese  Angaben  stimmen  z.  T.  nicht  ganz  mit  denen  der  Abb. 
Indem  wir  nämlich  von  den  ebenfalls  mitgeteilten  rechtwinkeligen 
Koordinaten  der  Punkte  ausgingen,  stellte  sich  heraus,  dafs  daselbst 
bei  der  Berechnung  der  Krümmungsradien  p  des  {Besselschen)  Erd- 
ellipsoides  in  den  Vertikalebenen  der  Seiten  die  Meridiankonvergenz 
übersehen  ist.  Es  ändert  jedoch  dieser  Umstand  log  q  nur  in  der 
6.  Decimalstelle  um  3  bis  11  Einheiten  und  y  nur  bis  zu  0^01". 

Die  Beobachtungen  erstrecken  sich  über  eine  Reihe  aufeinander- 
folgender Tage  von  30  zu  30  Min.  Wir  wählten  die  Messungen  vom 
19.  August  1*  30"»  V.  bis  20,  August  1*  v.,  interpolierten  die  Lücken 
mittelst  graphischen  Verfahrens  und  bildeten  sodann  Mittelwerte.  Da 
die  Abb.  nicht  die  Zenithdistanzen  z\  sondern  die  Refraktionswinkel 
giebt,  so  sind  letztere  an  den  zu  ihrer  Bildung  aus  den  geometrisch 
nivellierten  Höhenunterschieden  berechneten  Zenithdistanzen  ^  der 
geraden  Verbindungslinien  wieder  anzubringen^  um  die  z'  zu  erhalten. 
Die  Zahlen  sind -folgende: 


Richtung 


iiAch  der  Abb. 


!  ttefr.  Winkel , 

nAoh  der  Abh.   i 


Gesamtrefr.  u. 
mittl.  Refr.-Koeff. 


1.2 
2.1 

89»  10'  52,69" 

90  58  23,93 

88  47  18,69 

91  31  0,39 

93  6  57,15 
87  4  3,65 

0'  58,73" 
0  52,23 

189«  9' 53,96" 
90  57  31,70 

88  45  43,04  ' 
'  91  29  48,59  ■ 

1 93  6  22,78  ! 
'  87  2  50,98  1 

110,96" 
0,1993 

2.3 
3.2 

1  35,65 
1  11,80 

0  34,37 

1  12,67 

167,45 
0,1524 

3.1 
1.3 

107,04 
0,1620 

*)  Ergehnisse  aus  Beobaditungen  der  terrestrischen  Befraktion;  2.Uitteilnng. 
(Abh.  der  kön.  bayer.  Ak.  der  Wiat.,  2.  CL,  1883,  Bd.  16,  1.  Abt) 
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Die  letzte  Rubrik  zeigt  erstens  die  Gesamtrefraktion  nach  Formel 
(11)  §  10  S.  574  ohne  Rücksicht  auf  die  zur  Zeit  noch  unbekannte 
Lotabweichung  aus  den  z  berechnet ,  sowie  zweitens  den  hieraus 
durch  Division  mit  y  abgeleiteten  mittleren  Refraktionskoefficienten. 
Beachtet  man  nun ,  dafs  sich  nach  Mafsgabe  des  *  geometrischen 
Nivellements  die  Höhenunterschiede 

Ä,.2  =  270«  Ä2.3  —  811  «»  Ä3.1  =  -  1080»» 

sehr  nahe  wie  1 : 3  :  — •  4  verhalten,  so  giebt  die  Bedingungsgleichung 
(8)  des  vorigen  Paragraphen: 

(0,1993  +  f,) .  1  +  (0,1524  +  «;,).  3  -  (0,1620  +  Vg)  .  4  =  0 , 

wobei  das  Symbol  v  Verbesserungen  andeutet,  die  sich  nach  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  zu  —0,0003,  —0,0010  und  +0,0013 
bestimmen,  so  dafs  nunmehr  in  dem  System  (7*)  des  vorigen  Para- 
graphen zu  setzen  ist: 

(1.2)  —  0,1990        (2.3)  =  0,1514        (1 .3)  =  0,1633  . 

Dieses  System  lautet  allgemein  mit  obigen  Näherungswerten  der  A: 


C1.2)  =  x,  +     «+      b 
(2.3)  =  Xi  +5ö  +  21ft 

(1.3)  =  x,  +4a  +  16^ 


für 


1      '  u 


Es  giebt  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen: 

«=.-|(1.2)  +  i-(2.3)-5*; 

die  dritte  der  vorhergehenden  Gleichungen  kann  als  Rechenkontrolle 
dienen. 

Mit  den  ausgeglichenen  Zahlwerten  für  (1.2)  und  (2.3)  folgt 
X,  —  0,2109  +  4ft  ,        a  =  —  0,0119  —  5^ . 
Die  (2)  des  vorigen  Paragraphen  geben  hiermit 

^2  =  0,1871  —  3^^ ,        X3  =  0,1 157  +  12^^ , 
und  daraus  folgt  zur  Einführung  in  die  Gleichung  (9^^)  §  10  S.  574, 
welche  z.  B.  für  Ai.a  mit  Rücksicht  ,auf  (5)  des  vorigen  Paragraphen 
(und  unter  Vernachlässigung  der  Lotabweichungen)  lautet: 

Ä1.2  =  «„tan 


,'•■■ 

2 

sec* 

4.1 

2 

Xj- 

-X,  -= 

=  —  0,0238  - 

7* 

"3- 

-Xj- 

-  0,0714  + 

Ibb 

«»- 

-*3  = 

+  0,0952  - 

8b. 
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Die  Ausdrücke  fiir  die  Höhenunterscliiede  werden  nanmehr: 
hu2=+    269,90-0,09—    21b  =  +    269,76 
Ä,  3  =  +    812,67  -  1,08  +  227  b  =  +    812,02  (1) 

A3 1 «  _  1082,22  +  0,52  -    44Z^  =  —  1081,78 

mit  b  =  0^0019  entsprechend  der  Bedingung  Äi.a  +  ^.s  +  Äs.i  =  0  . 
Zu  diesem  Werte  findet  sich  weiter: 

X,  =  0,219        X2  =  0,181        X3  =  0,i39 

>t«.i  —  ;ti.2  =  — 0,013-    its.«— A-2.s=3  — 0,014    iti.s  —  Ats.i —  + 0,027 

sowie  a=  -  0,0214 ,    x'iÄi.g  =  —  0,043  und  x'/Äi.«'  =  0,01 14 . 

An  der  Hand  dieser  Werte  für  xi  und  x'/  läfst  sich  nunmehr  nach- 
träglich prüfen,  ob  die  Vernachlässigungen  in  den  benutzten  Formeln 
im  Vergleiche  zu  den  strengeren  Formeln  der  §§  3  und  4  zulässig 
sind.  Wir  gehen  darauf  nicht  weiter  ein  und  bemerken  nur,  dafs 
eine  strengere  Rechnung  Änderungen  von  nur  1  bis  2  Centimetern 
giebt. 

Wird  Xi  =  null  gesetzt,  so  wird  auch  b  =  null  und  für  die  Höhen- 
unterschiede findet  sich: 

Ä,.2  =  +  269,81        Ä«.8  —  +  811,59        Ä3.1  =  —  1081.70 . 

Diese  Werte  erfüllen  die  Gleichung  Äi.a  +  ^.3  +  ^s.i  =  0  nicht  Um 
die  Erfüllung  herbeizuführen,  könnte  man  die  Verbesserungen  v  für 
die  mittleren  Befraktionskoefficienten  mit  Rücksicht  auch  auf  diese 
Bedingung  bestimmen.  Bedenkt  man  aber,  dafs  die  Fehler  der  Theorie 
auf  die  mittleren  Refraktionskoefficienten  ganz  anders  wirken,  wie 
auf  die  Differenzen  k^^i  —  Ari.2  u.  s.  f.,  so  ist  es  zweckmäfsig,  die  Aus- 
gleichung durch  Verbesserungen  d^,  d,  ^^^  ^s  ^^  ^^^  Annahmen 
3  {k%,t  —  ^1.2)  ==  «2  —  ^1  ^'  ^-  f-  2^  bewirken.  Die  Gewichte  der  S 
nehmen  wir  gleich  grofs  an.    Es  folgt  als  Bedingung 

3,9*,  +  15,1*2  +  5,5*3  =  0,30 , 
damit 

*,  =  0,0043        *2  —  0,0166        *3  =  0,0061 
und 

Äi3=  + 269,83        Ä2.3  =  + 811,84        Ä3.1  =- 1081,67  .    (2) 

Aufserdem  ergiebt  sich 

^2.1  — ^1.2  =  -0,007    ^3.2  —  ^2.8=  — 0,018    ;ti.s  — ^3.1  =  4-0,034. 
Setzt  man  entsprechend  Jordans  Theorie 

0,1993  =  ""'  t-^      0,1524  =  ^^^»-     0,1620  =  '^t— 

M  ^  2 

und  benutzt  die  hieraus  folgenden  Werte 

X,  =  0,2089        Xj  =  0,1897        X3  =  0,1151 
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wie  vorher  nach  Mafsgabe  der  Relationen  3(/r2.i  —  A1.2)  =  Xj  —  Xj 
u.  s.  f.;  die  auch  jetzt  Geltung  haben,  zur  Berechnung  der  Höhen- 
differenzen; 80  wird 

Ä1.8  =  +  269,83        Ä2.8  =  +  811,54        Äs.i  =  -  1081,70 . 

Verbessert  man  wieder  die  Annahmen  3(A'2.i  —  ki,%)  «=  Xg  —  x,  u.  s.  f. 
um  Gröfsen  d,  so  findet  sich 

ffi  =  0,0047        *2  =  0,0181        *3  =  0,0066 
und 

Ä1.2  =  +  269,85        Ä2.3  =  +  811,81        ^3.1  =  -  1081,66  .     (3) 

Auiserdem  ergiebt  sich 

A2.1  —  A-1.2  =  —  0,005    ^3.2  —  A2.3  =  —  0,019     ^1.3  —  ^3.1  =  +  0,033 . 

Behufs  Berechnung  der  Refraktion  aus  den  Angaben  der  meteoro- 
logischen Instrumente  auf  den  drei  Stationen  nach  (12)  §  11  S.  577 
wurden  für  den  angegebenen  Zeitraum  von  24  Stunden  aus  den  halb- 
stündigen (event.  interpolierten)  Beobachtungszahlen  nachstehende 
Mittelwerte*)  gebildet,  denen  die  berechneten  Werte  von  x  und  x 
beigefügt  sind: 


0,1943 
0,1698 
0,1072 

Mit  den  Annahmen  3  (^2.1  —  ki,^  =  Xj  —  x,  u.  s.  f.,  die  auch 
jetzt  Geltung  haben,  folgt 

h,,^  «=  +  269,81        Ä2.3  =  +  811,72        Ä3.1  -=  —  1081,74  . 

Verteilt  man  den  Widerspruch  der  Bedingungsgleichung 

Ä1.2  +  Ä2.3  +  Ä3.1  =  0 

wieder   durch  Verbesserungen    d   der    Annahmen   für   3  {k^.i  —  ki,^ 
u.  s.  f.,  so  ergiebt  sich 

d,  =  0,0031        *2  =  0,0121        *3  =  0,0044  , 

Äi  3  =  +  269,82        Ä2.3  =  +  811,90        Ä3.1  =  —  1081,72     (4) 
und 
^2.1  — ^1.2  =-0,007    ^3.2  — ^2.8  =  — 0,017    ^1.3  -  ^3.1  =  + 0,031 . 

Zum  Schlüsse   geben   wir   noch   die   Resultate   für   die  Höhen- 


b 

e 

-l- 

290,74« 

290,28 

283,31 

j        100  T 

1 

2 
3 

719,2"'"' 

697,1 

632,9 

10,5""" 
10,5 
7,8 

,     0 
—0,344 
-1,376 

1 

*)  Hierbei  fand  sich,  dafs  die  Temperaturangaben  der  betr.  Abhandlung 
von  den  entsprechenden  der  Mitteilung  über  die  mit  den  trigonometrischen 
gleichzeitig  angestellten  barometrischen  Höhenmessungen  (erschienen  unter  dem 
Titel:  „Neue  Beob,  über  die  tägl,  Periode  barometr,  bestimnUer  Höhen")  z,  T.  nicht 
unerheblich  abweichen. 
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differenzen,    die   unter    Voranssetzvng  der  Kreisbogenform   des  Licht- 
strahles berrorgehen.     Verbessert  man  die  anmittelbaren  Resultate 

h,.t  =  +  269,90        Aj.8  =  +  812,67        Äj., 1082,22 

wie  vorher  mittelst  Verbesserungen  der  Annahmen  S(kt.i  —  /ci,t)=0 
u.  s.  f.,  so  wird  erhalten 

*,  =  —  0,0049        dj 0,0193        *j  =  -  0,0070, 

Ä,.s  =  +  269,88        ht.3  ■=  +  812,38        Aj.,  =  -  1082,26      (5) 

-0,002    Ä:».«  —  A-j..,  =  - 0.006     A-,.,  — *,.!  =  — 0,002. 


und 


Ari.g 


Die  fünf  Bechnungsergebnisse  stellen  wir  nunmehr  nach  dem 
Grade  der  Annäherung  von  ha.i  an  das  Resultat  des  geometrischen 
Nivellements  zusammen: 


1.2 
2.3 


Geom.  niv. 


(3) 


(2)    (*)    (1) 


(6) 


269,63  :  269,85  9,83,9,82 
810,71  i  811,81 !  1,84 ':  1,90 


9,76 1  9,88 
2,02 '  2,38 


1.3 1|   1080,33     1081,66   1,67    1,72    1,78   2,26 

Für  die  Unterschiede  der  Refrak^ionswinkel  an  beiden  Enden  jeder 
der  drei  Lichtknrven  findet  sich  mittelst  der  Differenzen  kt.i  —  A'i.t 
u.  s.  f.: 


1.2 

2.3ji 

1.3] 

II 


Geom.  niv. 

C,5" 
23,9 
38,3 


(3) 

1,3" 
10,3 
11,0 


(2)_| 

(4) 

ii) 

1,8" 

2,0" 

3,5" 

10,1 

9,3 

7,7 

11,2 

10,1 

8,8 

(5) 

0,5" 
3,5 

0,8 


Die  Vergleichung  der  Bechnungsergebnisse  mit  dem  Resultat  des 
geometrischen  Nivellements  hat  insofern  einen  Sinn,  als  letzteres  bis 
auf  mehrere  Decimeter  Abweichung  (yergl.  den  nächsten  Paragraphen) 
den  ersteren  entsprechen  muTs.     Nun  gehen  aber  bei  den  grofseren 
Höhenunterschieden  die   Abweichungen  über  den  Betrag  von  einem 
Meter  hinaus,  und  es  scheint,  dafs  keine  der  Refraktionstheorieen  im 
vorliegenden  Falle  genügend  ist.    Insbesondere  entspricht  das  Ergebnis 
(1),  welches  nach  den  Formeln  des  §  19  abgeleitet  worden  ist,  nicht 
den  Erwartungen.   Wahrscheinlich  enthalten  die  benutzten  Tagesmittel 
noch  erhebliche  lokale  Anpmalieen.    Immerhin  ist  durch  die  Berech- 
nungen (1)  bis  (4)  im  Vergleiche  mit  (5)  etwas  erreicht  —  auch  im 
Vergleiche  zu  Bauemfeinds  Theorie,  bei  welcher  der  Unterschied  der 
Refraktionswinkel  an  den  beiden  Enden  der  Lichtkurven  selbst  fOr  die 
Linie  1.3  noch  nicht  2"  beträgt^  deren  Ergebnisse  sich  also  von  (5) 
nicht  sehr  unterscheiden  werden. 


Digitized  by 


Google 


§  21.  Vernachlässigung  d.  Lotabweichungen  bei  Berechn.  trigonom.  Höhen.     607 

Möglicherweise  wird  sich  die  erste  Berechnungsmethode  günstiger 
gestalten,  wenn  erst  die  Lotabweichungen;  deren  Bestimmung  im 
Werke  ist;  in  die  Rechnung  aufgenommen  werden  können.  Die  Re- 
sultate der  trigonometrischen  Berechnung  werden  dann  allerdings  noch 
immer  nicht  mit  den  Ergebnissen  des  geometrischen  Nivellements 
direkt  vergleichbar  sein.  Um  vergleichbare  Resultate  zu  erzielen, 
bedarf  es  der  Bestimmung  der  Gestalt  des  Geoides  im  Bereiche  des 
Dreiecks  HJK ,  zu  welchem  Zwecke  sich  wahrscheinlich  die  Ein- 
schaltung noch  einiger  astronomischer  Stationen  nötig  machen  wird. 
(In  dieser  Hinsicht  ist  bei  Anordnung  neuer  Beobachtungspunkte  an- 
zustreben; dafs  die  längste  Dreiecksseite  die  Richtung  NS  hat;  um 
entlang  derselben  allein  durch  Breitenbestimmungen  die  Gestalt  des 
Geoides  ableiten  zu  können.) 

Die  oben  geführte  Rechnung  hat  mit  Rücksicht  auf  die  letzten 
Bemerkungen  selbstredend  nur  den  Zweck  die  Art  und  Weise  zu 
zeigen,  welche  uns  für  die  Verwertung  der  Beobachtungen  wünschens- 
wert erscheint.  Für  eine  vollständige  Diskussion  aller  Messungen  im 
ganzen  und  einzelnen  (insbesondere  auch  zu  den  für  barometrische 
Messungen  günstigsten  Zeiten)  ist  die  Erledigung  der  astronomischen 
Hilfsmessungen  abzuwarten. 

§  21.  Über  die  Bedeutung  trigonometrischer^  ohne  Büeksieht 
auf  Lotabweichung   ermittelter   Höhendifferenzen.     Wird   die 

Formel  (9*)  §  10  S.  574,  welche  sich  auf  gleichzeitige,  gegenseitige 
Zenithdistanzmessungen  zwischen  zwei  Punkten  P^  und  P^  bezieht, 
ohne  Rücksicht  auf  Lotabweichung  in  den  letzteren  zur  Berechnung 
des  Höhenunterschiedes  $2'~$t  angewandt,  so  heifst  dies  zunächst 
nichts  Anderes,  als  dafs  die  Höhen  jQ^  und  ^2  ^^^  ^^^  besonderes 
Referenzellipsoid  bezogen  werden,  dessen  Lage  durch  die  Bedingung 
des  Yerschwindens  der  von  den  Lotabweichungen  herrührenden 
Parenthese  in  (10)  §  10  S.  574  markiert  ist.  Für  jedes  andere  Punkte- 
paar ist  dann  das  Referenzellipsoid  ein  anderes,  woraus  ersichtlich 
wird,  dafs  diese  Höhenberechnung  nur  dann  ejnen  Wert  hat,  wenn  mit 
einer  für  den  betreffenden  Zweck  ausreichenden  Genauigkeit  die 
Differenz  j^?  —  ^1  »'s  Differenz  der  Meereshöhen  H^  —  H^  aufgefafst 
werden  darf. 

Sehen  wir  zunächst  von  der  Krümmung  der  Lotlinien  ab  und 
denken  uns  durch  P^  eine  Niveaufläche  und  eine  Parallelfläche  zum 
Referenzellipsoid  gelegt,  so  ist  die  Differenz  (^2 ""  ^j)  —  (^2  —  -^1) 
gleich  dem  über  die  horizontale  Entfernung  P^P^^^  s  erstreckten 
Integral 

Xd.,  (1) 

vergl.  Bd.  1  S.  565  (2) ,  woselbst  das  Symbol  y  anstatt  A  angewandt 
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ist.  In  dem  Ausdruck  (1)  bezeichnet  A  die  Lotabweichnng  im  Sinne 
einer  Depression  der  Tangente  der  Niveaufläehe  gegen  diejenige  des 
Ellipsoides  in  Richtung  von  P^  nach  P^ .  Wegen  der  besonderen  Lage 
des  letzteren  ist 

A,  +  A,^0.  (2) 

Aus  dieser  Bedingung  folgt  für  (1)  der  Wert  null,  falls  A  durch 
eine  Funktion  1.  Grades,  etwa  k  -{-  Xsy  zwischen  P^  und  P^  dar- 
gestellt werden  kann.  Ist  dagegen  A  von  höherem  Grade,  z.  B. 
gleich  A  +  A'5  +  A"^^,  so  findet  sich  für  (l)  der  von  null  ver- 
schiedene Wert 

1   1° 

TT-*'-  (3) 

Um  eine  Vorstellung  von  dem  durchschnittlichen  Betrage  des 
Ausdruckes  (1)  in  einem  praktischen  Falle  zu  bekommen,,  denken  wir 
uns  im  Anschlufs  an  Bd.  1  S.  568  u.  ff.  im  Meridian  des  Brockens 
eine  Reihe  von  aufeinander  folgenden  Punkten  trigonometrisch  ver- 
bunden. Die  Fig.  45  S.  570  giebt  die  A  für  die  Reihenfolge  der 
Punkte  von  Süden  nach  Norden,  wobei  für  Seeberg  A  =^0  gesetzt 
ist.  Um  nun  A  für  das  Profil  eines  bestimmten  Punktepaares  auf 
das  ihm  eigentümliche  Referenzellipsoid  zu  beziehen,  genügt  es  nach 
der  1.  Gl.  (9)  S.  536  Bd.  1  von  den  A  eine  Konstante  von  solchem 
Werte  abzuziehen,  dafs  für  die  reduzierten  A  die  Gleichung  (2)  er- 
füllt ist.  In  Fig.  45  kommt  dieses  einer  Parallelverschiebung  der  Ab- 
scissenaxe  um  den  mittleren  Betrag  der  beiden  zu  P^  und  P^  gehören- 
den Ordinaten  gleich.  Der  Wert  des  Ausdruckes  (1)  wird  sodann  gra- 
phisch durcli  die  Fläche  zwischen  Kurve  und  Abscissenaxe  dargestellt, 
wobei  Flächen  oberhalb  negativ,  unterhalb  positiv  zu  rechnen  sind. 

Bei  einem  Abstände  der  Ordinaten  von  10'  geographischer  Breite, 
also  einer  Entfernung  der  Punkte  gleich  18,5*^,  ist  aber  der  Verlauf 
der  Kurve  meist  geradlinig,  der  Wert  von  (1)  also  null.  Im  Maximum 
ist  für  das  durch  Fig.  45  gegebene  Sphäroid  der  Wert  von  (1)  gleich 
V4"*,  im  Durchschnitt  aber  noch  nicht  720*"  >  somit  geringfügig. 

Bei  2(/  oder  37*^  Abstand  steigen  Maximum  und  Durchschnitt 
jedoch  bezw.  bereits  auf  1,2"*  und  0,4'». 

Durch  die  Krümmung  der  Lotlinien  können  vorstehende  Beträge 
sich  noch  etwas  vergrofsem.  Jedoch  wird  bei  Abständen  von  weni- 
ger als  20*^  und  nicht  sehr  beträchtlichen  Höhenunterschieden  das 
übliche  Verfahren  der  trigonometrischen  Hohenbestimmung  aus  gegen- 
seitigen Zenithdistanzmessungen  mit  Rücksicht  auf  die  durch  die  Re- 
fraktion entstehende  Unsicherheit  zweifellos  als  ein  solches  angesehen 
werden  können,  welches  Unterschiede  der  Meereshöhen  giebt.  Weniger 
günstig  ist  die  einseitige  Messung,  was  wir  jedoch  nicht  weiter  ver- 
folgen wollen. 
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§  21.    Barometrisch  ermittelte  Höhendifferenzen.  ß(jQ 

Wenn  man  die  Differentialformel  för  barometrisches  Eähenmessen  (8) 

dW 

§  11  S.  576  betrachtet  und  erwÄgt,  dafs  ^«=- ,,   ,  dem  Differentialquotienten 

(tri 

des  Potentiales  nach  der  Höhe,  ist,  so  scheint  es  leicht,  aus  barometrischen 
Messungen  an  zwei  Punkten  auf  ihre  Potentialdifferenz  zu  schliefsen. 
Indessen  kompliziert  sich  der  Zusammenhang  wegen  der  Abhängigkeit 
der  Luftdichtigkeit  von  der  Höhe.  Man  bleibt  deshalb  besser  bei  dem 
üblichen  Entwicklun^ange  der  Formel  für  barometrisches  Höhenmessen 
stehen;  wir  verweisen  insbesondere  auf  «/ordan,  Handbuch  der  Vermessungs- 
kunde, Bd.  1,  1877,  8.  493  Formel  (33),  welche  letztere  wir  mit  der  kleinen 
Modifikation  adoptieren,  dafs  bei  der  Abhängigkeit  der  Schwerkraft  von 
der  geographischen  Breite  gemäfs  unseren  Untersuchungen  der  Faktor 
0,00265  anstatt  0,002573  angewandt  wird.  Doch  sind  wir  völlig  damit 
einverstanden,  dafs  die  Anziehung  des  Terrains  nicht  zu  be lücksichtigen 
ist  (sowohl  in  (33)  wie  bei  Reduktion  der  Quecksilberbarometerstände  auf 
gleiche  Schwerkraft) ;  denn  dieses  entspricht  ganz  den  auf  S.  243  §  37  er- 
wähnten Erfahrungen.  Die  Formel  lautet  (für  Metermafs)  in  unseren 
Bezeichnungen: 

Äi  2  =  18400  (1  +  0,003665«)  (  1  +  ^l)  Flog  ^ 
mit  ^  ^^'  ^'  (4) 

JP«  (1  +  0,00265  coe  2JB)  ^  1  +  ^-)  • 

Hierin  sind  p^  und  Pf  die  in  absolutem  Mafse  gemessenen  Luftdrücke  für 
die  Flächeneinheit  an  den  beiden,  zunächst  in  derselben  Vertikalen  ge- 
dachten Stationen,  femer  sind  B,  H^  t  und  e:b  bezw.  die  mittlere  geogra- 
phische Breite,  mittlere  Meereshöhe,  mittlere  Lufttemperatur  in  Centesimal- 
graden  und  mittleres  Verhältnis  des  Dunstdruckes  zum  Barometerstand. 
Multipliziert  man  h^  ^  ™^^  ^^^  mittleren  Schwerkraft  p^  der  Säule 
und  nimmt  for  p^  den  normalen  Wert,  so  folgt  die  Potentialdifferenz 
beider  Stationen 

TTt  -  TTt  —  18400  (1  +  0,003665 1)  (l  +  |0  e  log  ^*- ,  (5) 

worin  (5  die  normale  Schwerkraft  im  Meeresniveau  für  45°  Breite  be- 
zeichnet (S.  97  §  20).  Dieser  Ausdruck  ist  verhältnismäfsig  genauer  als 
derjenige  für  h^  ^  >  'weil  er  von  den  durch  die  Unkenntnis  des  genauen 
Betrages  der  Schwerkraft  erzeugten  Unsicherheiten  wesentlich  nur  noch 
diejenige  enthält,  die  in  der  Konstanten  18400  durch  Einführung  des 
normalen  Wertes  der  Schwerkraft  von  Paris  (wo  Begnaült  die  Dichtigkeit 
der  Luft  bestimmte)  anstatt  ihres  wirklichen  Wertes  entsteht. 

Übrigens  ist  diese  Unsicherheit  sehr  klein,  und  selbst  die  entsprechende  in 
der  Formel  fürh^  ^  ^^^  im  Vergleiche  zu  anderen  Fehlereinflüssen  unerheblich. 

Die  GrÖfse  h^  ^  ^^  ^^^  übereinander  liegende  Stationen  der  Unterschied 
ihrer  Meereshöhen.  Liegen  die  Stationen  nicht  übereinander,  so  ist  ^j  ^ 
der  Abstand  der  Niveauflächen  der  betreffenden  Punkte,  gemessen  in  der 
geographischen  Breite  By    die  man  willkürlich  annehmen  kann,  in  der 

Regel  aber  gleich  -—  (JBj  -|-  Bf)   setzt.      Hieraus   ersieht  man,    dafs   der 

barometrisch  bestimmte  Wert  ^^2  °^^^  ^^°^  unmittelbaren  Ergebnis  eines 
geometrischen  Nivellements  zwischen  beiden  Punkten  im  allgemeinen 
nicht  übereinstimmen  wird.  Der  Unterschied  beider  ist  von  derselben 
Ordnung  wie  der  Unterschied  des  unmittelbaren  Ergebnisses  des  geome- 
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triechen  KiYellenients  ond  der  ilOhe  des  oberen  Punktes  über  derNiveaa- 
fläche  des  unteren  (vergl.  im  7.  Kap.  §  1  S.  501). '  Eine  strenge  Ver- 
gleichung  würde  die  Aufstellung  der  Potentialdiffereuzen  erfordern. 

Jedenfalls  aber  ist  der  unterschied  nicht  so  bedeutend,  dafs  man  nicht 
das  Ergebnis  des  geometrischen  NiveUemcots  für  h^^  mit  2JBa-J9|-f  £, 
in  Formel  (8)  einführen  dürfte,  um  rückwärts  auf  die  mittlere  Temperatur 
i  der  Luftsäule  zu  schliefsen.  Dieser  Vorgang  ergiebt  die  mittlere  Luft- 
temperatur bei  mäfsig  grofisen  «Höhenunterschieden  um  so  besser  befreit 
von  den  Anomalieen  der  Lufttemperatur  in  der  Nähe  des  Terrains,  je 
genauer  diese  Anomalieen  -auf  beiden  Stationen  dieselben  sind,  weil  in 
der  Differenz  der  Gewichte  der  bis  zur  Grenze  der  Atmosphäre  gedachten 
Luftsäulen  über  den  letzteren  die  Einflüsse  der  erwähnten  Temperatur- 
anomalieen  sich  subtrahieren.  Beeinträcbtigend  für  die  Güte  des  Resul- 
tates ist  ein  grofser  Horizontalabstand  der  Stationen,  insofern  mit  dem 
letzteren  der  Einfiufs  einer  Neigung  der  Luftschichten  gleicher  Dichtigkeit 
gegen  die  Niveauflächen  zunimmt 
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